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1 Podstawowe wiadomosci 1 oznaczenia

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

N - zbior liezb naturalnych N = {1,2,...};
R - zbior liczb rzeczywistych.

Symbol:

Arex - czytamy dla kazdego x € X7 - jest to kwantyfi-
kator ogolny;,

natomiast

Veex - czytamy istnieje x € X7 - kwantyfikator egzy-
stencjalny.



Dodatkowo przypomnijmy sobie podstawowe pojecia
kombinatoryki (w tym schematy kombinatoryczne).

Twierdzenie 1 (regula iloczynu). Jezeli mozemy pe-
wien wybor dokonaé etapami (podejmujgc wielokrot-
nie decyzje dotyczgcq wyboru poszczegolnych elemen-
tow), przy czym za pierwszym razem (pierwsza de-
cyzja) mozemy wybrac elementy na ny sposobow, za
drugim razem - na ny sposoby itd. a ostatnim razem
- na ng sposobow 1 jesl te decyzje sq podejmowane
niezaleznie, to catkowita liczba wszystkich mozliwych
wyborow wynost

ny-no- ... Ng.



Definicja 1. n-wyrazowa permutacjag zbioru X (lub
méwigc inaczej; permutacja zbioru n-elementowego X)
nazywamy kazda réznowartosciows funkcje f odwzoro-
wujacg zbior {1,2,...,n} na zbior X (czyli funkcja f
jest wzajemnie jednoznaczna).

Zgodnie z powyzsza definicja przez n-wyrazowg per-
mutacje mozemy rozumie¢ kazdy n-wyrazowy réznowar-
toSciowy cigg wyrazow ze zbioru n-elementowego X.

Twierdzenie 2. Liczba réznych permutacji zbioru n-
elementowego wynosi

P,=nl=n-(n—1)-...-2-1.



Definicja 2. k-wyrazowa wariacja z powtorzenia-
mi ze zbioru n-elementowego X nazywamy kazda funkcje
f odwzorowujacg zbior {1,2, ..., k} w zbior X.

Zgodnie z powyzsza definicjg przez k-wyrazowa waria-
cje z powtdrzeniami ze zbioru n-elementowego mozemy
rozumie¢ kazdy k-wyrazowy cigg wyrazow ze zbioru n-
elementowego X.

Twierdzenie 3. Liczba roznych k-wyrazowych waria-
cJi z powtorzentami ze zbioru n-elementowego wynosi

—
VE=nk

n



Definicja 3. k-wyrazowg wariacjg bez powtorzen
ze zbioru n-elementowego X, gdzie £ < n nazywamy
kazdg roznowartosciows funkcje f odwzorowujaca zbior
{1,2,...,k} wzbior X.

Zgodnie z powyzsza definicja przez k-wyrazowsg wa-
riacje bez powtdrzen ze zbioru n-elementowego (k < n)
mozemy rozumie¢ kazdy k-wyrazowy roznowartosciowy
cigg wyrazow ze zbioru n-elementowego X .

Twierdzenie 4. Liczba roznych k-wyrazowych waria-
cji bez powtorzen ze zbioru n-elementowego wynost

:'.:n<n—1)-...'(n—k+1)a



Definicja 4. k-elementowg kombinacjg zbioru n-ele-
mentowego X, gdzie k < n nazywamy kazdy k-elemento-
wy podzbiér zbioru X.

Twierdzenie 5. Liczba wszystkich k-elementowych
kombinacji zbioru n-elementowego wynost

E_ (P _ n!
Cn = (k) (n— k) -k




2 Rachunek prawdopodobienstwa

Rachunek prawdopodobienstwa jest teorig zajmujaca si¢
zdarzeniami wystepujacymi podczas wykonywania do-
swiadczen losowych.

Doswiadczenie nazywamy losowym, jezeli mozna go
wielokrotnie powtorzy¢ w tych samych warunkach, ale nie
jesteSmy w stanie przewidzie¢ kiedy sie ono pojawi.

Przykiadami takich doswiadczen sa: rzut kostka do gry,
rzut moneta, ciggniecie losu na loterii, wylosowanie 6 liczb
w ,toto-lotku”.



W kazdym doswiadczeniu losowym mozna wyodreb-
ni¢ pewne najprostsze, nierozkiadalne, elementarne wy-
niki, ktore wyrozniajg si¢ tym, ze kazde powtdrzenie te-
go doswiadczenia konczy sie jednym 1 tylko jednym z
nich. Te wyniki zwane sa zdarzeniami elementar-
nymi, ktére sa pojeciami pierwotnymi teorii prawdo-
podobienstwa (czyli takimi elementami teorii, ktére sie
nie definuje). Zdarzenia elementarne bedziemy oznaczaé
przez wi,ws, . ... Zbior ztozony ze wszystkich zdarzen
elementarnych nazywamy zbiorem zdarzen elemen-
tarnych. Bedziemy oznaczac¢ go grecka litera (.



Przyktad 1. Przypusémy, ze rzucamy raz monetg. Do-
swiadczenie to moze zakonczy¢ sie jednym z dwoch moz-
liwych wynikow: wypadnie orzel” (oznaczane przez O),
,wypadnie reszka” (oznaczane przez R), ktére beda zda-
rzeniami elementarnymi tego doswiadczenia. Tak wiec
zbior zdarzen elementarnych (tego doswiadczenia) mozna
zapisa¢ w postaci

0 ={0,R}.
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Przyktad 2. Przypusémy, ze rzucamy trzy razy moneta.
Zbior zdarzen elementarnych ma postac

0 ={0,0,0),(0,0,R),(O,R,0),(0,R, R),
(R,0,0),(R,O,R),(R,R,0),(R,R,R)}

lub krocej
QO ={(a,b,c): a,b,c € {O,R}}.

Przyktadowo zdarzenie elementarne (O, R, R) rozumie-
my jako zdarzenie, w ktorym za pierwszym razem ,wy-
padl orzel”, a za drugim i trzecim razem ,wypadly resz-

ki??
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Przyktad 3. Zalézmy, ze rzucamy dziesie¢ razy kost-
ka do gry. W jednokrotnym rzucie kostky do gry moze-
my otrzymaé jeden z szeSciu wynikow: wypadnie jedno
oczko” (oznaczamy 1), ,wypadnie dwa oczka” (oznacza-
my 2), ,wypadnie trzy oczka” (oznaczamy 3), ,wypad-
nie cztery oczka” (oznaczamy 4), ,wypadnie pie¢ oczek”
(oznaczamy 5), ,wypadnie szes¢ oczek” (oznaczamy 6).
W zwigzku z tym zbiér zdarzen elementarnych mozemy
zapisa¢ w postaci

QZ{(CLl,...,CLm)Z ai,...,Aa10 € {1,2,3,4,5,6}}.

W tym przypadku nie bylo sensu wypisywac¢ wszystkich
mozliwych zdarzen elementarnych (jak to robilismy w
Przyktadach 11 2), bo jest ich dokladnie 61° = 60466176.

12



Definicja 5. Kazdy podzbiér zbioru zdarzen elementar-
nych ) nazywamy zdarzeniem.

Zwykle zdarzenia bedziemy oznaczaé¢ duzymi literami
A, B, . ... Wyjatek stanowig dwa zdarzenia: zdarzenie ()
zwane niemozliwym (zbidr pusty zawiera si¢ w kazdym
zbiorze) oraz zdarzenie §2 zwane pewnym (kazdy zbior
jest swoim podzbiorem).

13



Definicja 6. Niech () bedzie zbiorem zdarzen elemen-
tarnych, a A bedzie zdarzeniem, czyli podzbiorem zbioru
() (co zapisujemy A C €2). Méwimy, ze zdarzenie ele-
mentarne w (gdzie w € () sprzyja zdarzeniu A, gdy
w e A.

14



Poniewaz zdarzenia sa podzbiorami pewnego (specjal-
nego) zhioru €2, wiec na zdarzeniach mozemy wykonywacé
podobne operacje co na zbiorach, cho¢ czasami majg inne
nazwy.

AUB | suma (alternatywa) zdarzen A i B
ANB |iloczyn (koniunkcja) zdarzen A i B
A\ B | réznica zdarzen Ai B

A’ zdarzenie przeciwne do zdarzenia A,
tzn. A’ =Q\ A
A C B | zdarzenie A pociagga zdarzenie B

AN B =0 zdarzenia A1 B wykluczaja si¢

15



Przyktad 4. Wr6émy do Przyktadu 2. Oznaczmy przez:

A - zdarzenie polegajace na tym, ze w trzech rzutach be-
dziemy mie¢ dokladnie 2 orty;

B - zdarzenie polegajace na tym, ze za trzecim razem
,wypadnie orzet”;

C' - zdarzenie polegajace na tym, ze za pierwszym i dru-
gim razem ”"wypadna reszki” | a za trzecim ,wypadnie
orzel”.

Tak wigc

A={(0,0,R),(O,R,0),(R,0,0)};
B={(0,0,0),(0,R,0),(R,0,0),(R,R,0)};
C={(R,R,0)}.

16



Stad mamy
AUB={(0,0,0),(0,0,R),(O,R,0),
(R,0,0),(R,R,0)};

ANB={(0O,R,0),(R,0,0)};

A\ B={(0,0,R)}:

B\A {(0,0,0),(R,R,0)};
'={(0,0,0),(0,R,R),(R,0,R),
(R,R,0),(R,R,R)}.

Ponadto zdarzenia A i C' wykluczaja sie wzajemnie,

bo AN C = (), natomiast zdarzenie C pocigga zdarzenie
B, tzn. C' C B.

17



Przyktad 5. Cztery osoby A, B, C'i D rzucaja jedno-
czesnie piecioma kostkami do gry. Rozwazmy zdarzenia;
A; -osoba A wyrzucita co najmniej ¢ ,szostek”;

B; -osoba B wyrzucita co najwyzej ¢ ,piatek’;

C; -osoba C' wyrzucita doktadnie ¢ ,,czworek”:

D; -osoba D wyrzucita co najmniej ¢ ,dwdjek” lub co
najmniej ¢ ,trojek”

gdzie 1 =0,1,...,5.

Co oznaczaja zdarzenia: AS; BS; C1; Db; AUAS; AjNAS;
Bl \ Bg, Bé \ Bl.

18



Rozwigzanie.

Al - osoba A wyrzucita co najwyzej jedng ,szostke” (czyli
0 lub 1 ,szostke”);

BY - osoba B wyrzucila co najmniej 4 | piatki” (czyli 4
lub 5 | pigtek”);

C - osoba C' wyrzucita 2, 3, 4 lub 5 | czwérek” lub nie
wyrzucita zadnej ,,czworki”;

DY, - osoba D wyrzucila co najwyzej jedng . dwdjke” i co
najwyzej jedng ,trojke” (czyli 0 lub 1 dwodjke” 1 0 lub 1
Strojke”);

19



Ay U Aj - osoba A wyrzucita co najmniej 2 | szostek” lub
co najwyzej 2 ,sz0stki” (czyli 0, 1, 2, 3, 4 lub 5 ,sz6stek”
- jest to zdarzenie pewne);

A1 N A5 - osoba A wyrzucila co najmniej jedna ,sz6stka”
i co najwyzej 2 ,sz0stki” (czyli 1 lub 2 | szostki”);
B\ B3 - jest to zdarzenie niemozliwe, poniewaz By C Bs;
B!\ By = BY - osoba B wyrzucita co najmniej 4, piatki”.

20



Zadanie 1. Przy danych z Przyktadu 5 okresl co ozna-
czaja zdarzenia: Cy \ Cf; DN DY; (A \ A5) \ Ag; (B1 U
B%) N B, Wymysl jeszeze kilka takich zdarzen i sprobuj
okresli¢ co one oznaczaja.

21



Przyktad 6. Niech A, B i C bedg trzema dowolnymi
zdarzeniami. Napisa¢ zdarzenia polegajace na tym, ze:
a) zachodzi tylko A;
b) zachodzi tylko A i B;
c¢) zachodza wszystkie zdarzenia;
d) zachodzi przynajmniej jedno z tych zdarzen:;

e) zachodza przynajmniej dwa zdarzenia;

g) zachodzg doktadnie dwa zdarzenia;

h) nie zachodzi ani jedno zdarzenie;

)
)
f) zachodzi dokladnie jedno zdarzenie;
)
)
)

i) zachodzg nie wiecej niz dwa zdarzenia.

22



Rozwigzanie.

Przed przystapieniem do podania rozwigzan warto uzmy-
stowi¢ sobie, ze jezeli zdarzenie D nie zachodzi oznacza
to, ze zachodzi zdarzenie przeciwne, czyli D’.

Ad.a) AnB' N

Ad.b) AnBnNC”;

Ad.c) AnBNC

Ad. d) AUBUC,

Ad.e) ANBNCHYUANB' NCYUA'NnBNC)U
(AnBNCY);

Ad. f) ( AnB' NCHYUA'NnBNCHYUA NB' NC);
Ad. ) (ANBNCYUANB NC)U(ANBNC);
Ad. h) AAnB'NC" = (AU BUC) (jakie prawo algebry
zbiorow lub zdarzen zostalo tutaj wykorzystane?);

vVv\_/

Ad. i) oznaczmy przez D - zdarzenie ,zachodzg nie wie-
cej niz dwa zdarzenia”. Na poczatek zapiszmy zdarzenie
przeciwne, czyli D' - zachodza trzy zdarzenia”: D' =
AN BNC. Korzystajac z faktu, ze dla kazdego zdarze-
nia (zbioru) D zachodzi réwnos¢ D" = D otrzymujemy
nastepujacy zapis zdarzenia

D=D"=(AnBnC)=AuUBUC"

23



3 Prawdopodobienstwo i jego wlasnosci

Matematyczny model do$wiadczenia losowego to tréojka
(2, F, P) zwana przestrzenia probabilistyczng, w
ktorej

) - zbior zdarzen elementarnych (o ktérym mowili-
dmy juz wezesniej );

F - zbior zdarzen, dla ktorych bedzie okreslona funk-
cja prawdopodobienstwa. Poniewaz bedziemy rozwa-
zac tylko skonczone zbiory zdarzen elementarnych,
to zawsze bedziemy przyjmowaé, ze F = 2%, czy-
li F bedzie zbiorem wszystkich podzbioréw zbioru
2. W takim przypadku czesto pomija si¢ zbior F
w zapisie przestrzeni probabilistycznej, gdyz jest on
jednoznacznie wyznaczony przez 2;

P - funkcja okreslona na wszystkich zdarzeniach (z
F) o wartosciach w (0, 1), ktorg nazywamy praw-
dopodobienstwem.

24



Definicja 7. Funkcje P : 2 — R (czyli odwzorowa-
nie, ktore kazdemu zdarzeniu A przyporzadkowuje do-
ktadnie jedng liczbe rzeczywista) nazywamy prawdo-
podobienstwem, gdy spetnione sg warunki (zwane ak-
sjomatami prawdopodobienstwa):

1. P(A) > 0 dla kazdego A C Q;
2. P(AUB) = P(A)+ P(B) dla kazdej pary A, B C

wykluczajacych si¢ wzajemnie;
3. P(Q) =1

Liczbe P(A) nazywamy prawdopodobienstwem
zajScia zdarzenia A.

25



Uwaga 1. Korzystajac z warunku 2 powyzszej definicji
oraz zasady indukcji matematycznej mozna wykazac, ze
dla kazdych Ay, ..., A, C Q(n € N) parami roztgcznych

P(AjU...UA,) =P(A)+...+ P(A,).

26



Wtasnosé 1.
a) P(0) = 0;

b) dla kazdych A, B C §Q takich, ze A C B mamy
P(A) < P(B);

c) dla kazdych A, B C ) takich, ze A C B mamy
P(B\ A) = P(B) — P(A);

d) dla kazdego A C Q2 mamy 0 < P(A) <
e) dla kazdego A C Q) mamy P(A") =1 — ( );

f) dla kazdych A, B C Q2 mamy P(AUB) = P(A) +
P(B) — P(AN B).

Uwaga! Z Wlasnosci 1 d) rzeczywiscie wynika, ze zbior
wartosci funkeji P jest w (0, 1).

27



Dowdd.
Ad. a) Z wlasnosci dziatan na zdarzeniach (zbiorach) za-

chodzi réwno$é AUD = A oraz zdarzenia A i () wyklucza-
jasie (AND =0). Korzystajac z warunku 2 z Definicji 7
mozemy napisac

P(A)=P(AUD) = P(A) + P(0),

co implikuje, ze P(0) = 0.

28



Ad b) i ¢) Poniewaz A C B, to zgodnie z wlasnodciami
dzialan na zdarzeniach mozemy napisac

B=(B\A)UA

s}

29



Ponadto jak tatwo widaé, zdarzenia B \ A oraz A wy-
kluczaja sie wzajemnie. Stosujgc ponownie warunek 2 z
Definicji 7 otrzymujemy

P(B)=P(B\ A)+ P(A). (1)
Stad mozemy juz napisac
P(B\ A)=P(B)— P(A).
Z, warunku 1 z Definicji 7 mamy
P(B\ A) >0,
co w polaczeniu z (1) implikuje, ze

P(B) > P(A).

30



Ad d) Niech A C Q. Z warunku 1 z Definicji 7 mamy
P(A) > 0. Korzystajac z udowodnionego wyzej warunku
b) oraz warunku 3 z Definicji 7 otrzymujemy

P(A) < P(Q) = 1.

Ad e) Zauwazmy, ze AU A’ = Q oraz AN A" =0 (czyli
zdarzenia A 1 A" wykluczaja sie). Stad i z warunku 2
Definicji 7 mamy

P(Q)=P(A)+ P(A".
Korzystajac z warunku 3 z Definicji 7 otrzymujemy
P(A)+ P(A") =1,

czyli
P(A)=1- P(A).

31



Ad f) Zauwazmy, ze
AUB=AU(B\A) i An(B\A) =0 (2
oraz,

B\A=B\(ANB) i AnBCB. (3)

Rysunek 1

7Z (2) oraz z uwagi na warunek 2 z Definicji 7 mamy
P(AUB)=P(A)+ P(B\ A). (4)
Stosujac wlasnosé ¢) do (3) otrzymujemy
P(B\ A) = P(B) — P(AN B). (5)
Podstawiajac (5) do (4) dostajemy ostatecznie
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B).

32



Przyktad 7. Niech P(A) = 3., P(B') = {, P(AU

B) = 1. Obliczy¢: P(AN B), P(A\ B), P(A'N B).
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Rozwigzanie. Z Wlasnosci 1 e) mamy

73
P(B)=1-P(B)=1- 1=

7 Whasnodci 1 f)

P(ANB)=P(A)+ P(B) — P(AUB)
3 03 4 64+15-20 1

o510 10 5050
Zauwazmy, ze A\ B = A\ (ANB)oraz ANB C A
(zob. Rysunek 1). Stad oraz z Wlasnosci 1 ¢)
P(A\ B)=P(A\ (AN B))=P(A)— P(ANB)
3 1 5 1

95 50 50 10°
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Zuwagina ANB = B\A=B\(ANB)iANB C B

O\ A=A"

oraz Wlasnosé 1 ¢) otrzymujemy

P(A'N B)=P(B\ (AN B)) = P(B) — P(AN B)
3 1 147

10 50 50 25
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Zadanie 2. Wiadomo, ze P(A") = 0,8, P(B’) = 0,9,
P(AN B) =0,05. Oblicz: P(AU B), P(AUB)\ A),
P(ANB).
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Odp. P(AUB) = 0,25, P(AUB)\ A) = 0,05, P(AN
B') =0, 15.
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4 Prawdopodobienstwo klasyczne

Definicja 8. Moca zdarzenia A nazywamy liczbe
zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A. Moc
zdarzenia A bedziemy oznaczaé przez A.

Twierdzenie 6 (o prawdopodobienstwie klasycznym).
Niech €) bedzie zbiorem zdarzen elementarnych takim,
ze wszystkie zdarzenia elementarne bedg jednakowo
prawdopodobne (tzn. prawdopodobienstwo zajscia kaz-
dego z tych zdarzen jest takie samo). Wowczas praw-
dopodobienstwo zdarzenia A C ) wyraza sie wzorem

(6)

Wzor (6) nazywany jest wzorem Laplace’a.
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Przyktad 8. Rzucamy jednoczesnie dwiema kostkami
do gry. Obliczy¢ prawdopodobienstwo otrzymania réznej
liczby oczek.
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Rozwigzanie.
() - zbior wynikow doswiadczenia polegajacego na jedno-
czesnym rzucie dwiema kostkami.

Wydaje sie naturalnym przyjac¢ za zbiér zdarzen ele-
mentarnych wszystkie mozliwe wyniki jednoczesnego rzu-
tu dwiema nierozréznialnymi kostkami, czyli

Q={{a,b}: a,be {1,2,3,4,5,6}, a < b}.

Jednakze przy takim doborze zdarzen elementarnych
niektore z nich sg bardziej prawdopodobne niz inne. Tak
jest w przypadku zdarzenia elementarnego {1,2}, ktére
jest bardziej prawdopodobne niz {1, 1}. Niestety w tym
przypadku zalozenia Twierdzenia 6 nie sa spelnione i nie
mozemy korzystaé ze wzoru (6).
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Nic nie stoi na przeszkodzie, abysmy zatozyli, ze kost-
ki sg rozroznialne. Wowczas zbior zdarzen elementarnych
mozemy zapisaé

Q={(a,b): a,be{1,2,3,4,5,6}}.

Przy zalozeniu, ze doswiadczenie jest losowe wszystkie
zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne.

Wszystkich zdarzen elementarnych jest tyle co wszyst-
kich 2-wyrazowych wariacji z powtorzeniami ze zbioru
G-elementowego, tak wiec
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A - zdarzenie polegajace na otrzymaniu roznej liczby
oczek

A={(a,b): a,be {1,2,3,4,5,6}, a # b}

Wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zda-
rzeniu A jest tyle co wszystkich 2-wyrazowych wariacji
bez powtorzen ze zbioru 6-elementowego, tj.

A=VZ=6-5=30.

Korzystajac ze wzoru (6) mamy
A 30 5
PA ===_—=-.
Q 36 6

Odp. Szukane prawdopodobienstwo (otrzymania rozne;

liczby oczek przy jednoczesnym rzucie dwiema kostkami
5

do gry) wynosi ¢.
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Przyktad 9. Rzucamy piec¢ razy symetryczng kostka do
gry. Obliczy¢ prawdopodobienstwo otrzymania:

a) co najmniej raz szostki;

b) dokladnie dwoch szostek lub za kazdym razem pa-
rzystej liczby oczek.
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Rozwigzanie. W obu podpunktach bedziemy rozwazac
takg sama przestrzen zdarzen elementarnych.

(2 - zbidr wynikéw doswiadczenia polegajacego na piecio-
krotnym rzucie kostkg do gry

Wowezas
QO ={(ay,as,as,aq,as) : ay,...,a5 € {1,2,3,4,5,6}}.

Wszystkich zdarzen elementarnych jest tyle co wszyst-
kich 5-wyrazowych wariacji z powtérzeniami ze zbioru
6-clementowego, tak wiec

79

2
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Ad. a)
A - zdarzenie polegajace na otrzymaniu co najmniej raz
sz0stki”

A ={(ay,as,as, a4, as) : \Vi a; = 0,
i€{1,2,3,4,5}

ai,...,a5 € {1,2,3,4,5,6}}

Bezposrednie wyznaczenie mocy zdarzenia A jest czaso-
chionne, dlatego tez policzymy moc zdarzenia przeciwne-
go do A.

A’ - zdarzenie polegajace na tym, ze nie otrzymamy (ani
jednej) ,szostki”

A" ={(ay,as,a3,a4,a5) : ai,...,a5 € {1,2,3,4,5}}
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Wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zda-
rzeniu A’ jest tyle co wszystkich 5-wyrazowych wariacji
7 powtérzeniami ze zbioru 5-elementowego, tj.

A=V, =5

Zaktadajac, ze wszystkie zdarzenia elementarne sa jed-
nakowo prawdopodobne, korzystajac ze wzoru (6), otrzy-
mujemy

A5
Z uwagi na Wlasnos¢ 1 e) mozemy napisaé

P(A"

P(A) =1 P(A) = 1— @5 ~ 0,508,
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Ad. b)

B - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu dwoch | szostek”
lub za kazdym razem parzystej liczby oczek

,Podzielmy” to zdarzenie na dwa:

C' - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu dwoch ,szostek”;
D - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu za kazdym razem
parzystej liczby oczek,

a doktadniej B=C U D.

Ponadto
C:{<a17a’27a’37a47a5> . \/ \/ ail - aig - 67
i1€{1,...,5} ioe{1,...,5}
9711
AN a; € {1,2,3,4, 5}}
je{l,...,5}
J#i1, jF#i2

(jak widaé formalne zapisanie zdarzenia moze by¢ bardzo
skomplikowane, ale warto prébowac) oraz

D = {(&1,&2,&3,@4,@5) Day, ..., a5 € {2747 6}}
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Aby policzy¢ ilos¢ wszystkich zdarzen elementarnych
sprzyjajacych zdarzeniu C' bedziemy postepowac etapa-
mi, tj.:

- wybieramy (dla dwoch | szostek”) dwa miejsca (w 5-

wyrazowym ciagu) z pieciu - co mozna uzyskaé na
C? = (g) sposobéw (przy tym wyborze kolejno$¢ nie
ma znaczenia);

- na pozostatych trzech miejscach musimy wybrac licz-

by ze zbioru {1, 2, 3,4, 5} - co mozna zrobi¢ na V? =
53 sposobow.

Stosujac regute iloczynu mamy

C:(2>-53:10-53.

Natomiast tatwo widac, ze

D=V;=3

(tyle co wszystkich 5-wyrazowych wariacji z powtorzenia-
mi ze zbioru 3-elementowego).
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Zaktadajac, ze wszystkie zdarzenia elementarne sa jed-
nakowo prawdopodobne, korzystajac ze wzoru (6), otrzy-
mujemy

C 10-53
P(C) === ~ 0,16
Q 65
oraz _ - .
D 3 1
P(D)==—=""—(2) ~0.031.
(D) Q 6 (2) ’

Do wyliczenia P(B) uzyjemy Wlasnosé 1 f). Jednakze
skorzystanie z tej wlasnosci wymaga od nas znajomosci

P(C'N D), gdzie

C'N D - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu dwoch ,sz0-
stek” 1 za kazdym razem parzystej liczby oczek

CDD:{(al,...,ag)): \/ \/ ah:ai2:6,
i1€{l,....5} ioe{l,...,5}
i27#1]
A a; € {2,4}}
je{l,...,5}
JF0, JF12
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Postepujac podobnie (dwuetapowo) jak w przypadku
obliczania mocy zdarzenia C' mamy

S 5\ —3 5
CND= Vo = .23 =10-2%
Stad
cCNnD 10-23
P(CND)=——= ~ 0,01.
Q2 6°
Ostatecznie

P(B)=P(CUD)=P(C)+ P(D)—P(CND,)
C10-5°+3°—10-2% 157
B 65 864

~ 0, 182.
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Przyktad 10. W urnie jest dwa razy wiecej kul czar-
nych niz biatych i trzy razy wiecej kul zielonych niz bia-
lych. Losujemy jednoczesnie trzy kule. Wyznaczy¢ licz-
be kul biatych, jesli prawdopodobienstwo wylosowania

12

trzech kul roznych kolorow wynosi £=.
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Rozwigzanie.
Oznaczmy przez
x - liczbe kul biatych.

7, warunkow zadania wynika, ze ¢ € N,
Ponadto mamy:

2x - liczba kul czarnych;
3z - liczba kul zielonych;
6x - liczba wszystkich kul w urnie.

Przyjmijmy, ze przez: B, C, Z i U bedziemy oznaczaé
odpowiednio zbiory: wszystkich kul bialych, wszystkich

kul czarnych, wszystkich kul zielonych i zbiér wszystkich
kul w urnie.
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(2 - zbior wszystkich mozliwych wynikéw losowania trzech
kul z urny

Q= {{a, b,ct: a,b,c €U, a,b,crézme miedzy Sob@}.

Jak tatwo widacé

— 3 6 (6x)!
O=Cf, = (3) :3!-(656—3)! = (6x — 2)(6x — 1)z

(tyle co wszystkich 3-elementowych kombinacji ze zbioru
6z-clementowego).
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A - zdarzenie polegajace na wybraniu trzech kul roznych
koloréw

A= {{a,b,c} ca€e B beC, ce Z}
Korzystajac z Twierdzenia 1 mamy
A=z-2z 3z = 62"

(dokonujac wyboru etapami: biatg kule mozemy wybra¢
na x sposobow, czarng kule - na 2z sposobéw 1 zielong
kule - na 3x sposobow).

Zaktadajac, ze wszystkie zdarzenia elementarne sa jed-
nakowo prawdopodobne, korzystajac z Twierdzenia 6,
otrzymujemy
62° 62>

P(A) =

(62 —2)(6x — )z (6 —2)(6x — 1)

©|[IsN
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12

Z tresci zadania mamy dodatkowo, ze P(A) = =, co

z uwagi na powyzszy warunek implikuje réwnos¢
62> 12
(6x —2)(6z —1) 55

lub rownowaznie
552% = 2(6z — 2)(6x — 1).

Stad otrzymujemy dwa rozwigzania x = 2 lub x = 1—27 te-

go rownania kwadratowego. Oczywiscie rozwigzanie x =

% nie spetnia warunkow zadania, wiec ostatecznie moze-

my powiedzie¢, iz mamy 2 kule biale (4 kule czarne i 6
zielonych).
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Przykltad 11. Klasa liczaca 29 uczniéw udata sie do
kina. Poniewaz dzieci nie mialy biletéw ustawily sie w
pojedynczej kolejce do kasy, przy czym ustawienie miato
charakter losowy. Obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarze-
nia A - miedzy dwojgiem ustalonych dzieci stanclo w
kolejce dziesiecioro innych.
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Rozwigzanie.
() - zbiér ustawien uczniéw w kolejce (przyjmujemy, ze
uczniéw bedziemy oznaczac liczbami od 1 do 29)
Q) :{(al,...,agg) DA, ...,0A99 € {1,,29},
a; # a;, dlad # j, 4,5 € {1,...,29}}.

Jak tatwo widacé

() = Pyy = 29!
(tyle co wszystkich 29-wyrazowych permutacji).
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Przejdzmy teraz do zdarzenia A i przyjmijmy, ze dwoje
ustalonych uczniow to uczniowie 11 2. Na poczatek musi-

my ustawi¢ uczniow 11 2; mamy nastepujace mozliwosci:

1 ... 2 ... —abo 2 ... 1 ...
—_— —_— N — —_—
10 uczniéw 17 uczniéw 10 uczniéw 17 uczniéw
1 ... 2 ... —abo 2 ... 1 ..
—_— —_— —_— —_—
10 uczniéw 16 uczniéw 10 uczniéw 16 uczniéw
1 ... 2 albo U |
N — \— —_— —_—
17 uczniéw 10 uczniéw 17 uczniéw 10 uczniéw

Jak wida¢ z przedstawionego wyzej modelu uczniéw 1
1 2 mozemy ustawi¢ na 18 - 2 = 36 sposobow.
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Gdy ustalilismy miejsca dla uczniéw 1 1 2, to musi-
my jeszcze (na pozostatych 27 miejscach) ustawié¢ pozo-
stalych 27 uczniéw. Takich ustawien mozna dokona¢ na
Py = 27! sposobdw.

Korzystajac z reguty iloczynu mamy

A =36-27.

Zaktadajac, ze wszystkie zdarzenia elementarne sa jed-
nakowo prawdopodobne, korzystajac ze wzoru (6), otrzy-
mujemy

C36-271 36 9

29! 28-29 203

/(e

P(A) =
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Teraz sprobuj samemu rozwiazaé zadanie.

Zadanie 3. Przy okraglym stole posadzono 17 osob,
wérod ktorych sa Ania i Darek. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze Ania i Darek beda siedzie¢ obok siebie
(przyjmij, ze wérod 17 oséb jest tylko jedna Ania i jeden
Darek)?
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1

Odp. Szukane pradopodobienstwo wynosi ;.

Problemy.

e Jak zmieni si¢ prawdopodobienstwo, gdy stot zamie-
nimy na prostokatny, a wszyscy uczniowie beda sie-
dzie¢ przy tej samej krawedzi stotu?

e Jaki wplyw na prawdopodobienstwo bedzie miata in-
formacja, ze wsrod 17 oséb jest wiecej niz jedna Ania,
lub /i wiecej niz jeden Darek? Przeanalizuj kilka przy-
padkow.
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Przyktad 12. W szufladzie znajduje sie dziesieé¢ (roz-
nych miedzy soba) par skarpetek. Wyjeto z szuflady, w
sposob losowy, szesé¢ skarpetek. Obliczy¢ prawdopodo-
bienstwo zdarzenia A - wérdod wybranych skarpetek nie
ma ani jednej pary.

62



Rozwigzanie.
() - zbiér wszystkich mozliwych wyborow szesciu skarpe-
tek

Przyjmujemy, ze pary numerujemy liczbami arabskimi
1,2,...,10, a skarpetki w parach, dodatkowo, literami a
i b. Tak wigc zbior wszystkich skarpetek

S :={la,1b,2a,2b,...10a, 10b}.

Wowezas
QO ={{a,...a6}: a1,...,a6 € 9;
a; # a;, dlai #j, i,j€{l,...,6}}.

Jak tatwo widaé
_ 20
QO =C% =
20 (6)

(tyle co wszystkich 6-elementowych kombinacji ze zbioru
20-elementowego).
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Przejdzmy teraz do zdarzenia A. Aby zrealizowaé to
zdarzenie musimy wybraé sze$¢ skarpetek, kazda z innej
pary. W zwiazku z tym, zdarzenie to mozna podzieli¢ na
dwa etapy:

- wybraé szes¢ par z dziesieciu - na (160) SPosObow:

- wybra¢ z kazdej z szesciu par po jednej skarpetce -
na 25 sposobéw (z pierwszej pary mozemy wybraé
skarpetke na 2 sposoby, z drugiej pary - na 2 sposo-
by itd. - korzystajac z zasady iloczynu otrzymujemy

wlasnie 2 - ... - 2).
—_—
6 razy
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Ponownie korzystaja z Twierdzenia 1 otrzymujemy

A= (10) .96,
6

Zaktadajac, ze wszystkie zdarzenia elementarne sa jed-
nakowo prawdopodobne, korzystajac z Twierdzenia 6,
mamy
10
(6) - 20 ~ 112

— ~ (0, 347.
@) 323
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Zadanie 4. W stajni jest 10 klaczy 1 10 ogierow. Przy-
dzielono je losowo do 10 boksow (w kazdym boksie moga
znajdowaé sie doktadnie dwa konie). Jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze w kazdym boksie bedzie klacz 1 ogier?

66



L .. 21001
Odp. Szukane prawdopodobienstwo wynosi: =55~
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5 Doswiadczenia wieloetapowe

Wsrod doswiadezen losowych czesto spotykamy sie z tzw.
doswiadczeniami wieloetapowymi. To znaczy, po-
dobnie jak w przypadku kombinatorycznej reguty iloczy-
nu (zob. Twierdzenie 1), mozna dane doswiadczenie po-
dzieli¢ na kilka etapow. Doswiadczenia z Przykiadow 2
1 3 sg wlasnie doswiadczeniami wieloetapowymi. Inny-
mi przyktadami takich doswiadczen sa: ciagniecie kart z
talii, wielokrotne losowanie kul z urny itd. Do graficz-
nego przedstawienia takiego typu doswiadczen uzywamy
,Ldrzewka” .
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Przyktad 13. Rozwazmy doswiadczenie z Przyktadu 2
i sprobujemy na tym przyktadzie pokaza¢ jak narysowac
Jdrzewko”.

krawqdz START

wezel — 5 o wiynik

NN

wierzcholek wvntk

VANV ANYANYANS

3 rzutu monetg

Kazde drzewko zaczynamy od punktu ,START”. Wy-
niki kolejnych etapéw doswiadczenia umieszczane sg w
wezlach drzewka. Strzaltki taczace dwa kolejne wezty, to
krawedzie. Ostatni koncowy wezel, to wierzchotek.
Kazda krawedz drzewa odpowiada innemu wynikowi jed-
noetapowego doswiadczenia. Dowolny cigg krawedzi ta-
czacy poczatek drzewka (,START”) z wierzchotkiem na-
zywamy gateziag drzewka. Biorgc pod uwage wszystkie
galtezie otrzymamy zbiér zdarzen elementarnych.
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Przy wyznaczaniu prawdopodobienstw zdarzen w do-
swiadczeniach wieloetapowych czesto korzysta sie z me-
tody drzewka.
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Przyktad 14. Rozwiaza¢ Przyktad 8 z wykorzystaniem
,metody drzewka”.

START

| //7\ g
i l\ AN AN AN /\ /\

Kazdej krawedzi przypisujemy prawdopodobienstwo wy-

niku (jednoetapowego doswiadczenia). W naszym przy-
padku kazde z tych prawdopodobienstw wynosi & L (jest to
wynik uzyskania konkretnej liczby oczek, np. 3, w rzucie
kostka). Zauwaz, ze suma prawdopodobienstw ,na kra-
wedziach” wychodzacych z jednego wezta wynosi 1 (po-
winno tak by¢ zawsze).
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Pamietajac, ze gatezie odzwierciedlaja nam zdarzenia
elementarne, na czerwono zaznaczone zostaly te galezie,
ktore odpowiadajg zdarzeniom elementarnym sprzyjaja-
cym zdarzeniu A (w naszym przypadku jest ich az 30).
Aby wyliczy¢ P(A) musimy policzy¢ prawdopodobien-
stwa, odpowiadajace kazdej galezi poprzez pomnozenie
prawdopodobienstw z jej krawedzi (w tym przypadku na
kazdej krawedzi mamy to samo prawdopodobienstwo %),
czyli % : % = %, a nastepnie dodac¢ prawdopodobienstwa z
tych gatezi, ktore odpowiadajg zdarzeniom sprzyjajacym
A (w naszym przyktadzie 30 razy dodajemy %) W ten
30 _ 5

= 2 (a wynik wyszed!

sposob otrzymujemy P(A) = 5 = ¢

ten sam co wezedniej).
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Ten sam wynik otrzymamy, gdy wykorzystamy wzor
na prawdopodobienstwo przeciwne.

A’ - zdarzenie polegajace na otrzymaniu tej samej liczby
oczek

11 I 1 1
PAY=>"-"+.. .+ > =,
(4) 6 6Jr +6 6 6
6 razy
Stad
PA) =1 —P(A)=1—1 ="
= = 6—6
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Przykltad 15. W pewnej szkole sg trzy klasy trzecie
(IIT &, IIT b 1 11T ¢). W klasie IIT a jest 15 dziewczynek
1 15 chlopcow, w III b - 13 dziewczynek 1 12 chtopcow,
w III ¢ - 12 dziewczynek i 14 chlopcow. Firma ,,ABC”
postanowita ufundowac stypendium jednemu z uczniow
trzeciej klasy tej szkoly. Oblicz prawdopodobienstwo, ze:

a) stypendium otrzyma dziewczynka z klasy 111 b;
b) stypendium otrzyma chlopiec (z dowolnej klasy);
¢) stypendium otrzyma chlopiec z I1I a lub dziewczynka
z 111 ¢,
jezeli wyboér ucznia dokonujemy w dwdch etapach: na po-
czatku losowo wybieramy klase, a nastepnie ucznia z tej
klasy:.
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Rozwigzanie. Zadanie rozwigzemy ,metoda drzewka’.
Oznaczmy przez:

A - zdarzenie polegajace na tym, ze stypendium otrzyma
dziewczynka z klasy I1I b;

B - zdarzenie polegajace na tym, ze stypendium otrzyma
chlopiec;

C' - zdarzenie polegajace na tym, ze stypendium otrzyma
chtopiec z III a lub dziewczynka z III c.

Z, uwagi na losowos¢ wyboru klasy, prawdopodobien-

1

stwo wybrania kazdej z klas jest takie samo 1 wynosi 3.
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Ad. a)

chiopiec

Tak wigc

(TR

START
1
3
¥
12 13
25 25

!

chlopiec dziewczynka

L
3
Tetap
Me € uyborklasy
o) r
26 26
, g Teta
chlopiec dziewczynka <€— Wjﬂ)o;r, ucznia
(chlopiec lub dziewczynka)

13 13

2575
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START
L L
3 L 3
3 \\
v Letap
IIa IIb m wybar klasy
= 12 12 /\ 13 i =
30 30 5 EH 26 26
: ; ; \' Il etap
chiopiec dziewczynka chiop dzy chiopiec wezynka <— wybér ucznia
(chlopiec lub dziewczynka)

L5 112 11
3730 3?5 326
1
T3

329
— = — =~ 0,50615.
3+ 5 +15) = o =0
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Jezeli zdecydowaliby$émy sie na bezposredni (w jed-
nym etapie) wybdr ucznia sposréd wszystkich 81 uczniow
klas trzecich (bez wybierania klasy), to prawdopodobien-
stwo zdarzenia ,stypendium otrzyma chlopiec”, wynosi-
loby % ~ 0,50617 (bo wszystkich chlopcow jest 41). Jak
wida¢ w tym przypadku prawdopodobienstwo otrzyma-
nia stypendium przez chlopca jest wicksze (cho¢ réznica
jest niewielka) niz w przypadku dwuetapowego wyboru
ucznia.

Zauwaz, ze podobne zjawisko wystepuje w przypadku
podpunktéw a) i c).
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Ad. ¢)

1 L
3 & 3
" 3
/ Ietap
a b e wybér klasy
43 13, 12 13 34 &2
30 30 5 7 26 26

\ Il etap

chlopiec dziewczynka chlopiec dziewczynka chlopiec dziewczynka <— wybdr ucenia
(chlopiec lub dziewezynka)

Tak wigc

115 112 1 (1 6) 25
PC)=--—4- = op ) =2
=3 503 2673 (2+13) 78
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Zadanie 5. Na wybiegu w ogrodzie zoologicznym znaj-
duje sie: 7 antylop, 5 zyraf, 9 flamingow i 4 tabedzie. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze:
a) wsrod dwoch wybranych zwierzat beda oba jednego
gatunku;

b) dwa losowo wybrane zwierzeta sq z tej samej gro-
mady (czyli albo z gromady ssakow albo z gromady
ptakéw).
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Odp.

Ad. a) 53

300
Ad. b) 2.
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6 Prawdopodobienstwo warunkowe

Czesto tak bywa w rachunku prawdopodobienstwa jak i w
zyciu codziennym, ze chcemy wyliczyé prawdopodobien-
stwo (lub okresli¢ szanse) jakiegos zdarzenia, jezeli wiemy,
ze zaszlo inne zdarzenie. Przykladowo (w zyciu codzien-
nym) firmy ubezpieczeniowe kalkulujac sktadki ubezpie-
czenia na zycie dla swojego klienta szacuja (za pomoca
tablic zycia) jaka jest szansa, ze dana osoba przezyje np.
5 lat, jezeli wiadomo (tu wilasnie jest to zdarzenie, ktore
zasz1o), ze ta osoba ma juz 70 lat (czyli przezyta juz 70
lat). W kazdym z takich przypadkach mamy do czynienia
z wyznaczaniem prawdopodobienstwa warunkowego.
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Definicja 9. Niech () bedzie zbiorem zdarzen elemen-
tarnych. Prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia A C (2
pod warunkiem, zajscia zdarzenie B C ), takiego ze
P(B) > 0, nazywamy liczbe

P(AN B)

T T (7)

P(B)
Funkcje przyporzadkowujaca dowolnemu zbiorowi A C (2

(przy ustalonym zbiorze B C Qi P(B) > 0) liczbe
P(A|B) bedziemy nazywaé prawdopodobienstwem

P(A|B) =

warunkowym.
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Twierdzenie 7. Funkcja (prawdopodobienstwa wa-
runkowego) okreslona wzorem (7) spetnia aksjomaty
prawdopodobienstwa (czyli warunki 1-3 z Definicji 7).
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Dowdd. Ustalmy takie zdarzenie B C 2 aby P(B) > 0.
Ad. 1. Poniewaz P(AN B) > 0, ze wzoru (7), mamy
P(A|B) > 0.

Ad. 2. Niech Ay, Ay C Q beda zdarzeniami wyklucza-
jacymi sie wzajemnie, czyli A1 N Ay = (). Stad réwniez
(AiNB)N (AN B) =, czyli zdarzenia AyNB i A;NB

tez wykluczaja sie wzajemnie.

"" [ A8 ]
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Stad i aksjomatu 2 prawdopodobienstwa (stosowanego do
zbiorow A1 N B 1 As N B) mamy
P(A U AQIB)ZP((Algéi) n5)
_P((AiNnB)U (42N B))
P(B)
P(A1NB)+ P(A;N B)
P(B) |

Stosujac ponownie (7) otrzymujemy

i) P L

—P(A|B) + P(Ay|B).

Ad. 3. Zauwazmy, ze

_PQnB) _ PB) _
POIB) = 5= = g =
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Przyktad 16. Obliczy¢ P(A), jezeli wiadomo, ze
1 1

P(B)=3P(B'), P(A|B) = 5, P(AB) = . ()
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Rozwigzanie. 7 Wlasnosci 1 e) i pierwszej z powyz-
szych rownosci mamy

P(B) =3(1 - P(B)),
co implikuje, ze P(B) = 2 i P(B') = 1. Stad, z definicji

prawdopodobienstwa warunkowego i drugiej rownosci w

(8) otrzymujemy

1 P(AN B)

3= PAIB) = =5

Tak wigc P(AN B) = 1.

:i.ﬂAmB)
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Postepujac podobnie, ze wzgledu na trzecia rownosé w
(8), mozemy napisa¢

1 . P(ANDB)
o = PAIB) ="

— 4. P(ANB),

co prowadzi do stwierdzenia P(AN B') = .

7, uwagi na
A=(ANB)UANB) i (ANB)N(ANB) =10

oraz warunek 2 w Definicji 7 mamy ostatecznie

P(A)=P(ANB)+ P(ANB') = :.
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Zadanie 6. Przy danych: P(A) = 2, P(ANB') = 1,
obliczy¢ P(B|A).
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Odp. P(B|A) = L.
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Przykltad 17. Rzucamy dwiema symetrycznymi kost-
kami do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze suma
oczek bedzie wicksza od 9, jesli wiadomo, ze przynaj-
mniej na jednej z kostek wypadta ,piatka”?
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Rozwigzanie. Oznaczmy zdarzenia:

A - zdarzenie polegajace na tym, ze suma oczek bedzie
wieksza od 9;

B - zdarzenie polegajace na tym, ze przynajmniej na jed-
nej z kostek wypadta ,piatka”;

B’ - zdarzenie polegajace na tym, ze na zadnej z kostek
nie wypadta ,pigtka”;

A N B - zdarzenie polegajace na tym, ze suma oczek
bedzie wigksza od 9 1 przynajmniej na jednej z kostek
wypadta ,pigtka”.

Naszym zadaniem jest wyznaczenie P(A|B).
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(2 - zbior wynikow rzutu dwiema kostkami
Q={(a,b): a,be {1,2,3,4,5,6}}.

Ponadto
A:{<47 6)? (5, 5)7 (57 6)? (6, 4)7 (67 5)? (67 6)};
B'={(a,b): a,b€{1,2,3,4,6}}
AN B={(5,5),(5.6),(6,5)}.

Latwo widac, ze

O=V;=6¢, B=Vi=5, ANB=3.
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Zaktadajac, ze wszystkie zdarzenia sg jednakowe praw-

dopodobne otrzymujemy

B 2 ANB
PB)=2 =2 puanp="28_2
Q 36 Q 36
Tak wigc
P(ANB) P(ANnB) < 3
P A B — = = & = —.
(A1B) P(B) 1-PB) % 1

(=}
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Przyktad 18. W partii brydza, przed licytacja, gracz
E widzi, ze nie ma asa. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze jego partner ma dwa asy?

Uwaga! W brydza graja cztery osoby, ktore oznaczane sg
tak jak kierunki swiata: poétnoc - N, potudnie - S, wschod
- E' 1 zachod - W. Przy rozdaniu wszyscy gracze dostajg
po trzynascie kart z talii 52 kart.
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Rozwigzanie. Oznaczmy zdarzenia:

A - zdarzenie polegajace na tym, ze gracz E nie ma asa;
B - zdarzenie polegajace na tym, ze partner gracza FE
(czyli gracz W) ma dwa asy.

Zgodnie 7z powyzszymi oznaczeniami mamy obliczy¢
P(B|A), bo interesuje nas prawdopodobienistwo tego, ze
gracz W ma dwa asy (zdarzenie B), a wiemy, ze gracz F
nie ma asa (zdarzenie A).
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(2 - zbior wszystkich mozliwych rozdan w brydzu

Kazde zdarzenie elementarne bedzie miato postac

<{61,...,613},{101,...,11)13}), (9)

gdzie e;,w; € T (i,5 € {1,...,13}) i sa rézne miedzy
soba, a T jest zbiorem wszystkich 52 kart (talia kart).
Zbior {eq, ..., e13} odpowiada 13 kartg, ktore otrzymal
gracz B, a {wy, ..., w3} kartom gracza W.
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Pewnie zastanawiasz si¢ dlaczego w okresleniu zbioru
zdarzen elementarnych nie mamy zbioréw, ktore bylyby
odpowiednikami zbioréw kart otrzymanych przez graczy
SiN.

Odpowiedz jest prosta, bo dla zdarzen A1 AN B jest
obojetne, jakie karty posiadajag gracze S'1 N.

Jezeli taka odpowiedz Cig¢ nie zadowala, to zmien prze-
strzen zdarzen elementarnych, tak aby uwzgledniata kar-
ty jakie otrzymajag gracze S 1 N i zobacz, ze otrzymasz
taki sam wynik jak my za chwile.

My skupimy sie jednak na tym co maja £ i W.
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Rozdzielenie kart graczom E 1 W mozna dokonac eta-

pami (poréwnaj to z zapisem zdarzenia elementarnego):

- da¢ 13 kart graczowi E (sposrod 52 kart) na ClF =
(33) sposob6w;

- da¢ 13 kart graczowi W (juz tylko sposrod 39 kart)

13 _ (39 :
na Csy = (}3) sposobow.

Korzystajac z reguty iloczynu mamy

=) ()

100



Przejdzmy do zdarzenia A (samodzielnie zapisz for-
malnie to zdarzenie pamigtajac, ze A C €2). Aby policzy¢,
ile jest wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych
zdarzeniu A musimy postepowac podobnie jak przy licze-
niu wszystkich zdarzen elementarnych, cho¢ chcialoby sie
tylko ,zajac” kartami, ktore bedzie mial gracz E (bo w
przypadku tego zdarzenia nie jest istotne co bedzie miat
gracz W). Niestety zdecydowalismy si¢ na zdarzenia ele-
mentarne postaci (9), a A C §2, wigc musimy uwzglednic,
takze to co dostanie gracz W.
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Tak wiec w kolejnosci:

- graczowl E dajemy 13 kart (sposrdd 48 kart, bo nie
ma mie¢ asa), co mozemy zrobi¢ na Cf2 = (3) spo-
SObow;

- graczowi W dajemy 13 kart (juz tylko sposrod 39
kart), co mozemy zrobi¢ na Ci3 = () sposobow.

Stad
(8-
13) \13

102



W przypadku zdarzenia A N B postepujemy podobnie
jak wyzej.
AN B - zdarzenie polegajace na tym, ze gracz E nie ma
asa oraz gracz W ma dwa asy

W tym przypadku postepujemy nastepujaco:

- graczowi E dajemy 13 kart (sposrod 48 kart, bo nie
ma mieé asa), co mozemy zrobi¢ na Cfg = ({3) spo-
S0bow;

- graczowi W dajemy 2 asy (sposrod 4 aséw) na CF =
(g) sposobdw, a nastepnie pozostate 11 kart wérdd,

ktorych nie ma asa (sposrod 35 kart, bo 13 kart ma
gracz F i gracz W nie moze dostac¢ juz asa, czyli zo-
stato 52-13-4=35 kart do wyboru), co mozemy zrobi¢
na Cit = (1) sposobow.

T (00

N
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Zaktadajac, ze wszystkie zdarzenia elementarne sa jed-
nakowo prawdopodobne mamy

P(ANB) = AgB _ <2)($2()1?)(:'39()11)

Korzystajac ze wzoru na prawdopodobienstwo warunko-

we otrzymujemy ostatecznie

pang SHEHD
P(B|A): P(A) — (13()111-3()13) _
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Twierdzenie 8 (wzér lancuchowy). Jezeli zdarzenia
Ay, Ao, ... A, spelniajg warunek

P(AlﬂAgﬂ...ﬂAn_1)>O, (10)

to
P(AINAsN ... A,) = P(A)P(As]Ay)
o P(Ap AN Ay 0 Ayy),
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Dowdéd. Korzystajac ze wzoru na prawdopodobienstwo
warunkowe mamy
P(A))P(As|Ay) - ...  P(AJAi N AN ... NA,1)
_ p(4y)- P(A1NAs) P(AiNA;N A;)

P(A)  P(A N A)
P(AN...NA, 1) PlAN...NA,)
PAiNn...NA, ) PAIN...NA, 1)
—P(A4NAy...NA,_1NA),

gdzie mianowniki w powyzszym warunku sg dodatnie, na
mocy zalozenia (10).

Oczywiscie formalny dowod nalezatoby przeprowadzi¢
indukcyjnie. ]
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7 Niezaleznosé¢ zdarzen

W zyciu codziennym czesto uzywamy pojecia niezalez-
nosci w ogole nie taczac go z matematyka. Mowimy, w
sensie intuicyjnym (potocznym), iz dwa zdarzenia sg nie-
zalezne, jezeli zajScie jednego z nich nie ma wplywu na
wynik drugiego zdarzenia i odwrotnie. Te intuicyjne my-
slenie ma bardzo duzy zwiazek z pojeciem niezaleznosci
zdarzen w rachunku prawdopodobienstwa.
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Definicja 10. Méwimy, ze dwa zdarzenia A, B C () sy
niezalezne wtedy, gdy

P(AN B) = P(A)- P(B). (11)

Zdarzenia, ktore nie sa niezalezne nazywamy zalezny-
mi.
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Zwykle tak bywa, ze ,intuicyjnie” niezalezne zdarzenia
sa naprawde niezalezne. Niestety bywa tez tak, ze zdarze-
nia, ktore nie wydaja si¢ nam ,intuicyjnie” niezalezne sg
niezalezne w sensie formalnym (matematycznym).
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Przyktad 19. 7 talii 52 kart losujemy jedna karte. Kto-
re pary zdarzen sa parami zdarzen niezaleznych:

a) A - wylosowano asa, B - wylosowano karte czerwona;

b) A - wylosowano pika, B - wylosowano karte¢ czarna,
mtodsza od pigtki?
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Rozwigzanie.
Ad. a) Aséw w talii jest cztery, kart koloru czerwonego
(czyli &1 Q) jest 26. Latwo obliczymy, ze

4 1 26 1
B_ —

PA)=—=—, P = — =,
(4) 52 137 (B) Hh2 2
Z, drugiej strony
2 1
P(ANB)=—=—
(4N B) 52 26

gdyz asow koloru czerwonego jest 2. Tak wiec P(ANB) =
P(A)- P(B) izdarzenia A i B sa niezalezne. Czy powie-
dziatbys: intuicyjnie czulem, ze zdarzenia sg niezalez-
ne?”

Ad. b) Sprébuj samemu sprawdzié, ze te zdarzenia sq
zalezne. Podpowiem tylko, ze piki to #.
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Przyktad 20. Wykazac, ze jezeli A 1 B sa zdarzeniami
niezaleznymi, to pary zdarzen: A i B’; A'1 B oraz A’ i
B’ sa zdarzeniami niezaleznymi.

112



Rozwigzanie. 7 zalozenia mamy, iz zdarzenia A i B sg
niezalezne, czyli spelniona jest réwnosé (11). Z uwagi na
ANB' = A\B=A\(ANDB)oraz AN B C A mozemy
napisa¢ (dlaczego?)

P(ANB')=P(A)— P(AN B).
Stad i z zalozenia (warunek (11)) mamy
P(ANB")=P(A) - P(A)P(B
=P(A)(1 = P(B)) = P(A)P(B),
czyli niezalezno$é zdarzen A i B’ zostala udowodniona.

Problem. Dlaczego dowdd niezaleznodei zdarzen A1 B’
wystarcza, aby stwierdzi¢, ze pozostale dwie pary zdarzen
A'1 B oraz A" i B’ s niezalezne?
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Przyktad 21. Pan Marek kupit na dwéch roznych lo-
teriach po jednym losie. Prawdopodobienstwo wygrania
na [ loterii wynosi 0, 05, a prawdopodobienstwo wygrania

na II loterii 0, 01. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze Pan
Marek:

a) ma dwa losy wygrywajace;
b) ma doktadnie jeden los wygrywajacy;

¢) nie ma loséw wygrywajacych.
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Rozwigzanie. Oznaczmy przez:

A - zdarzenie polegajace na tym, ze los z I loterii jest
wygrywajacy (P(A) = 0,05);
B - zdarzenie polegajace na tym, ze los z II loterii jest
wygrywajacy (P(B) = 0,01).

Oczywiscie przyjmujemy, ze zdarzenia A i B sa niezalez-
ne, gdyz wygrana na jednej z loterii nie zalezy od wygra-
nej na drugiej loterii.
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Ad. a) Zdarzenie C' - polegajace na tym, ze Pan Marek ma
dwa losy wygrywajace, mozemy zapisa¢ jako C = AN B.
Tak wiec korzystajac z niezaleznosci zdarzen A i B mamy

P(C) = P(ANB) = P(A) - P(B) = 0,0005.
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Ad. b) Zdarzenie D - polegajace na tym, ze Pan Marek
ma dokladnie jeden los wygrywajacy, mozemy zapisac
jako D = (AN B") U (A’ N B). Zauwazmy ponadto, ze
zdarzenia ANB'= A\ Bi A'NB = B\ A wykluczaja
sie wzajemnie. Tak wiec

P(D) = P((ANBU(A'NB)) = P(ANB')+P(A'NB).

Korzystajac z wynikéw Przykladu 20, zdarzenia A 1 B’
oraz A’ 1 B sa niezalezne. Stad 1 powyzszej réwnosci ma-
my

P(D) = P(A)- P(B') + P(A) - P(B) = 0, 059.

Ad. ¢) Sprobuj rozwiazaé samodzielnie. Powinno Ci wyjs¢
0, 9405.
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Definicja 11. Moéwimy, ze trzy zdarzenia A, B,C C ()
sg niezalezne wtedy, gdy zdarzenia A, B, C' sy parami
niezalezne, tzn. pary zdarzen Ai B, AiC oraz Bi C sg
niezalezne oraz

P(ANBNC) = P(A)- P(B)- P(C).
Ogdlnie;

Definicja 12. Mowimy, ze zdarzenia Ay, Ao, ..., A, C
() (n > 2) sa niezalezne wtedy, gdy kazde n—1 zdarzen
sposrod nich sg niezalezne oraz

P(A1NAsN...NA) = P(A) - P(Ay) -...- P(A).
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Przyktad 22. Trzej tucznicy A, B i C strzelaja (z tuku)
jednoczesnie do tej samej tarczy. fucznik A trafia ,w
dziesigtke” z prawdopodobienstwem 0, 7; tucznik B - 0, 6;
tucznik C - 0, 4. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze:

a) ,dziesiatka” zostanie co najmniej raz trafiona;

b) ,dziesiatka” zostanie dokladnie dwa raz trafiona.

119



Rozwigzanie. Oznaczmy zdarzenia:

Ap - tueznik A trafi w  dziesiatke” (P(Ap) =0,7);
By - tueznik B trafi w dziesiatke” (P(By) = 0,6);
C - hueznik C trafi w dziesiatke” (P(CY) = 0,4);
D - | dziesiatka” zostanie co najmniej raz trafiona;
E - dziesigtka” zostanie doktadnie dwa raz trafiona.
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Ad. a) Zauwazmy, ze

D’ - zdarzenie polegajace na tym, ze ,dziesigtka” nie zo-
stanie (ani razu) trafiona

oraz D' = A} N B} N C]. Stad oraz z faktu, ze tucznicy
strzelaja niezaleznie od siebie (trafienie badZ nietrafienie
w . dziesiatke” przez jednego z tucznikéw nie zalezy od
trafienia badz nietrafienia w ,dziesiatke” pozostalych)

P(D)=P(A1N By NCY) = P(A}) - P(By) - P(CY)
=0,3-0,4-0,6=0,072.

Tak wiec
P(D)=1- P(D") =0,928.
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Ad. b) Zauwazmy, ze
E=(ANBINC)U(A NBNCH)UANB NCY)

oraz zdarzenia AN B NCT, AiNBNC i AN B NCYy
sq parami roztaczne. Stad i z Uwagi 1 otrzymujemy
P(E)=P(A1NB NCY))+ P(AiNnB NCY)
+ P(A|N B NCY).

Korzystajac z niezaleznosci zdarzen (zob. tez komentarz
w Ad. a)) mozemy napisac

P(E) :P(A1)'P(B1)'P(O{) -+ P(A1)'P(Bi)-P(01)
+P(A/1)-P(Bl)-P(Cl) =0,7-0,6-0,6
+0,7-0,4-0,440,3-0,6-0,4=0,436.
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Zadanie 7. Zalozmy, ze na meczu pitki noznej z praw-
dopodobienstwem % wygrywajg gospodarze, % goscie, %
jest remis. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze w trzyna-

stu meczach:

a) nie bedzie ani jednego remisu;

b) bedzie siedem zwyciestw gospodarzy i trzy gosci.
UWAGA! Podpunkt b) jest trudniejszy i nie musisz si¢
przejmowac, ze nie potrafisz go rozwiaza¢ (cho¢ moze

odpowiedz podsunie Ci sposdb wyznaczenia szukanego
prawdopodobienstwa).
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8 Prawdopodobienstwo calkowite oraz wzor
Bayesa

Niech €2 bedzie ustalonym zbiorem zdarzen elementar-
nych.

Definicja 13. Zdarzenia By,..., B, C () nazywamy
rozbiciem przestrzeni {2, gdy spelnione sg warunki:

1) BBNB;#0dlaiz#jorazi,je{l,...,n};

2) BiU...UB, =Q.
Twierdzenie 9 (o prawdopodobienstwie catkowitym).
Jezeli zdarzenia By, ..., B, C () sq rozbiciem () oraz

P(B;) > 0dlai € {1,...,n}, to dla kazdego zdarzenia
A C Q zachodzi wzor

P(A) = P(A|B))-P(B\)+...+P(A|B,)-P(B,). (12)
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Przyktad 23. Mamy trzy urny C, C; i C5. Urna C
zawiera dwie kule: czerwona 1 zielong. W urnach C4, Cs
znajduja sic odpowiednio: 4 kule biate i 6 czarnych oraz
6 bialych i 2 czarne. Z urny C' losujemy jedna kule. Je-
zeli jest to kula czerwona, to losujemy jedna kule z urny
C1, a jezeli jest to kula zielona, to losujemy jedng kule z
urny Cy. Obliczy¢ prawdopodobienstwo wylosowania kuli
czarnej.
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Rozwigzanie. Oznaczmy przez:

A - zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli czarnej;
By - zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli czerwone;
z urny C' (w konsekwencji bedziemy losowowaé z urny
Ch);

By - zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli zielonej z
urny C' (w konsekwencji bedziemy losowowaé z urny Cy);
A| By - zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli czarne;
pod warunkiem, gdy wybieramy z urny Cf;

A| By - zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli czarne;
pod warunkiem, gdy wybieramy z urny Cs.

127



Zauwazmy, ze By 1 By sa rozbiciem €2, tzn. BjUBy = ()
i BN By = (). Ponadto

1
P(Bl)IP(BQ>:2>O
oraz
PAIB) =2 i PAIB,) = °
Y10 g

Tak wiec zatozenia Twierdzenia 9 sa spetniona, a ze wzo-
ru (12) mamy
P(A)=P(A[B1) - P(B1) + P(A|By) - P(B)
1

128



To samo zadanie mozna rozwiaza¢ ,metoda drzewka” .
Oto podpowiedZ

START

1
P(B) =5

kula czerwona kula zielona

6 , 4 2 : 6
P(AIB) =45 PAIB) =15 P(AIB) =g FEtlB) =

kula czarna kmla biala kula czarna kula biala
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Twierdzenie 10 (wzoér Bayesa). Niech A C Q. Je-
zelt zdarzenia By,...,B, C € sq rozbiciem () oraz
P(A),P(B;) > 0 dlai € {1,...,n}, to dla kazZdego
i€{1,...,n} zachodzi wzor

P(A|B;) - P(B)

P(Bi|A) = P(A) :

(13)

gdzie P(A) okreslone jest wzorem (12).
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Przyktad 24. W zbiorze 100 monet jedna ma po obu
stronach orta, pozostate sg prawidtowe. W wyniku pieciu
rzutow, losowo wybrang moneta, otrzymalismy pie¢ or-
low. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze byla to moneta z
ortami po obu stronach.
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Rozwigzanie. Oznaczmy przez:

A - zdarzenie polegajace na tym, ze wypadnie 5 ortow;
By - zdarzenie polegajace na tym, ze rzucalismy prawi-
dtowa monety;

B, - zdarzenie polegajace na tym, ze rzucaliSmy moneta
z dwoma ortami;

A| By - zdarzenie polegajace na tym, ze wypadnie 5 ortow
pod warunkiem, ze rzucaliSmy prawidtowa moneta;

A| B; - zdarzenie polegajace na tym, ze wypadnie 5 ortow
pod warunkiem, ze rzucaliSmy monetg z dwoma ortami.

Zgodnie z powyzszymi oznaczeniami i trescig przykia-
du, szukamy prawdopodobienstwa zdarzenia Bs| A, czyli
zdarzenia polegajacego na tym, ze rzucaliSmy monetg z
dwoma ortami, jezeli wiemy (pod warunkiem), ze otrzy-
malismy 5 ortow.
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Oczywiscie By 1 By sg rozbiciem (). Ponadto

99 | 1
P(Bl):]_oo 1 P(BQ):M

oraz

1 1
P(AlB)=—=— 1 P(A|B)=1.
AB) = = | PAB)
Tak wiec zalozenia Twierdzenia 10 sg spelnione, a ze wzo-
row (12) i (13) mamy odpowiednio
P(A)=P(A[B1) - P(B1) + P(A|B,) - P(B)
1 99 1 131
32 100 100 3200

oraz
P(A|Bs) - P(By) 1.4+ 32
P(By|A) = = - 100 — =%
(Bs]4) P(A) BL 131
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Problem. Sprobuj ustali¢ jak za pomoca ,drzewka” wy-
liczy¢ szukane prawdopodobienstwo. Oto podpowiedz

START
P(B2) =150
moneta prawidlowa moneta z dwoma orlami
PlA|B:)=1 P(A'|B.) =0
wypadio 5 orlow nie wypadio wypadlo 5 orlow nie wypadlo
5 orlow 5 orlow
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Przyktad 25. Rzucamy jeden raz kostka do gry, a na-
stepnie dwiema monetami tyle razy, ile oczek wypadto
na kostce. Obliczy¢ prawdopodobienstwo wyrzucenia sa-
mych ortow.

135



Rozwigzanie. Oznaczmy (dla i € {1,...,6}):

A - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu samych ortéw;
B; - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu ¢ oczek na kostce
(w konsekwencji rzucamy i razy dwiema monetami);
A|B; - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu samych ortow
pod warunkiem, ze rzucamy ¢ razy dwiema monetami.

Oczywiscie By, ... Bg sg rozbiciem € (dlaczego?). Po-

nadto |
P(A))=...=P(Ag) = G
oraz dla kazdego i € {1,...,6} mamy
1
(AB) =

(bo rzucamy i razy dwiema monetami). Stad i Twierdze-
nia 9 otrzymujemy
P(A)=P(A|By) - P(By)+ ...+ P(A|Bg) - P(Bg)
BN
S 6 \4l 42 T 46 )
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Zadanie 8. Koparka moze pracowa¢ w warunkach nor-
malnych albo trudnych odpowiednio z prawdopodobien-
stwem: p; = 0,8 1 po = 0, 2. Prawdopodobienstwo awarii
koparki w czasie t wynosi 0,05 przy pracy w warunkach
normalnych i 0,25 w warunkach trudnych.

a) lle wynosi prawdopodobienstwo awarii koparki pra-
cujacej przez czas t?

b) W ciggu czasu t koparka ulegla uszkodzeniu. Obli-
czy¢ prawdopodobienstwo tego, ze pracowata w wa-
runkach normalnych.
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Odp.
Ad. a)
Ad. b)

, 09;

ol O
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Przykltad 26. W urnie jest 5 kul biatych i 4 czarne.
Szes¢ z nich przekladamy do innej pustej urny i z niej
losujemy dwukrotnie po jednej kuli bez zwracania. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze druga z wylosowanych kul
jest biata?
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Rozwigzanie. Oznaczmy zdarzenia:

C - przy losowaniu z pierwszej urny wyciagnieto 5 kul
biatych i 1 czarna;

C5 - przy losowaniu z pierwszej urny wyciaggnieto 4 kule
biale i 2 czarne;

C5 - przy losowaniu z pierwszej urny wyciggnieto 3 kule
biate i 3 czarne;

C}y - przy losowaniu z pierwszej urny wyciggnieto 2 kule
biale 1 4 czarne;

B - przy pierwszym losowaniu z drugiej urny wyciggnieto
kule biala;

A - przy drugim losowaniu z drugiej urny wyciagnieto
kule biata.

Oczywiscie zdarzenia Cy, Cy, C3, Cy sa rozbiciem zbio-
ru zdarzen elementarnych €2 (jakiego?).
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Formalne rozwigzanie tego zadania przedstawimy dwo-
ma sposobami.

Sposéb 2. 7 Twierdzenia 9 mozemy napisac
P(A)=P(A|C}) - P(C1) + P(A|Cy) - P(Cy)
+ P(A[C3) - P(C3) + P(A[Cy) - P(Cy). (15)
Ponadto dla ustalonego i € {1,2,3,4} mamy

P(B|C;) - P(A|BN C;) + P(B'|C;) - P(A|B' N C;)
_P(BNCy) P(ANBNG)

P(C)) P(BNC))
P(B'NC) P(ANB NG
P(C))  PB'NC)

_ P(ANBNGC)+P(ANB NCY) 16
a P(C;) | o
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Z, uwagi na roOwnosci:

(ANBNCHUANB' NC)=ANC;

(ANBNC)N(ANB'NC) =0

oraz wlasnosé¢ 2 z Definicji 7 otrzymujemy

P(ANBNC;))+P(ANB' NC)
P(C;)
B P(A M Cz)
- PGy

— P(A|CY). (17)
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Stad oraz z warunkéw (15) i (16) dostajemy
P(A)=P(A|BNCy) - P(B|CY) - P(Ch)
+ P(A|B'NCy) - P(B'|Cy) - P(Cy)
=+
+ P(A|BNCy) - P(B|Cy) - P(Cy)
+ P(A|B'NCy) - P(B'|Cy) - P(Cy). (18)

Podstawiajac, do powyzszego wzoru, w miejsce praw-
dopodobienstw odpowiednie wartosci (zob. Rysunek 2)
otrzymamy dokladnie to co w (14).
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Sposob 3. Zauwazmy, ze
A=(ANBNCHUANB' NCH)U(ANBN(CYy)
UANB' NC)U(ANBNC3)U(ANB NCs)
UANBNCy)U(AN B NCY)

oraz kazde dwa sktadniki powyzszej sumy sa parami roz-
laczne.

Stad, Uwagi 1 oraz Twierdzenia 8 otrzymujemy wzor
(18).
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9 Schemat Bernoulliego

Wsrod doswiadezen losowych sa tez takie doswiadcezenia,
ktore koncza sie tylko dwoma wynikami (umownie zwa-
nymi sukcesem i porazka). Taki typ doswiadczenia
nazywamy proba Bernoulliego.

Definicja 14. Schematem (n prob) Bernoulliego
nazywamy skonczony ciag (n) niezaleznych powtorzen tej
samej proby Bernoulliego.
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Twierdzenie 11. Prawdopodobienstwo uzyskania do-
ktadnie k sukceséow w schemacie Bernoulliego n prob
WYNOost

P(Sy) = (Z) " 0<k<n,  (19)

gdzie p jest prawdopodobienstwem sukcesu w jednej
probie, a q - porazki (p+q=1).
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Przyktad 27. Rzucamy pie¢ razy symetryczng kostka
do gry:
a) oblicz prawdopodobienstwo otrzymania ,piatki” do-
kladnie trzy razy;
b) oblicz prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej
trzech |, pigtek”;
¢) oblicz prawdopodobienstwo otrzymania co najwyzej
trzech | piagtek”.
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Rozwigzanie. Zauwazmy, ze w kazdym z podpunktow
mamy do czynienia z doswiadczeniami, ktére sg schema-
tami Bernoulliego o pigciu probach. Kazda proba to jed-
nokrotny rzut kostka (rzuty kostka sa niezalezne), gdzie
sukcesem” w kazdej z prob jest wyrzucenie | piatki” (p =
1

éorazq:l—p:%).
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Ad. a) W tym przypadku potrzebujemy znalezé prawdo-
podobienstwo zdarzenia A - otrzymania trzech ,piatek”
w pieciu rzutach kostka (czyli uzyskania 3 sukcesow w 5
probach Bernoulliego). Zgodnie ze wzorem (19) szukane
prawdopodobienstwo wynosi

P(A) = P(S2) = (2) : (é)g : (2)2 = 26550 ~ 0, 032.
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Ad. b) W tym przypadku potrzebujemy znalezé praw-
dopodobienstwo zdarzenia B - otrzymania co najmniej
trzech ,piatek” w pieciu rzutach kostka (czyli uzyskania
3, 4 lub 5 sukceséw w 5 probach Bernoulliego). Oczywi-
Scie zdarzenia B; - uzyskanie i sukceséw i € {1,...,6}
w 5 probach Bernoulliego, wykluczaja sie parami. Stad
oraz z faktu, ze B = B3 U By U Bs mamy

P(B)=P(S3<*%) = P(B3; U By U B5)
— P(B;) + P(By) + P(Bs).

Tak wiec ; ,
P)=r(sH+ P+ P =) (5) - ()
HRGRORHRONb)

_ 2626 ~ 0, 035.
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Ad. ¢) W tym przypadku potrzebujemy znalezé praw-
dopodobienstwo zdarzenia C - otrzymania co najwyzej
trzech ,piatek” w pieciu rzutach kostka. Postepujac po-
dobnie jak wyzej, mamy

P(C) = P(S3¥°<%) = P(85) + P(S5) + P(S5) + P(S5)

lub inaczej

P(C)=1—P(C") =1 — P(S5~"<%)
)

152



Przyktad 28. Prawdopodobienstwo trafienia w , dzie-
siatke” przy jednym strzale jest rowne % [le strzalow na-
lezy odda¢, aby z prawdopodobienstwem nie mniejszym
niz 0,9 trafi¢ w ,dziesigtke” co najmniej raz?
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Rozwigzanie. Oczywiscie p = % Szukamy takiego n €
N, aby P(S!SESm) > (9. Korzystajac ze wzoru na praw-
dopodobienstwo zdarzenia przeciwnego mamy

1\? /2\"
PSSRy =1 - P(SY) =1— | () () .
Aby méc obliczy¢ n wystarczy, ze rozwiazemy nierownosé

2n
1—() > 0,9.
3

Stad n > 6 (pamigtajac, ze n € N).

Odp. Nalezy oddac¢ co najmniej 6 strzatow.
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Zadanie 9. Hokeista wykonuje seri¢ 5 rzutow karnych.
Prawdopodobienstwo, ze w tych 5 rzutach co najmnie;
raz trafi do bramki, wynosi %. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo trafienia przez hokeiste bramki w jednym rzucie

karnym (jesli w kazdym rzucie jest ono jednakowe)?
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2

Odp. Szukane prawdopodobienstwo wynosi £.
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Przyktad 29. Strzelec trafia w tarcze Srednio siedem
razy na dziesigé strzalow. Obliczy¢ prawdopodobienstwo
zdarzenia A - czwarte trafienie w tarcze nastapi w dzie-
wigtym strzale.
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Rozwigzanie. Przyjmijmy oznaczenia:

B - zdarzenie polegajace na trzykrotnym trafieniu w tar-
cze w pierwszych osmiu strzatach;

C - zdarzenie polegajace na trafieniu w tarcze w dziewia-
tym strzale.

Zauwazmy, ze A = B N C. Ponadto zdarzenia B i
C' sg niezalezne (bo na trzykrotne trafienie w pierwszych
osmiu strzatach nie ma wplywu trafienie w dziewigtym
strzale i odwrotnie). Stad

P(A)= P(BNC)= P(B)-P(C).  (20)
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Oczywiscie P(C') = 0,7 (bo strzelec trafia w tarcze éred-
nio siedem razy na dziesie¢). Natomiast w przypadku zda-
rzenia B mamy do czynienia ze schematem Bernoulliego,
gdzie w 8 probach chcemy uzyskaé¢ doktadnie 3 sukcesy
(prawdopodobienstwo sukcesu w jednej probie - trafienie
w tarcze - wynosi p = 0,7). Stad i (19) otrzymujemy

PB) = P(SY = (3] 0.0 0.3,

co dzieki (20) pozwala wyliczy¢ szukane prawdopodobien-
stwo

P(A) = @ -(0,7)%-(0,3)°-0,7 = 0,033.
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Zadanie 10. W 12 rzutach monetg wypadly cztery or-
ly. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w szostym rzucie
wypad! orzet?
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Odp. %

Wskazowka. Skorzysta¢ z prawdopodobienstwa warun-
kowego, niezaleznosci zdarzen i schematu Bernoulliego.
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10 Statystyka

Statystyka jest nauka, ktorej gléwnym celem jest okresle-
nie w jaki sposob nalezy zbiera¢ dane, jak pdzniej je opra-
cowaé, aby w konsekwencji uzyska¢ z nich wiarygodne i
miarodajne wnioski. Zwykle tak bywa w statystyce, ze
zbieramy informacje (dane) dotyczace tylko reprezentan-
tow pewnej wiekszej grupy (populacji), a wnioski chcemy
otrzymac dla calej populacii.
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Jak zwykle na poczatku podamy troche teorii.
Definicja 15.

e Populacja lub zbiorowoscia statystyczng na-
zywamy zbior elementow (oséb, przedmiotéw, zja-
wisk itp.) majacych jedna (lub wiecej) wspdlng wia-
snos¢ zwang cechg statystyczna.

e Elementy populacji nazywamy jednostkami sta-
tystycznymi.

e Probg statystyczng nazywamy kazdy podzbioér
populacii.
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Przyktad 30. Zobaczmy przyklady powyzszych pojec.

Populacja Préba Jednostka Cecha
statystyczna
w préobie
Osoby mieszkajace | Osoby mieszkajace | Mieszkaniec | - wzrost
w Polsce w Rzeszowie Rzeszowa - waga
- zarobki
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Moze sie tak zdarzy¢, ze proba w jednym badaniu w
innym jest populacja.

Populacja Préba Jednostka Cecha
statystyczna
w probie
Osoby Mieszkancy | Mieszkaniec | - pteé
mieszkajace | Rzeszowa Rzeszowa - przebyta
w Rzeszowie | w wieku w wieku choroba
30-50 lat 30-50 lat nowotworowa

Jak wida¢ w powyzszym przykiadzie cecha nie musi
mie¢ charakter ilosciowy (czyli, jej wynik nie musi by¢
wyrazony liczbowo).
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Inny przyktad.

Populacja | Proba Jednostka Cecha
statystyczna
w probie
Stonie Stonie w ZOO | Ston z ZOO | - stan uzgbienia
w Polsce w Polsce - ilo$¢ wychowanego
potomstwa
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Proby statystyczne mozemy podzieli¢ na: proby lo-
sowe (gdy jednostki statystyczne sg dobierane zupetnie
losowo - przypadkowo) lub préby nielosowe (gdy wy-
bor elementow proby jest celowy - nieprzypadkowy).

Do przeprowadzenia badan statystycznych potrzebu-
jemy danych statystycznych, czyli wynikow (iloscio-
wych lub nie) odzwierciedlajacych badana ceche w popu-
lacji lub probie.
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Przyktad 31. W pewnym zakladzie produkowane sg
sruby. Z partii wyprodukowanych srub wybrano losowo 50
w celu zbadania zgodnosci ich dhugosci z norma. Otrzy-
mano wyniki w cm: 3,6; 5,0; 4,0; 4,7; 5,2; 5,9; 4,5; 5,3;
5,5;3.9; 5,6; 3,5; 5.4; 5,2; 4,1; 5,0; 3.1; 5,8; 4,8; 4.4; 4,06;
5,1; 4,7, 3,0; 5,5;: 6,1; 3,8; 4,9;: 5.6; 6,1; 5,9; 4,2; 6.4; 5,3;
4.5, 4.9; 4,0; 5,2; 3,3; 5,4; 4,7; 6,4; 5.1; 3.4, 5,2; 6,2; 4,4;
4.3: 5,8; 3,7.
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W tym przypadku mamy

Populacja Préba Jednostka Cecha
statystyczna

Sruby z danej | 50 srub z tej | Pojedyncza | Dtugosc sruby

partii partii sruba
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Niestety zapis danych przedstawiony w tresci przykta-
du jest mato czytelny. Dlatego ustawmy wyniki od naj-
mniejszego do najwigkszego
3,0; 3,1; 3,3; 3,4; 3,5; 3,6; 3,7; 3,8; 3,9; 4,0; 4,0; 4.1; 4,2;
4.3:4.4; 4.4, 4,5, 4,5; 4.6, 4,7, 4,7: 4,7, 4.8, 4,9; 4,9; 5,0;
5,0; 5,1; 5,1; 5,2; 5,2; 5,2; 5,2; 5,3; 5,3; 5,4; 5.4; 5,5; 5,5;
5,6; 5,6; 5,8; 5,8;5,9;5,9; 6,1; 6,1; 6,2;: 6,4; 6,4.
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Nawet uporzadkowane dane moga by¢ malto czytelne
(zwlaszcza jak jest ich bardzo duzo). Dla uproszczenia
mozemy przedstawi¢ wyniki za pomoca szeregu roz-
dzielczego, ktoéry sklada sie z dwoch wierszy: pierwszy
podaje wariant badanej cechy, a drugi - liczebnosc¢ lub
inaczej czestosé (czyli ilos¢ wynikéw majacych podany
wariant cechy).
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W tym przypadku szereg rozdzielczy moze wygladac
nastepujaco

Wariant
badanej 3013113334 |35|36]|3,7]38]3,9]4,0]4,1]4,.2
cechy
Liczebnos¢ | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1

43 [ 4445464748 [4950]5,1]5.2

5,3 (1541(55|56|58(59(6,1|6,2]|64
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Graficznie przedstawiamy szereg rozdzielczy za pomocq
diagramoéw.

22 2 2 22 2 2

3 i1 ¥F3iIlETEILIR

T T
303122333435363,73,8394,041472434445464,74840505152535455565,758596,061626364

W3O0W31IM32M3 M3 M3ISM3oMI/M3ICM3OMI0WA1INI2 WA M4 AMASWAE WMAT

m43W40W50 85185205354 M5,5A55M57E5,8E55E60 61062063064

Diagram stupkowy - histogram
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Mozna tez zapisa¢ dane w postaci szeregu rozdzielczego
wprowadzajac przedzialy klasowe.

Dlugosé

$ruby (3,0;3,5)[(3,5;4,0)[(4,0; 4, 5)|(4, 5; 5,0)|(5, 0; 5,5)[(5, 5; 6,0)|(6, 0; 6, 5)
W cm

Liczebnosé 4 5 7 9 12 8 5

Liczebnosé

14

m<3,0-35)
<3540
W <4,0-4,5)
W<34550
W<5,0-5,5)
M<5,5-5,0)

M <6,0-6,5)

<3,0-35) <3540 <4045 «4550) <50-55) <5560] <6065

Diagram stupkowy
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Liczebnosé

m<3,0-35)
m<35-40)
W4 ,0-45)
W<45-50)
W<5,0-55)
W<556,0)
#<6,0-6,5)

Liczebnosé

m<3,0-35)
m<3,5-4.0)
W<d,0-45)
W<4,5-50)
W <5,0-5,5)
W<5,5-6,0)

#<6,0-6,5)

Diagramy kotowe
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14

Liczebnosé

& a0

1z
10

AN

=)

P

N

s

e

s

[= T RS-
4

-
1

& D
U

r..b“? &

Diagram liniowy
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W przypadku szeregow rozdzielczych mozna okresli¢
czestos¢ wzgledna, czyli iloraz wystepowania dane;
wartosci cechy przez liczbe wszystkich wynikow. Czestosé
wzgledna jest statystycznym odpowiednikiem prawdopo-
dobienstwa w rachunku prawdopodobienstwa.

Dtugosé

sruby  ((3,0;3,5)|(3,5;4,0)|(4,0:4,5)(4,5;5,0)((5,0;5,5)|(5,5; 6,0)|(6, 0; 6, 5)
W Cm

Cagstos¢ | 4 5 7 9 12 8 5
wzgledna |55 50 50 50 50 50 50
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Do poréwnywania elementéw populacji lub catych po-
pulacji stuza parametry.

Do pierwszej grupy parametrow, ktére mowig nam o
podobienstwie jednostek populacji, zaliczamy m.in.: Sred-
nig arytmetyczna, mediang, dominante i srednig wazona.
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Definicja 16. Przez Srednig arytmetyczng liczb
x1, ..., T, rozumiemy wartosc¢ liczhows wyrazenia
. 1t ...t oy
T = :
n
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Przyktad 32. Zapytano pie¢ kobiet o ich wiek i uzyska-
no wyniki: 30, 44, 66, 22, 83. Obliczy¢ sredni wiek tych
pan.
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Rozwigzanie. Badana cechg jest wiek kobiet. Wartosci
cechy (wieku) wynosza odpowiednio

x1 =30, xo =44, 3= 006, r4 =22, x5 = &3 lat.

Sredni wiek tych paii wynosi

30 + 44 + 66 + 22 + 83
T = L +5+ i = 49 lat.
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Definicja 17. Mediang (wartoscig $rodkowsa) na-
zywamy liczbe dzielaca populacje (lub elementy proby)
na dwie czesci takie, ze potowa jednostek statystycznych
ma wartos¢ cechy nie wigkszg od mediany, a potowa ma
wartos¢ nie mniejszg od mediany.
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Aby wyliczy¢ mediane musimy dane uporzadkowaé od
wartosci najmniejszej do najwiekszej. Przypusémy, ze juz
mamy takie uporzadkowanie

x1<x2<<ajn

Wowezas mediang wyznaczamy ze wzoru

X

n+l,

o, nil gdy n jest nieparzyste;
B (xg + x3+1> , gdy n jest parzyste.

DO | —
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Przyktad 33. Rozpatrzmy dane z Przykladu 32. Usta-
wiamy dane od najmniejszej do najwickszej wartosci

r1 =22, x9 =30, x3 =44, x4 = 66, r; = 83 lat.

W tym przypadku n = 5, wigc mediana jest rowna x3 =
44 lata.
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Jezeli zapytamy dodatkowo jeszcze jedna pania o wiek
(uzyskana dana to 36 lat), to cigg rosnacy danych wygla-
da nastepujaco

r1 =22, v9 =30, x3 =306, x4 = 44, x5 = 66, x5 = 83.

W tym przypadku n = 6, a mediana jest rowna

1 36 + 44
2($3 + 5174) =

= 40 lat.
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Definicja 18. Dominantg (warto$cia modalng,
modag) nazywamy wartod¢, ktéra wystepuje wsrod da-
nych najczesciej.

Jezeli w zbiorze danych kilka liczb wystepuje z ta sama
najwyzszg czestoscia, to kazda z tych liczb jest dominan-
tq.

Jezeli jednak wszystkie liczby wystepuja tak samo cze-
sto, to nie mamy dominanty wsrod tych danych.
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Przyktad 34.

e w przypadku danych z Przyktadow 32 1 33 nie mamy
dominanty:;

e dla danych: 1,1,2,2,2,3,3,4,4,4,4 dominanta D =

4

e dla danych: 1,1,2,2,2,2,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5 do-
minanta D € {2,4,5}, czyli mamy trzy mody: 2,
415.
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Srednia arytmetyczna uwzywamy do scharakteryzowa-
nia pewnej cechy populacji (lub proby) w przypadku, gdy
wszystkie wyniki (jakie posiadamy) cechy sg tak samo
wazne. Zdarza sie jednak, ze pewne wyniki moga miec¢
wicksza wage (wazno$¢) od innych wynikéw. ., Przewa-
ge” jednych wynikow nad innymi zaznacza si¢ za pomo-
ca przypisanej im ,wagi” (zob. Przyklad 35). W takich
przypadkach zamiast Sredniej arytmetycznej okresla sie
srednig wazona.
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Definicja 19. Srednig wazona liczb x1, ..., z, z do-
datnimi wagami aq, ..., a, okreslamy wzorem
riay+ ...+ xa,

ap+ ...+ ay

T =
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Przyktad 35. Regulamin rekrutacji na studia matema-
tyczne na Uniwersytecie X przewiduje, ze o przyjeciu na
nie decyduje ranking sporzadzony na podstawie sredniej
wazonej ocen na swiadectwie maturalnym z pieciu przed-
miotow:

e matematyki - z waga 4;

e fizyki i informatyki - z wagg 3;

e jezyka angielskiego - z wagg, 2;

e jczyka polskiego - z wagg 1.

Ustal, ktéra sposrod osob (Adam, Bartek, Kinga, Ola)
zajmie najwyzsze, a ktéra najnizsze miejsce na liscie ran-
kingowej, jezeli ich oceny sg takie jak w tabelce

Ocena
Przedmiot | Adam | Bartek | Kinga | Ola
matematyka § 3 6 3
fizyka 3 4 5 3
informatyka 6 4 5 4
jezyk angielski | 3 § 3 6
jezyk polski 4 D 3 6
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Rozwigzanie. Zauwazmy, ze kazdy z uczniow ma ta

samg Srednig arytmetyczng ocen 4, 4. Natomiast srednie
wazone ksztaltuja si¢ nastepujaco

e Adam: 6-4+3-3+6-3+3-2+4-1

_— @ ~ .
4+434342+1 13 4, 69;
. 34+4-3+4-3+62+51 _ 53 :
e Bartek: 44343+2+1 137 4, 08;
e 0:445:3+45:343:2431 _ 63 :
e Kinga: 4+3+3+2+1 1137 4, 85;
. 34+3-3+4-3+62+6:1 __ 51
o Ol g = 13 = 5,92
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Przyktad 36. Oblicz srednig arytmetyczng liczb:
1,1,3,3,3,3,5,5,5,5,6,7,7,7,7,7,7,8,8, 8.

Powinno wyijs¢ T = 5, 3.

Nastepnie tworzymy (z podanych wynikéw) szereg roz-
dzielczy

Liczba 1135678
Liczebno$¢ |2 141411613

Traktujac liczebnosé (czestosé wystepowania) liczb ja-
ko wagi policzmy $rednia wazong tych danych
1-243-445-446-1+7-6+8-3

20 a

7= 5, 3.
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Jak wida¢ obie srednie sg rowne, dlatego tez w niekto-
rych podrecznikach $rednia wazona nazywana jest sred-
nig arytmetyczng wazona.

My pojecie sredniej arytmetycznej wazonej bedziemy
uzywac tylko w stosunku do szeregow rozdzielczych.
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Dla danych przedstawionych w tym przyktadzie moze-
my zbudowaé inny szereg rozdzielczy np.

Liczba (0,2) | (2,4) | (4,6) | (6,8)
Liczebnosé | 2 4 5 9

Pojawia sie naturalne pytanie, czy dla takiego szeregu
mozemy policzy¢ srednig arytmetyczng wazona?
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Oczywiscie, z tym ze oprocz przedzialéw klasowych
musimy dodatkowo wyznaczy¢ srodki tych klas (przedzia-
low klasowych)

Liczba (0,2) 1(2,4) | (4,6) | (6,8)
Srodki klas| 1 3 5 7
Liczebnosé 2 4 5 9
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Dla takiego szeregu srednia arytmetyczna wazona wy-
nosi

1-243-4+45-54+7-9 102
24+4+5+9 20

T =

=5,1.

Jak wida¢ (w tym przypadku) otrzymana srednia aryt-
metyczna wazona nie jest taka sama jak srednia aryt-
metyczna z danych przedstawionych w tresci przykiadu
(cho¢ wyniki sg zblizone). Niestety jest to koszt jaki mu-
simy ,zaptaci¢” za wieksza przejrzystosé takich szeregow
rozdzielczych 1 diagramow wyznaczonych za ich pomoca.
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Zmajomos¢ ,parametrow podobienstw” nie wystarcza
do otrzymania peilnego obrazu badanej proby lub popu-
lacji. Przyktadowo znajomos¢ Sredniej arytmetycznej nie
mowi nam nic o tym, czy wyniki skupiajg sie wokot niej,
czy sa bardziej rozproszone. Standardowym przyktadem
jest wysokosé Sredniego wynagrodzenia w Polsce, ktore
(jak dobrze wiemy) zdecydowana wigkszosS¢ osob nie jest
w stanie osiggnac. W tym przypadku na wysokos¢ sred-
nich zarobkow wplywajg bardzo wysokie pensje, nielicz-
nej grupy, osob ,dobrze zarabiajacych”.
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Druga grupa parametréow, ktora bedziemy rozwazac sa
tzw. miary rozproszenia, ktére (poprawnie interpre-
towane) podaja nam informacje o rozrzucie wynikéw od
srednie;.

Do tej grupy parametrow zaliczamy m.in.: rozstep, od-
chylenie przecietne od wartosci Sredniej, wariancje 1 od-
chylenie standardowe.
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Definicja 20. Przez rozstep liczb x4, ..., z, rozumie-
my wartosé liczbowg wyrazenia

R — xmax - xmin)

gdzie z,,.. 1 T, sg odpowiednio najwickszg i najmniejsza
liczba sposréd x4, ..., x,.
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Definicja 21. Odchylenie przecietne od warto-

Sci sredniej liczb x4, ..., x, okreslamy wzorem
lz1 — |+ ...+ |z, — T
d= :
n
gdzie T jest Srednig arytmetyczng liczb x4, ..., x,.
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Definicja 22. Wariancje liczb x4, ..., z, okreslamy

wzoremn
o2 _ (21 —Z)°+ ...+ (2, — T)?

n

gdzie T jest Srednig arytmetyczng liczb x4, ..., x,.
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Wariancja jest miarg rozproszenia podawang w kwa-
dratach jednostek badanej cechy. W wielu przypadkach
wygodniej jest podawa¢ miar¢ rozproszenia w jednost-
kach, w ktorych wyrazone sg wyniki badanej cechy. Ta-
kim parametrem jest odchylenie standardowe.

Definicja 23. Przez odchylenie standardowe liczb

x1, ..., T, rozumiemy wartos¢ liczhows wyrazenia
n
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Przyktad 37. Dla danych z Przyktadu 32 obliczy¢ po-
dane wyzej miary rozproszenia.
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Rozwigzanie. Latwo wida¢, ze x,, = 22, z,. = 83.
Wowezas:

e rozstep: R = 83 — 22 = 61;

e odchylenie przecietne od wartosci sredniej:

d:G:mQ:2o,4,
5 5

gdzie G = |30 — 49| + |44 — 49| + |66 — 49| + |22 — 49| +
183 — 49;
e warlancja:

L 2560
§P=—_"="=512
5 5 ’
gdzie L = (30 — 49) + (44 — 49)% + (66 — 49)% + (22 —

49)? + (83 — 49)%;
e odchylenie standardowe: S = /512 = 22, 63.
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Warto pamigtac, ze im nizsze wartosci miar rozprosze-
nia tym skupienie wynikow wokot sredniej jest wieksze.

Rozwazane miary rozproszenia zawsze przyjmuja war-
tosci nieujemne i tylko w przypadku, gdy wszystkie dane
(liczby) sa sobie réwne; rozstep, odchylenie przecietne od
wartosci sredniej, wariancja i odchylenie standardowe wy-
nosi 0.
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Przyktad 38. Rozwazmy dane z Przyktadu 36, czyli
liczby

1,1,3,3,3,3,5,5,5,5.6,7,7,7,7,7,7,8,8, 8.

Wowezas: R=7,d=1,9; 5> =4,91 oraz S = /4,91 ~
2,22 (sprawdz!).
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7, powyzszych danych mozemy utworzy¢ szereg roz-
dzielczy

Liczba 11315678
Liczebnos¢ (21414111613

Jak policzy¢ z takiego szeregu, rozwazane wyzej, miary
rozproszenia’
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Rozstep wyznaczamy podobnie jak wczesniej

R=8-1=T.

Aby obliczy¢ odchylenie przecigtne od wartosci sred-
niej 1 wariancje wystarczy, ze znamy srednia arytmetycz-
ng wazong T = T = 9, 3. Wowczas

PR G _
24444414643
gdzie G = |1 —=5,3|-2+[3—=5,3]-44+1|5—5,3|-4+
6 —5,3]-14+1|7—5,3]-64+1[8—5,3|-3
oraz

1,9, (21)

- L
24444414643

gdzie L =(1-5,3)2-24+(3—-5,3)2-4+(5—5,3)%- 4+

(6—5,3)?-1+(7—5,3)2-6+(8—5,3)%-3.

Oczywiscie S = V.5? ~ 2,22,

— 4,91, (22)

Otrzymane wyniki dla powyzszego szeregu rozdzielcze-
go sy identyczne z tymi dla danych podanych w tresci
przyktadu.
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Rozwazmy teraz szereg rozdzielczy, ktory zawiera prze-
dziaty klasowe np. ten co w Przyktadzie 36.

Liczba (0,2) [ (2,4) | (4,6) | (6,8)
Srodki klas 1 3 5 7
Liczebnosé 2 4 5 9

W przypadku wyznaczania rozstepu problem wiaze si¢
z okresleniem wartosci najmniejszej i najwickszej. Za war-
tos¢ najwiekszg przyjmujemy prawy koniec ,ostatniego”

przedziatu (w tym przypadku z,.. = 8), a wartos¢ naj-

max

mniejszg - lewy koniec | pierwszego przedzialu” (w tym
przypadku x,,, = 0). Stad

R=x«, — 2. =28.

max
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W tym przypadku we wzorach na odchylenie prze-
cigtne od wartosci Sredniej oraz wariancje (zob. (21) i
(22) oraz ich otoczenie) w miejsce danych liczb musi-
my podstawic¢ srodki przedzialow klasowych. Pamietajac,
ze srednia arytmetyczna wazona dla tego szeregu wynosi
5, 1, odchylenie przecietne od wartosci srednie]

_ G —_

2444549
gdzie G = |1-5,1|-24+|3-=5, 1|-4+|5—5, 1|-5+|7—5, 1|-9,
a warlancja

1,71,

5 L
2444549

odzie L= (1-5,1)*-2+(3=5,1)*-4+(5—5,1)*-5+
(7—5,1)%-09.

Odchylenie standardowe wynosi S = /4, 19 ~ 2, 05.
W przypadku takiego typu szeregow rozdzielczych uzy-

= 4,19,

skane wartosci parametrow réznig si¢ od tych otrzyma-
nych weczesniej, ale mozna byto si¢ tego spodziewac.
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Zadanie 11. Wykonano 10 pomiaréow dlugosci zycia
pewnych bakterii w organizmie cztowieka 1 otrzymano
nastepujace wyniki w godz.: 1,56; 1,55; 1,50; 1,46; 1,56;
1,51; 1,49; 1,49; 1,40; 1,49.
Oblicz:
a) srednig dhugosé zycia tych bakterii;
b) mode, mediane i rozstep otrzymanych wynikow;
c¢) odchylenie przecigtne od wartosci $redniej, warian-
cje 1 odchylenie standardowe czasu zycia badanych
bakterii.

Zbuduj szereg rozdzielczy dla podanych danych przyij-
mujac nastepujace przedziaty klasowe:

(1,39:1,44), (1,44;1,49), (1,49:1,54), (1,54;1,59).

Dla tak wyznaczonego szeregu oblicz czestosé wzgledna,
parametry z podpunktow a) i ¢) oraz rozstep. Narysuj
diagram stupkowy, kotowy i liniowy dla tego szeregu roz-
dzielczego.
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Odp.

Ad. a) T = 1,501;

Ad.b) D =1,49; M = 1,495; R = 0, 16;

Ad. ¢) d =0,0352; S? = 0,002169; S = V/S? ~ 0, 047.

Szereg rozdzielczy

Czas zycia

(1,39; 1, 44)

(1,44; 1, 49)

(1,49; 1, 54)

(1,54;1,59)

Liczebnosé

1

4

2

3

Czestos¢ wzgledna

Czas zycia

(1,39; 1, 44)

(1,44;1, 49)

(1,49;1, 54)

(1,541, 59)

Czesto$¢ wzgledna

0,1

0,4

0,2

0,3

7=15R=0,2d=0,045 S =0,002525 S ~ 0, 05.
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[1,39:1,44>

(1,44:149:~ i1,49:1 54>~ (1,54:1,50=

m(1,39:1 44>
Wil44:149=
H(149:154>
E(l,54:150>

Diagram stupkowy - histogram
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W (1,39;144>
B (1,44:1,49>
W (1,49;1,54>

E[154:159>

Diagram kotowy
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(139:1 44>  (144:149>  (149:154>  [1,54:159>

Diagram liniowy

215



Zadanie 12. Dla danych z Przykladu 31 wyznaczy¢ po-
znane wezesniej parametry.
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Dla poréwnania zamieszczamy ponizej fragment ar-
kusza programu EXCEL, w ktéorym znajdziesz wyniki
szukanych parametrow. Odnajdz, w tym arkuszu, formu-
by ulatwiajace wyliczenie (za pomoca EXCEL-a) rozwa-
zanych parametréw i sprobuj je wykorzysta¢ do innego
przyktadu.

A B C D E F G H
1 Dane
= = : D3: =SREDNIA(AZ2:A51)
3 5 Srednia arytmetyczna 4 844 i =
al 4 Wi “os| | D4 =MEDIANA(A2:A51)
5 47 Dominanta 55| | D5 =WYST.NAJCZESCIEJ(A2:A51)
& 5.2 Minimum 3| | D6: =MIN(A2:A51)
1 59 Waksimum &4l | D7: =MAX(A2:A51)
8 | 45 Rozstep 34| | D8: =D7-D6
9 53 Wanancia 0772464 | D9: =WARIANCIA.POPUL(A2:A51)
10| 55 Odchylenie standardowe 0.878899| |D10: =ODCH.STANDARD.POPUL(A2:A51)
11 | 39 Odchylenie przecietne od srednie]  0.72848| |D11: =ODCH.SREDNIE(A2:A51)
12 56
13 35
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