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E-learning - matematyka - poziom rozszerzony

Granice funkcji

Materiaty merytoryczne do kursu
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Z nastepnym:

Choc¢ pojecie granicy funkcji sformutowane zostato stosunkowo pdz-
no, bo dopiero w XIX wieku, to intuicyjnie stosowane byto juz w
starozytnej Grecji do obliczania pdl figur ptaskich. Pojeciem grani-
cy dtugo postugiwano sie w sposob intuicyjny. Pierwszg, catkowi-
cie formalng definicje pojecia granicy funkcji sformutowat francuski
matematyk Augustin Cauchy, zas jej aktualna posta¢ pochodzi od
niemieckiego matematyka Karla Weierstrassa. Inna definicja granicy
funkcji sformutowana zostata przez innego niemieckiego matematy-
ka, Heinricha Eduarda Heinego.
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N - zbiér liczb naturalnych, N = {1,2, ...},

7. - zbidr liczb catkowitych,

Q - zbiér liczb wymiernych,

R - zbiér liczb rzeczywistych,

[z] - czes¢ catkowita (cecha) liczby rzeczywistej z,
(a,b) - przedziat otwarty o koncach a < b,

la, b] - przedziat domkniety o koncach a < b.
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Z nastepnym:

W definicji granic wazne jest pojecie wartosci bezwzglednej liczby
| jej geometryczna interpretacja. W celu przypomnienia niezbednych
wiadomosci proponujemy powtorzy¢ materiat na ten temat zawarty
w kursie omawiajacym granice ciggéw. Wprowadzimy dalej istotne
tu pojecia otoczenia punktu i sgsiedztwa punktu.
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Definicja 1. Ustalmy punkt xy € R.

(i) Prawostronnym sasiedztwem punktu xy o promieniu § > 0
nazywamy przedziat

S (o, 0) = Si(zo) = (z0, 20 + 6).

(i) Lewostronnym sasiedztwem punktu z o promieniu § > 0 na-
zywamy przedziat

S_(ZU(), 5) = S_(QZ()) = (ZCO - (5, Cl?o).

(iii) Sasiedztwem punktu xy o promieniu § > 0 nazywamy zbidr

S(xg,0) = S(xg) = (xg — 0,20+ 0) \ {zo}-
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Uwaga 1. Jesli w naszych rozwazaniach promien sgsiedztwa punk-
tu zy nie bedzie istotny, bedziemy go opuszczal przy oznaczeniu
tego sasiedztwa.
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Z nastepnym:

Pod pojeciem granicy g funkcji w punkcie x( kryje sie wtasnosé
zblizania sie wartosci funkcji do liczby g, jesli tylko argument zbliza
sie do zy. Nim to potoczne sformutowanie sformalizujemy, zbadamy
stosowne przyktady.
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Przyktad 1. Zbada¢ zachowanie sie wartosci funkcji f : R — R,
f(x) = 2° w otoczeniu punktu zy = 1.
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Rozwigzanie.
Zamieszczona animacja [ poka-

zuje, ze wraz ze zblizaniem sie ar-
gumentu x do xy = 1, warto-
sci f(x) funkcji f zblizaja sie do
g =1,
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Przyktad 2. Zbada¢ zachowanie sie wartosci funkgji f : (0,1) —
R opisanej wzorem f(x) = % w prawostronnym sasiedztwie punktu

x():O.
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Rozwigzanie.
Zamieszczona animacja pokazuje, ze

wraz ze zblizaniem sie argumentu x > 0
do punktu zy = 0, wartosci f(x) funkgeji f
nie skupiaja sie wokot zadnej wartosci, ale =
rosng nieograniczenie.
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Przyktad 3. Zbadaé zachowanie sie funkcji f : (0,7) — R,
0

f(x) = Siﬂ%, w prawostronnym s3asiedztwie punktu zy = 0.
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Rozwigzanie. Zamieszczona animacja [£] pokazuje, ze wraz ze
zblizaniem sie argumentu = > 0 do punktu zy = 0, wartosci f(x)
funkcji f nie skupiaja sie wokot zadnej wartosci i oscyluja w prze-
dziale [—1, 1].
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Definicja 2 (Heinego granicy funkcji w punkcie). Niech
f : S(xy) — R bedzie funkcja okreslona na sasiedztwie S(xy)
punktu zy. Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie z; skonczong
granice g, jesli dla kazdego takiego ciagu (z,,)nen, ze x, € S(x)
oraz lim =z, = xy zachodzi

nteo lim f(x,) =g.

n—-+00
Uwaga 2. Fakt istnienia granicy g funkcji f w punkcie x zapisuje-
my w postaci $1Lr1;c10 f(x) = g. Warunek definiujacy granice funkcji f
w punkcie £y mozna wiec symbolicznie zapisac:
lim f(z) =g <=

x_XO ((:En € S(xz) A hm Ty = xo) = lim f(z,) = g>

(xn)nEN Mmoo
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Przyktad 4. W Przyktadzie 1 badana byta funkcja f : R — R,

f(x) = 2° w otoczeniu punk-

tu o = 1. Zauwazylismy, ze war-
tosci funkcji f dla argumentéw
bliskich zyp = 1 stabilizujg sie ;
w poblizu wartosci g = 1. Wyka-
zemy wiec, ze

(o, f(z0))

lim f(x) = 1.

r—1

I e e

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie

&~
"




UNIA EUROPEJSKA:
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

E KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Rozwigzanie. Niech (z,) bedzie takim ciagiem liczb rzeczywi-
stych, ze =, € S(1) oraz ngrfoo x, = 1. Wtedy

lim f(z,) = lim (z,)°=12=1.

n—-+00 n—-+o00

Wobec dowolnosci wyboru ciagu (z,,) mamy

lim f(z) = lim 2° = 1.

rz—1
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Z poprzednim:
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Przyktad 5. Zbadac istnienie granicy funkcji f : R\ {3} — R

. 2_ .
danej wzorem f(z) = “-22t0 w punkcie z) = 3.




niuersytety_
E KAPITAL LUDZKI §M H UNIA EUROPEJSKA
g EUROPEJSKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI oa L
#HIMs FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Rozwigzanie. Ten przykfad nie jest tak prosty jak poprzedni. Wy-
bierzmy dowolny taki ciag (z,,), ze x, € S(3) oraz lim =z, = 3.

n—-+00

Granice licznika oraz mianownika funkcji f réwne s3, odpowiednio:
lim (x2 — 5z, + 6)

n—-+00
:ngrfoon 5-n£mooxn—i—6—32—5 3+6=0,
n1_1)1+noo(xn —3) = im oz, —3=3-3=0.

Granicy tej nie policzymy wiec wprost, ale postgpimy nastepujaco:

2
_ n n - n - 2
o L 5Tn +6 _ i (z 3)(x )
n—-+00 Ty — 3 n—-+00 —3
= lim (z, —2)= lim xn 2=3-2=1
n—-+00 n—-+00

Wobec dowolnosci wyboru ciagu (z,,) mamy 111%952;5_?6 = 1.
r—
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Na koncu poprzedniego:
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Wykresem rozpatrywanej funkcji f jest prosta o réwnaniu y = x —2
z pominieciem punktu (3,1). Mozna tu zaobserwowa¢, ze wraz ze
zblizaniem sie argumentu x funkcji f do punktu zy = 3, wartosci
funkcji zblizajg sie do g = 1.

y
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Przyktad 6. Zbadal istnienie granicy funkcji f: R\ {—1} — R
danej wzorem

f(z) = r+2 dla r<-1
| —xz+4 dla z > -1,

w punkcie zg = —1.

rojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie

~
L3




—
E KAPITAL LUDZKI ML E UNIA EUROPEJSKA

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI i I M( EUROPEJSKI
2 FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Rozwigzanie. Wykonujac wykres funkcji f mozna zaobserwowac,
ze wartosci funkcji s bliskie 1 dla argumen- |

tow © < —1 i bliskich g = —1. Jednocze- \
Snie, wartosci tej funkcji sa bliskie 5 dla ar- o
gumentéw x > —1 i bliskich zyp = —1. Jak -
zobaczymy, bedzie to oznaczato, ze granica e
funkcji f w punkcie zyp = —1 nie istnieje. /L .
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Rozpatrzmy dwa ciagi (x,,) oraz (x]) okre- -
slone wzorami: \

Tpn=—1—21 oraz z,=-1+23. -

Wéwczas x, € S_(—1), 2/, € S.(-1),

AN

lim x, = lim 2/ = —1, a ponadto o
n—-+00 n—-—+o00 R
nﬂlgloo f(x:z) = nﬂffoo(ﬂin +2) = nk&’loo (-1-3 j’ 2) =1,
i, Fla) = A (e +4) =l (145 +4) =5,

Wskazalis$my wiec dwa ciagi (x,,) oraz (x]), ktére generuja dwie
rézne granice ciagdw wartosci funkcji (f(x,)) oraz (f(z])). Ozna-
cza to, ze granica lim_f(x) nie istnieje.

r——1
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Uwaga 3. Ciagi (z,), (),

Tp=—-1-—21 oraz z,=-1+1.
uzyte w uzasadnieniu Przykfadu 5 nie s3 jedynymi mozliwymi.
W przypadku, gdy rozpatrywana funkcja okreslona jest réznymi (ale
nieskomplikowanymi) przepisami z lewej — i z prawej strony punk-
tu x( oraz wartosci funkgcji z obu stron punktu z( dla argumentéw
bliskich x( skupiaja sie wokdt réznych wartosci, metoda postepo-
wania jest z reguty nastepujaca: obieramy dowolny taki ciag (a,)
dodatnich liczb rzeczywistych, ze ngg—loo a, = 0 (najprostszym ta-
) i definiujemy ciagi (x,,) oraz (x],) wzorami
T, =x9—a, oraz I =xy+a,.
Wéwczas x,, < g, x), > xg oraz lim xz, = lim 2/ = x.

n—-+00 Nn—-+00
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Przyktad 7. Funkcja f : R\ {0} — R, f(z) = 1 nie ma skof-

czonej granicy w punkcie zy = 0.
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Rozwigzanie. Przypusémy, ze istnieje skonczona granica

g = lim f(z) = lim -

Q=
Niech (z,,) bedzie takim ciagiem, ze x,, = 1. Wéwczas z,, € S(0),
lim x, = lim % =0 oraz
n—-+00 n—-+oo 1 1
A i) = T = T =Fee;

co jest sprzeczne z przypuszczenie%, ze istnieje skonczona granica

7= limo flz) = limoé. Zatem funkcja f: R\ {0} = R, f(z) =1
Tr— r—

nie ma skonczonej granicy w punkcie xy = 0.
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Cwiczenie 1. Sprawdzi¢, korzystajac z definicji, czy istniejg gra-
nice podanych funkcji w zadanych punktach x:

1. f:R—-R, f(x) =22 —4, zo = -2,
2.h:R—R h(z)=2°—2+2, 29 =2,
3.k R\ {4} — R, k(z) = 250+ 5 — 4,

r+4 dlax< -3
4.Z:R\{—3}—>R,l(x):{x+3 dla 7 > 3 Ty = —3,

' 2”322;7_352_1 dlaz <1
5. s :R\ {1} = R, s(x) = R xo = 1.
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Na koncu poprzedniego:
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Odp.
1. lim_f(x)= -8,

r——2

2. lin% h(z) =8,
3. liH}l k(x) =5,

4. lim_[(x) nie istnieje (Wskazéwka: rozwazy¢ ciagi (z,,), (z))

r——3 n
okreélone wzorami x,, = —3 — % oraz x/ = —3 + %)

5. 111% s(x) nie istnieje (Wskazowka: rozwazyé ciagi (x,), (z]))

okreslone wzorami x,, = 1 — L oraz z, = 1 + ).
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Z nastepnym:

Zajmiemy sie teraz przypadkiem funkcji badanej w Przyktadzie 2,
gdzie wartosci funkcji w sasiedztwie punktu rosty nieograniczenie.
Sa to tzw. granice niewtasciwe. W teorii granic rozréznia sie dwa
typy niewtasciwosci. W pierwszym przypadku niewfasciwos¢ grani-
cy zwigzana jest ze zbiorem wartosci funkcji w pewnym sasiedztwie
ustalonego punktu. Drugi typ granic niewtasciych wiaze sie z nie-
wtasciwoscig argumentu, w poblizu ktérego badamy zachowanie sie
wartosci funkcji. Wyjdzmy od pierwszego z przedstawionych typdéw
niewfasciwosci:
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Deﬁnicjja 3 (Heyipneé(; éi‘gnicy r;ileévlaécisévej g funkcji
w punkcie). Niech f : S(xy) — R bedzie funkcja okreslona
na sasiedztwie S(xo) punktu zy. Méwimy, ze funkcja f ma w
punkcie x granice 400, jesli dla kazdego takiego ciagu (x,,)nen,
ze x,, € S(xy) oraz lim =z, = x(, zachodzi

n—-+00

im f(z,) = +oo.

n—-+o00

Definicja 4 (Heinego granicy niewlasciwej funkcji
w punkcie). Niech f : S(xg) — R bedzie funkcja okreslona
na sasiedztwie S(xy) punktu zy. Méwimy, ze funkcja f ma w
punkcie z( granice —oo, jesli dla kazdego takiego ciagu (,)nen,
ze x, € S(x) oraz ngg—loo r, = xg zachodzi

A lsa) = —eo
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Na koncu poprzedniego:
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Przyktad 8. Zbada¢ istnienie granicy funkcji f : R\ {1} — R,
f(x) = ﬁ w punkcie 7o = 1.
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Rozwigzanie. Niech (z,) bedzie dowolnym taki ciagiem liczb

rzeczywistych, ze z, € S(1) oraz nll}glooazn = 1. Wtedy
1
li n) = i :
m flzn) = lm (@y — 1)2

Poniewaz x, — 1, wiec x,, — 1 — 0. Woéwczas
(2, —1)*> — 0T (oznacza to, ze ciag (x, — 1)°
dazy do 0 " po liczbach dodatnich™). Ostatecznie
wiec

: , 1
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Miodziezouwe,
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Z nastepnym:
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Przyktad 9. Funkcja f : R\ {0} — R, f(x) = % nie ma granicy

z punkcie xy = 0.
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Na koncu poprzedniego:

Postepowanie jest tu analogiczne do tego z Przyktadu 6, w ktérym
obserwowane byto rézne zachowanie sie wartosci funkcji z lewej i z
prawej strony punktu, w ktérym badana byta granica funkgji.
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Rozwigzanie. Wykonujac wykres funkcji f widzimy, ze wartosci
funkcji rosna nieograniczenie wraz ze zblizaniem sie
argumentéw x do xy = 0 z prawej strony (po argu-
mentach dodatnich) i jednocze$nie, wartosci tej funk-
cji maleja nieograniczenie 5 wraz ze zblizaniem sie
argumentéw r < 0 do g = (0. Bedzie to w tym
przypadku oznaczaé, ze granica funkcji f w punk-
cie xyp = —1 nie istnieje.
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Rozpatrzmy ciagi (x,,) oraz (x]) okre$lone wzorami:
T, =—> oraz aj,=-.
Wéwezas z,, € S_(0), =/, € S;(0),
. L )
n1—1>r—£loo Tn = ngr%r—loo Tn = 0,
a ponadto
A flon) =l (@0 +2) = lim (-1 -5
; T et B
i, Flan) =l (e +4) = T (145 +4) =5.

Wskazalis$my wiec dwa ciagi (x,,) oraz (x]), ktére generuja dwie
rézne granice ciagdw wartosci funkcji (f(x,)) oraz (f(z])). Ozna-
cza to, ze granica lim1 f(z) nie istnieje.

T——
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Z nastepnym:

Przejdziemy teraz do analizy drugiego typu niewtasciwosci przy ba-
daniu granic funkcji. Zajmiemy sie teraz niewtasciwoscig dotyczaca
argumentu funkcji. W celu ujednolicenia oznaczen i terminologii,
wprowadzimy nastepujaca definicje:
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Definicja 5. Przedziaty postaci
S(—o0) = (—00,a) oraz S(+o0) = (b, +0),

gdzie a, b sa liczbami rzeczywistymi, nazywamy, odpowiednio, s3-
siedztwem — + oo oraz sgsiedztwem +oc.
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Z nastepnym:

Rozwazajac niewtasciwos¢ granicy funkcji ze wzgledu na argumen-
ty funkcji dopuszcza¢ bedziemy mozliwosc, ze granica ta moze by¢
rowniez niewtasciwa ze wzgledu na wartosci funkcji. Aby ujednolicié
nasze rozwazania bez rozwazania réznych przypadkéw, przypomni-
my wprowadzone przy rozwazaniu granic ciggow pojecie rozszerzo-
nego zbioru liczb rzeczywistych.
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Definicja 6. Rozszerzonym zbiorem liczb rzeczywistych na-
zywamy zbidr

R=RU{—00,+o0},

ze zwyktymi przemiennymi dziataniami dodawania i mnozenia za-
ktadajac dodatkowo, ze:

a+ (+00) =400 oraz a— (+o0) = —o00 dla a € R,
a+(—00) = —00 oraz a— (—o0) =+oo dla a €R,
a-(+00) =400 oraz a-(—o0)=—o00 dla a €R,a >0,
a-(+00)=—00 oraz a-(—o0) =400 dla a €R,a <0,
@ _ ¢ =0 dla a € R,

+00 —00

(+00) - (+00) = +00 oraz (+00) - (—00) = —o0.
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Uwaga 4. Operacje niedopuszczalne:
(+00) 4 (—00), (+00) — (+00),
0 a (£00) ¢ (+
0 (£00), = 00, 0(Fe0), (<)
(£2), 5 3" (Goo)’ ’
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Z nastepnym:
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Definicja 7 (Heinego granicy funkcji w —oo). Méwimy, ze
funkcja f : S(—o0) — R ma w —oo granice g € R (co zapisu-
jemy xkrfoof(x) = g), jesli dla kazdego takiego ciagu (7, )nen, ze

r, € S(—o0) oraz lim x,, = —oo zachodzi
n——+00
i ) = g

Definicja 8 (Heinego granicy funkcji w +00). Méwimy, ze
funkcja f : S(+00) — R ma w +oo granice g € R (co zapisu-
jemy $1_1>r+noof(x) = g), jesli dla kazdego takiego ciagu (7, )nen, ze
T, € S(+00) oraz Jim 2, = +00 zachodzi

lim f(xn) = 9.

n——-+00
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Z nastepnym:
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Przyktad 10. Obliczy¢ granice funkgji f : R\{2} — R okreslone;

wzorem
B 2x+ 3

x_

f(z) dla z € R\ {2},

W +00Q.




KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

mmmmmmmmmmm

UNIA EUROPEJSKA:
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Rozwigzanie. Niech (x,,) bedzie dowolnym ciagiem spetniajacym

Ty € S(+00) oraz

lim z, = +00. Wéwczas
— 400

: . 2z,+3 Iy (2 - 5’)
lim f(z,) = lim ——— = lim B/
nmee =S gy = 4 BTEE g (1 — 2)
In
Poniewaz x,, "=%° +o00, wigc 2 "= (0|
oraz 2 "= (. Zatem |
. ’ . 2 + ? 2 —_ O B T
i o) = i 1% =5 =2 N
7 o 0o 10 20 30 0 20
co oznacza, ze
. . 2243 .
lim f(x)= lim ——=2.

TrT——+00

z—+oo p — 9
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Przyktad 11. Obliczy¢ granice funkcji f : R — R,
f(x)=—-3x+4 dla z €R,
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Rozwigzanie. Niech (z,,) bedzie dowolnym ciagiem spetniajagcym

x, € S(—o0) oraz iz, = —oco. Wéwczas
: : , 4
i, o) = M, (Sl H4) = L o (‘3 " ) |

. . n—-+oo 5 n——+o00
Poniewaz z,, '—=" +00, wiec xi —5° 0. Zatem
n

4 —oo)(—
lim_f(e,) = lm_z, (—3+) (Cooki=a oo

n—+00 Ty
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Cwiczenie 2. Wykorzystujac definicje granicy obliczy¢ nastepu-
Jace granice:

1. lim, . %
2

: x“—=32+5

2. lims 00 S35
2

: —T°+r+2
3. lim,,_ o i

c 3r2—z+4
4. limy_, 4 o0 P -
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Na koncu poprzedniego:
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Z nastepnym:

Obserwujac Przyktad 6 oraz podpunkty 4. oraz 5. z Cwiczenia 1 wi-
dzimy, ze granice funkcji w tych przypadkach nie istniejg ze wzgle-
du na rézne zachowanie sie wartosci badanych funkcji z obu stron
punktu x(. Dlatego tez sens ma badanie zachowania sie wartosci
funkcji z kazdej strony punktu xy osobno. Prowadzi to do pojecia
granic jednostronnych w punkcie. Innym uzasadnieniem potrzeby
badania takich granic jednostronnych s3 Przyktady 2-3, gdy funkcja
okreslona jest jedynie z jednej strony punktu, w ktorym badamy jej
zachowanie.
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Definicja 9 (Heinego granicy lewostronnej funkcji
w punkcie). Funkcja f : S_(zyg) — R ma w punkcie z;
granice lewostronng g € R ( lim f(z) = g), jedli dla kazdego

T
takiego ciagu (x,,)nen, ze T, € S_(xq) i i, = g, zachodzi
lim f(z,) =g

n—-400

Definicja 10 (Heinego granicy prawostronnej funkcji
w punkcie). Funkcja f : Si(zg) — R ma w punkcie z;
granice prawostronng g € R ( lim_f(z) = g), jedli dla kazdego

T—I

ciggu (7, )nen spetniajacego x, € S, (xg) oraz 1_1)5{10035” = o,

hodzi !
Zachodzi hm f(xn) :g

n—-4o0o
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Z nastepnym:
Przejdzmy do przyktadéw. W Przyktadzie 2 badane byto zachowanie
si¢ wartosci funkcji - 1w prawostronnym sgsiedztwie punktu 0, zas
w Przyktadzie 7 pokazano ze funkcja 2 ~ nie ma skonczone; gramcy
w tym punkcie. Wyznaczymy teraz granice jednostronne funkcji .
w punkcie 0.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagiellofiskim oraz PWSZ w Chelmie

-

oA
w



UNIA EUROPEJSKA:
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

E KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Przyktad 12. Zbada¢ istnienie granic jednostronnych funkcji f :
R\ {0} — R,

f(z) :; dla = € R\ {0},

w punkcie g = 0 (wiemy juz, ze granica lirr(l)% nie istnieje).
€Xr—
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Miodziezouwe,

s

Na koncu poprzedniego:
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Rozwiagzanie. Niech ciagi (z,,), (z/,) beda dowolne i takie, ze

zn, € 5-(0), lim z, =0 oraz T, € S4(0), lim z = 0.

Woéwczas |
. _ . T . / _ . T
el = I o erm T i) = e

n—-+00

Poniewaz z,, "==5° 0, wiec x—ln "2E 0. Jednoczednie o, "=
0", wiec é "2 4 o, Zatem
lim f(x,) = —00 oraz lim f(z]) = +o0.
Wobec dowolnosci wyboru ciagéw (x,,) oraz (x]) oznacza to, ze
lim f(x) = lim — = —o00 oraz lim f(z)= lim — = 4o0.
x—0~ —0" 2 z—0~ x—0" I
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Miodziezouwe,

s

Z nastepnym:
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Przyktad 13. Nie istnieje granica prawostronna funkcji f
(0,7) = R,

flx) = Sin; dla z € (0,7),

w punkcie xy = 0.
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Rozwigzanie. Wykonujac wykres funkcji f mozna zaobserwowac,
ze wartosci funkcji wahaja sie w pra-
wostronnym otoczeniu 0 w przedzia- ”
le [—1, 1] i nie stabilizuja sie w pobli-
zu zadnej z liczb z tego przedziatu.
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Rozpatrzmy dwa ciagi (x,,) oraz (),

_ 1 I 2
:ETL—E oraz xn—m

4 /
Wéwczas x,,, z,, € S.(0), oraz

o 1 1 .
lim z, =lim, .- =0,

n—-+00 9
. / . . . Szl ===
n B T = oo gy = 0,
a ponadto
lim f(x,)= lim sin4+ = lim sinnt =0,
n—-+00 n—-+00 P n—+00
lim f(z,)= lim sin—— = lim sin(dn+1)% =1,
n—-+00 n—-+00 Gntr n—-+400

gdyzsinnm = 0 orazsin(4n+1)7 = 1 dlan € N. Wskazalismy ciagi
(x,), (x)), dla ktérych granice ciagéw wartosci (f(x,,)) oraz (f(z))
s rézne. Zatem granica 11I61+ f(z) nie istnieje.
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Z nastepnym:

Powrdcimy jeszcze do analizowanej juz w Przykfadzie 6 funkcji opi-
sanej réznymi przepisami na dwdch roztacznych podzbiorach swo-
jej dziedziny. PokazaliSmy, ze funkcja ta nie ma granicy w punkcie
xo = —1. Wyznaczymy teraz granice jednostronne tej funkcji w
zadanym punkcie xj = —1.
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Przyktad 14. Zbada¢ istnienie granic jednostronnych funkcji f :
R\ {—1} — R danej wzorem

f(z) = r+2 dla r<-1
| —xz+4 dla z > -1,

w punkcie zg = —1.
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Rozwigzanie. Przypomnijmy tu, ze wartosci funkcji f s3 bliskie

1 dla argumentéw = < —1 i bliskich zy = :
—1 oraz wartosci tej funkcji sg bliskie 5 dla \
argumentéow xz > —1 i bliskich xyp = —1. |
Bedzie to oznaczato, ze istnieja granice jed-
nostronne funkcji f w punkcie zyp = —1.
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Niech (z,,) oraz (x/) beda dowolnymi takimi cia- v
gami, ze x, € S_(—1), x/, € S, (—1) oraz \

lim z,= lim z/ =—1. ‘
n—-+00 n—-+00 / '

Wéwczas A

lim f(z,) = lim (z,+2)= lim (-1-1+2)=1,

n—-+00 n—-+00 n—-+00
. AN . . _ . . 1 _
ol ) = i (et 4) =l (g +4) =5,

Wobec dowolnosci wyboru ciagéw (x,,) oraz (x]) otrzymamy
liinl_ f(z)=1 oraz hml+ f(z) =5.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie
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Z nastepnym:

Zajmiemy sie teraz zwigzkiem miedzy istnieniem granicy funkcji w
punkcie i istnieniem w tym punkcie granic jednostronnych. Nastepu-
jaca obserwacja jest oczywistg konsekwencja przedstawionych defi-
nicji granic funkcji w punkcie.
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Whniosek 1. Niech f : S(zy) — R bedzie funkcja. Jesli istnieje
(skoriczona badZ teZ nieskoriczona) granica Am - f () =g €R, to

istniejg granice lim f(x) oraz lim_f (x) i sa one réwne. Co wiecej,
IE—>IIZ'O T—Tg

zachodzi rownos¢

lim f(z)=g¢g= lim f(x).

T—ITy :L’—>xar
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Dowaod. Z definicji granicy funkcji w punkcie wynika, ze obierajac
dowolny taki ciag (x,,), ze x, € S(z) oraz ngrfoo T, = Ty, zachodzi
rownosé !
A i) = g
W szczegdlnosci, jesli ograniczymy wybér do takich ciggéw (x,,), ze
x, € S_(xy) oraz ngl}rloo X, = ¢, to réwniez otrzymamy
lim f(xg) =g,

n——+00
co oznacza, ze lim f(x) =g.
Ty

Réwnos¢ lim_f(z) = g uzasadnimy analogicznie. O
T—T
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Z nastepnym:

Duze praktyczne znaczenie ma stwierdzenie odwrotne do Whniosku 1.
Sformutujemy je tutaj, zas jego zasadnos$¢ wykazemy pozniej, gdy
wprowadzimy, réwnowazng definicji Heinego, definicje Cauchy’ego
granicy funkcji w punkcie.
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Twierdzenie 1. Niech f : S(xg) — R bedzie funkcja. Jesli
istniejg (skoriczone badz tez nieskoriczone) réwne sobie granice

lim f(z) =g = lim_f(z),

Ty T—T

to istnieje granica lim f(x) i zachodzi réwnos¢
0

lim f(z)=g.

T—1T
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Z nastepnym:

Omoéwimy teraz krétko inng, rownowazng definicji Heinego, defini-
cje Cauchy'ego granicy funkcji. W celu poprawnego i petnego jej
zrozumienia nalezy sobie przypomnie¢, omoéwione dokftadnie przy
okazji granic ciagdéw, opisanie przedziatdw przy pomocy nieréwno-
Sci z wartoscig bezwzgledna.
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Definicja 11 (Cauchy’ego granicy funkcji w punkcie).
Niech zy € R. Méwimy, ze funkcja f : S(xy) — R ma w punk-
cie xy skonczong granice g (lim f(x) = g), jesli

T—X

AV A If@)-gl<e

e>0 >0 z€S(x0,0)
lub rédwnowaznie

AV AN 0<fr—-xf<d=|flz)—g|<e).

e>0 0>0 zeS(x)

gte

_Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytete
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Uwaga 5. Réwnosc¢ xli_}rg}o f(z) = g € R oznacza, ze dla dowolnie

waskiego pasa P lezacego wokdt pro-
stej y = g (pas lezacy miedzy prostymi
Yy = g—¢corazy = g+ €) istnie-
je na tyle waski pas H wokét proste;
r = 1z (pas lezacy miedzy prostymi
r=u1x9— 0 oraz x = xy+0), ze cze$¢
wykresu funkcji f (krzywa y = f(x))
lezaca w pasie H, musi jednocze$nie
leze¢ w pasie P.

g+e
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Na koncu poprzedniego:

Prosta konsekwencja poczynionej tutaj obserwacji jest nastepujace
stwierdzenie dotyczace znaku wartosci funkcji w sasiedztwie punktu,
w ktérym granica istnieje i jest rozna od zera.
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Whiosek 2. Niech y € R oraz niech funkcja f : S(zg) — R
ma w punkcie granice lim f(x) =g € R, g #0. Wiwczas istnieje
takie sasiedztwo S’ (xo) cs xg) punktu xg, ze

(
(i) f(x) >0 dlax e S (), jesli g > 0,
(i) f(x) <0 dlaxe S (x), jesli g < 0.
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Na koncu poprzedniego:

Przeprowadzimy prosty dowdd tego wniosku w przypadku, gdy x
oraz g sg skonczonymi liczbami rzeczywistymi. Zaznaczmy tez, ze
wniosek ten jest prawdziwy rowniez w przypadkach, gdy x lub g s3
nieskonczonosciami, ale wymaga to wprowadzenia serii odpowied-
nich definicji.
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Dowédd w przypadku xy, g € R. Dowodzong wtasnos¢ mozna
uzasadnié¢ wykorzystujac obserwacje poczy-
niong w Uwadze 5. Zakfadajac dla przykta- .-
du, ze g > 0 mozemy dobra¢ € > 0 na tyle
mate, aby réwniez g—e > 0. Wéwczas (por.
rysunek obok) na mocy definicji Cauchy'ego
granicy funkcji w punkcie znajdziemy takie
§ >0, zedlax € S(zy), 0 < |x—x0| <0, zachodzi f(z) > g—e.
Jesli (xg — 6,29 + 0) C S(zp), to S'(xg) = (g — 0, x9 + 0), za$
w przeciwnym przypadku nalezy jeszcze odpowiednio zmniejszy¢ ¢
tak, aby S'(z¢) = (xo — &', 29+ 0") C S(zp). W obu przypadkach
bedziemy mieli f(z) > 0 dla x € S’(x). Dowéd dla g < 0 jest
analogiczny. O

rojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie
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Miodziezouwe,

s

Z nastepnym:
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Twierdzenie 2. Definicja Cauchy’ego granicy funkcji w punkcie
rownowazna jest definicji Heinego granicy funkcji w punkcie.
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Dowdd. (=) Zatézmy, ze zachodzi warunek z definicji Cauchy’ego
granicy funkgcji. Niech (z,,) bedzie takim ciagiem, ze x, € S(x)
dlan € Noraz lim z, = xy. Pokazemy, ze l1m flz,) =g. W

n—-—+00
tym cel ustalamy dowolne € > 0 i niech 6 > 0 b§d2|e takie, ze
A (0<|z—x <= [f(x) —g| <e). (1)
x€S(zo)

Z zatozenia x, "—=° x(, wiec dla § > 0 istnieje takie N € N, ze

dla wszystkich n € N, n > N zachodzi
|z, — o] < 6.

Wéwczas z warunku (1) wynika

|f<xn> o g‘ <ég,
co w konsekwencji oznacza, ze ngrf flz,) =g.
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Dowdéd. (<) Zatézmy, ze xh_{%o f(z) = g, tzn. zachodzi warunek z
definicji Heinego granicy funkcji i przypusémy, ze warunek z definicji
Cauchy’ego nie zachodzi. Znajdziemy wiec takie ¢ > 0, ze

AV O0<|z—zof<d AN |flx)—gl>e). (2
>0 zeS(zo)

Przyjmujac w powyzszym warunku (2) § = % dla dowolnych n € N,
otrzymamy istnienie takich elementéw x,, ze x, € S(xy),

0<|zn—zo| <2 A |f(zn)—g|>e (3)
Oznacza to, ze ngrfoo xn, = xo. £ definicji Heinego wynika wtedy

ngrfoof(xn) = ¢, co przeczy drugiemu warunkowi koniunkcji (3).

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze przypuszczenie, ze nie zachodzi
warunek z definicji Cauchy'ego granicy funkgji byto fatszywe. [
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Uwaga 6. Poréwnujac obie definicje granicy funkcji w punkcie
mozna zaobserwowaé, ze definicja Heinego jest niejako definicja
"czynnosciowa” . Uzywajac tej definicji mozna oblicza¢ nieznane
granice funkcji. W poréwnaniu z definicja Heinego, definicja Cau-
chy’ego jest bardziej sformalizowana i nie pozwala na odkrycie gra-
nicy, a jedynie na uzasadnienie, ze dana liczba jest granica funkgji
w zadanym punkcie.
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Przyktad 15. Niech f : R — R,
f(x)=3z—-5 dla x € R.

Pokazad, ze hrri f(x) = —=2.

=
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Na koncu poprzedniego:
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Rozwigzanie. Ustalamy dowolne £ > (. Szukamy takiego 0 > 0,

ze dla wszystkich = € S(1) spetniona byta implikacja
O<|z—1]<éd= |8z —5) — (—2)| <e.

Z nieréwnos¢ |(3x—5)—(—2)| < € po przeksztatceniach otrzymamy

13z — 3| < &, co mozna zapisaé w postaci

3z —1] <e.
Przyjmujac 6 := £ otrzymamy |z — 1| < 4.
Widzimy zatem, ze istnieje takie = £, ze dla dowolnego = € S(1)
spefniajacego | — 1| < ¢ = § zachodzi
|3z —5) = (=2)|=3|zr -1 <3-6=3 - =e.

To konczy uzasadnienie réwnosci lim1 f(z) = -2.
xXr—
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Na koncu poprzedniego:
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Uwaga 7. Definicja Heinego granicy funkcji w punkcie jest w isto-
cie definicja "czynnosciowg”, tzn. pokazuje wprost, jak obliczamy
granice funkgcji, jesli ona istnieje. Definicja Cauchy'ego jest definicja
wysoce formalng, ktéra nie pozwala na obliczanie granicy, a jedy-
nie na sprawdzenie, czy liczba, ktdrg niestety nalezy "odkry¢”, jest
granica danej funkgji.
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Z nastepnym:

Przejdziemy teraz do zdefiniowania granicy jednostronnej funkcji w
punkcie. Wprowadzone definicje pozwolg na prosty i elementarny
dowdd Twierdzenia 1, ktérego dowdd na gruncie definicji Heinego
jest bardziej skomplikowany.
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Definicja 12 (Cauchy’ego granicy lewostronnej funk-
cji w punkcie). Niech zp € R. Méwimy, ze funkcja f :
S_(xg) — R ma w punkcie z, skonczong granice lewostron-

ng g (lim f(z) = g), jesli

T—I

AV AN (@m-d<z<zy=|f(x)—9g|<e).
e>0 0>0 zeS_(xo)
Definicja 13 (Cauchy’ego granicy prawostronnej funk-
cji w punkcie). Niech zyp € R. Méwimy, ze funkcja f :
Si(xg) — R ma w punkcie z, skonczong granice prawo-
stronng g ( lim f(z) = q), jesli

AV A (@<z<z0t+6=|fx)—g|<e).

e>0 0>0 zeSy (o)
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Z nastepnym:
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Uwaga 8. Zauwazmy, ze nierdwnos¢ 0 < |x — x| < J jest row-
nowazna koniunkcji dwdch nieréwnosci

ro—o0<zx<zng N TH<T<THHO.

Poréwnujac wiec warunki z Definicji 11-13 widzimy, ze istnienie
skonczonej granicy funkcji w punkcie implikuje istnienie skonczo-
nych granic jednostronnych w tym punkcie, ktére w oczywisty spo-
sob rowne s3 granicy funkcji w tym punkcie. W ten sposéb podali-
Smy inne uzasadnienie Wniosku 1 dla granic skonczonych.
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Dowod Twierdzenia 2. Zatdzmy, ze istniejg skonczone granice
lim f(z) =g = lim f(x). Pokazemy, ze lim f(z)=g. W tym
T—Ty T—xd =20
celu ustalamy dowolne £ > (0. Z zatozenia o istnieniu granic jedno-
stronnych (Definicje 12-13) otrzymamy

V. A (m—d <z<zo=|f(x) —g| <e),

01>0 z€S_(x0) 4)

V A (zo<z<m0+d= |f(x)—g|<e)

02>0 z€S, (xo)
Przyjmijmy 0 := min{dy, 9o }. Wezmy dowolne = € S(x) takie, ze
0 <|z—2ax9 <6. Jesli x € S_(x9), to wtedy xp — § < = < x,
a wiec rowniez zp — 01 < x < xg. Jedli zas x € Sy(xg), to
ro < x < Tp+0, awdwczas xy < x < x9+0s. W obu przypadkach
z (4) otrzymamy | f(z) — g| < &, co konczy dowdd. []

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




Uniuerstety
H H
KAPITAL LUDZKI 1\ UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI g z EUROPEJSKI
r M E FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Z nastepnym:

Zaznaczmy tutaj, ze dla granic niewfasciwych mozna réwniez sfor-
mutowa¢ odpowiednie warunki definiujace te granice w sensie Cau-
chy’'ego. Dla przykfadu:
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Definicja 14 (Cauchy’ego granicy niewtasciwej funkcji
w punkcie). Niech xy € R. Méwimy, ze funkcja f : S(zy) — R
ma w punkcie z; granice —oo (xli_{gof(x) = —00), jesli

AV A (rp—d<z<zy= f(zr)<m).

m<0 0>0 zeS_(x)
Definicja 15 (Cauchy’ego granicy niewlasciwej funkcji
w punkcie). Niech zy € R. Méwimy, ze funkcja f : S(xy) — R
ma w punkcie o granicg +oo (lim f(z) = +00), jesli

AV N (@<zx<z+d= f(z)>M).
M>0 6>0 zeS, (o)
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Z nastepnym:

Wykorzystanie definicji do obliczania granic nie jest optymalne.
Wskazemy pewne bazowe granice oraz operacje na granicach funk-
cji, ktére znacznie upraszczajg obliczanie granic. Wyjdziemy od na-
stepujacego lematu.
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Lemat 1. Niech zp € R (zg € R Jub xy = —00 lub xy = +00)
oraz f : S(xg) — R.

(i) Jesli f(x) =c € R dlaz € S(xy), to xli_)rgjlof(x) =c.
(ii) Jesli f(x) = x dla x € S(xg), to xli_)ng'clof(:c) = Zg.
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Na koncu poprzedniego:
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Dowdd. Niech (x,,) bedzie dowolnym takim ciagiem, ze x,, € S(z)
dla n € N oraz hr+n Ty = Xp.

Jesli f(x) =cdlax € S(xy), t

P/ - A, C=E

wiec lerI%O c=c.
W przypadku, gdy f(z) = x dla x € S(x) mamy

i, fon) = i 2 =20,

czyli xh_}n@;o T = Xy. O]
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Whniosek 3. Niech o € R oraz c € R. Wéwczas

(i) Im c= lim c=c,
fL'—>fE0 IE—>.T0

(i) lim z = lim z = .
T—Ty T—xd
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Twierdzenie 3. Niech xy € R, f,g : S(zg) — R. Zatéz-
my, ze istnieja (skoriczone badZ nieskoriczone) granice Hm f(z),
Am g(x). Wtedy (o ile nie prowadzi to do symboli nieoznaczonych)

(i) Jim (f(x) + g(z)) = lim f(z)+ lim g(z),
(i) lim (f(z) — g(z)) = lim f(z)— lim g(z),
(iii) Jim (f(z) - g(2)) = lim f(z)- lim g(z),
(i) jesi Jim o) # 0 (co oznacza g(r) 0 dla x € S'(w)), to

11 = i
w2 g(z)  lim g(x)

T—=T0

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




Universyety
H H
KAPITAL LUDZKI M UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI 3 a ME EUROPEJSKI
E ?‘ FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Na koncu poprzedniego:

Dowdd tego twierdzenia oparty jest na wykorzystaniu odpowied-
nich praw dotyczacych operacji arytmetycznych na granicach ciggéw
sformutowanych w nastepujacym twierdzeniu:
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Twierdzenie 4. Niech ciagi (a,)nen, (bp)neny beda zbiezne do
granic skonczonych bedz nieskoriczonych. Wéwczas (o ile nie pro-
wadzi to do symboli nieoznaczonych) zachodza nastepujace prawa:

(i) hm (ap +b,) = lim a,+ 111}_1 b,

n—-+o00 n—-+o00 n—
i) lim — = lim — lim
()n—> oo(an b ) n—-00 Un n—-00 bn'

(i) Hm {an - bp) = lm an - Lm by,

(iv) jesli b, # 0 dlan € N oraz Jim by, # 0, to

lim
2 anp n—+00 n
lim — = ———
n—+oo b, lim b,
n—-+o0o
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Dowdd Twierdzenia 3 (i). Niech (z,,) bedzie dowolnym taki cia-
giem, ze x, € S(zg) dlan € N oraz lim z, = xy. Wdwczas

n—-400

lim (f(zn) + g(zn)) = nl_{rfoo flzn) + nkffoo(g(xn))

n—-+00
Z definicji Heinego granicy funkcji mamy
lim f(z,) = Jim /(z),

Nn——+00 T—X0
lim g(z,) = lim g(z),
WiQC n—-+00 T—X0
Jm (f(zn) + g(zn)) = Jim f(z) + lim g(z).

Oznacza to, wobec dowolno$ci wyboru ciagu (z,,), ze istnieje granica
Am (f(z) + g(x)) oraz zachodzi réwnos¢

lim (f(2) + g(x)) = Jim () + Jim g().

T—X0
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Z nastepnym:

Przed rozpatrzeniem konkretnych przyktadéw zastosowan Twierdze-
nia 3 zauwazmy, ze stosujac indukcje matematyczng, Lemat 1 (ii)
oraz Twierdzenie 3 (iii) (iv), mozna udowodni¢ nastepujacy pozy-
teczny wniosek. Dowdd tego wniosku pozostawiamy jako ¢wiczenie.
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Whniosek 4. Ustalmy oy € R oraz dowolng liczbe naturalng p.
Wowczas

(i) Jm P = Ty,

(ii) jesli zo # 0, to lim &7 = x,".
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Z nastepnym:

Zaznaczmy na koniec, ze wtasnosci operacji arytmetycznych na gra-
nicach funkcji sformutowane w Twierdzeniu 3 oraz Whniosku 4 przy-
stuguja réwniez granicom jednostronnym, zas z Przykfadu 12 mamy:
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Whniosek 5. Ustalmy dowolnie liczbe naturalng p. Woéwczas

(i) lim % = +oo,

x—0t ¥

(i) lm & = (=1)" (+o0).

z—0~
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Miodziezouwe,

s

Z nastepnym:
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Przyktad 16. Obliczy¢ (o ile istnieje) granice lin}L %.
r—
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Rozwigzanie. Wykorzystujac Whnioski 3, 4 oraz Twierdzenie 3
otrzymamy
lin’i(2x2—7x—4):2-42—7-4—4:0,
lim(—z%+6x —8) = —4>+6-4—8=0.

r—4

Zatem
2 —Tr—4 [Y (x —4)(2x + 1)
z—4 —x2 + 6z — 8 =4 (xr —4)(2 — x)
2z +1 [322] 9

lim — "=~ ——.
z—4 2 — 9
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Z nastepnym:
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SI=<e

Miodziezouwe,

Przyktad 17. Wyznaczy¢ granice lim %.

T——0Q
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Rozwigzanie. Zauwazmy, ze

i 2ET=4 o 2Rogoa)
1——00 —p2 4 6 —8 a0z (—1+8—8)

T
Wykorzystujac Whniosek 4 otrzymamy zg@w% [:oo] 0. Podobnie

4Tz, % P22 0 oraz S == ), wiec z Twierdzenia 3

72 A
otrzymamy
7 4 _0—
1 —7513—4_ . I [21&00]_2
e =2 8 oMe {406 _38 =
2= —p+ 60 —8 oo —142—
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et

Przyktad 18. Obliczy¢ granice hm V6 5 vb—a=2
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Rozwigzanie. Zauwazmy, ze

V—z-2|4/6-2-2 0
2—-2 0|
Przeksztatcajagc wyrazenie pod granica otrzymamy
V6—z-2 [ . (V6—z-2)-(V6—z+2)
lim = lim
—2 o —2 T—2 (x—2)-(\/6—a:+2)

, 2—x
= ) (o—z+2)

—1 E==1l!

lim
=2 —2

=26 —x+2 4’
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Miodziezouwe,

s

Przyktad 19. Obliczy¢ granice hm %
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Rozwiazanie. Zauwaz \/rny

Vei—4 0
lim —|.
r—64 \/_ 8 \/_ 8 0
Przeksztatcajac wyrazenie pod granicg wykorzystamy zaleznosé
a’ — b = (a — b)(a* + ab + b?).

Otrzymamy wiec

V-4 g . VT4 (V3)+4yz+16 T+8

164 \ /T — 8 x—>64\/5_8 (¥z) +4YT+16 VT +8
(z — 64) - (Vz +38)

lim
764 (1 — 64) - ((\?/5)2 + 4¥/x + 16)

= lim \/E + 8 [(?/674)2\/4258/6*4“6} 1
04 (Yz) + 49/ + 16 =
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Miodziezouwe,

s

Przyktad 20. Wyznaczy¢ granice lim_(2° — 2z + 1).
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Rozwigzanie. Przeksztafcajac wyrazenie pod granica otrzymamy

2 1
lim (z° -2z +1) = lim x3(1—+).

T——00 Tr——00

2 T——00 0,

Wykorzystujac Whniosek 4 otrzymamy =

3 T——00 5
r’ " —— —00, wiec

T——00

2 1
lim (563—2x+1) = lim z° (1—+>

(~oo)1-040)] _
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Z nastepnym:
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Cwiczenie 3. Obliczy¢ granice:

6. lim -22+2
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Na koncu poprzedniego:

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




v

H

rsytoty,

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

-

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

SI=<e

Miodziezouwe,

s

@)
=
°

N—= DWW O

L T T N O I
S+
e

|
(11}

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie

(s




Universyety
H H
KAPITAL LUDZKI M § UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI 3 o ME EUROPEJSKI
£ § FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Z nastepnym:

Przejdziemy teraz do analizy granic jednostronnych. Jak to juz wia-
domo, warunkiem koniecznym istnienia granicy funkcji w punkcie
jest istnienie réwnych sobie granic jednostronnych funkcji w tym
punkcie. Wykorzystamy ten fakt do wykazania, ze pewne granice
nie istnieja.
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Przyktad 21. Zbadac istnienie granicy 1im2 ”;2—121
==
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Rozwiagzanie. Zauwazmy, ze

2+ 1[5
I, 2 +2 (0]’
T— T

przy czym % jest operacja niedopuszczalng w zbiorze R. Obliczmy

zatem granice jednostronne:

2
X
wiec granica hm2 +2 nie istnieje.
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Miodziezouwe,

Przyktad 22. Zbada¢ istnienie granicy hm (2””;)4.
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SI=<e

Miodziezouwe,

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze

im ﬂ [0__—3]::[_0%] —0Q.
23 (z — 3)2

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




Universyety
H H
KAPITAL LUDZKI M § UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI 3 a ME EUROPEJSKI
E ?‘ FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Z nastepnym:

Wrécimy jeszcze do Przyktadu 6, gdzie pokazalismy, ze badana tam
funkcja nie ma granicy w punkcie (g = —1. ZauwazylisSmy wtedy,
ze fakt ten wynika z réznego zachowania sie funkcji po réznych
stronach punktu zy.
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Przyktad 23. Nie istnieje granica funkcji f : R\ {—1} — R
danej wzorem

f(z) = r+2 dla r<-1
| —xz+4 dla z > -1,

w punkcie zg = —1.
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Rozwigzanie . Przypominajac wykres funkcji f zauwazamy,
ze funkcja tam rézne granice jednostronne. |

Istotnie, \

lim f(z)= lim (z+2)=1,

z——1- z——1— i 1

xll)r_nﬁ f(:l:) B xEI—nﬁ(_w T 4> =9 | :

co oznacza, ze granica lim_f(x) nie ist- _ / :
G Z I s

nieje. -
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Miodziezouwe,
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Z nastepnym:
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Cwiczenie 4. Zbadad istnienie granic:
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Na koncu poprzedniego:
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Odp.

z+1

1. granica nie istnieje (Wskazowka: lim -5 —00 oraz
1 i —1
Tr—1-
: z+1
xli{{h z2—1 +OO)’
. -3 _
2. Jim, G = 0
3. granica nie istnieje (Wskazéwka: lim 22t —00 oraz
T——1— (l’+1)
2 20+4
xEI—nH (z+1)3 +00).
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Miodziezouwe,

s

Z nastepnym:
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Twierdzenie 5 (o trzech funkcjach). Niech zo € R oraz
funkcje f,g,h : S(xg) — R spetniaja nieréwnos¢
flz) < g(zr)<h(x) dazeS(x).
Jesli istnieja (skoriczone badz nieskoriczone) i réwne sobie granice
Jim f(z) =g = Jing h(z),

to istnieje granica lim g(z) i zachodzi réwnos¢
0

lim g(x) =7.

T—T(
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Miodziezouwe,

s

Na koncu poprzedniego:
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Dowdéd. Niech (x,,) bedzie dowolnym takim ciagiem, ze x,, € S(z)

dlan € Noraz lir}r’l x, = 9. Na mocy zatozenia o istnieniu granic
n—-—-+0oo

funkcji f oraz h mamy
lim f(x,) =g= lim h(z,).

n—-+0o n—-+00
Woéwczas z oszacowania wartosci funkcji f, g oraz h i z twierdzenia
o trzech ciggach wynika istnienie granicy liril g(x,) i réwnosé
n—-+:0oo

nl—lgloog@”) = g. Wobec dowolnosci wyboru ciagu (x,) wnosimy

istnienie granicy funkg;ji xh_%}o f(x) réwnej g. O

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




FUNDUSZ SPOLECZNY

—
E KAPITAL LUDZKI §M F UNIA EUROPEJSKA

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI o M: EUROPEJSKI
§ g

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Uwaga 9. Zaznaczmy, ze Twierdzenie o trzech funkcjach zachodzi
rowniez dla granic jednostronnych. W dowodzie wystarczy zatozy¢,
ze wyrazy ciagu (x,) naleza do odpowiedniego sasiedztwa punktu
Z.
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Z nastepnym:

Nim przystapimy do obliczenia pewnych waznych granic, uzasadni-
my istotng w naszych rozwazaniach nierownos¢ dotyczaca wartosci
funkcji sinus i cosinus.
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Przyktad 24. Mamy

: s
sine <z <tgx dla 0<a:<§.

skad wynika tez oszacowanie

sinz| < |z| dla -~ <z <>
SN U xr a — — X —.
h 2 2
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Uzasadnienie. Obserwujac rysunek zauwazamy, ze

Sinx—’O—B |BC’|<AB T, 1

tgx—\éD |AD| >AB= z. . v
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Przyktad 25. Udowodnimy, ze lirr(l) sinx = 0 oraz lirr(l) cosz = 1.
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Rozwigzanie. Zauwazmy, ze
—|z| <sinz < |z| dla z e (=5,%)\ {0},
| poniewaz }jlg%) —|z| = 31612% |z| = 0, wiec z Twierdzenia 5 otrzyma-
my 51612’(1) sinx = 0.
Ponadto, mamy réwnoéé 1 — cos z = 2sin? 5, Wiec
—11? <1—cosz < 322 dla z € (—Z,2)\ {0}.

2
Poniewaz za$ lim (—32%) = lim 12 = 0, wiec z Twierdzenia 5
z—0 z—0
otrzymamy hrr(l)(l — cosz) = 0. Zatem hn% cosx = 1.
XTr—
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Twierdzenie 6. .
sin x

z—0 7
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Dowdd. Zauwazmy, ze z Przyktadu 24 mamy

, sin & T
sine < x < da 0 <z < —.
COS X 2
Otrzymamy stad
Sin T
cosr < — < 1 dIaO<x<§.
T
Poniewaz lim cosx = 1, lim 1 = 1, wiec z twierdzenia o trzech
z—0F z—0Tt

funkcjach dla granicy prawostronnej otrzymamy 111%1+ % = 1. Po-
r—

nadto,
. sinx . sin(—t . —sint . sint
lim zllmH:hm:llmzl,
xr—0" t—0t —¢ t—0t —t¢ t—0t ¢
wiec ostatecznie lim S2% = 1. O
z—0 7
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Miodziezouwe,

s

sin 2z 21:

Przyktad 26. Obliczy¢ granice hm S
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Rozwigzanie. Zauwazmy, ze

~ sin2x . sin2x 2 . sin2x . 2 2
Ilm —=1lm —-—=1]lim— - lim - = —.
r—0 by r—0 2 5 x=0 2x 2—=05 5
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Miodziezouwe,

s

Przyktad 27. Obliczy¢ granice xligloo %
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Rozwigzanie. Zauwazmy, ze poniewaz |sint| < 1, wiec

1 sin:L’
dla z € R\ {0
a5 < O
Poniewaz zas lim <—1> — lim & = 0, wiec z Twierdzenia
T——00 |z| z——00 |2l
o trzech funkcjach wynika
lim 2 — 0.

T——00
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Cwiczenie 5. Obliczy¢ granice:

3

1. lim 2%
sin 4z

z—0

2. lim 822
z—0 37
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Na koncu poprzedniego:
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Pytanie 1. Funkcja f : R — R,




Uniuersyety
g
ko S i ML} —
N A 1A SPOINOSCI & H
A M EUROPEJSKI

H FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Pytanie 2. Granica lim sin &
z—0 x
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Pytanie 3. Granica funkcji f : R — R,

f(z) = 20+5 dla z < —1
| —x+2 dlaz> -1

punkcie g = —1
a) nie istnigje,
jest réwna 3,

c) jest rowna 0,

(a)
(b)
()
(d)

d) jest rowna —1.
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Pytanie 4. Spoéréd granic lim + oraz lim +
r—0~ % r—0t ¥

(a) istnieja obie,

(b) istnieje tylko pierwsza,
(c) istnieje tylko druga,
(d)

d) nie istnieje zadna z tych granic.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie

&~
"




Unlwersytety,

g
et M —
a |V|§ EUROPEJSKI

H FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Pytanie 5. Symbolem nieoznaczonym jest
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Pytanie 6. Symbolem oznaczonym jest

) +oo

(a

(b)
(c)
(d)
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Pytanie 7. Granica lim %%
T——00

a) nie istnieje,

1
c) jest réwna X

(a)
(b) jest réwna 2,
()
(d)

d) jest réwna 0.
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Pytanie 8. Granica lim =%

7—( Sinz
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COS T

Pytanie 9. Granica lim

r—+oo T
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Pytanie 10. Granica lim
z—0- 7
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Klucz odpowiedzi:

1(c), 2(d), 3(b), 4(a), 5(d), 6(a), 7(d), 8(b), 9(c), 10(b).
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