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E-learning - matematyka - poziom rozszerzony

Granice ciggow

Materiaty merytoryczne do kursu
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N - zbiér liczb naturalnych, N = {1,2, ...},
7. - zbior liczb catkowitych,

Q - zbiér liczb wymiernych,

R - zbior liczb rzeczywistych,

[z] - cze$é catkowita (cecha) liczby rzeczywistej .

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Definicja 1. Ciggiem liczbowym nazywac bedziemy kazda
funkcje a : N — R.
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Uwaga 1. Jedlia : N — R jest ciggiem liczcbowym, to n-ty wyraz
tego ciagu a(n) oznaczymy przez a,. Ciag a oznaczal bedziemy
przez (a,)nen lub prosciej (ay,).
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Na poczatku nastepnego:
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Cwiczenie 1. Na osi liczbowej zaznaczy¢ zbior

A={zeR:|z| <2}.
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Rozwigzanie. Mamy oczywiscie

z| <2<4<= (z> -2 N z<2)<= 1€ (-22).

Stad
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Cwiczenie 2. Na osi liczbowej zaznaczy¢ zbidr

7
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Rozwigzanie. Rozwigzujac nierownos¢ otrzymamy

|]<7<:> > 7/\ <7<:> € [
S5 T2y NS ST

Zatem

: : : ——
-3|5 -2 -1 0 1 2 3|5
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Cwiczenie 3. Na osi liczbowej zaznaczy¢ zbior

C={reR:|z—-2] <3}
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Rozwigzanie. Rozwigzemy nieréwnos¢ opisujaca zbiér C'. Mamy

wiec
zr—2|<3 <= zr-2>2-3ANzx—-2<3

<—x>-—-1ANx<5>d
<~z € [-1,5].

Przedstawiajac otrzymany przedziat na osi liczbowej otrzymamy

I‘I
2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




U

H

rsytoty,

waron

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

et

Na poczatku nastepnego:

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




Uniwersytety
g
KAPITAL LUDZKI g M £ UNIA EUROPEJSKA [IENERE
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI v UROPEISKI [
H FUNDUSZ SPOLECZNY Faant
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Cwiczenie 4. Na osi liczbowej zaznaczy¢ zbior

D={zeR:|jz+1] <2}

ojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




RARODOWA STRATEGI SrGINOSC =
#HIMs

Universytety
H H
KAPITAL LUDZKI g M £ UNIA EUROPEJSKA
Y i EUROPEISKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Rozwigzanie . Rozwiazujac nieréwnos¢ wyznaczajaca zbior D
otrzymamy
z+1] <2 <=z+1>-2A2x+1<2
—zr>-3Nz<l
< x € (=31).

Zbiér D ma nastepujace przedstawienie na osi liczbowej:

_\‘.‘ f -
17 2

4 3 2 10
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Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Problem 1. Jaki jest geometryczny sens modutu liczby rzeczywi-

stej?
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Lemat 1. Wartos¢ bezwzgledna danej liczby rowna jest jej odle-
gtosci od liczby 0.
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Problem 2. Jak geometrycznie rozwigzal nieréwnosci |z| < 2
oraz |z| < 17
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Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Odp. Nieréwno$¢ |z| < 2 spetniajg wszystkie liczby rzeczywiste,
ktérych odlegtos¢ od liczby 0 jest mniejsza niz 2. Warunek ten spet-
niaja oczywiscie tylko liczby z przedziatu (—2,2).

2—olw—72
: ’;7 : : : 4:“- : -

3 -2 10 1 2 3

Z kolei, nieréwnos¢ |z| < %jest spetniona przez wszystkie liczby,
ktérych odlegtosc od 0 jest niewieksza od % Ten warunek spetniony
jest jedynie przez wszystkie liczby z przedziatu [—1, I].

« 35 sle 35 »

- — f f f f f — - -
35 2 .10 1 2 35
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Problem 3. Jaki jest geometryczny sens nieréwnoéci z Cwiczen 3

oraz 47
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Problem 4. Wyznacz srodki przedziatow przedziatéw otrzyma-
nych w Cwiczeniach 1-4. Jaki jest ich zwiazek z nieréwnosciami

opisujacymi zbiory z tych ¢wiczen?
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Projekt wspélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego
Odp. Nierowno$é |x—2| < 3 spetniaja wszystkie liczby rzeczywiste,
ktérych odlegtos¢ od liczby 2 (Srodek przedziatu) jest niewieksza
od 3. Warunek ten spetniajg tylko liczby z przedziatu [—1, 5].

3 — e 3

— -
2 -1 0 1 2 3 4 5 86

Z kolei, nieréwno$¢ |+ 1| < 2 jest spetniona przez wszystkie liczby,
ktérych odlegtosé od —1 (Srodek przedziatu) jest mniejsza od 2. Ten
warunek spetniony jest jedynie przez liczby z przedziatu (—3,1).

2—la—72
: ";7: : 4:‘\' : -

4 3 2 40 1 2
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Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Uwaga 2. W przypadku nieréwnosci |z — 2| < 3, ktdrej rozwigza-
niem jest przedziat [—1, 5], liczbe 2 nazywaé bedziemy Srodkiem
przedziatu [—1, 5], za$ liczbe 3 nazwiemy promieniem tego prze-
dziatu. Analogicznie, dla nieréwnosci |x + 1| < 2, liczba —1 bedzie
Srodkiem, za$ liczba 2 — promieniem przedziatu (—3,1).
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Cwiczenie 5. Ustalmy dowolnie dodatnia liczbe rzeczywista ¢
oraz dowolng liczbe rzeczywista a. Zaznaczy¢ na osi liczbowej zbidr

E={zeR:|z—a|l<e}.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




U

H

rsytoty,

waron

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

et

Na koncu poprzedniego:

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




vvvvvvvvvvvv
s 5
KAPITAt LUDZKI Mg UNIA EUROPEISKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI i I 2 EUROPEJSKI
#HIMs FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Rozwigzanie. Metoda analityczna daje nastepujace rozwigzanie:

z—a|<e <= zx—a>-c ANx—a<e
<~ r>a—¢c Nxrx<a-+te¢
<z € (a—¢ca+e).

Metoda geometryczna pozwala stwierdzié, ze F jest zbiorem wszyst-
kich liczb rzeczywistych, ktérych odlegtos¢ od punktu a (Srodek
przedziatu (a — €,a + €) otrzymanego metoda analityczng) jest

mniejsza od €.
=

T "
a—£ a at+e
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Zadanie 1. Wykorzystujac metode analityczng i metode geome-
tryczng zaznaczy¢é w uktadzie wspotrzednych nastepujace zbiory:

L A={zeR:|lz—3<i},
2. Ag={zeR:|z+3|<j
3. A = {IGRZ‘$—%‘<
{

)
4. Ay={zeR: |z +2|< }

2
5
<L
6
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Na poczatku nastepnego:

W dalszej kolejnosci wykonamy éwiczenia " odwrotne” do juz wyko-
nanych. Poprzednio, na podstawie opisu analitycznego, zaznacza-
lisSmy zadany zbiér (przedziat) na osi liczbowej. Wykonamy teraz
¢wiczenie polegajace na znalezieniu opisu analitycznego zadanego
przedziatu liczbowego.
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Cwiczenie 6. Poda¢ analityczny opis (uzywajac pojecia modutu
liczby rzeczywistej) przedziatu (—2,4).
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Odp. Dla przedziatu (—2,4) mozna zapisaé

(=2,4)={zeR:|z—-1] <3}

=

NV A
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Zadanie 2. Podaj analityczny opis nastepujacych przedziatow:
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Cwiczenie 7. Uzywajac pojecia wartosci bezwzglednej liczby za-
pisaé analitycznie przedziaty (a,b) oraz [a, b, gdzie a,b € R oraz
a < b.
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Rozwigzanie. Oczywiscie srodkiem kazdego z tych przedziatow
a+b

jest %57, za$ ich promien (odlegtoé¢ od srodka do jednego z koficéw
przedziatéw) wynosi 5¢. Stad

2
(avb):{ZEER:‘x_aH) b_Ta
=

2
la,b] = {:L’E]R:‘az—“;b’

NN

‘ (b—all2 (b—a)l2 (b—a)l2 (b—a)l2
1—P<—b| - >l
d A\

a (a+5)12 b a (a+5)12 b
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Definicja 2. Niech ¢ bedzie dodatnig liczba rzeczywistg i niech g
bedzie liczba rzeczywisty. Przedziat

(g—e,g+e)={xeR:|x—g|<e}

nazywamy c-otoczeniem punktu g (otoczeniem punktu g
o promieniu ¢, epsilonowym otoczeniem punktu g) i ozna-

czamy symbolem U(g; e).
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Definicja 3. Niech X bedzie zbiorem nieskonczonym i niech W
bedzie wtasnoscig okreslong na zbiorze X, tzn. W : X — {0, 1},
przy czym W (x) = 0 oznacza, ze element x € X nie ma wtasno-
sci W, za§ W(x) = 1 — przeciwnie, ze element z € X ma wfa-
sno$¢ W. Mowimy, ze prawie wszystkie elementy zbioru X
majg wtasnosc¢ W, jesli zbior

{reX W(x)=0}

jest zbiorem skonczonym.
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Cwiczenie 8. Ocef prawdziwos¢ nastepujacych wypowiedzi:
1) prawie wszystkie liczby naturalne s3 wieksze od miliarda,
2) prawie wszystkie liczby naturalne sg nieparzyste,

)
3) prawie wszystkie liczby naturalne s3 liczbami pierwszymi,
3) prawie wszystkie liczby naturalne s3 liczbami ztozonymi.
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Odp.

1) zdanie prawdziwe, gdyz zbiér {n € N : n < 1 000 000 } jest
zbiorem skoniczonym (zawiera "tylko” milion elementéw!).

2) zdanie fatszywe, gdyz zbiér {n € N : n jest liczba parzysta }
jest zbiorem nieskonczonym.

3) zdanie fatszywe, gdyz zbiér {n € N : n jest liczbg ztozong }
jest zbiorem nieskonczonym (zawiera m.in. liczby parzyste
wieksze od 2).

4) zdanie fatszywe, gdyz zbiér {n € N : n jest liczba pierwsza }
jest zbiorem nieskonczonym, co wynika z nastepujacego lema-
tu.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Lemat 2. Zbior wszystkich liczb pierwszych jest zbiorem nieskon-
czonym.
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Na koncu poprzedniego:
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Dowdd. Przypusémy, ze zbior P wszystkich liczb pierwszych jest
zbiorem skoficzonym, tzn. P = {p1,pa,...,pn}. Rozwazmy wiek-
sz od 1 liczbe naturalna

n=p ... pp+1.

Zauwazmy, ze dla kazdego k& € {1,...,n} liczba n nie jest po-
dzielna przez pj. (reszta z dzielenia liczby n przez liczbe p; wyno-
si 1). Przeczy to faktowi, ze kazda liczba naturalna wieksza od 1
ma przynajmniej jeden dzielnik bedacy liczba pierwsza. Otrzymana
sprzeczno$¢ dowodzi, ze zbior P wszystkich liczb pierwszych jest
zbiorem nieskonczonym. O

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Na poczatku nastepnego:
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Uwaga 3. W celu utatwienia obliczen w kolejnych przyktadach pro-
ponujemy wykorzystac przygotowane arkusze programu MS Excel
lub, co oczywiscie bedzie korzystniejsze dla uzytkownika tej prezen-
tacji, samodzielnie przygotowaé arkusze do stosownych obliczen.
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Cwiczenie 9. Obliczy¢ przyblizone wartoéci wyrazéw ciagu
1

a, = — dla neN.
n

Jaka prawidtowos¢ dotyczaca wyrazéw tego ciggu dla "duzych” n
mozesz zaobserwowac?
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Rozwigzanie. Ponizej przedstawiono wartosci ciagu (a,) dla wy-
branych wskaznikéw n. ([, zaktadka a n)

[n ] 10] 256] 790] 1012  2566] 8652] 11256] 16478] 22520 35890[ 67680] 95 761]
|a_n] 0,100000] 0,003906] 0,001266] 0,000988] 0,000390] 0,000116] 0,000089] 0,000061] 0,000044] 0,000028] 0,000015] 0,000010]

Mozna zaobserwowad, ze wyrazy ciagu (a,,) "dla coraz wiekszych”
wskaznikow n "lezg coraz blizej” liczby 0. Wykres poczatkowych
wyrazéw ciagu (a,) mozna zaobserwowal na ponizszym rysunku.

10 .
onf
o6t
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Cwiczenie 10. Obliczyé przyblizone wartoéci wyrazéw ciagu

2n — 3
_ T dla n € N.
n+1

n

Czy dla "duzych” n wyrazy tego ciggu wykazuja jakas prawidfo-
wos¢?
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Rozwigzanie. W tabeli ponizej przedstawione zostaty wartosci
ciggu (b,) dla wybranych n. (B, zaktadka b_n)

In | 12| 351] 815]  1125] 2467] 9765] 12567 18952 27546) 41450[ 72852] 105 780|
|o_n| 1.769231] 1,991477] 1,996324] 1,997336] 1,998784] 1,999693| 1,999761| 1,999842] 1.999891| 1,999028] 1,999959( 1,999972|

Tutaj obserwujemy, ze wyrazy ciagu (b,) "dla coraz wiekszych"
wskaznikdw n "leza coraz blizej” liczby 2. Wykres poczatkowych
wyrazéw ciagu (b,) zostat przedstawiony na ponizszym rysunku.

..................
.....
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Cwiczenie 11. Wypisa¢ poczatkowe wyrazy ciggu
¢, =(=1)" dlaneN.

Czy tutaj wyrazy wykazuja jakas prawidtowosc? Czy ta prawidtowosé
jest tego samego typu, co w poprzednich przyktadach?
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Rozwigzanie. W tabeli ponizej przedstawiono wartosci ciagu (c;,)
dla poczatkowych n. (], zaktadka c_n)

[n 1] 1] 2] 3] 4] 5] 6] 7] 8] 9 10] 1] 12]
[e_n] ] 1] ] 1] ] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1]

Tutaj obserwujemy, ze wyrazy ciggu (c,) dla kolejnych n leza na-
przemiennie na prostych y = —1 oraz y = 1. Wykres poczatkowych
wyrazéw ciagu (c,) zostat przedstawiony na ponizszym rysunku.

1.

051

—1.
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Cwiczenie 12. Wypisa¢ poczatkowe wyrazy ciggu

_n2+2n
 n+5

dla n € N.

n

Czy tutaj wyrazy wykazuja jakas prawidtowos¢?
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Rozwigzanie. W tabeli przedstawiono dla wybranych n wartosci

ciggu (d,). (], zaktadka d_n)

[n ] 7] 421] 752] 1365  2682] §154] 14 651] 19874] 29560 42 155 B5432] 80 20|
|d_n] 525] 41804 74902] 1362,01] 2679.01] 8 151,00[14 648,00[ 19 871,00[29 557,00 42 152,00] 65 429,00 80 203,00|

Tutaj wyrazy ciagu (d,,) nie "stabilizuja sie wokot” zadnej warto-
sci. Mozna stwierdzié, ze "uciekajg one do nieskonczonosci”.
Wykres poczatkowych wyrazéw ciagu (d,,) zostat przedstawiony ry-
sunku.

4n
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Pusta strona:
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Cwiczenie 13. lle poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,) z Cwicze-
nia 9 nalezy odrzuci¢, aby pozostate nalezaty do przedziatu

(—0,01;0,01) = U(0: 0,01)?
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Rozwigzanie. Wykorzystujac wiadomosci o opisie przedziatu licz-
bowego przy uzyciu wartosSci bezwzglednej, analizowany problem
sprowadza sie do wyznaczenia tych wskaznikéw n, dla ktérych

a, € (0,01;0,01) =U(0;0,01) ={x € R: |x — 0] < 0,01 }.
Rozwigzujac nieréwnosé
1] <0,01

w zbiorze liczb naturalnych otrzymamy jej rozwigzanie n > 100.
Oznacza to, ze po odrzuceniu poczatkowych 100 wyrazéw, pozo-
state (tj. " prawie wszystkie") lezg w przedziale (—0,01; 0, 01).
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Uwaga 4. Symulacje numerycznego rozwigzanie tego ¢wiczenia
zawiera arkuszu programu MS Excel w pliku [E (zaktadka a n).

A B c D E F G H

2 [T 9 T & T an T test |
3 | 1] 0] 0,01]1,000000000[NIE |

Komoérka B3 zawiera ustalong na 1 wartos¢ wskaznika n.
W komérkach C3 i D3 ustawiono parametry opisujace przedziat
(—0,01;0,01) ($rodek g = 0, promien € = 0,01). W komérce E3
wpisano formute —1/B3 obliczajaca wyraz ciggu (a,,) odpowiada-
jacy ustalonej w komoérce B3 wartosci n, zas w F3 — formute
=JEZELI(MODUt..LICZBY(E3-C3)<D3;" TAK";"NIE")

sprawdzajacy, czy dla ustalonego w komorce B3 wskaznika n wyraz
ciggu (a,) spetnia nieréwnos¢ |a, — g| < e. Zmieniajac wartosé
komorki B3 sprawdzimy, kiedy warunek testujacy moze da¢ TAK.
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Cwiczenie 14. lle poczatkowych wyrazéw ciagu (b,) z Cwicze-
nia 10 nalezy odrzucié, aby pozostate nalezaty do przedziatu

(1,98:2,02) = U(2;0,02)?
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Rozwigzanie. Postepujac jak w rozwigzaniu poprzedniego ¢wi-
czenia wyznaczymy wskazniki n, dla ktérych

b, € (1,98;2,02) = U(2;0,02) ={x e R: |z — 2| < 0,02 }.

Wykonujac w nieréownosci

n+1

—2\<0 02

odejmowanie pod znakiem modutu otrzymamy ‘ ‘ < 0,02. Stad
n > 249, co oznacza, ze odrzucajac poczatkowe 249 wyrazoéw, po-
zostate (tj. " prawie wszystkie” ) leza w przedziale (1, 98;2,02). Nu-
meryczng symulacje tego ¢wiczenia zawiera plik [ (zaktadka b_n).
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Cwiczenie 15. Modyfikujac w pliku B (zakfadki a_n oraz b_n)
wartosci promieni € (komérki D3) zbadaé, czy dla tak zmodyfikowa-
nych promieni € potrafimy powiedziec, ile poczatkowych wyrazéw
nalezy odrzuci¢, aby dla pozostatych funkcja testujaca (komérka F3)
dawata wartos¢ TAK. Czy dla dowolnie matego ¢ > 0 wystarczy od-
rzuci¢ skonczenie wiele wyrazéw, aby pozostate spetniaty warunek
testujacy?
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Na poczatku nastepnego:
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Problem 5. Czy dla ciagu (c,) z Cwiczenia 11 mozna znalez¢ taki
przedziat otwarty dtugosci 1, do ktérego nalezg " prawie wszystkie”

wyrazy ciagu (c,)?
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Na koncu poprzedniego:

11

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




—
E KAPITAL LUDZKI §M H UNIA EUROPEJSKA

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI i M( EUROPEISKI
H FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Odp. Oczywiscie taki przedziat nie istnieje, gdyz odlegtos¢ kazdych
dwdch kolejnych wyrazéw ciggu (c,,) zawsze réwna jest 2.
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Na poczatku nastepnego:

Po zbadaniu zachowan wybranych ciagéw dla " duzych wskaznikow"
mozemy przejs¢ do precyzyjnego zdefiniowania pojecia granicy cia-
gu. W tym celu dokonamy uscislenia obrazowych okreslen: "dla co-
raz wiekszych wskaznikow", "leza coraz blizej”, " stabilizuja sie wo-
kot”, "uciekaja do nieskonczonosci”’, uzytych przy opisie zachowan
analizowanych ciggéw.
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Uwaga 5. Wyjdziemy od nastepujacej, " potocznej” definicji gra-
nicy ciagu, ktora nastepnie zapiszemy symbolicznie. Symboliczny
zapis jest bardziej uzyteczny w uzasadnieniach, nie pokazuje jednak
istoty definicji granicy ciagu.

Definicja 4. Méwimy, ze liczba rzeczywista ¢ jest granica
ciggu (a,)nen, jesli dowolnie blisko g lezg prawie wszystkie
wyrazy ciagu (a,).

Inng, potoczng i rbwnowazng definicje granicy ciggu mozna sformu-
towac¢ nastepujaco.

Definicja 5. Méwimy, ze liczba rzeczywista g jest granicg
ciggu (a,)nen, jesli w dowolnie matym otoczeniu liczby ¢
lezg prawie wszystkie wyrazy ciggu (a,).
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Na poczatku nastepnego:
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Definicja 6. Méwimy, ze liczba rzeczywista g jest granicg
ciagu (a,)nen (co zapisujemy g = lim a,, a, — a lub krétko
a, — a), jesli
/\ \/ /\ |an_g|<5° (1)
e>0 NeNneN,n>N

Méwimy, ze ciag (a,),en jest zbiezny, jesli ma (skonczong) gra-
nice.
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Pusta strona:
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Uwaga 6. Sformutowaniom " dowolnie blisko g leza wyrazy cia-
gu” z Definicji 4 oraz "w dowolnie matym otoczeniu liczby ¢
lezg wyrazy ciagu” z Definicji 5 odpowiadaja elementy warunku (1)
zaznaczone kolorem czerwonym

/\ \/ /\ ‘an_g‘ < E.

e>0 NeNneN,n>N

Wynika to z faktu, ze nieréwno$¢ |a, — g| < € réwnowazna jest
warunkowi a,, € (g —e,9+¢) = U(g; ), zas odlegtoé¢ dowolnej
liczby z przedziatu (g — £, g+ ¢€) od g jest mniejsza od ¢.
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Uwaga 7. Ponizej, kolorem czerwonym zaznaczono fragmenty wa-
runku (1) odpowiadajace w obu Definicjach 4 oraz 5 sformutowaniu
"lezg prawie wszystkie wyrazy ciggu ”

/\ \/ /\ ’an o g‘ < E.
e>0 NeNneNn>N

Istotnie, warunek zaznaczony na czerwono oznacza, ze nierdGwnosci
la, — g| < & moga nie spetniaé jedynie liczby zbioru {1,... N},
ktéry jest zbiorem skonczonym.
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Pusta strona:
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Przyktad 1. Uzasadnimy, ze ciag (a,,),

1
a,=— dlaneN,
n

. T . . 1
jest zbiezny do liczby 0, tzn. lim - = 0.
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Uzasadnienie.Ustalamy € > (. Znajdziemy takie N € N, ze
)% — O‘ < ¢ dla kazdego n € N,n > N.

W tym celu rozwazamy nlerownosc ‘1‘ < €, ktéra (wobec dodat—
niosci n) prowadzi do warunku = < ¢e. Otrzymujemy wiec n > =
(zauwazmy, ze n > 0, € > 0) .

Przyjmijmy teraz N := H +1. Jesll n € N bedzie takie, ze n > N,

to wtedy n > [ |+1 > 1 -, wiec - < e. Stad )l — O‘ < €, co nalezato
uzasadnic.
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Przyktad 2. Uzasadnimy, ze ciag (b,),

2 _
L TS neN,
n-+1

c / : 2n—3 __
ma granice rowna 2, tzn. 7}1_{1010 o = 2
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Uzasadnienie.Ustalamy £ > 0. Szukany takiego N € N, ze

2n+1 —O‘<€ dla kazdego n € N,n > N.

Wykonujqc odejmowanie pod znakiem wartosci bezwzglednej otrzy-
mamy n+1 < ¢, co implikuje i < €. LZatem n > 5 — 1.

Przyjmujac N := [?] dostanlemy, ze dla taklch n 6 N zen > N,
zachodzi n > [5 — 1, wiecn +1 > , czyli 25 < e. Wtedy

€

m\OT

—2‘ < g,

n—|—1 ‘n—i—l‘

co nalezato uzasadnicé.
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Na poczatku nastepnego:
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Przyktad 3. Pokazemy, ze ciag
c,=(—1)" dlaneN,

nie ma granicy.
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Uwaga 8. Warunek (1) w Definicji 6 stwierdza, kiedy dany ciag
(a,,) ma granice, tzn. kiedy istnieje liczba g € R, ktéra jest granica
tego ciagu. Dotaczajac do warunku (1) "istnienie spetniajacej go
liczby ¢", otrzymamy warunek definiujacy zbieznos¢ ciagu liczbo-
wego:
VAV A law—gl<e (2)
geR e>0 NeNneNn>N
Zatem ciag (a,,) nie bedzie miat granicy, jesli spetniony bedzie wa-
runek bedacy zaprzeczeniem (2), tzn.

AV A V la—gl>e (3)

geR e>0 NeNneNn>N
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Uzasadnienie Przyktadu 3.Wykorzystamy warunek (3) z Uwagi 8.
Ustalmy dowolnie g € R oraz niech £ = 1. Ustalmy dowolne N €
N. Jesli g > 0, to biorgc dowolng nieparzysta liczbe naturalng n >
N, wobec nieujemnosci g otrzymamy

(—1)"—g|=|-1—g|=1+g|=14+g>1.

Z drugiej strony, dla g < 0, bioragc dowolng parzyst3 liczbe naturalng
n > N, wobec ujemnosci g otrzymamy

(=D)"—gl=1—-gl=[1+(-9)[=1+(-g) > 1.

Zatem nie istnieje granica nh_)n(r)lo(—l) :
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Pusta strona:

Scharakteryzujemy jeszcze przypadek ciagu analizowanego w Cwi-
czeniu 12. Co prawda wyrazy ciggu (d,,) nie skupiaja sie wokét zad-
nej liczby rzeczywistej, ale tez nie zachowuja sie tak chaotycznie,
jak wyrazy ciggu ((—1)"),, - Jak juz zostato to zaobserwowane na
podstawie wykresu ciagu (d,,), jego wyrazy " rosng nieograniczenie” .
Opiszemy teraz takie zachowanie w definicji.
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Definicja 7. Méwimy, ze ciag (a,)nen jest rozbiezny do +oo
(ma granice +oo, co zapisujemy lim_a, = 400, a, — 400
lub krétko a,, — +00), jesli

ANV AN an>M (4)

MeR NeNneNn>N
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Na poczatku nastepnego:
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Definicja 8. Méwimy, ze ciag (a,)cn jest rozbiezny do —oo
(ma granicg —oo, co zapisujemy lim a, = —00, a, —> —00
lub krétko a,, — —00), jesli

AV A an<M (5)

MeR NeNneNn>N
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Uwaga 9. Warunki (4)—(5) definiujace rozbieznos¢, odpowiednio
do +00 oraz —oo mozna réwnowaznie zapisa¢ w postaci

AV A ap€ (M, +o0),

MeR NeNneNn>N

ANV A an€(—o0, M)

MeR NeNneNn>N
Przedziaty (M, +o0) i (—oo, M) dla M € R mozna traktowac

jako, odpowiednio, "otoczenie +00" oraz "otoczenie —oo”. Stad
Definicje 7 oraz 8 mozna réwnowaznie sformutowaé nastepujaco:

Definicja 9. Méwimy, ze +0o [odpowiednio, —oo] jest granicg
ciggu (a,)nen, jesli w kazdym otoczeniu +oo [odpowiednio,
—o¢] lezg prawie wszystkie wyrazy ciagu (a,,).
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Przyktad 4. Udowodnimy, ze ciag (d,),

_n2+2n

d,
n-+>5

dla n € N,

n?+2n

on—+1 = +00.

ma granice réwng +o00, tzn. lim,_
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Dowod—1 sposob. Ustalmy M € R. Szukamy takiego NV € N, ze

w420 M dla kazdego n € N,n > N.

Wykonujac szacowanie mozna zaobserwowadé, ze

n?4+2n _ n’45n | —3n __ —3n—15 15 .
Sn+1 =~ n+b +n+5_n+ n—+> +n+5>n 3.

Niech N := max{1l, [M]+4}. Wéwczas dlan > N mamyn—3 >
[M]+1 > M. Z powyzszego oszacowania wynika

n+2n
—" >n—3> M,

co nalezato uzasadnié. ]
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Dowéd—2 sposob. Ustalmy M € R. Szukamy takiego N € N, ze

Zﬁ” > M dla kazdego n € N,n > N.

Musimy wiec wyznaczy¢ takie N € N, ze
n?+(2—M)n—5M >0 dlakazdego n € Nyn > N. (6)
Jedli A = M? +6M +4 <0, to (6) jest spetnione z N = 1. Stad

dlan > N =1 mamy % > M. Jesli A > 0, to (6) zachodzi
z N = max{l, {M_2+”A242+6M+4] + 1}. Dla n > N mamy wiec

_ 2 _ 2
. [M 2+\/1\24 +6M+4 1> M 2+\/1\24 +6M+47

n +2n
a wtedy “ =" > M, co nalezato uzasadnic. O
jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie
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Zadanie 3. Wykorzystujac definicje 6, 7 oraz 8 uzasadni¢, ze:

. 1
a) Jim, 7ys =0,
n—1 1

nl—g)lo nt+l — 2

n—oo
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Pusta strona:

N przyktadach mogtes juz zaobserwowad, ze dowodzenie dla zada-
nego ciggu jego zbieznosci do pewnej granicy nie jest proste, tym
bardziej, ze przed takim dowodem nalezy odkryé, do jakiej granicy
zadany ciagg jest zbiezny. W wyznaczaniu granic ciggdw pomocne
sg wtedy prawa dotyczace operacji arytmetycznych na ciggach i ich
granicach. Z kolei, w obliczaniu granic ciggow niezwykle istotna jest
znajomos$¢ granic pewnych "bazowych” ciggéw. Przytoczymy teraz
i udowodnimy lemat dotyczacy granic takich wtasnie ciggdw.
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Lemat 3.
(i) Ciag staty, a, = ¢ dlan € N, ma granice c.

lim ¢ = c.
n—o

(ii) Ciag a,, = n dlan € N ma granice oo, tj.

lim n = oo.
n—oo
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Dowdd.
(i) Ustalmy dowolnie ¢ > 0 i niech N = 1. Wéwczasdlan > N =1

mamy
la, —c| =|c—c| =0<c¢,

wigc lim ¢ = c.
(i) Ustalmy dowolnie M € R i niech N = max{l,[M]+ 1}.
Woéwczas dla n > N mamy

n>[M+1>M

wigc lim n = +o0. O
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Na poczatku nastepnego:
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Lemat 4. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b i dla nieujemnych
liczb rzeczywistych v, 3 zachodza nastepujace wtasnosci:

(i) |a +0b| < a| + |b];
(i) | lal = b} | < fa—b
(iii) (o] < a A 0] <B) = |a+b| <a+p.

, wiec w szczegdlnosci |a| — |b] < |a —b);

7
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Dowdd (i). Zauwazmy, ze z definicji wartosci bezwzglednej wynika

—la] <a<la| oraz — b <b< Y.
Dodajac powyzsze nieréwnosci stronami otrzymamy
—(laf + o) < a+b < af + 0],

skad wynika |a + b| < |a| + |b].
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Dowdéd (ii).Poniewaz a = (a — b) + b, wiec wykorzystujac udowod-
niong wiasnos¢ (i) otrzymamy

lal = |(a = b) + b] < [a — 0] +[0],
wiec |a| — |b| < |a — b|. Podobnie, b = (b — a) + a, wiec
bl = 1(b — a) + af <[b—al +[a] = |a = b +a],
skad wynika |b] — |a| = —(|a|] — |b]) < |a — b]. Mamy wiec
lal = [b] < fa—0] oraz  —([a] —[b]) <[a—b],

co implikuje | [a] — |b]| < |a — b].
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Dowdd (#ii). Zauwazmy, ze z udowodnionej juz whasnosci (i) otrzy-

mamy
la+b| < |a| + 18| < a+ 5.

co konczy dowdd twierdzenia. O
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Na poczatku nastepnego:
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Definicja 10. Ciag (a,) nazywamy ograniczonym, jesli istnieje
taka liczba rzeczywista M > 0, ze

la,| < M dla kazdego n € N.
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Twierdzenie 1. Kazdy cigg liczbowy zbiezny do skonczonej gra-
nicy jest ograniczony.
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Dowdod. Niech a,, — a € R. Z definicji granicy ciagu, dla e =1
istnieje takie N € N, ze

la, —a|l <1 dla kazdego n € N,n > N.
Wéwczas, z Lematu 4 (i) wynika, ze |a,| — |a|] < |a, — a| < 1,

wiec
la,| < 1+ |a| dla kazdego n € N;n > N.

Niech M := max{|a4|,...,|an|, 1 + |a|}. Wtedy
la,| < max{|ai|,...,|an|, 1+ |a|} = M dla kazdego n € N.

co oznacza, ze (ay,) jest ciggiem ograniczonym. O
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Twierdzenie 2. Niech ciagi (ay)nen, (bn)nen beda zbiezne do
skonczonych granic, odpowiednio a oraz b. Woéwczas zachodza na-

stepujace prawa:
(i) lim (a, +b,) =a+b= lim a,+ lim b,

(ii) nli_)rgo(an cby)=a-b= lim a, - lim by,
(iii) jesli b, # 0 dlan € N b+#0, to li b
iii) jesli b, an oraz , O”I—’Igobn_b_ i b

n—oo
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Dowdéd (i).Ustalamy € > 0 dowolnie. Poniewaz a, — a oraz
b, — b, wiec istniejg takie Ny, Ny, € N, ze

la, —a] <5 dlaneNn> N,
b, —b] <5 dlaneN,n>N,.

Z lematu 4 (i) wynika, ze dla n > N = max{N;, N} zachodzi
[(@n +0n) = (@ +b)| = |(an —a)+ (b = b)|

< lapn—a|l+ b, — b <5+ =¢,

co oznacza, ze a, + b, — a +b.
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Dowdd (ii).Ustalamy € > 0. Poniewaz a,, — a € R, z Twierdze-
nia 1 wynika, ze istnieje takie M > 0, ze |a,| < M dlan € N,
Dalej, a,, — a oraz b, — b, wiec istnieja takie N, Ny € N, ze

dla n € N,n > Ny,

lan — a| < 37
by, b|<M+|b‘ dla n € N;n > Ny.

Z Lematu 4 (i) wynika, ze dla n > N = max{/N;, No} zachodzi
|a,b, — ab| = |a,b, — a,b + a,b — ab|

= |an(by, — b) + b(a, — a)| < |ay| - by — b +1b] - |an — a

<M - g5 + 10l - 375 =

co oznacza, ze a,b, — ab.
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Dowdéd (iii). Niech € > 0. Poniewaz b, — b € R\ {0}, wiec
by — b <2l dla n e N,n > N,

dla pewnego N; € N. Z Lematu 4 (ii) wynika wtedy [b| — |b,| <
b—10,| < @ wiec |b,,| > @ Stad |b1| |b| dla n > Ni. Zbieznosé
b, — b € R implikuje, ze istnieje takie Ny € N, ze

by —b] < 4L dla neN,n > N,
Stad, dla n > N := max{ Ny, Ny} mamy
elbl?

_o=bal 11 e
= =n e bt <f-BE=e

. To konczy dowdd Twierdzenia 2. ]

U= O

.1
czyli i
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Whniosek 1. Niech ciagi (ay,)nen, (bn)nen beda zbiezne do skori-
czonych granic, odpowiednio a oraz b. Wowczas:

O e =) S 0 =0 = fw @, = i b,

lim a,
(iii) jesli b, # 0 dlan € N oraz b # 0, to nhi%o; == o b
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Dowdd.
(i) Z Lematu 3 (i) oraz z Twierdzenia 2 (i),(ii) otrzymamy

Jim (a, —b,) = lim (a, + (=1) - by)

= lim a, + (Tlh_)rgo(—l)> - lim b, =a+(—1)-b=a—b.
(i) Podobnie z Lematu 3 (i) oraz z Twierdzenia 2 (ii),(iii) wynika

1
AR, - = 0, (an | bn)

I 1 1 a

= lim a =a--=-

=59 lim b, b b
n—oo

]
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Lemat 5. Ustalmy dowolnie liczbe naturalna p. Ciag a,, = % dla
n € N ma granice 0, tzn.

, 1
lim — = 0.
n—00 nP

Zatem, dla kazdego c € R zachodzi

, C
lim — = 0.
n—00 1P
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Uwaga 10. Z Lematu 5 wynika w szczegdlnosci, ze ciagi (l

) '
1 1 n/neN
(n2>n "N’ (ng)n N? C (n97)n€N, e .oy |||a|q glanlCQ Iéwna O
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M

m?—5n—8
P klad 5. Obli ice i
rzykta iczymy granice lim. 3 —on 1
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Rozwigzanie. Metoda wytaczania przed nawias sprowadzimy ra-
chunki do granicy obliczonej w Lemacie 5, a nastepnie zastosujemy
Twierdzenie 2 oraz Whniosek 1. Mamy wiec

o2n? —bn — 8 . n2(2—%—%) : —%—%
m = lim — p—0c = lim —8—0-,
Poniewaz (Lemat 5) 2 — 22 — 0, 5 — 0,3 — 3 2 — 0

oraz # — 0, wiec wykorzystujac Twierdzenie 2 oraz Whiosek 1

otrzymamy

o2 — 5n — 8 _ —2_8 9_0—-0 2
im = lim — = =
n=o3p2 —2p41 "3 —=45  3-040 3

n n
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3n? —Tn+4
Przyktad 6. Obliczymy granice lim nT?’L n 4;;_ T
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Rozwigzanie. Zauwazamy, ze
. 3n®P—Tn+4
lim
n=oopd +4n? — 1
n%3—
= lim
n=00 3 (1 +
Poniewaz (Lemat 5) % — 0, 3 — 3, % — 0, 5 — 0,
I — 1, % — () oraz % — (), wiec wykorzystujac Twierdzenie 2
oraz Whiosek 1 otrzymamy
. 3P —Tn+4
lim
n=oopd 4+ 4n? — 1
1 3—
i e Sl py's I
n=oolp 1424 1+0-0
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Zadanie 4. Obliczy¢ granice:

: 2n+1
a) nh—{go n+3 "’

3n
n—=oo n+1’

3n3

A e )

n—oo  3n2+5 !

(a2l (nr1)!
Al En+2§!—gn+1§!'

1+9+4...+n

)
)
d) G (n—1)(n+3)
)
)
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Definicja 11. Ciag (a,) nazywamy ograniczonym z dotu, jesli
istnieje taka liczba rzeczywista L, ze

a, > L dla kazdego n € N.

Definicja 12. Ciag (a,) nazywamy ograniczonym z gory, jesli
istnieje taka liczba rzeczywista L, ze

a, < L dla kazdego n € N.
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Uwaga 11. Zauwazmy poczatek, ze ograniczony ciag (a,) jest
jednoczesnie ograniczony z goéry i z dotu. Wynika to stad, ze ogra-
niczonos¢ ciagu (a,,) (por. Definicja 10) jest réwnowazna warunkowi

—M < a, <M dlakazdego n € N.
Jednoczesnie, ograniczonos$¢ z dotu i z gory implikuja tacznie ogra-
niczonos¢. Istotnie, jesli

> L, oraz a, < Ly dlanéeN,
to przyjmujac L := max{|L1|, |Ls|} otrzymamy
la,| < L dla kazdego n € N.
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Lemat 6.
(i) Kazdy ciag zbiezny do +o00 jest ograniczony z dotu.
(ii) Kazdy ciag zbiezny do —oc jest ograniczony z gory.

(iii) Kazdy ciag zbiezny do skoriczonej granicy jest ograniczony
z dotu i z gory.
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Dowad.
(i) Niech a,, — +o00. Z definicji wynika, ze

a, > M dla kazdego n € N,n > N,
dla pewnego N € N. Wtedy
a, > min{ay,...,ay, M} =L dla kazdego n € N,

co oznacza, ze ciag (a,) jest ograniczony z dotu.

(ii) Dowdd tej wtasnosci pozostawiamy jako proste ¢wiczenie.

(iii) Z Twierdzenia 1 wynika, ze cigg zbiezny jest ograniczony, co
na podstawie Uwagi 11 oznacza, ze jest ograniczony jednoczesnie
z dotu i z gory. O
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Lemat 7. Niech (a,) oraz (b,) beda ciagami.

(i) Jesli lim_a, = +oo oraz cigg (b,) jest ograniczony z dotu, to

Jim (a, + b,) = +o0.

(i) Jesli lim a, = —oo oraz cigg (b,) jest ograniczony z géry, to
Jim (a, +b,) = —oo.

(iii) Jesli lim a, = 400, to
n—oo

Jim (—a,) = —oco.
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Dowdd (i). Niech M € R bedzie dowolne. Poniewaz ciag b,, jest
ograniczony z dotu, wiec istnieje takie L. € R, ze

b, > L dla kazdego n € N.
Jednoczesnie a,, — 400, wiec istnieje takie NV € N, ze
a, > M — L dla kazdego n € N,n > N.
Wtedy
an+b, > (M —L)+ L=M dlakazdego n € N;n > N,

wiec a, + b, — +o00. O]
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Lemat 8. Niech (a,) oraz (b,) beda ciagami.

(i) Jesli a,, > c dlan € N, n > Ny z pewnymi N; € N, ¢ € R,
c > 0 oraz nh_)rgo b, = +00, to

nh_ggo a,b, = +00.

(ii) Jesli a,, > ¢ dlan € N, n > Ny z pewnymi N1 € N, ¢ € R,
c > (0 oraz 7}1_)n010 b, = —o0, to

7}1_)1’1;)10 a,b, = +00.

(iii) Jesli ciag a,, jest ograniczony oraz lim |b,| = +o00, to

lim = =
n—oo Unp
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Dowdéd (i).Ustalamy dowolnie M € R. Niech a,, > cdlan € N,
n > Ny z pewnymi N; € N oraz ¢ € R, ¢ > 0. Poniewaz b, —
+00, wiec istnieje takie Ny € N, ze

b, > dlaneNn>N,.

Wéweczas, dla N := max{ /Ny, No} mamy
anbn>c~%:M dla neN,n>N,

co oznacza, ze a,b, — 0.
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Dowdd (iii). Ustalamy dowolnie ¢ > 0. Niech |a,| < M dla n €
N, n > N; z pewnymi N; € N oraz M > 0. Poniewaz |b,| —
+00, wiec istnieje takie Ny € N, ze

b,] > 2 dla n € N,n > No.

Woéwczas, dla N := max{ /Ny, No} mamy

n _ |Gn]| __ 1
=0 = 2t = lanl - i

<M-5=¢ dlaneNn>N,

[]

CO oznacza, ze Z—" — 0.
n
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Definicja 13. Rozszerzonym zbiorem liczb rzeczywistych
nazywamy zbior

R=RU{—00,+0},

ze zwyktymi przemiennymi dziataniami dodawania i mnozenia za-
ktadajac dodatkowo, ze:

a+ (+00) =400 oraz a— (+o0) = —o00 dla a € R,
a+(—00) = —00 oraz a— (—o0) =+oo dla a €R,
a-(+00) =400 oraz a-(—o0)=—o00 dla a €R,a >0,
a-(+00)=—00 oraz a-(—o0) =400 dla a €R,a <0,
@ _ ¢ =0 dla a € R,

+00 —00

(+00) - (+00) = +00 oraz (+00) - (—00) = —o0.
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Uwaga 12. Za symbole nieoznaczone (operacje niedopusz-
czalne) przyjmujemy

(+00) 4 (=00), (+00) — (+00),
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Twierdzenie 3. Niech ciagi (a,)nen, (bn)nen beda zbiezne do
(skoriczonych bedz nieskoriczonych) granic, odpowiednio a oraz b.
Wéwczas (o ile nie prowadzi to do symboli nieoznaczonych) zacho-

dza nastepujace prawa:

(i) lim (ap +b,) =a+b= lim a,+ lim b,
1) Mgl = o = @ = b= i o, = Jom B,
(iii) lim (ap - by) = a-b= lim a, - lim by,

lim a,
(iv) jesli b, # 0 dlan € N oraz b 0, to%i_}rgozz =2 = o

n—oo

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie

eV
X

&




oo

Universytety
KAPITAL LUDZKI M H UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI §3{—| M(: EUROPEJSKI
E H FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Na koncu poprzedniego:

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




KAPITAL LUDZKI H UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI i EUROPEISKI
3 FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Dowdéd (i).Rozpatrzymy kolejno nastepujace przypadki:

a € R, b= 400 - z Twierdzenia 1 wynika, ze ciag (a,) zbiezny do
skonczonej granicy jest ograniczony. Dla b = 400 Lemat 7 (i)
implikuje (a, + b,) — 400 = a+ b, zas§ dla b = —¢
z Lematu 7 (ii) wynika (a,, + b,) — —00 =a +b.

a=0b=+00 lub a = b= —o0 - z Lematu 6 wynika, ze dla a =
+00 ciag (a,) zbiezny do +o00 jest ograniczony z dotu, wiec
z Lematu 7 (i) wynika (a, + b,) — +o0o0 = a +b. Dla
a = —oo ciag (ay,) zbiezny do —oo jest ograniczony z géry,
wiec z Lematu 7 (ii) otrzymamy (a,, + b,) — +00 = a + b.

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie

X,




KAPITAL LUDZKI H UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI Wil EUROPEJSKI
H FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Dowdéd (iii).Rozpatrzymy kolejno przypadki:

a €R,a>0,b=+0c0 - poniewaz a, — a > 0, wiec istnieje
takie Ny € N, ze |a, —a| < § dlan > N;. Stad a,, — a >
—5, czyli a, > § dlan > Nj. Dla b = +oo, wykorzystujac
Lemat 8 (i) otrzymamy a,,b, — +o00 = ab, zas dla b = —o0,
z Lematu 8 (ii) wynika a,b, — —oo = ab.

a = +00,b = +00 - poniewaz a, — +00, wiec istnieje takie
Ny €N, zea, > 1dlan > Nj. Jesli b, — +00, to z Lema-
tu 8 (i) otrzymamy a,,b, — +oo = ab, zas dla b, — —o0,
Lemat 8 (ii) implikuje a,b, — —oo = ab.

ac€R,a<0,b==x0c0 lub a=—00,b0=—00 - wystarczy za-
uwazyé, ze na podstawie rozwazonych juz przypadkéw mamy

anb, = (—ay) - (=b,) — (—a) - (=b) = ab.
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Dowdd (ii).Zauwazmy, ze o ile tylko dziatania w zbiorze R nie pro-
wadza do symboli nieoznaczonych, to wykorzystujac udowodnione
juz wtasnosci otrzymamy

lim (a, — b,) = lim (@, + (=1) - b,)

n—oo

= lim a, + (Jim (—1)) - lim by =a+ (1) -b=a—b.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Dowdd (iv). Rozwazymy nastepujace przypadki:

a € R,b=*+00 - poniewaz a, — a € R, wiec z Twierdzenia 1
wynika, ze ciag (a,) jest ograniczony. Ponadto |b,| — o0,
wiec z Lematu 8 (iii) otrzymamy j» — 0 = §.

a=4oo,be R\ {0} - wykorzystujqc udowodniong juz wifa-

snos¢ (iii) otrzymamy

.Gy , 1

lim — = lim (a,  —
n—oo

I I 1 I 1 1
= 111m ap - 11m -— = 111 ap - — = a - - = —.
n—:00 n—00 bn n—00 nh—{%o bn b b

To konczy dowdd twierdzenia.
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Na poczatku nastepnego:

3
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Whniosek 2. Ustalmy dowolnie liczbe naturalng p. Ciag a, = n?
dlan € N ma granice +o0, tzn.

lim n? = 4+o00.
n—oo
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Uwaga 13. Z Whniosku 2 wynika w szczegdlnosci, ze ciagi (1),
(n2)n€N, (n?’)neN, (nm)neN, ..., Maja granice rowng +00.
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Na poczatku nastepnego:
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Przyktad 7. Wyznaczymy granice lim (n® —2n — 1).
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Rozwigzanie. Postagpimy nastepujaco:

2 1
: 3

Zauwazmy, ze 1| — 1, % —— () oraz # —— 0. Ponadto, z Whnio-

sku 2 otrzymamy n® — o0, wiec

lim (n® —2n —1)

2 1
hmn 1_ﬁ_$ —400-(1-0—-0)=

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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2 _4n+2
Przyktad 8. Obliczy¢ granice lim " nx :
n—oo 3 —2n
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Rozwigzanie. Postagpimy podobnie, jak w Przyktadach 5-6:

2 2 4 2 4 2
n° —4n + 2 L= 45 , = =
J 2y Ut g et
3—2n n(2—2) :

Zauwaimy,ie1—>1,%—>O,%—>O,%—>Oora22—>2.

Ponadto n — 400, wiec

 on2—4n+2 , 1_é+%
lim zhmn-S”—

L Lm00 Ty
= 1+00 0—2 = 00 = .
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Pusta strona:

Nim przejdziemy do zadan wyjasnimy na przykfadach, dlaczego za
symbole nieoznaczone przyjeto operacje w R wymienione w Uwa-
dze 12 i dlaczego tym samym nie mozna w tych przypadkach bezpo-
Srednio stosowac Twierdzenia 3. Zaznaczmy wyraznie, ze w wymie-
nionych w Uwadze 12 przypadkach nie mozna stosowac Twierdzenia,

a granice nalezy badac dla takiego ciggu indywidualnie.
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Projekt wspéHinansowany przez Unie Europejsks w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego
Przypadki: (+00) — (+00), (+00) + (—00). Niech

a, =n — +00 b, =n — +00

a=n+1— 400 b, =n — +oc0.

Wowczas

apb—b,=0—0 oraz a,—0b,=1—1.
Zatem w pierwszym przypadku nie mozna bezposrednio zastosowaé
Twierdzenia 3 (ii). Aby uzasadnié, ze nie mozna stosowaé Twierdze-
nia 3 (i), w drugim przypadku wystarczy w powyzszym przyktadzie

rzyjac
p YJQ bn:b/ :_n—>+oo,

a wtedy

an+b,=0—0 oraz a,+0b,=1— 1.
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Projekt wspélfinansowany przpz Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Przypadki: 0 - (£00), 2. Przyjmijmy
an—%—ﬂ) b, =n — +00
ah =1 —0 b, =n®> — +oo.

Woéwczas
apb, =1—1 oraz albl, =n — +o0.

Stad w pierwszym przypadku nie mozna bezposrednio zastosowac
Twierdzenia 3 (iii). Podobnie, dla wtasnosci (iv) w Twierdzenia 3,
w drugim przypadku wystarczy przyjaé w powyzszym przykfadazie

a, = a, =n — 400,
| wowczas

— 0.

S =

/
n—1—1 oraz =
n

SaS
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Projekt wspélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Przypadki: §, 8. Niech a € R, a > 0 oraz

a, =a — a bn:%—>0
al=a—a b, =-1—0.
n
Wtedy
!/
= aqn — 400 Oraz P = —an — —oo,
n n

co uzasadnia, ze w pierwszym przypadku nie mozna bezposred-
nio zastosowa¢ Twierdzenia 3 (iv). Nie mozna tego zrobi¢ réwniez
w drugim przypadku, gdyz w powyzszym przykfadzie nalezy przyjaé

a, =a, =+ — 0,

a wtedy

=0—0 oraz d+n—-0b=1— 1.

\:

@‘
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et

Na poczatku nastepnego:
7-8
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Zadanie 5. Obliczy¢ granice:

2
0 n°—Tn+4
a) D 5

lim (1 — 2n)?,

n—oo

Jim (n —1)(3 — 2n)(4 +n).
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Odp.

a) —oo,

(o

+00,

(@]

00,

o

+-00,

(¢}

)
)
)
)
)
f)
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Lemat 9. Jesli ciag (¢,) o wyrazach nieujemnych (c, > 0 dla
n € N) jest zbiezny (do skoriczonej granicy), to lim c, > 0.
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Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Dowdd. Niech ¢, — c i przypusémy, ze ¢ < 0. Wtedy —c > 0,
wiec z definicji granicy ciggu znajdziemy takie N € N, ze

lchn —c]l < —c dlaneNn>N.

W szczegdlnosci mamy cy 1 — a < —a, co oznacza, ze cy1 < 0.
Otrzymana sprzeczno$¢ z zatozeniem dowodzi, ze ¢ > 0. N
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Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Whniosek 3. Zafézmy, ze dla ciagéw (a,,) oraz (b,) zachodzi nie-
réwnosc
a, <b, dlanecN. (7)
(i) Jesli ciagi (a,), (b,) sa zbiezne (do skoriczonej granicy), to
AL, On < 1, bn.

(i) Jesli lim_a, = +o0, to cigg (b,) jest rozbiezny do +oo, tzn.
nh—>n<>10 b, = +00.
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Uwaga 14. We Whniosku 3 wystarczy zatozy¢, ze nieréwnos¢ (7)
zachodzi dlan > N z pewnym N € N.
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Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Dowod Wniosku 3.
(i) Niech ¢, = b, — a,,. Z zatozenia wynika, ze ¢, > 0. Wéwczas,
wykorzystujac Twierdzenie 2 (ii) oraz Lemat 9 dostaniemy

AT, B = Jim, 8, = i (B = @0 = lim, &, = 0,
.c.zyll 7}1_}1’1(;10 % < lim by, | |
(i) Poniewaz a,, — +00, wiec dla dowolnie ustalonego M € R,
wykorzystujac zaktadang nieréwnos¢ otrzymamy

M<a,<b, dlaneN,n>N,

z pewnym N € N. Zatem b,, — +o00. O
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Twierdzenie 4 (twierdzenie o trzech ciggach). Zafézmy,
ze ciagi (ay), (b,) oraz (c,) spetniaja nieréwnos¢

a, <b,<c¢, dlanecN. (8)

Jesli ciagi (a,) oraz (c,) sa zbiezne (do skoriczonych granic) oraz

lim_a, = lim c,, to ciag (b,) jest zbiezny i zachodzi réwnos¢

AL, O = I, by, = I,

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




niuersytety_
E KAPITAL LUDZKI §M H UNIA EUROPEJSKA
] £ EUROPEJSKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI i
#HIMs FUNDUSZ SPOLECZNY
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Uwaga 15. W Twierdzeniu 4, podobnie jak we Whniosku 3, wy-
starczy zatozy¢, ze nieréwno$¢ (8) zachodzi dla n > N z pew-

nym N € N.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




niuersytety_
E KAPITAL LUDZKI §M H UNIA EUROPEJSKA
g EUROPEJSKI

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI %,V-\ £
#HIMs FUNDUSZ SPOLECZNY
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Dowod Twierdzenia /. Ustalmy dowolnie ¢ > (0. Poniewaz
a, — g <— cp, wiec istniejg takie NV € N, ze

la, —g| <€ oraz |¢, —g| <e dlaneNn>N.

Stad a,, — g > —¢ oraz ¢, — g < £. Wykorzystujac nieréwnos¢ (8)
otrzymamy wtedy

_5<an_g<bn_g<6n_g<€'

Zatem |c, — g| < e dlan > N, wiec b, — g. [
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Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Whniosek 4. Jesli (a,) jest taki ciggiem, ze lim |a,| = 0, to

lim a, = 0.
n—oo
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Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Dowéd. Zauwazmy, ze

—lan| < a, < |a,| dlakazdego n € N.

Poniewaz za$ lim (—|a,|) = 0 = lim |a,|, wiec z Twierdzenia 4
wynika natychmiast lim a, = 0. O
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KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

n—1 n’+1

Przyktad 9. Obliczy¢ granice lim 5%~ cos (=7 ).
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Rozwiagzanie. Funkcja cos jest funkcja ograniczong. Zatem

'cos (”QHN <1 dla kazdego n € N.

n-+4

Ponadto
n—1 n’+1 n—1
0 < |gaze3 08 (n+4)‘ S gy dla neN.
Poniewaz 0 — 0 oraz
1 1
¢ ) S GO S R
Mg = n2(24%) A e 055 =0,

)‘ = (. Wow-

wiec z Twierdzenia 4 otrzymamy lim ‘2 713 COS (

+
n—1 n2+1
czas z Wniosku 3 wynika lim 5= cos ( —1)=0.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie

r
v




U

H

rsytoty,

waron

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

et

Na poczatku nastepnego:
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Lemat 10.

(i) Niech a bedzie dodatnig liczba rzeczywista. Wéwczas

lim v/a = 1.

n—oo

(ii

n—oo
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Przyktad 10. Obliczy¢ granice lim /2" 4 3" + 5".
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Rozwigzanie. Zauwazmy, ze
ML2"+3"+5" O +5"+5"=3-5" dlaneN.
Stad
5= 2" <2 +3"+5" < V/3-5 =53 dlaneN.
Poniewaz 5 — 5 oraz
Jin 55 =5 Jim, ¥3=5-1=5

wiec z Twierdzenia 4 otrzymamy lim /2" 4 30 + B =5,
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Zadanie 6. Obliczy¢ granice:

a) lim ZH sin(4n — 2),

: 1+2+..4n
L T

Jim /23" +7- 6,

(@] O
~— ~

cos(n!),

Tim /45" — 237,

e) Jim {1 +3n,
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Wskazowk.
3n—2 n—2
a) 0 < 2+1sm(4n—2 ‘ < nQH,
1+24...4n | 1+24...4n
b) 0 < ‘ n3+3 COS(”')‘ S T

3L 207,
-3 << 25", wiec

2:5"=4.0"-2.5"<4.5"-2-3"< 49",

e) —n < (_i)n < n, wiec

2n=-—n+3n < < & )+3n < 4n.
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Na poczatku nastepnego:

/Zbadamy na koniec pewne ciggi majace zastosowanie w prakty-
ce. Pierwszym z analizowanych ciggdéw bedzie cigg geometryczny
o ilorazie g. W tym dowodzie granicy ciggu geometrycznego wyko-
rzystamy nieréwnos¢ Bernoulli'ego, ktérej prosty dowod indukcyjny
pozostawimy jako ¢wiczenie.
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Lemat 11 (nieré6wnos¢ Bernulli’ego). Dla dowolnej liczby
rzeczywistej ¢ > —1 oraz dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi

nieréwnosé
(1+¢)" > 1+nc
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Twierdzenie 5. Niech q bedzie liczbg rzeczywista.
(i) Jesliq > 1, to lim ¢" = +oo0.

(ii) Jesli ¢ = 1, to lim ¢" = 1.

(i) Jesli [q| < 1, to lim ¢" = 0.

(iv) Jesli q < —1, to ciag (¢")nen Jjest rozbiezny (tzn. nie jest
zbiezny do zadnej liczby rzeczywistej i nie jest rozbiezny ani do
+00 ani do —c0).
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Dowdd (i). Niech ¢ = ¢ — 1. Wtedy ¢ > 0 oraz nc — +oc.
Ponadto, z Lematu 11 wynika

" =1+¢)">1+nc

Wykorzystujac Whniosek 3 (ii) otrzymamy wtedy ¢" — +o0.
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Dowdd (ii). Oczywiscie 1" = 1 — 1.
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Dowdéd (iii). Dla ¢ = 0 dowodzona wtasno$¢ jest oczywista. Za-
tézmy wiec, ze ¢ # 0. Wowczas ﬁ > 1, wiec z udowodnione;
witasnosci (i) mamy

lim
n—aod

‘1
q
Wykorzystujac Lemat 8 (iii) otrzymamy wtedy

1
lim ¢" = lim —5 = 0.
&)

n—00 n—00
q
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Dowdéd (iv). Przypadek ¢ = —1 zostat rozwazony w Przyktadzie 3.
Zauwazmy dalej, ze dla ¢ < —1 mamy |g| > 1, wiec |¢|" — +o0.
Na koniec,
¢" = (=1)"-q|",

wiec w ciggu (¢"),en wystepuja na przemian, wyrazy dowolnie duze
i wyrazy dowolnie mate. Oznacza to, ze ciag (¢"),en nie moze byc
zbiezny do zadnej liczby rzeczywistej i nie moze by¢ rozbiezny ani
do +00 ani do —oo. ]
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Problem 6. Dla uproszczenia przyjmiemy (chodzi o istote proble-
mu, a nie o sam wynik, ktéry uogdlnimy), ze inwestujemy kwote
K =1 na okres N = 1 roku przy oprocentowaniu rocznym (nie-
realne!) » = 100%. Stad koncowa warto$¢ inwestycji jest réwna

FV=1-(1+100%)=1-(1+1)=2.
Zatézmy, ze wynegocjujemy w banku (przy niezmienionym oprocen-
towaniu) kapitalizacje pétroczng. Da to koncowa wartosé inwestycji

2
FV=1-(1+2%) =1.(1+1)°=2=2,2.
W kapitalizacji kwartalnej otrzymamy
100%\* _ 1\4 _ 625
FV=1-(1+%%) =1 (1+})' =2 ~2,44.
Czy mozna wynegocjowal tak czesta kapitalizacje (np. dzienng lub

co sekunde!), aby koncowa wartosé inwestycji wyniosta 1007

ekt realizowany ,przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie

X,




zzzzzzzzzzzz

KAPITAL LUDZKI éM ; UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI IRV EUROPEJSKI
H H FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Rozwigzanie. Odpowiedz na tak postawione pytanie sprowadza
sie do zbadania zachowania ciggu

a, = (1+%)n dla n € N.
Sprébuj przeanalizowaé zachowanie ciagu (a,) wykonujac oblicze-

nia na kalkulatorze, lub wykorzystaj przygotowany w tym celu plik
w arkuszu programu MS Excel E.

an

kapitalizacja miesieczna -

kapitalizacja dzienna - [z

an

kapitalizacja godzinna -

kapitalizacja sekundowa - [Esm 27w
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Projekct wep6ifinansowany proes Unic Buropeisks w ramach Buropeiskiego Funduszu Spolecsnego
Uwaga 16. Dowodzi sig, ze kazdy ciag rosnacy i ograniczony z gé-
ry jest zbiezny. O ciagu (1 + %)n mozna pokazaé (co wcale nie jest
tatwe!), ze spetnia wspomniane wtasnosci. Mozna wiec sformutowaé
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 6. Cigg

1Tl
an:(l—l—) dla n € N,

n

ma skonczona granice, ktorg oznacza sie symbolem e, tzn.

. \"
lim (1 e ) = e.
n—od n
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A



oy
KAPITAL LUDZKI Y| I8 UNIA EUROPEISKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI E,J_‘ M(ﬁ EUROPEJSKI
H H FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Uwaga 17. O liczbie e (oznaczonej tak po raz pierwszy przez nie-
mieckiego matematyka Leonarda Eulera) udowodniono, ze nie jest
liczbg wymierna. Pokazuje sie (co jest o wiele trudniejsze), ze nie jest
tez ona liczba algebraiczng, tj. liczba e nie jest pierwiastkiem zad-
nego wielomianu o wspdfczynnikach catkowitych. Aby numerycznie
wyznaczy¢ przyblizong wartos¢ liczby e wykazano, ze

_q 1 1 1 _ ! 1 1 1
Stosujac powyzsza rownos¢ mozna wyznaczy¢ liczbe e z dowolna
zadang dokfadnoscia. Dla przykfadu

e = 2, 71828 18284 59045.
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Odp (Problem 6). Jesli wynegocjowalibysmy kapitalizacje nieskon-
czenie czesty, to inwestujac kwote K = 1 na okres N = 1 roku
przy oprocentowaniu 7 = 100%, koncowa warto$¢ inwestycji nie
przekroczy 2, 72.
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Na poczatku nastepnego:
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Przyktad 11. Obliczy¢ granice lim (1 — 1",

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




sy .
E KAPITAL LUDZKI gM £ UNIA EUROPEJSKA
3 : EUROPEISKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI e
#HIMs FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze

{1y _ (n=1yn _ (1 "o\
1= =) ==) =7
P\ 1
B (1%2) R (1+:45)" T

Dalej mamy
nango (1 + nil>n_l = nhm (1 + ) = e.

Ponadto, 1 — 0, wiec e 1+0 = 1. Stad
. 1 nooq. 1 1
AH&( 2 = Al I e
1 1__1.7_1
lim (1+:25)" ' nh—>rgo 1+ e I=:
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Twierdzenie 7.

(i) Niech (a,) bedzie takim rosnacym ciagiem o wyrazach dodat-
nich, ze nango a, = +o0o. Wowczas

Aan,

|
W

Jimg, (1+2-)

(ii) Niech (a,,) bedzie takim malejacym ciagiem o wyrazach dodat-
nich, ze nlLrgO a, = 0. Wowczas

. 1
A (14 ap)e = e.
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Problem 7. Powr6¢my do analizowanego juz wczesniej Proble-
mu 6. Zatézmy, ze inwestujemy teraz pewna kwote K na okres
N =1 roku przy rocznej stopie procentowej . Jaka bedzie koncowa
wartos$¢ inwestycji przy zafozeniu "nieskonczenie czestej” kapitali-
zacji?
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Uwaga 18. Kapitalizacje, o ktérej mowa w Problemie 7 nazywamy
kapitalizacja ciaggta.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




vvvvvvvvvvvv
H g
KAPITAL LUDZKI §M 4 UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI i M( EUROPEJSKI
H FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Rozwigzanie . Analizujac powtoérnie Problem 6 mozna zauwa-
zy¢, ze rozwigzanie Problemu 7 sprowadza sie do obliczenia granicy
Jim (Ko - (1 n) ). Mozna fatwo sprawdzi¢, ze ciag ( )neN jest

dla r > 0 ciagiem rosngcym, - — +00 oraz (1+5)? — e
Zatem

Tim (Ko (1+2)") =Ko~ lim (1+2)7"
= K- nh—%lo [(1 + ;)?Y =K, €,

n
\r

gdyz na mocy Twierdzenia 7 (i) mamy lim (14 7)" =e.
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Odp (Problem 7). Inwestujac kwote Ky na okres N = 1 roku przy
rocznej stopie procentowej r = 100%, koficowa wartos¢ inwestycji

przy kapitalizacji ciagtej wyniesie Kye'.
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et

Na poczatku nastepnego:
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Pytanie 1. Zbidr rozwigzan nieréwnosci |z +2| < %jest przedzia-
tem
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Pytanie 2. Zbiér wszystkich liczb rzeczywistych, ktérych odle-

77 . . I . 2 . . 7 . 7 7 s
gtos¢ od liczby —1 jest mniejsza niz £ mozna opisaC nieréwnoscia

— ~~~ —~
N Q/ N
=)
_|_
=
VAN
[S1\) o:\lo (S I ] )

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie

X

&




KAPITAL LUDZKI H UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI Wil EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Pytanie 3. Liczba g jest granica ciagu (a,,) jesli

(a) dowolnie blisko g leza wszystkie wyrazy ciggu (a,),

(b) blisko g leza prawie wszystkie wyrazy ciggu (a,),

(c) dowolnie blisko g lezg prawie wszystkie wyrazy ciagu (a,,),
(d)

d) dowolnie blisko g lezy nieskonczenie wiele wyrazéw ciggu (a,,).
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Pytanie 4. Cigg (—1)" ! jest

(a) zbiezny do 1,

(b) zbiezny do —1,

(c) rozbiezny do —oo (ma granice —o0),
(d)

d) rozbiezny.
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Pytanie 5. Sposréd operacji w rozszerzonym zbiorze liczb rzeczy-
wistych R nieoznaczona jest
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Pytanie 6. Sposréd operacji w rozszerzonym zbiorze liczb rzeczy-
wistych R nieoznaczona jest
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Pytanie 7. Cigg ({/n),cy jest

(a) zbiezny do 1,

(b) zbiezny do 0,

(c) rozbiezny do +oo (ma granice +00),
(d)

d) rozbiezny.
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Pytanie 8. Ciag (n?),  jest

(a) zbiezny do 1 dla p € N,

(b) rozbiezny do +oo dla p € Z, p < 0,
(c) zbieznydo Odlap € Z, p < 0,

(d) zbiezny do 0 dla p € N,
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Pytanie 9. Ciag (1+ 2)" ma granice
(a) e

(b) €%,
(c)
(d)

D

g‘ T
(‘b -
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Pytanie 10. ciagg (\7(5)” + (é)n>neN jest zbiezny do
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Klucz odpowiedzi:

1(b), 2(d), 3(c), 4(d), 5(b), 6(a), 7(a), 8(c), 9(b), 10(c)-
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