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Z tytutem:

Powstanie geometrii analitycznej jako dziatu matematyki oparte
jest na pomysle przypisania kazdemu punktowi ptaszczyzny pary
liczb zwanej wspdtrzednymi tego punktu. Takie przyporzadkowa-
nie umozliwia powigzanie twordéw geometrycznych takich jak pro-
ste, okregi czy tez inne krzywe, z odpowiadajagcymi im zaleznoscia-
mi miedzy wspotrzednymi punktéw tych tworow. Mimo, iz pomyst
wprowadzenia uktadu wspétrzednych przypisuje sie Kartezjuszowi,
to prekursorem metody wspotrzednych w geometrii byt Fermat, kto-
ry pierwszy opisat rownaniami algebraicznymi proste i krzywe po-
wstatfe z przeciecia ptaszczyznami powierzchni stozka.
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Z nastepnym:

Przyjmiemy, ze uzytkownik tego kursu zaznajomiony jest z pod-
stawowymi pojeciami geometrii ptaskiej i rozréznia pojecia wek-
tora zaczepionego i wektora swobodnego. Na poczatku zajmiemy
sie analitycznym opisem wektora w uktadzie wspotrzednych. Aby
to uczyni¢, musimy powiedzie¢, czym jest uktad wspotrzednych na
pfaszczyznie.
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Definicja 1. Prostokatnym ukftadem wspétrzednych na
ptaszczyznie nazywamy pare wzajenm)ie prostopadtych wektorow
jednostkowych (wersoréw) ¢ oraz ¢ zaczepionych w punkcie O
bedacym poczqtkiel)n uk’(zEI)u wspotrzednych. Proste wyzna-
czone przez wersory ¢ oraz 7 traktowaé bedziemy jak osie liczbo-
We i nazywamy osiami uktadu wspotrzednych. 95; wyznaczong
przez 1 oznaczymy Ox, za$ o$ wyznaczong przez j — Oy.
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Z nastepnym:

Narzedzia geometrii analitycznej nie pozwalajg na analityczny opis
w uktadzie wspdtrzednych wektora zaczepionego, ale jednoznacz-
nie mozna opisac¢ kazdy wektor swobodny. Takie analityczne przed-
stawienie wektora swobodnego pozwala opisa¢c za pomoca wzoréw
operacje dodawania wektoréw swobodnych oraz mnozenia tych wek-
torow przez liczby.
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Twierdzenie 1. Kazdy wektor swobodny ', ktdrego reprezen-
—

tantem jest wektor zaczepiony O A, mozna jednoznacznie przedsta-

wi¢ w postaci

— —
T =T, V=20 +y- j, (1)
_>

gdzie V', oraz V', s3 rzutami prostokatnymi wektora U" na osie,
odpowiednio, Ox oraz Ox.

Oy
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Definicja 2. Liczby x oraz y z przedstawienia (1) wektora U’
nazywamy wspo6trzednymi wektora U i zapisujemy wtedy

v = [z,y].

Uwaga 1. Liczby o oraz 4 z przedstawienia (1) wektora ¥ sa
— —5

zarazem wspdtrzednymi punktu A. Oczywiscie wersory ¢ oraz j
maja wspotrzedne réwne, odpowiednio,
ﬁ

i =[1,0] oraz j =10,1].

Zbiér wszystkich wektoréw swobodnych na ptaszczyznie oznaczymy
symbolem RR?.
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—
Uwaga 2. Zauwazmy, ze wektor zaczepiony AB o poczatku
w punkcie A = (x1,y1) i kofcu w punkcie B = (x2,y2) ma

wspotrzedne

AB = [ZUQ — X1, Y2 — yl]

— —
Wynika to z faktu, ze wektory swobodne AB oraz A’B’, gdzie
A’ =(0,0) oraz B" = (9 — x1, Y2 — Y1) sa réwne.

B = (x2,12)
A= (L:/

B' = (z3— 1,92 — 11)

A'=(0,0)
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Z nastepnym:

Przypomnimy jeszcze, w jaki sposéb mierzy sie odlegtos¢ w ukta-
dzie wspotrzednych. Uzasadnienie tego twierdzenia zawarte jest w
zaprezentowanym ponizej rysunku.
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Twierdzenie 2. Odlegtos¢ d(A, B) punktéw A = (x1,1)
oraz B = (1, 1s) jest réwna

d(A, B) = \/(x2 — x1)% + (y2 — 11)>

B = (2,%2)
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Z nastepnym:

Na wektorach swobodnych opisanych poprzez ich wspétrzedne
wprowadza sie dziatania dodawania wektoréw i mnozenia wekto-
row przez liczby tak, aby byty one zgodne z geometryczng metoda
sumowania wektoréw i mnozenia ich przez skalary.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagiellofiskim oraz PWSZ w Chelmie

-

~
%



UNIA EUROPEJSKA:
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

E KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Definicja 3. W zbiorze R? wszystkich wektoréw swobodnych na

ptaszczyznie wprowadza sie dziatania dodawania wektorow oraz

mnozenia wektorow przez liczbe rzeczywistg w nastepujacy
7 4 L —

sposéb: jesli Uy = [x1, 1], Vg = [T2,Ys] oraz a € R, to

Ui+ Uy = (21, 1] + |72, 0] = (21 + T2, Y1 + 1),
_ (2)
a-vyp=a- [95173/1] — [a'xlaa'?ﬁ]'
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[-7?1-, .7/1] [22,5] l/ [z,




niwersety_
KAPITAL LUDZKI ;M £
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA ERVi

FUND
Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Uwaga 3. W matematyce wyzszej dowodzi sie, ze tak wprowadzo-
ne dziatania nadaja zbiorowi wszystkich wektoréw swobodnych na
ptaszczyznie strukture przestrzeni wektorowej. W szczegélnosci

(1) 1, 1] + (22, 2] = (T2, Yo| + |21, 11],
(i) (|71, yal + (22, y2]) + 23, y3| = |21, ya] + ([0, yo] + |3, y3]).

Wektor 0 = 0, 0] spetnia [z, y| + [0, 0] = [z, y], za$ dla kazdego
v = |x,y| znajdziemy — U = [—x, —y| taki, z¢ U + (=) =
[z, y] + [—x, —y] = [0,0]. Na koniec

(i) a - ([951791] [22,50]) = @ [z1, 3] + a - [22, ],

)
('V) (a+b) [wvy] =a- [l’,y] +0b- [$7y]1
)

(v)a-(b-|z,y]) =(a-b)-|z,y|.
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Miodziezouwe,
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Z nastepnym:
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Miodziezouwe,
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Z nastepnym:

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




sy .
E KAPITAL LUDZKI gM £ UNIA EUROPEJSKA
: EUROPEISKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI Lo VL
50 M% FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Problem 1. Czy potrafisz powiedzie¢, jakie wspotrzedne bedzie
miaf obraz punktu (o, yo) W przesunieciu o zadany wektor [z, y|?

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Na koncu poprzedniego:

Przypomnij definicje operacji przesuniecia na ptaszczyznie o zada-
ny wektor. Jaka jest zalezno$¢ pomiedzy punktem, jego obrazem i
wektorem, o ktory dokonujemy przesuniecia?

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Rozwigzanie. Oczywiscie wektor swobodny [z, y| musi mieé ta-
kie same wspotrzedne, jak wektor zaczepiony o poczatku w punk-
cie (2o, o) 1 koficu w punkcie bedacym obrazem punktu (g, 1)
w przesunieciu o wektor [z,y|. Zatem obraz (x1,1y;) punktu
(20, Yo) musi spetniaé warunek

(371 — To, Y1 — l’o) = [377 ?J]
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Na koncu poprzedniego:
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Twierdzenie 3. Niech bedzie dany punkt A = (xg,1) oraz
wektor v = [z, 1]. Obrazem punktu A w przesunieciu o wektor v

jest punkt B, ktéry ma wspétrzedne B = (xo + x, 9o + ).
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Definicja 4. Na uporzadkowanych parach ((xg, o), |x,y]) de-
finiujemy operacje + przesuniecia punktu (zg,y;) o wek-
tor [z,y|, ktérej wynikiem jest punkt (o + x,vo + y), opisana
rownoscia

(x()ay()) + [.”E,y] — (ZU() =+ L, Yo +y)

Uwaga 4. Zapis [z, y] + (%o, yo) jest niepoprawny i nie ma zad-
nego sensu matematycznego. Kolejnosé zapisu (o, yo) + [z, Y]
uwzglednia jej geometryczny sens zaczepienia w punkcie (2o, 4o)
wektora swobodnego [, ).
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Z nastepnym:

Z klasycznej geometrii znamy pojecie iloczynu skalarnego wektorow.
Przypomnimy je, a nastepnie podamy analityczny opis tej operacji
na wektorach swobodnych.
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L] L] vd B H % - - - -
Definicja 5. Jesli « oraz v s3 niezerowymi wektorami, to ilo-
s — — 5 — —
czynem skalarnym wektoréow u oraz v" nazywamy liczbe w o v

okreslong réwnoscia

U o =[uUl- V] cos(£L(W,V)),
gdzie /(W , ') jest miarg kata miedzy wektorami U
—

LI
Jedli & = 0 lub ¥ = 0, to przyjmujemy

—  —
U o v =0.

—
oraz v .
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Twierdzenie 4. Dla dowolnych wektoréw W, U, W oraz dla do-
wolnej liczby a € R zachodzi

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie

%
\
FAY




Unluersytety,

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

SI=<e

Miodziezouwe,
Sl

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Na koncu poprzedniego:
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Whniosek 1. Dwa niezerowe wektory U oraz v sg wzajemnie

rostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy U o U = 0. W szczegdlnosci
pieBiepatle wiisty i ik y. gdy Wov =0 g :
dla wersoréw 1 oraz © mamy 1 o j = j o ¢ = 0.
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Twierdzenie 5. Jesli U = [xy,1y1] oraz V' = [z, ys], to

—  —>
U o vV =TT+ Y1Yo.
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Na koncu poprzedniego:
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Dowéd. Przedstawmy wektory u = [x1, 1] oraz U = [T, 9]

jako kombinacje wersoréw. Mamy zatem

= — — —

Wtedy, wykorzystujac wtasnosci iloczynu skalarnego otrzymamy

7072(%74—@/17)0(@74—@7)
= T

:(CC1'$2>' ) Oj—|—<$1'y2)' 1 Oj
+(z2-y1)  Joi + (@2 y2) joy
:Il.xz.1+x1.y2.0+x2.y1.0+$2.y2.1
= T1T9 + Y1Yo.
[
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Whiosek 2. Jedli © = [z,9], to

| = /22 + 12

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie

(s




Unluersytety,

-

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

S

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Miodziezouwe,

s

Z nastepnym:

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




Unwerseety
5
KAPITAL LUDZKI g M £ UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI E’XJ_‘ Mg EUROPEJSKI
= H FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Przyktad 1. Wyznaczyé miare kata miedzy wektorami u =
[1, 3] oraz ¥ = [4, 2]




H g
KAPITAL LUDZKI § H UNIA EUROPEJSKA [IENERE
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI v UROPEISKI [
2 FUNDUSZ SPOLECZNY T

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Rozwigzanie. Wykorzystamy definicje iloczynu skalarnego oraz
twierdzenie opisujace iloczyn skalarny w zaleznosci od wspdtrzed-
nych wektoréw. Z jednej strony mamy

20T - T .m.cos(z(u, v))
:\/12+ \/42+( 2)2 - cos(£(w, V)
= /10 - \/ﬁ cos(£(U, V) = 10v2 - cos(£(W, V')

Z drugiej strony
Wow =1-44(=3)-(=2)=10.
Poréwnujac otrzymane wartosci mamy

cos(L(U, 7)) =

— — T
wiec Z(u, v') = I
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Twierdzenie 6. Jesli 17{ = [a:l,yl] oraz 172) = [xg,yg] sg nieze-
rowymi wektorami oraz o = /(uq, U3) jest miarg kata miedzy tymi
wektorami, to
_ 122 + Y1Y2

VI + YtV + s
_ |T1Y2 — Ty

VI + YtV a3+ 3

COS v

SIN
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Dowdod. Pierwsza z réwnosci jest konsekwencja definicji iloczynu
skalarnego i Twierdzenia 7. Istotnie, mamy

— 7 ol — 2 Py 2
T1Z2 + Y12 = UL O Uy = \/xl +y1\/x2+y2 COS (v.

Ponadto,
2
.2
sinfa=1—-cos2a=1— 21332;"?41?422 _
\/‘Tl +y1 \/$2+yg
_ x%ﬂ:§+x%y§+yfx§+y%y%—(x%x§+2x1x2y1y2+y%y§> . x%y§—2az1m2y1y2+y%$§
— ! _ :
(Vetnivatn) (Vo)
2
= ZT1Y2—T2Y1
Y
V233
1 0 : T1Y2—T

co wobec sin v > 0 oznacza, ze sSin v = 21921 | [

V2 +yi/23+y3
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Problem 2. Wyznaczy¢ érodek odcinka o koficach A = (x4, ;)
oraz B = (Qfg, y2>
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Na koncu poprzedniego:
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Twierdzenie 7. Srodkiem odcinka AB o koricach A = (x1,)
oraz B = (x5, s) jest punkt

T1+ To Y1+ Yo
2 2 '

S =
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~

BQ = (anQ) *

:
| A= ('/L'layl) :
o o
Ay = (21,0) S =(2,0) By = (22,0)

£
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Dowdd.

Niech S = (x,y) bedzie $rodkiem od-

cinka AB o koficach A = (x1,91) 5ot
oraz B = (x9,¥2). Rzutujac odci-
nek AB na osie uktadu wspétrzed- 1
nych otrzymamy odcinki Ay By, Ay By 0t |

o koficach A; = (1,0), By = (9,0) Ay S A
oraz AQ = (O,yl), BQ = (O, yg)

Z twierdzenia Talesa wynika, ze rzuty S; = (2,0), Sy = (0,y)
srodka S = (z,y) odcinka AB sa érodkami rzutéw A; B; oraz
AQBQ. Zatem

1 B = (22,y2)
|
|

Sy =(0,9) ¢

:CL’1-|—£132 Y1+ Yo
2 2 [
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Z nastepnym:

W dalszej kolejnosci przejdziemy do opisania rownaniem prostych na
pfaszczyznie. W matematyce szkolnej pojecie prostej jest pojeciem
pierwotnym. Euklides definiowat prosta jako " dtugos¢ bez szeroko-
sci” . Prostg na ptaszczyznie mozna zdefiniowac uzywajac odlegtosci.
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Definicja 6. Méwimy, ze punkt X lezy pomiedzy réznymi
punktami A oraz B, jesli

|AX|+ |XB| = |AB|.

Definicja 7. Prosta na ptaszczyznie przechodzacg przez roz-
ne punkty A oraz B nazywamy zbior wszystkich takich punktéw
plaszezyzny X, ze X = A lub X = B lub A lezy pomiedzy
punktami X oraz B lub X lezy pomiedzy punktami A oraz B
lub B lezy pomiedzy punktami A oraz X .

X A A a
B \\B\ B«
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Twierdzenie 8. Réwnanie prostej | nachylonej pod katem o #
90° do osi O X i przecinajacej os OY w punkcie B(0, b) ma postac

[:y=ax+b, (3)

gdzie a = tg .

a

0
T T
0, 1 0 \ 1

Na odwrét, dla dowolnych liczb rzeczywistych a oraz b, réwnanie (3)
opisuje prostg nachylong pod katem o # 90° do osi OX i przeci-
najaca os OY w punkcie B(0,b).
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Uwaga 5. Analizujac twierdzenie 1 mozna zauwazyé, ze nie kaz-
da prosta na ptaszczyznie mozna opisaC rownaniem kierunkowym.
Wiadomo, ze kazda prosty prostopadta do osi Ox i przechodzaca
przez punkt (g, yo) mozna opisaé réwnaniem

r = Xyp.

Proste opisane takimi réwnaniami, warunki réwnolegtosci i prostopa-
dtosci zostang przedstawione przy okazji badania réwnania ogdlnego
proste].
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Z nastepnym:

Wspédtczynniki pojawiajace sie w rownaniu kierunkowym prostej opi-
sujg dang prostg jednoznacznie, tzn. prawdziwy jest nastepujacy
wniosek.
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Whniosek 3. Dwie proste k oraz | opisane réwnaniami kierunko-

wymi
k: y=ax+ b,
[ : y:G2x+b2,

s3 identyczne (pokrywaja sie) wtedy i tylko wtedy, gdy

a1 = Q9 oraz bl = b2.
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Z nastepnym:

Wyznaczenie réwnania prostej przechodzacej przez dwa rézne punk-
ty nie lezace na prostej prostopadtej do osi Ox ukfadu wspétrzed-
nych sprowadza sie do rozwigzania uktadu dwoch réwnan z dwo-
ma niewiadomymi bedacymi wspdfczynnikami w réwnaniu kierun-
kowym prostej. PrzeCwiczymy to przy okazji rozwigzywania bardziej
skomplikowanych zadan. Przypomnimy dalej, kiedy dwie proste da-
ne rownaniami kierunkowymi sg rownolegte i kiedy takie proste sg
prostopadfe. Przytoczone wtasnosci wynikaja wprost z interpreta-
cji geometrycznej wspdtczynnikéw rownania kierunkowego prostych
opisanych réwnaniami kierunkowymi.
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Whniosek 4. Dwie proste opisane réwnaniami kierunkowymi

k: y=ax+ b,
[ : y:G2x+b2,

sa réwnolegfe (co zapisujemy k || |) wtedy i tylko wtedy, gdy ich
wspofczynniki kierunkowe sa rowne, tzn.

a; = as.
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Whniosek 5. Dwie proste opisane rownaniami kierunkowymi

k - y=a1x+b1,
[: y=ax+ by,

sg prostopadfe wtedy i tylko wtedy, gdy

a1a9 = —1.
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Na koncu poprzedniego:
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Dowod Wniosku 5. Obserwujac rysunki

N ~

mozna zauwazyé, ze miary « oraz 3 katéw nachylenia prostych
spetniaja zaleznosé¢ o — 3 = +5. Stad i ze wzoréw redukcyjnych
dla funkgcji tg otrzymamy

ai1as; =tga tg B = —1.
[l
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Z nastepnym:

Wiemy juz, kiedy proste opisane réwnaniami kierunkowymi s3 pro-
stopadfe. Majac dwie proste opisane réwnaniami kierunkowymi wy-
znaczymy teraz kat przeciecia miedzy tymi prostymi. Nim sformutu-
jemy odpowiednia wtasnos¢ przypomnimy, jak rozumiec nalezy kat
pomiedzy dwoma przecinajacymi sie prostymi.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagiellofiskim oraz PWSZ w Chelmie

-

oA
w




NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC S
EN Y

Universytety
H H
KAPITAL LUDZKI ML E UNIA EUROPEJSKA
EUROPEISKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Definicja 8. Dwie przecinajace sie na ptaszczyznie proste tworza
dwie pary katéw wierzchotkowych, z ktérych nie wigkszy nazywamy
katem pomiedzy dwoma przecinajgcymi sie prostymi.
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Twierdzenie 9. Dwie proste opisane rownaniami kierunkowymi

k: y=ax—+ b,
[: y=asx+ by,

ktore nie sa prostopadte, przecinaja sie pod takim katem -y, ze

a; — as

gy = |——2%
&7 1—|—a1a2
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Na koncu poprzedniego:
Sprébujmy uzasadnic przedstawione twierdzenie. Wykonajmy w tym
celu rysunek. Dwie z wielu mozliwosci przedstawione sg na kolejnym

slajdzie.
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Dowad.
Zauwazmy, ze w zaleznosci od przyjetych
oznaczen, we wszystkich mozliwych przy-

padkach miary katéw o oraz 3 nachylenia /(
prostych do osi oraz miara kata v miedzy

tymi prostymi spetniajg 0 < 7y < 7 oraz jedna z zaleznosci
y=x(a—08) lub y=7=x(a—p).
Wowczas, wykorzystujac ewentualnie wzory redukcyjne, otrzymamy

tga—tgB | | ai—as
l1+tgategB| |1+ aias

tgy = [tgy| = |tgla - B)| =
[]
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Przyklad 2. Dany jest tréjkat o wierzchotkach A = (1,5),
B = (—8,2) oraz C' = (0, —2). Wyznaczy¢ miare kata pomiedzy
prostymi zawierajacymi wysokosci tego tréjkata, ktére opuszczono
z wierzchotkéw A oraz C.
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Rozwigzanie.
D: A= (1,5) Sz kat « przeciecia sie prostych
B = (-8,2) zawierajacych wysokoéci
C'=(0,-2) opuszczone z wierzchotkéw A oraz C.
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Na koncu poprzedniego:

Po wypisaniu danych i wykonaniu rysunku nalezy utworzy¢ plan
rozwigzania zadania, tzn. nalezy stwierdzié, co i w jakiej kolejnosci
bedziemy wyznaczac lub oblicza¢, aby otrzymac odpowiedz.
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Plan rozwigzania zadania:

1. napisa¢ réwnanie prostej k; przechodzacej przez punkty B i C
oraz réwnanie prostej ko przechodzacej przez punkty A i B,

2. napisaé réwnania prostych [; oraz [ prostopadtych do pro-
stych, odpowiednio, k1 oraz ks i przechodzacych przez punkty,
odpowiednio, A oraz C,

3. wyznaczy¢ miare kata przeciecia sia prostych [ oraz [s.
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Na koncu poprzedniego:
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Rozwigzanie.
Krok 1. Przypu$émy, ze poszukiwana prosta k1 ma réwnanie

]fl Yy =ax + b,
dla pewnych a,b € R. Wyznaczymy te parametry podstawiajac do

réwnania prostej k; wspdtrzedne punktéw B oraz C', przez ktére
ta prosta przechodzi. Otrzymujemy ukfad réwnan

2 = —8a+b
—2 = 0a+ 0,
ktorego jedynym rozwigzaniem jest para a = —% i b = —2. Stad

kit y=—iz—2.

Postepujac podobnie otrzymamy
kQ o = %ZC + %4
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Krok 2. Wyznaczymy réwnanie prostej [ prostopadtej do k; i prze-

chodzacej przez punkt A. Poniewaz prosta k; ma wspétczynnik kie-

runkowy réwny —%, wiec prosta prostopadta bedzie miata réwnanie

li: y=2x+0.
Parametr b wyznaczymy podstawiajac wspé6trzedne punktu A do
réwnania prostej [; otrzymujac

5=2-1+0,

czyli b = 3. Ostatecznie mamy wiec

ll o U= QZE + 3
Postepujac podobnie otrzymamy réwnanie prostej [ prostopadfe;]
do prostej ko i przechodzacej przez punkt C":

ly: y=—-3x—2.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




UNIA EUROPEJSKA:
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

E KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Krok 3. Obliczymy miare kata miedzy prostymi [; oraz [5. Wykorzy-
stujac Twierdzenie 9 otrzymamy

2 —(-3)
14+2-(-3)

tga = =|-1| =1,

czyli o =

B
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Odp. Proste zawierajgce wysokosci trojkata opuszczone z wierz-
T

chotkéw A oraz C' przecinaja sie pod katem o mierze 7.
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Przyktad 3. Dwie kule A oraz B poruszaja sie na jednowymia-
rowej osi w dodatnim jej kierunku. Kula A rozpoczyna swéj ruch
w punkcie 1 = 3 w chwili {; = 2 i porusza sie z predkoscia

v = 4jedTn', za$ kula B startuje z punktu 9 = —1 w chwilit, =7
jedn.
S

i porusza sie z predkosciag vo = 6. Po jakim czasie od swojego

startu kula B dogoni kule A.
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Uwaga 6. Miejsce potozenia obu kul w czasie, a wiec i opis ru-
chu tych kul przedstawimy w uktadzie wspotrzednych, w ktérym
pierwsza wspotrzedna bedzie czas, zas druga wspotrzedna oznaczaé
bedzie miejsce pofozenia kuli na osi.

3

2

-1

Zakfadamy, ze obie kule poruszaja sie ruchem jednostajnym, wiec
przebyta droga jest proporcjonalna do czasu ruchu, zas wspotczyn-
nikiem proporcjonalnosci jest predkos$¢ ruchu tych kul.
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Rozwigzanie. Z warunkéw zadania wiadomo, ze kula A startuje
punktu 21 = 3 w chwili t; = 2 i porusza sig (ruchem jednostajnym)
z predkoscia v = 4JedTn', wiec jej potozenie w dowolnej chwili £ > 4
mozna opisa¢ réwnaniem

r=x1+v-(t—t)=3+4-(t—2) dla wszystkich ¢ > 4.
Analogicznie, dla kuli B otrzymamy réwnanie ruchu
T=2xy+ vy (t—1ty) =—1+6-(t—7) dla wszystkich t > 4.
Zatem kula B dogoni kule A, gdy dla pewnego t > 7 zajdzie

3+4-(t—2)=—-146-(t—17).
Woéwczas t = 19, wiec t — £, = 12.
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Odp. Kula B dogoni kule A po 12 sekundach od chwili rozpoczecia
swojego ruchu.
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Zadanie 1.

a) Napisaé réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A =
(—3,1) i prostopadtej do prostej o réwnaniu y = 4x + 3.

b) Napisal réwnanie prostej bedacej symetralng odcinka o kon-

cach A =(-2,1) oraz B = (4, -3).

c) Wyznaczy¢é miare kata przeciecia sie prostych zawierajacych
$rodkowe tréjkata o wierzchotkach A = (5,3), B = (—2,2)
oraz C' = (0, —2) poprowadzone z wierzchotkéw B oraz C'.

d) Wyznaczy¢ $rodek i dtugos¢ promienia okregu opisanego na
tréjkacie o wierzchotkach A = (5,—1), B = (—3,3) oraz
C = (1,-3).
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Odp.

a) Poszukiwana prosta ma réwnanie y = —%CE + i

b) Symetralna odcinka AB ma réwnanie y —3x +5 (Wskazowka:
symetralna odcinka jest prostg prostopadfa do odcinka, prze-
chodzaca przez jego $rodek).

c) Proste zawierajace Srodkowe poprowadzone z wierzchotkéw BB
oraz C przecinaja sie pod katem prostym (Wskazowka: $rodko-
wa jest odcinkiem taczacym wierzchotek trojkata ze Srodkiem
przeciwlegtego boku).

d) Srodek okregu ma wspétrzedne S = (4, 2) a jego promien ma

dtugosé¢ r = 2\/ (Wskazowka: $rodek okregu opisanego na
tréjkacie jest punktem przeciecia sie symetralnych jego bokéw).
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Z nastepnym:

Przeanalizujemy nastepnie inny typ réwnan opisujacych proste w
uktadzie wspotrzednych. Na pewno pamietasz, ze rownaniem kie-
runkowym nie mozna opisaé prostych prostopadtych do osi OX.
Roéwnanie ogdlne prostej nie bedzie miato takiego defektu. Punk-
tem wyjscia bedzie tu nastepujaca obserwacja:
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Uwaga 7. Dla dowolnego niezerowego wektora v i dla dowolnego
punktu D istnieje dokfadnie jedna prosta przechodzaca przez punkt
D i prostopadta do wektora .
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Problem 3. Opisa¢ analitycznie prosta przedstawiong na rysunku

w Uwadze 7. Przyjaé, ze dany jest niezerowy wektor v = [A, B]
(stad A% + B? > () oraz punkt D = (¢, o).
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Na koncu poprzedniego:

Jesli nie wiesz, od czego zacza¢, zastanow sie, co mozna powiedzieé
o wszystkich wektorach zaczepionych w punkcie D, ktérych konce
lezg na prostej, ktorg chcemy opisac rownaniem?
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Rozwigzanie.
Oczywiscie wszystkie wektory zaczepione \

w punkcie D, ktérych konce leza na pro-

stej, sa prostopadfe do wektora v'. Jedli -
wiec X = (z,y) jest dowolnym punktem .
na prostej, to wektor DX = [z —x0, y—1o|
bedzie prostopadty do wektora v’ = [A, B. \

Zatem

A-(x—z0)+B-(y—1y)=0,
skad po przeksztatceniach otrzymamy
Ax+ By+C =0,
gdzie C' = — Axy — Byj.

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie

X

kd




Unluersytety,

-

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

S

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Miodziezouwe,

s

Z nastepnym:

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




UNIA EUROPEJSKA:
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

E KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Twierdzenie 10. Prosta przechodzaca przez punkt D = (xq, 4o)
5 . — Ve o
i prostopadta do niezerowego wektora v' = |A, B| ma réwnanie

A(x —x0) + B(y — yo) = 0.

\

\
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Twierdzenie 11. Kazda prosta p na pfaszczyznie mozna opisaé
rownaniem

p: Az + By+C =0. (4)

3

Na odwrét, dla dowolnych takich Jiczb rzeczywistych A, B, C, ze
A? + B? > 0, réwnanie (4) przedstawia prosta prostopadfa do
niezerowego wektora [A, B].

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




Universyety
H H
KAPITAL LUDZKI M UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI 3 a ME EUROPEJSKI
E ?‘ FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Na koncu poprzedniego:
W pewnych przypadkach proste na ptaszczyznie mozna opisa¢ za-
rowno rownaniem ogolnym, jak i rownaniem kierunkowym. Obser-

wacja ta zawarta jest w nastepujacej uwadze:
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Uwaga 8. Prosta k opisana réwnaniem kierunkowym
k:y=axr+0b

jest prostopadta do wektora U = la, —1], gdyz mozna j3 opisad

rownowaznym réwnaniem ogoélnym

k:ar—y+b=0.

Na odwrét, dla B # 0 prosta p opisana réwnaniem ogdlnym

p: Av+By+C =0

jest nachylona pod takim katem « do osi Ox, ze tg v = —%, gdyz
mozna ja przedstawié¢ rownaniem kierunkowym
A c
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Uwaga 9. Z Twierdzenia 11 wiemy, ze rownaniem ogolnym mozna

opisa¢ kazdg prostg na ptaszczyznie. Zalety takiej nie miato réwna-

nie kierunkowe. Niestety, "wada"” réwnania ogdlnego jest brak jed-

noznacznosSci opisu, tzn. dla kazda prostej na pfaszczyznie mozna

opisa¢ wieloma réwnaniami w postaci ogdlne;.

Przyktad 4. Narysowa¢ w uktadzie wspdtrzednych proste
k:2x—y+1=0,
[:4x —2y+2=0.
Mozna tu wykorzystaé program Geogebral?. Zauwazmy dalej, ze
wyznaczajac z obu réwnan zmienng vy, proste te mozna opisa¢ jed-
nym réwnaniem kierunkowym

y =2x + 1.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




Unluersytety,

-

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

S

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Miodziezouwe,

s

Na koncu poprzedniego:
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Whniosek 6. Dwie proste opisane réwnaniami ogdlnymi

k A133—|—B1y—|—01:0,
ZIAQSU—I—BQQ—I—CQ:O,
pokrywaja sie wtedy i tylko wtedy, gdy

A B G
A2_B2_027 (5)

przy czym warunek (5) oznacza proporcje.
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Miodziezouwe,

s

Z nastepnym:
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Uwaga 10. Z interpretacji geometrycznej wspéfczynnikéw réwna-
nia ogdlnego otrzymamy, ze prosta

p:Ax+By+C =0

jest prostopadta do wektora [A, B)|. Jednoczesnie wszystkie wektory
proporcjonalne do niezerowego wektora sg réwnolegte, wiec prosta
p bedzie prostopadta do kazdego wektora [tA,tB] =t - [A, B],
gdzie t # 0. Do wektora [tA,tB] prostopadta jest z kolei prosta
o réwnaniu

k:tAx +tBy+C' =0.

Stad proste p i k s3 réwnolegte (jako prostopadte do dwdch wspédt-
liniowych wektoréw). Obserwacja ta prowadzi do nastepujacego:
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Whniosek 7. Dwie proste opisane réownaniami ogélnymi

k - Alx—i—Bly—i—Clz(),
[ : A2a:—|—Bgy—|—C'2:O,

sg rownolegfe wtedy i tylko wtedy, gdy

A _B (proporcja)
A, B, proporcgj

co oczywiscie rownowazne jest warunkowi

AlB2 — AgBl = 0.
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Z nastepnym:
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Uwaga 11. Réwnanie ogdlne prostej (oznaczmy ja przez k) wy-

znacza jeden z wielu wektoréw do niej prostopadtych. Niech to be-

dzie wektor v = [A, B]. Naturalnym sie wiec staje, ze aby napisa¢

rownanie rodziny prostych prostopadtych do zadanej nalezy wyzna-

czy¢ wektor W prostopadty do wektora U'. Mozna dla przykfadu
- s — .

przyjaé, ze W = |B, —A|, gdyz

Tow =[A,B]o[B,~Al = AB - BA=0.

Wektor ten jest réwnolegty do prostej k. Wéwczas kazda prosta [
prostopadta do wektora v (jej réwnanie potrafimy napisa¢) bedzie
prostopadta do prostej k. Opisang procedure mozna przesledzié na
nastepujacej prezentacji wykonanej w programie Geogebra®| (nalezy
odtworzyé prezentacje przyciskiem Odtworz).
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Whniosek 8. Dwie proste opisane rownaniami ogélnymi

k - A1$+B1y+0120,
[ : AQQS"I—Bgy—l—Cg:O,

sg prostopadfe wtedy i tylko wtedy, gdy
A1As+ BBy = 0.
W szczegdlnosci prosta
k: Ar+ By+C; =0

Jest prostopadfa do kazdej z prostych
li: Br — Ay+C5=0
ly: —Bx+ Ay+ C5=0.

ekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




Universyety
H H
KAPITAL LUDZKI M § UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI 3 o ME EUROPEJSKI
£ § FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Na koncu poprzedniego:

Wiemy juz, jak dla prostych opisanych réwnaniami ogélnymi badac
prostopadtos¢ tych prostych. Zastanowmy sie teraz jeszcze, w jaki
sposdb w tym przypadku wyznaczy¢ mozna miare kat przeciecia sie
prostych opisanych réwnaniami ogdlnymi. Wykonajmy odpowiedni
rysunek.
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Z nastepnym:

Wiemy juz, ze z réwnania ogdlnego prostej odczyta¢ mozna jedynie
kierunek wektora prostopadtego, tzn. rodzine wszystkich niezero-
wych wektoréow prostopadtych do tej prostej. Przy wyborze wekto-
réw prostopadtych do zadanych prostych (bez znajomosci ich zwro-
téw), zdarzy¢ moga sie dwie nastepujace mozliwosci przedstawione
na rysunku:
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W pierwszym przypadku mamy wiec

cos(£(ky, k) = cosar = cos 8 = cos(ZL(uy, u3)),
zas w drugim

cos(Z(ky, k2)) = cos

= cos(m — ) = —cosy = — cos(Z£(uy, us)).
Podobnie,

sin(Z£(ky, ky)) = sin o = sin 8 = sin(Z£(uy, u3)),

oraz

sin(Z£(ky, k2)) = sin o = sin(m — v) = sin~y = sin(Z(u1, u3)).
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Na koncu poprzedniego:

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




UNIA EUROPEJSKA: Kb
EUROPEISKI [

E KAPITAL LUDZKI i H
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI g H
#HIMs FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Twierdzenie 12. Dwie majace co najmniej jeden punkt wspdlny
proste opisane réwnaniami ogolnymi

k A1£C+B1y+01 :O,

[ : AQﬂﬁ—l—Bgy—l—Cz:O,

przecinajg sie pod katem o takiej mierze «, ze

|A1As + By Bs|
VA + B3\ /AZ+ B

|AlB2 - A2B1|
VAZ+ B /AZ+ B}

COS ¥ =

Sin @ =
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europesski IS

Twierdzenie 13. Odlegtos¢ punktu (¢, Yyo) od prostej
. Az + By+ C =0,

gdzie A? + B? > 0, wyraza sie wzorem

d((z0, Y0); 1) JA T B
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Na koncu poprzedniego:

Uzasadnienie tego twierdzenia przedstawimy po wprowadzeniu row-
nania parametrycznego prostej, co umozliwi prostsze wyjasnienie
potrzebnych faktow.
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Przyktad 5. Niech A = (2,1), B=(—-2,—1) oraz C' = (1,5).
Napisaé réwnanie prostej zawierajacej dwusieczng kata ABC
(patrz rysunek).
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Na koncu poprzedniego:
Nim przystagpimy do rozwigzania tego zadania, przypomnijmy czym

jest dwusieczna kata i jakie ma wifasnosci metryczne. Pamietasz

zapewne, ze:
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Definicja 9. Dwusieczng kata nazywamy pdtprosta o poczatku
w wierzchotku tego kata i dzielaca ten kat na dwa katy przystajace
(a wiec na dwa katy o réwnych miarach).

y
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Na koncu poprzedniego:

Definicja ta w geometrii analitycznej nie jest uzyteczna ze wzgledu
na koniecznos¢ mierzenia katéw. Aby rozwigzac nasze przyktadowe
zadanie, wykorzystaé nalezy nastepujaca metryczng wtasnos¢ punk-
tow dwusiecznej zadanego kata.
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Twierdzenie 14. Dwusieczna dowolnego kata wypukfego (tzn,
o mierze mniejszej od T) jest zbiorem wszystkich punktéw réwno-

odlegtych od obu ramion kata.
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Na koncu poprzedniego:
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Rozwigzanie.

D: A=(2,1) Sz: prosta zawierajaca dwusieczna
B =(-2,-1) kata ABC.
C = (17 5)

Aby skorzystac z przytoczonych twierdzen, napiszemy réwnania pro-
stych zawierajacych ramiona kata ABC'. Prosta przechodzaca przez
punkty A oraz B ma réwnanie

k:y=sx,
za$ prosta przechodzaca przez punkty B oraz C' - réwnanie
[: y=2x+3.
Zapisujac te rownania w postaci ogdlnej otrzymamy
k:x—2y=0,

[:2x—y—3=0.

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




niuersytety_
E KAPITAL LUDZKI §M H UNIA EUROPEJSKA [IENERE
£ EUROPEJSKI *x X

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI %,V-\ £
#HIMs FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Z Twierdzenia 14 wiemy, ze dwusieczna jest zbiorem punktéw réwno
oddalonych od obu ramion kata, wiec kazdy punkt X = (x,y) musi
by¢ jednakowo odlegty od obu prostych k oraz [, wiec otrzymamy
|z — 2y |2£U—y 3\ (6)

VP+(227 2+

Mnozac stronami przez v/ i opuszczajac modu’ry otrzymamy

r—2y=2r—y—3 lub x—-2y=—22—y—3)

czyli
z+y—3=0 lub 3z—-3y—3=0
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Pierwsza z otrzymanych prostych nalezy odrzucié¢. Pojawia sie ona
niejako nadprogramowo, gdyz réwnos¢ (6) opisuje zbidr punktéw
réwnoodlegtych nie tyle od ramion kata ABC, co od prostych k
oraz .




Unlwersytety,

g
et M —
a |V|§ EUROPEJSKI

H FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Odp . Dwusieczna kata ABC' zawarta jest w prostej o réwna-
niuy =x + 1.
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Na koncu poprzedniego:
Ten sam przykfad rozwigzemy pozniej jeszcze raz inng metoda, zna-
jac interpretacje geometryczng réwnania parametrycznego proste;.
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Przyktad 6. Wyznaczy¢ srodek okregu wpisanego w trojkat
o wierzchotkach A = (5,1), B = (—3,1) oraz C' = (0, —2).
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Na koncu poprzedniego:
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Rozwigzanie.

D: A=(2,1) Sz $rodek okregu wpisanego
B=(-3,1) w tréjkat ABC.

(07 _2)

C

4
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Na koncu poprzedniego:

Srodek okregu wpisanego jest punktem przeciecia sie dwusiecznych
katow wewnetrznych tego tréjkat. Wyjdziemy od napisania réwnan
prostych zawierajacych boki trojkata ABC'. Nastepnie, jak to zosta-
to uczynione w poprzednim zadaniu, wyznaczymy réownania dwoch
prostych zawierajacych dwusieczne katow wewnetrznych tego tréj-
kata. Punkt Przeciecia tych prostych bedzie srodkiem okregu wpi-
sanego w trojkat ABC'. Przedstawimy tu jedynie wyniki obliczen
liczagc na samodzielnos¢ Uzytkownika tego kursu.
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Krok 1. Prosta przechodzaca przez punkty A oraz B ma réwnanie
ki: y=x+4,
prosta przechodzaca przez punkty B oraz C' - réwnanie
ko y=—x—2,
za$ prosta przechodzaca przez punkty A oraz C' — réwnanie
ks: y="Tr—2,
Zapisujac te rownania w postaci ogdlnej otrzymamy:
ki: z—y+4=0,
ke: z+y+2=0,
ks: Tx—y—2=0.

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Wykorzystujac metode poznang w poprzednim zadaniu wiadomo,
ze dwusieczna kata przy wierzchotku B musi spetniaé réwnanie
lx —y + 4 :]x+y+2| (7)
VIE+ (=12 V12412
za$ dwusieczna kata wewnetrznego przy wierzchotku A — réwnanie
z—y+4 |Tx—y-—2
Vet () VEIDE 8)
Postepujac jak w poprzednim zadaniu, réwnosé¢ (7) implikuje
r—y+4d=x+y+2 b z-y+4=—(z+y+2),

oraz, z (8) dostaniemy (v/50 = 5v/2)
S (r—y+4)=Tr—y—2
ub 5-(x—y+4)=—(Te —y—2).
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Mamy wiec
y=1 lub x=-3

oraz

r+2y—11=0 lub 22 —-y+3=0.
Obserwujac wykonany na poczatku rysunek prze-
konujemy sie, ze dwusieczna kata przy wierzchot- ]
ku A zawarta jest w prostej o réwnaniu (kolor :
zielony na rysunku obok, proste oznaczone kolo-
rem czerwonym odrzucamy)

ll LY = 20 + 3,
za$ dwusieczna kata przy wierzchotku B — w pro-
stej o rownaniu

lgi y:1
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Srodek okregu wpisanego w tréjkat ABC jest punktem przeciecia
sie wyznaczonych prostych. Rozwigzujac zatem ukfad réwnan

y=2x+3
y=1

otrzymamy wspétrzedne S = (—1,1) érodka okregu wpisanego
w tréjkat ABC.
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Odp . Srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC jest
punkt (—1,1).
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Miodziezouwe,
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Z nastepnym:
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Przyktad 7. Na prostej o rownaniu y = 2 — 1 wyznaczy¢ taki
punkt, aby okrag o Srodku w tym punkcie i promieniu dtugosci r = 5
byt styczny do prostej o réwnaniu y = —%x + 1.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Miodziezouwe,
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Na koncu poprzedniego:
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Rozwigzanie.
D: k:y=2x—1 Sz: $rodek okregu stycznego
[:y= —%:I: +1 do prostej [,
P =5 lezacy na prostej k.
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Miodziezouwe,
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Na koncu poprzedniego:
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Z nastepnym:

Jesli jeszcze nie znasz metody rozwigzania, obejrzyj rysunek i odpo-
wiedz na pytanie: ile rdwna jest odlegtos¢ srodka okregu stycznego
do prostej od tej prostej?
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Na koncu poprzedniego:

Widzimy, ze srodek okregu stycznego do prostej lezy w odlegtosci
rownej dfugosci promienia od tej prostej. Wynika stad, ze w celu
rozwigzania tego przykfadu na prostej k& musimy znalezé punkt ...

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagiellofiskim oraz PWSZ w Chelmie
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Z nastepnym:
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Rozwigzanie.
D: k:y=2x—1 Sz: $rodek okregu stycznego

liy=—-3z+1 do prostej [,
r=>5 lezacy na prostej k.
Niech punkt S = (¢, 3o) bedzie $rodkiem poszukiwanego okregu.
Woéwczas punkt X lezy na prostej k, tzn.
Yo = 2x0 — 1,

za$ jego odlegto$¢ od prostej [ wynosi
220 + 3o — 1
@+
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Otrzymujemy wiec uktad réwnan
( Yo = 2.73'0 -1

e~
8
o
+
Ny
(@)
|
=

Poniewaz 1/ (%)2 + 1 = 2, wiec podstawiajac wyznaczone z pierw-

szego réwnania ¥y do drugiego réwnania otrzymamy réwnanie

3 20
Zyo—l—(Zxo—l)—l =
17

ktérego rozwigzaniami sa liczby xg = 3 lub g = — 7.
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Druga wspotrzedng srodkéw okregdw wyznaczymy z pierwszego
rownania rozpatrywanego uktadu réwnan otrzymujac ostatecznie
punkty S1 = (3,5) oraz Sy = (—1f, —32).

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Odp . Poszukiwanymi $rodkami okregéw stycznych do prostej [,
lezacymi na prostej k s3 punkty (3,5) oraz (—1, —2).

110 11
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Miodziezouwe,
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Z nastepnym:
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Zadanie 2.
a) Wyznaczy¢ wzajemna odlegtos¢ prostych (réwnolegtych) 5z +
12y +9=0o0raz bx + 12y — 4 = 0.

b) Obliczy¢ dtugosé wysokosci tréjkata o wierzchotkach A =
(=3,—1), B=(5,5) oraz C' = (—1, 3) opuszczonej z wierz-
chotka C.

c) Napisaé réwnanie symetralnej odcinka o koficach A = (0, 0)

oraz B = (4,2).
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Miodziezouwe,
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Na koncu poprzedniego:
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a) (.)dleg’roéc' prostych w zadaniu réwna jest 1 (Wskazéwka: odle-
gtos$¢ ta réwna jest odlegtosci dowolnego punktu jednej prostej
od prostej drugiej).

b) Dtugosé wysokosci opuszczonej z wierzchotka C' tréjkata
ABS' wynosi 2. (Wskazéwka: dtugo$é wysokosci réwna jest

odlegtoéci punktu C' od prostej wyznaczonej przez punkty A
oraz B3).

c) Symetralna odcinka AB ma réwnanie 4(x—2)+2(y—1) = 0,
tzn. 20 +y — b = 0 (Wskazowka: symetralna odcinka AB
—

jest prosta prostopadty do wektora AB i przechodzaca przez
$rodek odcinka AB).

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Uwaga 12.

Rozwazmy prostg k i niezerowy wektor swobodny v
réwnolegty do tej prostej. Ustalmy punkt A na pro-
stej k. Wtedy dla kazdego punktu X Ieiqcego na /

prostej k i réznego od A, wektor zaczeplony AX
jest rownoleg’ry do wektora ¥’. Stad AX =1-
Poniewaz A + AX — X, WIQC ostatecznie

X=A+t-v dlapewnego t € R. (9)
Przyjmujac A = (x0,0), v = [a,b], X = (z,y), réwnoé¢ (9)
zapiszemy w postaci

x To \ - a Lo+ at

() -Go) e[ - (it
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Miodziezouwe,
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Na koncu poprzedniego:
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Twierdzenie 15. Kazdg prosta k na ptaszczyznie mozna opisac
réwnaniem parametrycznym

T =9+ at

y=1o+0bt, teR, (10)

gdzie A = (g, 1o) jest punktem prostej k zas v = |a, b] jest nie-
zerowym wektorem réwnolegtym do tej prostej (nazywanym wek-
torem kierunkowym prostej).

Na odwrét, dla dowolnego punktu A = (x, o) i dla dowolnego nie-
zerowego wektora v = [a,b|, réwnanie (9) przedstawia prosta k
przechodzaca przez punkt A = (xo,%0) i réwnolegta do wekto-
ra v = |a,bl.

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Uwaga 13. Rozwazajac jednoczesnie kilka prostych, piszac ich
rownania parametryczne nalezy zadba¢ o to, aby w opisie kazdej
prostej uzyty byt inny " parametr”, tzn. aby opis w postaci parame-
trycznej kazdej prostej byt niezalezny od opiséw parametrycznych
pozostatych prostych.
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Na poczatku nastepnego:

Podobnie, jak to byto dla réwnania ogdlnego prostej, réwniez w
przypadku réwnania parametrycznego prostej nie ma jednoznaczno-
Sci opisu. Obserwacja ta zawarta jest w nastepujacej uwadze:

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagiellofiskim oraz PWSZ w Chelmie
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Uwaga 14. Dla kazdej prostej na ptaszczyznie mozliwych jest nie-
skonczenie wiele jej opisow parametrycznych. Dla przyktadu, prosta

r=1+4+2t
y=1—-1t, teR,

mozna opisac réwniez réwnaniem

kli

r=—1+4s

by y=2-2s, seR,

gdyz punkt (—1,2) nalezy do prostej k; (dla parametru ty = —1),

7 — — 7 . D
za$ v] = [2,—1] oraz v5 = [4, —2] s3 réwnolegtymi wektorami
kierunkowymi tych prostych.
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europesski IS

Twierdzenie 16. Odlegtos¢ punktu (¢, Yyo) od prostej
. Az + By+ C =0,

gdzie A? + B? > 0, wyraza sie wzorem

d((z0, Y0); 1) JA T B

ekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie
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Dowod.

przedstawionego rysunku wynika, ze odlegtosé
punktu A od prostej [ réwna jest dtugosci odcin-
ka AB, gdzie B jest punktem przeciecia sie pro-
stej [ z prosta do niej prostopadfsa i przechodzaca
przez A. Wiadomo, ze wektorem prostopadtym do
proste] [ jest wektor v = [A, B]. Jest to wiec wek-
tor kierunkowy prostej prostopadtej do prostej [, * °
wiec réwnanie takiej prostej przechodzacej przez
punkt A = (z,yo) ma postaé
’ y=1y+tB, teR.
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Wspétrzedne punktu B przeciecia sie prostych [ oraz k wyznaczymy
przez podstawienie wsp6trzednych opisujacych prosta £ do réwnania

prostej [. Otrzymamy réwnanie

A(zg+tA)+ B(yo +tB) + C =0,

ktérego rozwiazaniem jest t, = —42-BW=-C 7atem
g Gl J A’+B
B : T =T+ _Ag;;(l)%%/?o “A
° _ A.ro Byo C
Y=Y+ g D

Stad odlegto$é punktéw A oraz B réwna jest

d(A’B> - \/( A(%Jga%) = A2+ A(ﬁ);+%§)50)232
‘A$0+By0+0‘ '

R
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Z nastepnym:

W wielu przypadkach tatwiej jest napisa¢ réownanie parametryczne
prostej, niz inne réwnania tej samej prostej. Dlatego tez pozytecz-
ne jest nabycie umiejetnosci przechodzenia pomiedzy réznymi (ale
réwnowaznymi) opisami proste;.
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Przyktad 8. Napisaé rownanie ogdlne i kierunkowe prostej prze-
chodzacej przez dwa (rézne) punkty A = (1,2) oraz B =
(=1,—1).
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Miodziezouwe,

s

Na koncu poprzedniego:
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Miodziezouwe,

s

Na poczatku nastepnego:

A v =AB
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Rozwigzanie. tatwo napiszemy réwnanie prostej przechodzacej
przez punkt A = (1,2) i réwnolegtej do wektora

T =AB=[-1-12—(-1)] =[-2,3].

—
amy wiec x:l—Qt
y=2+4+3t tekR.

Aby wyznaczy¢ réwnanie kierunkowe (w tym przypadku jest to moz-
liwe) prostej, wyznaczymy parametr ¢ z pierwszej z réwnosci opi-
sujacych prosta [, i wstawimy otrzymang warto$¢ do drugiej z nich
otrzymujac s 1z 1$+5

v 2~ 'Y
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Odp. Prosta przechodzaca przez punkty A oraz B ma réwnanie
kierunkowe postaci

——lx—l—é
y= 73175

oraz mozna j3 przedstawi¢ rownaniem ogdlnym

x+2y—5=0.
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Uwaga 15. Zaznaczmy tu jeszcze, ze dla dowolnie ustalonego
a € R\ {0}, réwnania

r = x0+ at T =
0 oraz s : 0

i Y = Yo, t € R, y=1yo+at, t €R,

opisuja proste, odpowiednio,
lli Yy=1Yy oOraz lgi r = Xy.
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Z nastepnym:

Przejdziemy teraz w przeciwng strone, tzn. zastanowimy sie jak,
majac rownanie kierunkowe lub rownanie ogolne prostej, napisac
rownanie parametryczne tej prostej.
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Przyktad 9. NapisaC réwnanie parametryczne prostej

20 + 3y — 5= 0.
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Rozwigzanie. W tym przypadku mozemy postapi¢ dwojako. Wy-
znaczajac z réwnania prostej zmienng x otrzymamy
_ _3 5

Przyjmujac np. y = 2t (tak, aby nie mie¢ utamkéw, ale mozna tez
przyja¢ y = t) dostaniemy, po podstawieniu do wyliczonego juz x,
=2 — 3t
[ : 2
y = 2t, t eR.

Jednoczesnie, z réwnania prostej mozna wyznaczyé zmienng y:

y=—2r+2.
Whtedy dla © = 3¢, po podstawieniu do wyliczonego 1y mamy:
x =3t

b ly=3-2t teRr
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Uwaga 16. Odwrotnie jak to byto w Uwadze 15, proste

li: y=yy oraz [ly: x=umx

mozna opisaC réwnaniami parametrycznymi

lq: = oraz Iy : L= "To
L Yy=1, tER, 2 y=>bt, teR,

gdzie a,b € R\ {0} moga by¢ dowolnie ustalone.
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Z nastepnym:

Powréémy jeszcze, co juz byto anonsowane wczesniej, do Przykta-
du 5, gdzie wyznaczaliSmy prostg zawierajacg dwusieczng zadanego
kata. Przypomnijmy ten przyktad.
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Przyktad 10. Niech A = (2,1), B = (—2,—1) oraz C' =
(1,5). Napisaé réwnanie prostej zawierajacej dwusieczng kata

ABC (patrz rysunek).
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Na koncu poprzedniego:
Wypiszmy dane i szukane w tym zadaniu. W rozwigzaniu skorzy-
stamy z faktu, ze przekatne w rombie przecinaja sie pod katem

prostym.
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Rozwigzanie.
D: A=(2,1) Sz: prosta zawierajaca dwusieczna
B=(-2,-1) kata ABC'
C=(1,5)
N
Rozwazmy wektory v; = BA =2 —(=2),1 —
(—1)] = [4,2] oraz v, = BC = [1 — P4
(=2),5 — (—=1)] = [3,6]. Aby wyznaczyé wek- A
tor kierunkowy prostej zawierajacej dwusieczng |
kata ABC, potrzebujemy jednakowej dtugosci :

\

wektorow o identycznych kierunkach i zwrotach, 1
jak wektory v; i 9. Najprosciej jest wyznaczy¢ w \/
tym celu wektory jednostkowe, tj. wzig¢ wektory / -
V1 | Vo podzielone przez ich dtugosci. B
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Mamy zatem

— —
0=y T = gy 42 = g5 (42 = |26
=y T = g 3.6 = 515 - 3.6 = 4. 2]

Wtedy
W+ = 34, 86| = 36 [1,1],

wiec wektor 1 = [1, 1] moze by¢ przyjety jako wektor kierunkowy
prostej zawierajacej dwusieczng kata ABC'. Zatem prosta zawie-

rajaca dwusieczna tego kata (prosta przechodzaca przez punkt B,
o kierunku wektora [1, 1]) ma réwnanie

5= =2=F U

Wiy =1+t teR
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Odp. Dwusieczna kata ABC' zawarta jest w prostej o réwnaniu:

= =
Y"ly=—-1+t teR.
Uwaga 17. Pozostawiamy oczywiscie sprawdzenie, ze w obu przy-
padkach (Przyktad 5 oraz Przyktad 10) otrzymaliémy ta sama pro-

sta.
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Miodziezouwe,

s

Z nastepnym:
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Przyktad 11. Przeanalizowaé wzajemne potozenie prostych

k:y=—-x+3,
[: 22 —y—1=0.

na pfaszczyznie.
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Miodziezouwe,

s

Na koncu poprzedniego:
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Rozwigzanie.
D: k: y=—x+3 Sz: wzajemne potozenie

[: 20 —y—1=0 prostych ki [.
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Na koncu poprzedniego:

Stworzymy plan rozwigzania tego przyktadowego zadania. Przeana-
lizujemy mozliwe przypadki. W tym celu musimy obie proste opisaé
tym samym typem réwnania. Prosta [ opisana jest réwnaniem ogdl-
nym, za$ prosta k — réwnaniem kierunkowym, ktére zapiszemy w
postaci réwnania ogdlnego. Przeanalizujemy mozliwosci dotyczace
wektoréow prostopadtych do obu prostych. Wykorzystaé mozna tutaj
Whioski 6 oraz 7 lub tez wyznaczy¢ miare kata pomiedzy wektorami
prostopadtymi do obu prostych.
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Zapisujac dla obu prostych ich réwnania ogdlne otrzymamy
k:x+y—-3=0,
[: 22 —y—1=0.
Poniewaz % %1 wiec proste k oraz [ nie s3 réwnolegte (por.
Whiosek 6), a wiec tym bardziej nie pokrywaja sie.
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Odp. Proste k oraz [ przecinaja sie (maja dokfadnie jeden punkt
wspolny).
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Przyktad 12. Przeanalizowaé wzajemne potozenie prostych

k:2x+2y—1=0
[: y=—x+4.

ma pfaszczyznie.
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Na koncu poprzedniego:
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Rozwigzanie.
D: k: 2x+2y—1=0 Sz: wzajemne potozenie
l:y=—-x+4 prostych ki [.
Zauwazmy, ze dla prostych z zadania zapisanych réwnaniami ogol-
nymi
k:2x+2y—1=0
l: z4+y—4=0,

zachodzi

2 2 -1
1-17 -2

wiec na mocy Whnioskéw 6 oraz 7 s3 one réwnolegte, ale nie pokry-
waja sie.
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Odp. Proste k oraz [ s3 roztaczne.
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Miodziezouwe,
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Z nastepnym:
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Zadanie 3. Zbada¢ wzajemne pofozenie nastepujacych par pro-
stych:

) [k dw—6y+5=0
a L y=3c+1,

b) kg:x—2y+4:(),
h: y=—32+2,

) k32y:3$—3,
c l3: v+ 2y =—1.
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Miodziezouwe,
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Na koncu poprzedniego:
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Odp.
a) Proste k; oraz [y s3 roztaczne.
b) Proste ko oraz [y pokrywaja sie.

c) Proste k3 oraz [3 maja doktadnie jeden punkt wspdlny.

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Z nastepnym:

Poczynione w wykonanych przyktadach obserwacje zbierzemy for-
mutujac stosowne twierdzenie. Nim to uczynimy, w celu prostszego
opisu formutowanych wtasnosci zdefiniujemy pojecie macierzy kwa-
dratowej i jej wyznacznika.
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Definicja 10. Macierzg kwadratowg wymiaru 2 nazywamy
tablice liczb

air ag2

21 A22
gdzie a; ; € Rdla 7,5 € {1,2} nazywamy wyrazami macierzy.
Wskazniki 7 oraz j elementu a;; informujg, ze znajduje sie on w
1-tym wierszu oraz j-tej kolumnie.
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Definicja 11. Wyznacznikiem macierzy

aj; aig
ao1 A22

nazywamy liczbe

ai; aig
ao1 A22

zdefiniowana réwnoscia

aip aig

= A11Q22 — A210A72.
ao1 A2
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Uwaga 18. Wykorzystujac poznang definicje wyznacznika macie-
rzy zauwazamy, ze proporcje pomiedzy liczbami mozna zapisac przy
pomocy wyznacznika, tzn. zachodzi

A B A By

A—2:§2</:? A2 32 :O
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Z nastepnym:

Wykorzystujac poczyniong uwage, mozemy teraz sformufowac, na
mocy Whioskow 6 oraz 7, nastepujace twierdzenie dotyczace wza-
jemne potozenie prostych opisanych réwnaniami ogdlnymi:
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Projekt wep6ifinansowany pres Unic Buropeisks w ramach Buropejskiego Funduszu Spolecznego
Twierdzenie 17. Proste opisane réwnaniami ogélnymi
]Cl : A1£U+Bly—|—0120,
ll : A2x+B2y+C’2 :O,
(i) przecinaja sie (maja dokfadnie jeden punkt wspélny) wtedy
i tylko wtedy, gdy

Al Bl
A2 B2 7&07
(ii) pokrywaja sie wtedy i tylko wtedy, gdy
A Bi|_ A Cy| _ B, Cy| _
Ay By =0A Ay Oy =0 B, s =0,
(iii) sa roztaczne wtedy i tylko wtedy, gdy
Al Bl L Al Cl Bl Cl
A, B _O/\(AQCQ #0 V B, C, #0 .
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Miodziezouwe,

s

Z nastepnym:
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Uwaga 19. Rozwazmy uktad réwnan
1T + bly = C

Ao + bzy = Co,
gdzie ay, as, by, by € R s3 takie, ze a? + b7 > 0 oraz a3 + b5 > 0
(a1, by oraz as, by nie sa jednoczesnie réwne (). Kazde z réwnan
tego uktadu opisuje pewng prostg na ptaszczyznie. Istnienie rozwia-
zania (X, 1o) uktadu réwnafh nalezy interpretowaé jako istnienie
punktu nalezacego do obu prostych jednoczesnie. Zatem mamy:
a) uktad réwnan jest oznaczony wtedy i tylko wtedy, gdy proste

opisane réwnaniami tego ukfadu przecinaj3 sie,

b) uktad réwnan jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy proste
opisane réwnaniami tego ukfadu sg rozfaczne,

c) uktad réwnan jest nieoznaczony wtedy i tylko wtedy, gdy proste
opisane réwnaniami tego uktadu pokrywaj3 sie.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Na koncu poprzedniego:

Zastandéwmy sie dalej jak, wykorzystujac Twierdzenie 17 oraz Uwa-
ge 19, opisac istnienie i ilos¢ rozwigzan uktadu réwnan poprzez
wspotczynniki réwnan tego ukfadu.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Uwaga 20. Zauwazy¢ mozna nastepujaca wiasnos¢ wyznacznikéw

a; 0 a —C
ag Co Ay —Co

= 0.
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Z nastepnym:
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Twierdzenie 18. Ukfad rownan
k’l Ca1r + bly = @i
ll . Q9 + bgy = Coq,
(i) jest oznaczony (ma dokfadnie jedno rozwigzanie) wtedy i tylko
wtedy, gdy

7 0,
(ii) jest nieoznaczony (ma nieskonczenie wiele rozwigzar) wtedy
i tylko wtedy, gdy
ap by | _
a9 bg =0A as Co b2 Co
(iii) jest sprzeczny (nie ma rozwigzari) wtedy i tylko wtedy, gdy

a b =0A(“1 Clggy |bra ;Ao).

as b2 Ao Co b2 Co
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Przyktad 13. Rozwigzac graficznie uktad rownan

x—2y=1
—2x +y = —5.
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Na koncu poprzedniego:
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Uwaga 21. Etapy graficznego rozwigzywania uktadu réwnan:

1. zbadanie czy uktad posiada rozwigzanie i okreslenie ich liczby
(wynika ze wzajemnego pofozenia prostych opisanych réwna-
niami uktadu réwnan):

a) proste sa réwnolegte i nie pokrywaja sie — uktad sprzeczny,
b) proste pokrywaja sie — ukfad nieoznaczony,

c) proste przecinaja sie — ukfad oznaczony,
2. wykreslenie prostych i wyznaczenie rozwigzania (o ile istnieje),

3. sprawdzenie, czy wyznaczona para liczb spetnia uktad réwnan.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Na koncu poprzedniego:
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Rozwigzanie.
D: ukfad réwnan Sz: rozwiazanie uktadu.

x—2y=1
—2x +y = 5.

37 || 2x+y=-5
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Na koncu poprzedniego:
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Krok 1. Zapisujemy rownania ukfadu tak, aby opisywaty proste dane
rownaniami ogélnymi. Mamy zatem

k:x—2y—1=0

[: —=2x4+y+5=0,

Wykorzystujac Whiosek 7, obliczamy 1-1—(—2)-(—2) = —3 # 0,
wiec proste opisane rownaniami naszego uktadu réwnan nie s3 row-
nolegte (tym bardziej wiec nie pokrywaja sie!). Stad uktad réwnan
jest oznaczony i wyznaczymy jego jedyne rozwigzanie.
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Krok 2. Z rysunku

K] V‘w 2 3 4 5

/
kix-2y=1

24

mozna odczytaé, ze rozwigzaniem jest para
=3
y=1.
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Krok 3. Pozostaje sprawdzi¢, czy para ta spefnia rownania uktadu
(proste sprawdzenie pozostawiamy do samodzielnego przeliczenia).
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Odp. Uktad réwnan

r—2y=1
—2x +y = -9,

ma dokfadnie jedno rozwigzanie
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Przyktad 14. Rozwigzac graficznie uktad rownan

=3z + 2y =1,
6r — 4y = —3.
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Na koncu poprzedniego:

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




H

SI=<e

sy
£ UNIA EUROPEJSKA
£ EUROPEJSKI
H FUNDUSZ SPOLECZNY

Modziezowe,
o

u

E KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI 3
H

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Rozwigzanie.
D: ukfad réwnan Sz: rozwiazanie uktadu.

—3r+2y=1,
6x — 4y = —3.
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Na koncu poprzedniego:
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Zapiszemy réwnania naszego ukfadu tak, aby opisywaty proste réw-
naniami ogolnymi. Mamy wiec

k: —3x+2y—1=0

[: 6x—4y+3=0

Na podstawie Whniosku 7, obliczamy —3 - (—=4) — 6 -2 = 0,
wiec proste opisane rownaniami naszego ukfadu réwnan sg rownole-
gte. Sprawdzimy teraz, czy te proste pokrywaja sie. Wykorzystujac
Whiosek 6 mamy _3 9 1

6 —4 7 3
wiec proste nie pokrywaja sie. Stad uktad réwnan nie posiada roz-
wigzania.

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Odp. Uktad réwnan

—3r+2y—1=0
bx —4y+3=0

nie posiada rozwigzania.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




Unluersytety,

-

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

S

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Miodziezouwe,

s

Z nastepnym:

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




UNIA EUROPEJSKA:
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

E KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Zadanie 4. Rozwigza¢ graficznie nastepujace ukfady réwnan:
) 20 — 3y =1
— + 2y = 3,
= 3,
2:1: + 2y = —0,
4o — 2y = 3,
—2x+y = 1

—3z—y=1,
:1;+2y:3.
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Na koncu poprzedniego:
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Odp.
a) uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie
=11
y="1,
b) uktad réwnain ma nieskonczenie wiele rozwigzan i wszystkie leza
na prostej y = — 3,
c) uktad réwnan nie ma rozwiazania,
d) uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie

==l
Yy = 2.
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Pytanie 1. Wektor o poczatku (1,2) i korcu (3, —6) ma wspét-
rzedne

(a) [4, 4],
(b) [2, 8]
() [-2,8],
(d) [2,-2].
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Pytanie 2. Srodkiem odcinka o kohcach (1,2) i (3, —6) jest
punkt

(a) (4, -

2, -8

2.8
3

4),
)
)
d )

(b) (
(c) (=
(d) (2,
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Pytanie 3. Prosta y = 2z + 4 jest prostopadfa do prostej
(a) y =2z — 4,

(b) y = —2x + 4,
(c)y=32—1
(d)y=—-1z+1.
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Pytanie 4. Prosta o réwnaniu —2x —y + 1 = 0 jest
(a) réwnolegta do wektora [—1, 2],
(b) réwnolegta do wektora [2, —1],
(c) prostopadta do wektora [—2, 1],
(d) prostopadta do wektora [—1,2].
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Pytanie 5. Proste k oraz [ zadane réwnaniami

k:y=—-2z-1,
I 4z —6y+3=0,

a) przecinaja sie pod katem prostym,

przecinaja sie pod katem ostrym,

)
b) sa réwnolegte, ale nie pokrywaj3 sie,
)
d) pokrywaja sie.

(
(
(c
(
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Pytanie 6. Prosta o réwnaniu y = —x + /2 jest odlegta od
poczatku ukfadu wspdtrzednych o

(a) V2,
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Pytanie 7. Prosta o réwnaniu

r=2—1
y=—-142t teR,

jest prostopadta do wektora

(a) [-1,2],
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Pytanie 8. Wektory 2, 1] oraz [2, —1]
(a) s3 réwnolegte,

(b) tworza kat ostry,

(c) tworza kat prosty,

(d)

d) tworza kat rozwarty.
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Pytanie 9. Proste k i [ zadane réwnaniami

k:2x—y+1=0,
[: —2x4+y—1=0,

a) przecinaja sie pod katem prostym,

przecinaja sie pod katem prostym,

)
b) sa réwnolegte, ale nie pokrywajj sie,
)
d) pokrywaja sie.

(
(
(c
(
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Pytanie 10. Wektorem kierunkowym prostej zawierajacej dwu-
sieczng kata ABC, gdzie A = (2,1), B = (0,0), C = (1,2)
jest
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Klucz odpowiedzi:

1(b), 2(d), 3(d), 4(a), 5(c), 6(d), 7(c), 8(b), 9(d), 10(a).
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