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Slajd1
Potega matematyki polega na pomijaniu wszystkich
mysli zbednych i cudownej oszczednosci operacji
myslowych.
Ernst Mach

Elementy logiki i teorii zbioréow

Charakterystyczng cechq matematyki jest przeprowadzanie na jej gruncie dowoddw, to znaczy
wyprowadzanie jednych twierdzen z innych, ktérych prawdziwos¢ zostata juz poprzednio ustalona lub ktére
zostaty przyjete za wyjsciowe. Wyprowadzanie jednych twierdzen z drugich odbywa sie za pomocq tak
zwanego rozumowania dedukcyjnego, ktore stanowi wazne narzedzie matematyki. Naukgq, ktérej jednym z
zadan jest badanie natury rozumowan stosowanych w matematyce i ustalanie kryteriow ich poprawnosci,
jest logika matematyczna, a w szczegdlnosci rachunek zdan. Stowo logika pochodzi od greckiego stowa
Logos, ktére oznacza miedzy innymi myslenie, rozumowanie. Poczqgtki rachunku zdan siegajq starozytnosci i
wywodzq sie ze szkoty stoikow (Il wiek p.n.e.), ktorej najwybitniejszym przedstawicielem byt Chryzyp.
Wtasciwy rozwdj rozpoczgt sie jednak dopiero w potowie XIX wieku, zainicjowany pracami matematyka
angielskiego Georga Boole'a, ktorego uwaza sie za twdrce logiki matematycznej.

W kursie poswieconym elementom logiki i teorii zbioréw przyblizymy zasady logicznego myslenia,
pojecie logiki i zwigzanego z nim rachunku zdan oraz pojeciem kwantyfikatorow. Natomiast w
rachunku zbioréw analizujemy operacje na zbiorach oraz iloczyn kartezjanski zbiorow. Wszystkie
pojecia sg poparte przyktadami i wzbogacone zagadkami dotyczgcymi danego zagadnienia. Kolejna
czes$¢ kursu, to zadania do samodzielnego rozwigzania dla kursanta. Na koniec uczet ma za zadanie
rozwigzac test sprawdzajacy jego wiadomosci i umiejetnosci z powyzszych zagadnien.

Ciekawostka.

Astronom, fizyk i matematyk jechali pociggiem przez Holandie. Za oknem zobaczyli pasgcq
sie krowe.

- 0, w Holandii krowy sg czarne — powiedziat astronom.

- Zbyt pochopnie wyciggasz wnioski - odezwat sie fizyk — mozemy tylko powiedziec, ze
niektore krowy sq czarne.

- Obaqj jestescie nieprecyzyjni — rzekt matematyk — mozemy powiedzie¢: w Holandlii jest
przynajmniej jedna krowa, ktéra co najmniej z jednej strony jest czarna.

Zatem, matematyka wyrdznia sie sposréd dziedzin wiedzy miedzy innymi petng precyzjg formutowanych
wypowiedzi i wnioskow.
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Zdanie

Zdaniem w sensie logiki (zdaniem logicznym) nazywamy wypowiedZ oznajmujaca, o ktérej mozemy
powiedzieé, ze jest tylko prawdziwa albo tylko fatszywa.

Zatem w sensie logiki zdaniami nie sq zdania pytajgce i rozkazujgce.

Przyktad

"Warszawa jest stolicq Polski" jest zdaniem (prawdziwym), "Pcim jest stolicq Polski" jest zdaniem
(fatszywym), "najtadniejsze kwiaty to malwy" nie jest zdaniem w sensie logiki, bo dla jednej osoby bedzie, to

prawda, a dla innej fatsz.

Zapis, ze zdanie jest prawdziwe lub fatszywe jest ktopotliwy, zatem wprowadzono funkcje warto$ciowania
logicznego oznaczanej literkg w, ktéra kazdemu prawdziwemu zdaniu logicznemu przyporzagdkowuje

wartos¢ 1, a kazdemu fatszywemu zdaniu logicznemu wartos¢ 0. Zapisujemy to nastepujaco:
zdanie p jest prawdziwe - w(p) = 1 lub

zdanie p jest fatszywe - w(p) = 0.

W rachunku zdan tresc rozpatrywanych zdan nie ma znaczenia, istotna jest jedynie ich wartos¢ logiczna.
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Zdania ztozone

Z jednego (lub kilku) zdan mozemy utworzy¢ nowe zdania — zdania ztozone— przy pomocy operatoréw
logicznych (zw. czasem tez spdjnikami zdaniowymi, funktorami zdaniotwdrczymi).

Wartos¢ logicznqg zdarn ztozonych powstatych przez zastosowanie funktorow zdaniotwdrczych okresla funkcja
prawdy, zwigzana z kazdym spdjnikiem zdaniowym. Wartosc ta zalezy wytgcznie od prawdziwosci lub

fatszywosci zdan sktadowych, nie zalezy natomiast od ich tresci.
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Podstawowe operatory

e Zaprzeczenie (negacja) zdania: ,~".

Przykfady
Zdanie p Negacja zdania p
ogladatem mecz nie ogladatem meczu
liczba 30 jest parzysta liczba 30 nie jest parzysta
kazda liczba naturalna jest dodatnia istnieje liczba naturalna, ktdra nie jest dodatnia

Dla zdania p czytamy: "nieprawda, ze p". Czyli zdanie p i negacja zdania p maja przeciwne wartosci logiczne,
co czesto zapisujemy w postaci tabeli:

Zaprzeczenie (negacja)
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e Koniunkcja zdan p, g: "A". ("Mnozenie" logiczne). Operacja dwuargumentowa: czytamy "p i g".

Przyktady

Wieloryb jest ssakiem i Polska lezy nad Battykiem.
Wszystkie krowy sg czarne i krowy dajg mleko.

Choinka jest drzewem iglastym i choinka jest drzewem lisciastym.
Bocian przynosi dzieci i bocian nie jada zab.

Zatem koniunkcja dwdch zdan jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy oba zdania sg prawdziwe, co
ilustrujemy przy pomocy tabelki logicznej:

Koniunkcja
p q prq
1 1 1
1 0 0
0 1 0
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e Alternatywa zdan p, q: "v". ("Dodawanie" logiczne). Operacja dwuargumentowa: czytamy "p lub g".

Przyktady

\/ﬁjest liczba catkowitg lub \/E jest liczbg niewymierna.
\/gjest liczba catkowitg lub \/gjest liczbg niewymierna.
\/ﬁ jest liczba catkowita lub \/E jest liczbg wymierna.
\/gjest liczbg catkowita lub \/gjest liczbg wymierna.

Zatem alternatywa dwéch zdan jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedno z nich jest
prawdziwe. Zapisujemy to przy uzyciu tabelki:

Alternatywa

p q pvq
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e Implikacja zdan p, q: "=". Operacja dwuargumentowa: czytamy "jezeli p to q".

Przyktady

Jezeli Polska lezy nad Battykiem, to Polska ma granice morska.
Jezeli Krakow lezy nad morzem, to Szczecin lezy na potnocy Polski.
Jezeli cukier jest stony, to sol jest stodka.

Jezeli Warszawa jest stolicg Polski, to Warszawa jest stolicg Europy

Zatem implikacja jest zdaniem fatszywym tylko w jednym przypadku, gdy poprzednik implikacji jest zdaniem
prawdziwym, a nastepnik zdaniem fatszywym

Implikacja
P q r=q
1 1 1
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Zabawa przystowiami.

Znane przystowia zapiszemy w postaci implikacji:

Krowa, ktéra duzo ryczy mato mleka daje. Jezeli krowa duzo ryczy, to mato mleka daje.
Gdy nie potrafisz, nie pchasz sie na afisz. Jezeli nie potrafisz, to nie pchasz sie na afisz.
Teraz Wy sprébujcie:

Baba z wozu, koniom Ize;j.

Na pochyte drzewo wszystkie kozy skacza.
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e RAwnowaznos¢ zdan: p, g: "<". Operacja dwuargumentowa: czytamy "p wtedy i tylko wtedy, gdy

q".
Przyktady
6 jest liczbg parzystg wtedy i tylko wtedy, gdy 6+7 jest liczbg nieparzysta.
/20 jest liczbg niewymierng wtedy i tylko wtedy, gdy 2 \/gjest liczbg wymierna

Kazda liczba catkowita jest nieujemna wtedy i tylko wtedy, gdy kazda liczba naturalna jest nieujemna.

2+/36 jest liczbg niewymierng wtedy i tylko wtedy, gdy 4\/§jest liczbg niewymierna.

Zatem widzimy, ze dwa zdania sg rownowazne, gdy sg oba jednoczesnie prawdziwe lub jednoczes$nie
fatszywe:

Réwnowaznosé
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Zagadka

Jurek, Leszek i Wacek zrzucajg na siebie wine. Kto zbit okno sgsiadki ?

Wacek - Ja nie zbitem. Leszek tez nie.

Leszek - Wacek nie zbit okna. Jurek go zbit.

Jurek - Ja nie zbitem szyby. Wacek jga zbit.

Ustal kto zbit okno wiedzac ze, jeden z chtopcdw 2 razy sktamat, drugi raz sktamat i raz powiedziat prawde,
trzeci dwa razy powiedziat prawde.
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Rozwigzanie:

Te zagadke rozwigzemy stosujac zasade dedukcji. Nie wiemy kto zawsze méwi prawde dlatego najpierw
zatézmy, ze Wacek méwi dwa razy prawde. Stad wynika, ze Wacek nie zbit szyby i Leszek nie zbit, zatem, to
Jurek byt sprawca. Wobec tego Leszek takze mowitby tylko prawde, co jest sprzeczne z trescig zadania (tylko
jeden chtopiec méwi oba zdania prawdziwe).

Analizujgc np, ze Jurek ktamie, a Leszek méwi prawde dochodzisz takze do sprzecznosci. Poniewaz sg
mozliwe tylko trzy przypadki zatem mozemy od razu wysnué wniosek ze Jurek moéwi tylko prawde.

Przeanalizujmy ten przypadek.

Zatézmy wiec, ze Jurek méwi tylko prawde. Stad wynika, ze Jurek nie zbit szyby tylko zbit jg Wacek.

tym samym Leszek ktamie dwa razy, gdyz wypowiada zdania bedgce negacjg zdan Jurka, ktéry jest
prawdomowny. Natomiast Wacek i ktamie i mowi prawde, gdyz ze stéw prawdomdwnego Jurka wynika, ze
to on zbit szybe (czego sie wypiera), ale potwierdza ,ze Leszek nie zbit szyby.

Wszystko sie zgadza, zatem okno zbit Wacek.
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"Twierdzenia matematyczne uwazane s za prawdziwe,

poniewaz w niczyim interesie nie lezy, by uwazac je za fatszywe." (MONTESKIUSZ)

Prawo logiczne (tautologia)

Tautologig nazywamy zdanie ztozone, ktore jest prawdziwe niezaleznie od wartosci logicznych zdan, z
ktérych jest ztozone=

Niektore z tautologii (te czeSciej uzywane) nazywamy prawami rachunku zdan i zapisujemy je w postaci
symbolicznej przy uzyciu funktoréw zdaniotwérczych i nazw zdan.
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Niektore prawa rachunku zdan

N

Prawo przemiennosci koniunkcji: p A @ < g A p.
Prawo przemiennosci alternatywy: p Vv g < g Vv p.
Prawa tgcznosci:
1. tacznosé koniunkgji: [(p Ag) Ar] = [p A (gAaT)].
2. tacznosé alternatywy: [(pvg) vr] < [p v (gv )]
Prawa rozdzielnosci:
1. koniunkcji wzgledem alternatywy: [(p Aq) vr] < [(pvr)A(gvT)].
2. alternatywy wzgledem koniunkcji: [(p vg) Ar] & [(pAT)V (g AT)].
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Przyktadowo przeanalizujemy inne prawa:
Rozwazymy zaprzeczenie zdania:
Mickiewicz byt poetq i byt Polakiem.

Zauwazmy, ze powyzsze zdanie jest zdaniem ztozonym i sktada sie z koniunkcji dwéch zdan prostych,
prawdziwych. Zatem to zdanie jest prawdziwe.

Wiec negacja tego zdania jest zdaniem fatszywym, a koniunkcja jest fatszywa jesli co najmniej jedno ze zdan
jest fatszywe, czyli

Nie prawda, Ze Mickiewicz byt poetg lub nie prawda, ze byt Polakiem.

Powyzszy przyktad reprezentuje:

5. Prawo zaprzeczenia koniunkcji: ~(p A @) = (~p) v (~q).
Udowodnijmy je! ©
Sprawdzimy czy zdanie: ~(p A q) < (~p) v (~q) jest tautologig?

Sprawdzanie czy rozbudowane zdania sg tautologiami wykonujemy na dwa sposoby: sposobem dla
leniuszkéw (tzw. metoda tabelkowa lub zero-jedynkowa), lub sposobem myslicieli (tzw. dowdd nie wprost).
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Sposdb | (tabelkowy):

Rysujemy tabele, w ktdrej w poczatkowych kolumnach zapisujemy wszystkie zdania wystepujgce w
rozpatrywanym wyrazeniu. Nastepne kolumny dopisujemy tak jak budowane jest wyrazenie. llos¢ wierszy
tabeli jest zalezna od ilosci wszystkich mozliwych wartosciowan zdan p, g. Zauwazmy, ze kazdemu zdaniu

mozemy przyporzadkowac dwa wartosciowania: prawda (1) lub fatsz (0).

Krok 1. Wypetniamy pierwszy wiersz tabeli i podajemy wszystkie mozliwe wartosciowania zdan p, g

P |9 |Prg|~(prg) [P |4 ~pPv—4q ~(PAg) S~pv~q
1 1

Krok 2.Wyznaczamy wartos$¢ logiczng zdania p A gq.

P |9 |Prg|~(prg) |P |4 ~pPv—4q ~(PArg) S~pv~q
1 1 1
\J

Krok 3. Wyznaczamy warto$¢ logiczng zdania ~(p A q).

—>

P lg | Prg|~(prqg) |P | ~pPvV—q ~(pAg)S~pv~q
1 1 1 0

Krok 4. Wyznaczamy warto$¢ logiczng zdania~p 1 ~q .

P lg | PrNg|~(prqg) |P |~ ~pPvV~q ~(pArg)&~pv~q
1 1 1 0 0 0

w

Krok 5. Wyznaczamy wartos¢ logiczng zdania ~ pv ~gq.




P |9 | PG| ~(prg) |~P |~ ~pV~q ~(prg)=~pv~q
1|1 1 0 0 0 0

Krok 5. Wyznaczamy wartos¢ logiczng zdania: ~ (p A q) <>~ pv ~gq.

P lg | PrNG|~(prg) |~P |~ ~pV~q ~(prg) =~ pv~gq
1|1 1 0 0 0 0 ~ 1

Caty przebieg postepowania dla pozostatych wierszy przedstawiamy ponizej.

P |9 | PN | ~(prg) |P |4 ~pPV~4q ~(prqg) S~ pv~q
1|1 1 0 0 0 0 1

0| O 0 1 1 1 1 1
1(0 0 1 0 1 1 1

0| 1 0 1 1 0 1 1

W ostatniej kolumnie sg same jedynki, zatem badane zdanie jest tautologia. Gdyby zdarzyta sie sytuacja, w
ktdrej co najmniej jedna z komérek ostatniej kolumny przyjmie wartosc zero, to nasze zdanie nie bytoby

tautologia.
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Sposdb Il (nie wprost): Idea tego postepowania polega na rozpatrzeniu sytuacji przeciwnej do podanej, czyli
zadaniu pytania co by byto gdyby byto przeciwnie. Zatem pytamy co by byto gdyby nasze zdanie nie byto
tautologia. Odpowiadajac na to pytanie staramy sie znalez¢ takie wartosci logiczne zdan podstawowych,
przy ktérych badane zdanie nie bedzie tautologia. Jesli znajdziemy takie wartosciowanie to bedzie
oznaczato, ze nasze przypuszczenie (w matematyce nazywane hipotezg) byto prawdziwe i badane zdanie nie
jest tautologia. Jezeli natomiast dojdziemy do jakiejs sprzecznosci, to bedzie oznaczato, ze nasza hipoteza
jest nieprawdziwa, a zatem badane zdanie jest tautologia.

Stawiamy zatem hipoteze, ze badane zdanie nie jest tautologig. Oznacza to, ze ma wartosc¢ logiczng 0.
Zapisujemy to w skrdcie:

H: w(~ (p Ag) &~ pv ~q)=0.

Rownowaznosc jest zdaniem fatszywym gdy zdania po obu stronach réwnowaznosci majg réozne wartosci
logiczne, czyli

w(~(pAg))=1iw(~pv~gq)=0
lub

II: w(~(pAg))=0 i w(~pv~gq)=1

Zatem mamy do rozpatrzenia dwa przypadki | i ll. Rozwazymy teraz I:
Z drugiego warunku, czyli w(~ pv ~ g)=0 otrzymujemy jednoznacznie
w(~p)=0 i w(~g)=0, wtedy w(p)=1i w(g)=1.
A zatem w( p A q)=1, czyli w(~( p Aq))=0, co jest sprzeczne zw(~ (p A q) )=1.
Rozwazymy teraz przypadek Il:
Z pierwszego warunku, czyliw(~ (p Aq))=0 i otrzymujemy w( p Ag)=1
wtedy w(p)=1iw(g)=1.

A zatem w(~p)=0 i w(~q)=0, czyli w(~ pVv ~ g)=0, co jest sprzeczne z drugim warunkiem w Il, czyli
w(~ pv ~q)=1.

W obu przypadkach, gdy réwnowaznos¢ jest fatszywa otrzymalismy sprzeczno$¢ w rozumowaniu, czyli
hipoteza bytfa fatszywa. Zatem zdanie ~ (p A g) <>~ pVv ~ g jest tautologia.
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Podobnie mozecie samodzielnie udowodnic:
6. Prawo zaprzeczenia alternatywy: ~(p v q) = (~p) A (~q).

Prawa 8 i 9 nazywamy prawami de Morgana.
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Przedstawimy kolejne prawo logiczne na przyktfadzie:

Zapiszemy znane przystowie: , Gdzie kucharek szes¢, tam nie ma co jes¢” w postaci implikacji:

Jezeli jest kucharek szes¢, to nie ma co jesc.

Jako przystowie wiemy, ze jest to zdanie prawdziwe. Zbadamy zaprzeczenie tej implikacji, ktére bedzie
zdaniem fatszywym. Pamietamy, ze implikacja jest fatszywa wytacznie gdy poprzednik jest prawdziwy, a
nastepnik fatszywy. Zatem negacjg naszej implikacji jest:

Jest kucharek szes¢ i jest co jesc.

Otrzymalismy

Udowodnijmy je! ©

Zastosujemy metode tabelkowg (dla leniuszkéw ©):

7. Prawo zaprzeczenia implikacji: ~(p = q) < (p A ~q).

p q pP=q ~(p=>q) | 4 PA~9q ~(p=>q) = (pA~q)
1 1 1 0 0 0 1
0 0 1 0 1 0 1
1 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 0 1

W ostatniej kolumnie sg same jedynki, zatem badane zdanie jest tautologia.

Stosujac do prawa 10 poznane prawo de Morgana - 8 mozecie udowodnic:

8. Prawo eliminacji implikacji: (p = q) < (~p v q).

Udowodnijcie samodzielnie metodg np. dla , leniuszkdw”, ze sg tautologiami nastepujace prawa:

9. Prawo podwdjnego przeczenia: ~(~p) < p.
10. Prawo wyfaczonego srodka: w(p v ~p) =1

11. Prawa pochtaniania: [p A (pv q)] = p oraz [pVv (pAq)] = p.
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Przykfad

Zadajmy pytanie: Jakg warto$¢ logiczng ma wyrazenie

x> x

Odpowiedz na to pytanie jest prosta. Wartosc¢ logiczna podanego wyrazenia zalezy od wartosci zmiennej x.
Zatem wyrazenie X* > X nie jest zdaniem, gdyz jego warto$¢ logiczng poznajemy dopiero po podstawieniu

konkretnej wartosci za zmienng x.

Zatem zauwazamy potrzebe rozpatrywania tzw. formy zdaniowej.

Forma zdaniowg zmiennej x nazywamy wyrazenie zawierajgcg zmienna x, przy czym, to wyrazenie staje sie
zdaniem logicznym dopiero po zastgpieniu x nazwg pewnego elementu.

Uwaga. Kazde réwnanie jest formg zdaniowa

Przy formach zdaniowych mozemy uzywad kwantyfikatoréw (wyrazen opisujgcych zakres przebiegu
zmiennej) w celu wiekszej precyzji wypowiedzi.

Przykfad
Dla kazdej liczby catkowitej x: x% > x.
Tutaj zmienna x przebiega zbidr liczb catkowitych.

Istnieje jabtko, ktore jest zgnite.
Tutaj zmienng sg jabtka, a kwantyfikator istnieje okresla, ze przynajmniej jeden element spetnia forme
zdaniowa: jabtko jest zgnite.
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Kwantyfikatory

Uscislijmy pojecie kwantyfikatora.

Definicja

e Wyrazenie ,dla kazdego x ...” nazywamy kwantyfikatorem duzym lub ogélnym i zapisujemy \V/x

(ang. for all, czesto tez uzywa sie oznaczenia: VAN ).
X

e Zwrot ,istnieje takie x, ze ...” nazywamy kwantyfikatorem matym lub szczegétowym i zapisujemy

E|x (ang. exists, czesto tez uzywa sie oznaczenia: \/ ).
X

Do zdan zawierajgcych kwantyfikatory mozemy stosowac funktor przeczenia. Méwimy wtedy np. nie
prawda, ze istnieje taki element x, ktéry spetnia forme zdaniowa. Wydaje sie oczywistym, ze skoro takiego
elementu, ktéry spetnia forme zdaniowa nie ma, to ta forma nie jest spetniona dla wszystkich elementéw x.
Takie rozumowanie jest catkowicie poprawne i w sposéb formalny zapisujemy je jako jedno z praw de

Morgana.
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Przyktady

Powiedzie¢, ze "nieprawda, ze wszystkie liczby naturalne sg parzyste" jest tym samym, co powiedzie¢, ze
"istnieje taka liczba naturalna, ktéra nie jest parzysta".

Prawa de Morgana dla kwantyfikatoréw
~ (Fet(x)) = Veex(~ ()

~ (Vzexdl(x)) <= Frex(~ o(z))
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Zadanie

Czy prawdziwe jest zdanie:

L/ _x >0.

Zdanie, to nie jest prawdziwe, gdyz dla x = Ozdanie x* > 0 jest fatszywe.

2. 3 _ x—234<0.

Zdanie jest prawdziwe, bo znajdziemy takie x naturalne np. 233, aby warunek byt spetniony.

3. V. i3 +y=0.

Jest to zdanie prawdziwe, bo dla kazdej liczby rzeczywistej x istnieje do niej liczba przeciwna.
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Zbiory

W otaczajgcym nas $wiecie zauwazamy rézne zbiory, np. zbidr ucznidw w klasie, zbiér monet, gwiazdozbidr,
.... Rbwniez w matematyce zbiér zajmuje bardzo wazne miejsce.

Zbidr jest pojeciem pierwotnym, niedefiniowanym. Oznacza to, ze wiemy co to jest, postugujemy sie tym
pojeciem, czyli mamy tzw. intuicje pojecia, ale go nie definiujemy. Aby jednak na tym nie poprzestac i
powiedzieé o co tu chodzi, to takg pseudodefinicjg mogtoby by¢: "cos, co zawiera elementy"”. Oczywiscie
taka pseudodefinicja jest niepoprawna, gdyz moze prowadzi¢ do wielu paradokséw. Chetnych zapraszamy
do poszukania informacji o Paradoksie Russella, czy paradoksie fryzjeréw itp.

Zbiorem pustym nazywamy zbidr, ktdry nie zawiera zadnego elementu. Oznacza sie go @.

llo$¢ elementdw zbioru A oznaczamy symbolem | A | lub card A (od stowa cardinal).
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Pomiedzy zbiorami zachodzg nastepujace relacje:
Zawieranie sie zbioréw
Zbidr A zawiera sie w zbiorze B wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element zbioru A jest jednoczesnie

elementem zbioru B. Sytuacje takg oznaczamy 4 — B, a o zbiorze A méwimy, ze jest podzbiorem zbioru B.
Zapisujemy totak: Ac B<>(ae A=>aeB)

lubinaczej: A B <:>‘v’aeAa eB.

A jest podzbiorem B

Przyktad
Zbidr liczb parzystych jest podzbiorem zbioru liczb naturalnych.
Niektore proste wtasnosci inkluzji (zawierania sie ) zbiorow

o 7a:0C A (zbior pusty jest podzbiorem dowolnego zbioru A)
e Va:ACA (kaidy zbiér jest swoim podzbiorem).

Podzbidér wtasciwy

lesli Ac B i A# B, to méwimy, ze A jest podzbiorem wtasciwym zbioru B.

RAwnos$¢ zbiorow
Moéwimy, ze zbiory A i B sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element zbioru A nalezy do zbioru B i

kazdy element zbioru B nalezy do zbioru A. Zapisujemy to tak:

A=B<(AcBABcA),

co inaczej mozemy zapisac:


http://brain.fuw.edu.pl/edu/Plik:Venn_A_subset_B.svg

A=B&oV (ac A< aeB).

Suma zbioréw

Suma zbiorow A i B nazywamy zbior tych elementdw, ktore nalezg do co najmniej jednego z tych
zbioréw. Zapisujemy to jako:

AUB={r:re Avzre B}

Przeciecie zbiorow

Przecieciem (iloczynem) zbioréow A i B nazywamy zbidr tych elementow, ktére nalezg do obu zbioréow.
(Przeciecie nazywamy tez czescig wspdlng). Zapisujemy to jako:

AnNB={r:re Anz e B}

Réznica zbiorow
Roéznice zbioréw A i B zapiszemy juz tylko wzorem i zilustrujemy:

A\B={r:xe AANr¢g B}


http://brain.fuw.edu.pl/edu/Plik:Venn0111.svg
http://brain.fuw.edu.pl/edu/Plik:Venn0001.svg

Rdznica
A\B

Przyktad

Niech zbidr A oznacza dziewczeta startujgce w wyborach miss szkoty bedgce blondynkami lub brunetkami, a
zbiér B oznacza zbior blondynek biorgcych udziat w tych wyborach. Wtedy zbidr A\B tworzq brunetki.

Roztacznosc¢ zbioréw

Moéwimy, ze zbiory A i B sg roztgczne wtedy i tylko wtedy, gdy nie majg wspdlnych elementéw, tzn. gdy
AnNB=0,

Dla zbioréw definiujemy takze pojecie dopetnienia
Dopetnienie zbioru

Kazdy zbiér A mozemy uwazad za podzbior jakiegos$ wiekszego zbioru Q (wtedy Q nazywamy nadzbiorem
zbioru A).

Definicja

Dopetnieniem zbioru A do zbioru Q nazywamy zbiér A' = Q\A (Czasem dopetnienie A oznacza sie tez A od
"complement").

Przy dowodach zaleznosci pomiedzy zbiorami wykorzystujemy definicje dziatan na zbiorach oraz prawa
rachunku zdan.

Przyktad

Analogicznie jak w rachunku zdan mamy prawa de Morgana dla zbioréw:

~(4UB)=~ An~ B, ~(ANB)=~ AU~ B


http://brain.fuw.edu.pl/edu/Plik:AVenn0100.png
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Waznym pojeciem w rachunku zbiordw jest iloczyn kartezjariski

lloczyn kartezjanski zbiorow

lloczynem kartezjariskim zbioréw A i B nazywamy zbiér par uporzadkowanych (a,b), gdzie @ € Abe B,
Ax B :={(a,b):a€ A, b e B}

Przykfad

NiechT.y € A =E, Wtedy (x,y) — pare liczb rzeczywistych mozna interpretowac jako wspoétrzedne
punktu na ptaszczyznie. Tak wiec E x I, to pfaszczyzna.

Przykfad

1. Niech A oznacza zbidr dat, B oznacza zbiér miejsc na Ziemi; wtedy AxB= Mﬂtm ’“1535’35} mozna
interpretowac jako zbidr zdarzen historycznych.

2. Podac interpretacje geometryczng w ukfadzie wspétrzednych zbioru: A X B :

A={23}, B={l} U(23).

Logike stosujecie takze w zyciu codziennym:

W klasie...

Sposrdd ucznidw w klasie:

50% ma czarne wtosy,
25% ma blond wtosy,
33% to dziewczynki,
67% to chtopcy.

a) Wszyscy uczniowie o wtosach blond to chtopcy.
b) Niektdérzy chtopcy majg czarne wiosy.
c) Niektorzy uczniowie o wiosach blond to dziewczynki.



d) Zaréwno chfopcy, jak i dziewczynki majg czarne witosy.

Pytanie: Ktére z nastepujgcych zdan jest na pewno prawdziwe?

Prawidtowa jest odpowiedz b)

Przyktadem logicznego myslenia jest analiza rozwigzania nastepujgcego problemu:

Trzech przyjaciot

Jasio, Jézio i Czesio uprawiajg po dwie dyscypliny sportowe kazdy: zajmujg sie pitkg nozng,
ptywaniem, siatkdwka, koszykéwka, skokami narciarskimi i fyzwiarstwem.

Z podanych nizej faktéw nalezy wywnioskowa¢, jakim dwém dyscyplinom oddaje sie kazdy z trzech

chtopcow:

1. Pitkarz obrazit siatkarza, wysmiewajac jego dtugie wtosy,

2. Zaréwno siatkarz, jak i tyzwiarz chodzili na ryby z Jasiem,

3. Koszykarz odkupit rekawiczki od pitkarza,

4. Pitkarz zalecat sie do siostry koszykarz,

5. J6zio pozyczyt od tyzwiarza 20 ztotych i oddat je ptywakowi,
6. Czesio lepiej ptywa zaréwno od Jézia, jak i od koszykarza.

Rozwigzanie:

Dla utatwienia rozwazan rozwigzujac tego typu tamigtéwki, rejestrujemy dane w tabelkach. Zwykle tez

mamy do czynienia zdwoma typami danych (w naszym przypadku imiona i sporty). Wéwczas konstruujemy

tabele, w ktdrej wiersze odpowiadajg jednemu typowi danych, a kolumny drugiemu typowi. Zatem
powinnismy skonstruowac nastepujacg tabele

sporty
pitkarz | koszykarz | skoczek | ptywak | tyzwiarz | siatkarz
Jasio
Jozio
Czesio

W naszym przypadku mamy dodatkowe utrudnienie polegajace na tym, ze podane osoby mogg uprwiac nie

jeden a dwa sporty. W tym celu dodajemy jeszcze dodatkowe wiersze sportow.

pitkarz

koszykarz

skoczek

ptywak

tyzwiarz | siatkarz

Jasio

Jézio

Czesio

pitkarz

koszykarz

skoczek

ptywak




tyzwiarz

siatkarz

Wszelkie informacje bedziemy zapisywac uzywajac oznaczen:

,+” gdy dana osoba uprawia dany sport,

,— gdy dana osoba nie wykonuje okreslonej dyscypliny.

Nastepnym etapem jest juz analiza zadania (kazdego z warunkow).
1. Zwarunku 1 wynika, ze pitkarz nie moze by¢ siatkarzem.

pitkarz | koszykarz | Skoczek | ptywak | tyzwiarz | siatkarz

Jasio

Jozio

Czesio

pitkarz —

koszykarz

skoczek

ptywak

tyzwiarz

siatkarz —

2. Z warunku 2 wynika, ze siatkarz nie moze by¢ tyzwiarzem oraz, ze Jasio nie jest ani siatkarzem, ani
tyzwiarzem.

pitkarz | koszykarz | skoczek | ptywak | tyzwiarz | siatkarz

Jasio — —

Jézio

Czesio

pitkarz —

koszykarz

skoczek

ptywak

tyzwiarz —

siatkarz — _

3. Zwarunkoéw 3i4 wynika, ze koszykarz nie jest pitkarzem.

pitkarz | koszykarz | skoczek | ptywak | tyzwiarz | siatkarz

Jasio - -

Jézio

Czesio

pitkarz — —

koszykarz —

skoczek

ptywak




tyzwiarz —

siatkarz — —

4. Z warunku 5 mamy, ze J6zio nie jest ani fyzwiarzem, ani ptywakiem oraz tyzwiarz nie moze by¢
ptywakiem (zastandéw sie dlaczego?).

pitkarz | koszykarz | skoczek | ptywak | tyzwiarz | siatkarz

Jasio - -

Jozio — —

Czesio

pitkarz — —

koszykarz —

skoczek

ptywak —

tyzwiarz — —

siatkarz — —

5. Z warunku 6 mamy, ze ani Czesio ani Jozio nie jest koszykarzem, wiec koszykarz to Jasio.

pitkarz | koszykarz | skoczek | ptywak | tyzwiarz | siatkarz

Jasio + — —

Jézio — — —

Czesio —

pitkarz — —

koszykarz —

skoczek

ptywak —

tyzwiarz — —

siatkarz — _

Po wykorzystaniu warunkéw zadania nalezy dokona¢ analizy tabeli

6. tyzwiarzem nie jest ani Jasio ani Jézio, czyli musi nim by¢ Czesio. Poniewaz tyzwiarz nie moze by¢ ani
ptywakiem ani siatkarzem (tam sg minusy), wiec Czesio nie jest ani ptywakiem ani siatkarzem.

pitkarz | koszykarz | skoczek | ptywak | tyzwiarz | siatkarz

Jasio + - -

Jézio — — —

Czesio — — + —

e || - | ] ] ] -




koszykarz —

skoczek

ptywak —

tyzwiarz — —

siatkarz — —

7. Dalej widzimy, ze ptywakiem jest Jasio, a siatkarzem Jézio.

pitkarz | koszykarz | skoczek | ptywak | tyzwiarz | siatkarz

Jasio + + — —

Jézio — — — +

Czesio — — + —

pitkarz — —

koszykarz —

skoczek

ptywak —

tyzwiarz — —

siatkarz — —

8. Jasio ma juz dwie dyscypliny, wiec nie jest ani pitkarzem, ani skoczkiem. Z dolnej tabeli siatkarz nie
jest pitkarzem, czyli Jézio, ktdry jest siatkarzem nie jest pitkarzem.

pitkarz | koszykarz | skoczek | ptywak | tyzwiarz | siatkarz

Jasio — + — + — —

Jézio — — — — +

Czesio — — + —

Pitkarz — —

Koszykarz —

Skoczek

ptywak —

tyzwiarz — —

siatkarz — —

9. Zatem Czesio jest pitkarzem i to jest jego druga dyscyplina, wiec nie jest skoczkiem.



pitkarz | koszykarz | skoczek | ptywak | tyzwiarz | siatkarz

Jasio — + — + — —

Jozio — — — — +

Czesio + — — — + —

pitkarz — —

koszykarz —

skoczek

ptywak —

tyzwiarz — —

siatkarz — —

10. Tym samym pozostaje, ze skoczkiem jest Jozio

pitkarz | koszykarz | skoczek | ptywak | tyzwiarz | siatkarz

Jasio — + — + - -

Jézio - — + — - +

Czesio + — — — + —

pitkarz — —

koszykarz —

skoczek

ptywak —

tyzwiarz — —

siatkarz — _

Odp. Jasio jest koszykarzem i ptywakiem, Jozio skoczkiem i siatkarzem, Czesio zas zajmuje pitka nozng i
tyzwiarstwem.
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Zadania

Zadanie 1.
Podaj wartos¢ logiczng zdan:

a) ~(\/5 < 2)’
b) (2° =1)v (2° =0)

’

o) 3<3)A (2 =8)

d (7>4)= (7{2 < 10)

e) nieprawda, ze suma katoéw wewnetrznych w tréjkacie jest réwna 27,

f) dtugosc okregu jest mniejsza od dtugosci jego Srednicy lub dtugos¢ okregu jest wieksza od dtugosci jego
promienia,

g) suma katéw wewnetrznych w réwnolegtoboku jest rowna 27 i dtugos¢ obwodu rownolegtoboku jest
wieksza od sumy dtugosci jego przekatnych,

h) jezeli liczba 8 jest podzielna przez 5, to liczba 8 jest podzielna przez 3,

)V12% +7% =19 v 4P+ 4%+ 40440 =4%,

j) istnieje liczba pierwsza mniejsza od liczby 2.

Zadanie 2.

Okresl, ktére z ponizszych wyrazen jest zdaniem, a ktore formg zdaniowa.

a) Odwrotnos¢ liczby a jest réwna 4 lub a jest liczbg podzielng przez 3.

b) Istnieje liczba rzeczywista p, ktérej wartos¢ bezwzgledna jest liczbg niedodatnia.

c) Pierwiastek kwadratowy z kwadratu dowolnej liczby rzeczywistej y jest rowny wartosci bezwzglednej tej
liczby.

d) x*+2x-4

e) Dowolna liczba rzeczywista x jest rowna swojej odwrotnosci.

f) 3 <243 =300,

Zadanie 3.
Podaj zaprzeczenie zdania: Jesli bede otrzymywat dobre stopnie w liceum to dostane sie na studia lub
wyjade na stypendium za granice.

Zadanie 4.
Wiadomo, ze w(p A q) = 1. Jakg wartos¢ logiczng ma zdanie: [(“p <q) A (p vq)] = qg?

Zadanie 5.
Wiadomo, ze w(p = q) = 0. Jakg wartos$¢ logiczng ma zdanie: [(*p < q) A (p vq)] =q?

Zadanie 6.
Sprawdz, czy podane wyrazenia rachunku zdan sg tautologiami (prawami rachunku zdan):

a) pv(~p)
b) p &~ (~ p)



dp=q)=9)=p)
d~(p=q)=pal-q)

e) ~(pva)= (- p)al~q)
f~(rg)=(=p)vi-q)

8 [(p=a)r(~q)=(~p)

h [(pva)erlellp=r)rlg=r)]

Zadanie 7.
Poda¢ wartosci logiczne zdan:

a) vV \/? =X,
b) 3 . x° —\2x=0,
o) V. V.px +xy=0,

xeR
d) V3,0 V' + 30 =0,
e) vyeRaxeR y2 +x.y = O

Zadanie 8.

Na ptaszczyznie z prostokatnym uktadem wspétrzednych zaznacz zbidr wszystkich punktow, ktérych
wspotrzedne spetniajg forme zdaniowa

a)x+y—-1>0A—x+y+1>0,

b) x—y+2<0vx+y—-3>0.

Zadanie 9.

Zbidr A oznacza zbidr liczb naturalnych mniejszych od 10; B oznacza zbiér liczb catkowitych parzystych,
ktorych odlegtosc od 0 na osi liczbowej jest niewieksza od 8.

a) Wypisz elementy zbioru A i elementy zbioru B.

b) Wskaz liczby pierwsze nalezace do zbioru A.

¢) Znajdz zbiory AUB, ANB.

d) Wypisz elementy zbioru A \ B.

Zadanie 10.
Wyznacz zbiory AUB,DNA,C\B,B\D,(AVC)\B,D\(ANC), jesli:

A={x:x2—920}, B:{x:x2—8x+l6:0}, C:{x:|x|=3}, D:{x:xeN/\x|l2}.

Zadanie 11.

Wykaz, ze dla dowolnych zbioréw A,B zachodzg réwnosci
a)A\(A\B)=ANB,

) (AUB)\ (4N B)=(4\B)U(B\ 4),

d)(4UB)\ 4=B\(4NB).

Zadanie 12.

Poda¢ interpretacje geometryczna w uktadzie wspétrzednych zbioru: A X B, gdy:
a) A=[1,2], B=[-13),

by A={x:|x|>2}, B={x:]x+1|<3}.




Zadanie 13*.

Udowodni¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B, Ci D zachodzg nastepujace implikacje
a) (AcB)A(Cc D)= (AnC) (BN D)),

b) (4= B)A(C < D) =((4\D)=(B\C)).

Zadanie 14*,
Niech A,,..., A, bedg pewnymi zbiorami i niech k <n.Udowodnic, ze suma wszystkich iloczynéw &

réznych zbioréw sposrod zbiordw 4, jest rowna iloczynowi wszystkich sum 7 —k +1 réznych zbioréw

sposrod 4;.

Rozwigzania:

Zad.1.a)1,b)0,c)1,d)1,e)1,f)1,g)1,h)1,i)0,j)0.

Zad. 2. a) Forma zdaniowa, b) Forma zdaniowa, c) Zdanie logiczne, d) ani forma zdaniowa ani zdanie, e)
Zdanie logiczne, f) Zdanie logiczne.

Zad. 3. Bede otrzymywat dobre stopnie w liceum i nie dostane sie na studia i nie wyjade za granice.
Zad. 4.1

Zad.5.0

Zad. 6. a) Tak, b) Tak, c) Tak, d) Nie, e) Tak, f) Tak, g) Tak, h) Nie.

Zad.7.a)0,b)1,c)0,d)1,e)1.

Zad. 8. a) b)
~ Y
e {l
1 / \\ o 2™
s X
AN 1 .
/ N g

Zad. 9. a) A={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, B={-8,-6,-4,-2,0,2,4,6,8}

b) 2,3,5,7, c) AUB={-8,-6,-4,-2,0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, ANB={2,4,6,8}

d) A-B={1,3,5,7,9,10}.

Zad. 10. AUB={-3,3,4}, DnA={3}, C-B={-3,3}, B-D=, (AuC)-B={-3}, D-(AnC)={1,2,4,6,12}.
Zad. 12. a) b)
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¥ |
I

- =

3 (4] e : T
N - :

o = N, o o K

1 ‘ . Ry * S

e S
L g ;




Slajd

Test wyjscia

Zad. 1. Podaj wartosc logiczng zdan:
1.1. Liczba 3 jest dzielnikiem liczby 7 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba 5 jest dzielnikiem liczby 5.

a)l, b) 0.

odp. b

1.2. VI +6° =18 v30+3%0430=3%

a)l, b) 0.

odp. b

1.3. Istnieje liczba pierwsza mniejsza od liczby 13 a wieksza od 10
a)1, b) 0.

odp. a

Zad. 2. Okredl, ktore z ponizszych wyrazen jest zdaniem, a ktére forma zdaniowa.
2.1. Odwrotnos¢ liczby a jest réwna 5 lub a jest liczbg podzielng przez 7

a) Zdanie; b) Forma zdaniowa; c) Nie jest ani zdaniem, ani forma zdaniowa.
odp. b

2.2. X*+2x-9

a) Zdanie; b) Forma zdaniowa; c) Nie jest ani zdaniem, ani formg zdaniowa.
odp. c

Zad. 3. Wiadomo, ze w(p A q) = 1.

Jakag wartos¢ logiczng ma zdanie: [("p < g) A (p A Q)] <= g?
a)l, b) 0.

odp. b

Zad. 4. Wiadomo, ze w(p = q) = 0.

Jaka wartos¢ logiczng ma zdanie: [(p < ~q) A (p v q)] = q?
a)l, b) 0.

odp. b

Zad. 5. Ktore z ponizszych wyrazen rachunku zdan jest tautologia (prawem rachunku zdan):
a) pA(~p),
b) (pvg)=[pA(~q),

Jlp=a)rlg=r=(p=r).
odp.c

Zad. 6. Negacjg zdania: Jest smutno wtedy i tylko wtedy, gdy pada deszcz jest zdanie:
a) (Jest smutno i nie pada deszcz) lub (pada deszcz i nie jest smutno);
b) Nie jest smutno gdy pada deszcz;



c) Gdy jest smutno nie pada deszcz.
odp. a

Zad. 7. Poda¢ wartosci logiczne zdan:

71. dxeR dyeR, x*+xy=0,

a)1, b) 0.

odp. a

7.2.3dyeRVxeR, Yy +xy=0,
a)1, b) 0.

odp. a

73. 3xeRVyeR, y*+xy=0,
a)1, b) 0.

odp. b

Zad. 8. Na ptfaszczyznie z prostokatnym uktadem wspédtrzednych zaznacz zbiér wszystkich punktéw, ktérych
wspotrzedne spetniajg forme zdaniowa
~y>3) A y—x<6.

6 \.6
AR AR
AN 4

a) b)
odp. a

Zad. 9. Zbidr A oznacza zbidr liczb naturalnych mniejszych od 12; B oznacza zbiér liczb catkowitych
parzystych, ktérych odlegtos¢ od 0 na osi liczbowej jest niewieksza od 10.

9.1. Wypisz elementy zbioru A i elementy zbioru B.

a) A={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}, B={-8,-7,-6,-4,-2,0,2,4,6,7,8},

b) A={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}, B={-10,-8,-6,-4,-2,0,2,4,6,8,10},

c) A={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}, B={-10,-8,-6,-4,-2,0,2,4,6,8,10}.

odp. c

9.2. Wskaz liczby pierwsze nalezace do zbioru A.
a) {1,3,5,7,11},

b) {2,3,5,7,11},

¢){1,2,3,5,7,11}.

odp. b

9.3. Znajdz zbiory AUB, ANB.

a) AuB={-10,-8,-6,-4,-2,0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} , AnB={2,4,6,8,10},

b) AUB={-10,-8,-6,-4,-2,0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} , AnB={2,4,6,8},

c) AuB={-10,-8,-6,-4,-2,0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} , AnB={2,4,6,8,10}.
odp. a

9.4. Wypisz elementy zbioru A \ B i opisz ten zbidr za pomocg symboli.



a) A\ B={1,3,5,7,9,11}, b) A\ B={-10,-8,-6,-4,-2,0,2,4,6,8,10}, c) A\B={0,1,3,5,7,9,11}.
odp. a

Zad. 10. Wyznacz zbiory: AUB,DNA,C\B,B\D,(AUC)\B,D\(ANC), jesli:
A={x:x2—16:0}, B:{x:x2—8x+l6=0}, C:{x:|x|=4}, D:{x:xeN/\x|8},

a) AUB=1{-44}, DNnA={-4}, C\B={4}, B\D=¢,(AUC)\ B={-4},D\(ANC) = {12,8},

b) AuB={-44}, DNnA={4},C\B={4}, B\D=¢,(AVC)\B={-4},D\(ANC)={1,2,8},¢)
AUB={-4}, DNnA=4{4},C\B={-4},B\D=¢,(AVC)\B={-4},D\(ANC)={1,2,48}

odp. b

Zad. 11. Wyznacz zbiory (AN B) U C oraz (C\B)M A4, jesli:

A={x:(x—3)(x+6):()}, B={x:x=3p/\peZ/\—6SpS3}, Cz{x:xeN /\2x<9}.
a) (ANB)uC={-61,23}, (C\B)NnA=4,

b) (AN B)LuC={,23},(C\B)nA=¢.

odp. a

Zad. 12. Poda¢ interpretacje geometryczng w ukfadzie wspétrzednych zbioru: A X B :
12.1. A=(-L5], B=[-3.3),
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odp. a

122, A={x:|x[>5}, B={x:|x+3[<2}.
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odp. b
Zad. 13.Znalez¢ AU B, ANB, A\B, B\ 4, jezeli:
A={xeR:|x-1<2}, B=f{reR:x¥*-6x+9<0}.

a) AUB=[-13], AnB=3, A\B=(-12), B\ A4=3,
b) AUB=(-13], AnB=¢, A\B=(-13), B\A=3,
o) AUB=[-13], AnB=¢, A\B=(-13), B\A=3,
d) AUB=(-13], AnB=3, A\B=(-12), B\A=3.



odp. b

Zad. 14. Czy dla dowolnych zbioréw A, B powiedz czy zachodzi réwnos¢
(AUB)\A=B\(4NB)?

a)1, b) 0.

odp. a

Zad. 15%*. Czy dla dowolnych zbioréw A, B, Ci D prawdziwa jest nastepujgca implikacja:
(AcB)A(Cc D)= ((4UC) c(BUD))?

a) TAK, b) NIE.

odp. a



Slajd
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