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1 Wstep

Prezentacja jest skierowana do tych uczniow, ktorzy pora-
dzili sobie z materiatem i zadaniami, zawartymi w 1-j cze-
sci prezentacji. Korzystajac ze zdobytej wiedzy i umiejet-
nosci, wypracowanych podczas samodzielnej pracy, moze-
my zajac sie bardziej skomplikowanymi zadaniami. Pro-
sze nie zniechecac sie po przeczytaniu zwrotu ” skompliko-
wane zadania”’. Wszystkie zadania do samodzielnej pracy
beda poprzedzone przyktadami z zamieszczonymi rozwia-
zaniami, lub ze wskazéwkami do rozwiazania. Tak wiec
po tym bardzo krétkim wprowadzeniu pospieszmy si¢ do
dziela, 1 oczywiscie zyczymy przyjemnej lektury!



2 Pojecia wstepne

Na poczatku przypomnijmy podstawowe definicje i1 twier-
dzenia, z ktorych bedziemy korzystali podczas naszej wspol-
nej pracy. W razie koniecznosci bedziemy wprowadzad
kolejne pojecia.



Definicja.
Zalézmy, ze a € R\{0}, b, ¢ € R. Funkcje

y=ax’+bx+c

nazywamy funkcja kwadratowa (albo tréjmia-
nem kwadratowym), a réwnanie

ax’+bx+c=0

nazywamy rownaniem kwadratowym.



Definicja.
Wyrazenie A = b — 4ac nazywamy wyrézni-
kiem réwnania kwadratowego (albo odpowia-
dajacego temu réwnaniu trojmianu kwadrato-
wemu y = az’+bx + c).



Twierdzenie.

a) Jezeli A > 0, to pierwiastkami réwnania
kwadratowego s3:

N

S 20

—b+ /A

Tg= ——"—.
2a

b) Jezeli A < 0, to réwnanie kwadratowe nie
ma pierwiastkow rzeczywistych.



Whnioski:

1. Jezeli A > 0, to rownanie kwadratowe ma dwa rézne
pierwiastki x, 9.

2. Jezeli A =0, to x1 = 29 = —2—ba.



Rozwigzujac zadania, w ktorych wystepuje funkcja kwa-
dratowa, czesto korzystamy ze wzoréw Viete'a:



Twierdzenie.

Jezeli r; i 9 sg pierwiastkami réwnania kwa-
dratowego az’+bx +c =0, to

T+ Ty = -

X1 Xy =



Przyktad 1.

Dane jest rownanie
>+ bz +c=0.

Wyznaczy¢ rownanie kwadratowe, pierwiastkami ktorego

beda:

2 2.
Y1 = Iy -+ Lo,

3 3
Yo = a7 + T5.



Rozwigzanie.

Zgodnie z twierdzeniem Victe'a
r1+x9=—0,

T1Xy = C.

Szukajac odpowiedzi, bedziemy rowniez korzystaé z pro-
stych tozsamosciowych przeksztalcen:

ylzx%—l—xgz(x1+x2)2—2x1x2:b2—20;

Yy = To+xs = (1141s) (25 +x5—21 25) = — b (b*—3¢) = 3bc— b’
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Aby wyznaczy¢ poszukiwane réwnanie, jeszcze raz sko-
rzystamy z twierdzenia Viete'a:

y? — (B> —2c+3bc—b)y+ (b* —2¢)(3bc—b*) = 0.

Jak widac, to pozornie trudne zadanie okazato sie bardzo
proste. Teraz bez zadnego problemu poradzicie sobie z
nastepnym zadaniem. Tym razem wykonajcie go samo-
dzielnie.
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Przyktad 2.

Dane jest rownanie
ax’+br+c=0.

Wyznaczy¢ takie rownanie kwadratowe, pierwiastkami
ktérego sq:

1
y1 = —,
X1
1
Yg = —.
X2

To zadanie nie jest trudne, sprobuj rozwigzac¢ go samo-
dzielnie.
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Rozwigzanie.

W zwiazku z tym, ze rozwiazanie tego zadania przepro-
wadza si¢ tak samo, jak zadania 1, podamy tylko wynik -
mamy nadzieje, ze otrzymany przez Ciebie jest taki sam:

cr’+br+a=0,
a #0,c# 0.

Poréwnajcie réwnania wyjsciowe i otrzymane.
Na pewno zobaczyliScie symetryczng zamiang wspotczyn-
nikéw a i ¢ - zaskakujacy wynik!
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Przyktad 3.

Dla jakich wartosci parametru a pierwiastki 7 1 a9
rownania kwadratowego:

+ar+1=0

spelniaja nieréwnosé:

2 2
x x
() () >
I I
To zadanie nie jest trudne, sprobuj rozwigzac¢ go samo-
dzielnie.
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Rozwigzanie.

Mam nadziej¢, ze po przeczytaniu zdania o tatwosci za-
dania, $wietnie sobie z nim poradzites(-a$)! Jezeli tak -
super, trzeba tylko sprawdzi¢ otrzymany wynik z odpo-
wiedzig, jezeli jednak nie udato si¢ znalez¢ rozwigzania -
nie warto wpada¢ w chandre 1 watpi¢ we wtasne mozli-
wosci. Zadanie wcale nie jest takie tatwe.

Rozwiazmy to zadanie wspolnie. Spdjrzmy na nieréw-
nos¢, ktora maja spetnia¢ pierwiastki danego nam row-
nania. Przeksztal¢my lewa strone nieréwnosci, podnoszac
do potegi drugiej osobno licznik i mianownik kazdego z
utamkow, a nastepnie przedstawmy sume dwoch utam-
kow w postaci jednego ze wspolnym mianownikiem - mo-
ze ten prosty zabieg naprowadzi nas na dalszy trop roz-

2 2 4 4
T To ri+x
T I T1T9

wigzania:
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Teraz napiszmy wzory Viete'a dla danego nam réwna-
nia;

T+ Ty = —a,

I Ty = 1.

Stad wnioskujemy, ze
xil + azg > 1.

Otrzymana nierownosé jest duzo tatwiejsza, niz pierwot-
na. Ale co dalej?
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Mamy jeszcze jeden, niewykorzystany poki co w zada-
niu, wzor Viete'a:

xr+ Ty = —a.

Trzeba poszukac sposobu na jego wykorzystanie. Uwzgled-
niajac, ze
7y = (21)°

1 korzystajac z bardzo prostych tozsamosciowych prze-
ksztalcen oraz wzoréw skroconego mnozenia (mam na-
dzieje, ze nikt nie ma najmniejszego problemu w opero-
waniu wzorami skréconego mnozenia!), mozemy przepro-
wadzi¢ dalsze obliczenia;

ri+as = (23423’ =227 5 = ((214-22)* =221 29)* =227 23
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Po przeprowadzonych przeksztatceniach ponownie za-
stosujmy wzory Viete'a;

14wy =[a* —2* —2> 1,

po uproszczeniu otrzymujemy nieréwnosé dwukwadrato-
Wa.:

at—4a>+1>0,

ktora rozwigzujemy, sprowadzajac ja do kwadratowej przez
podstawienie
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Ostatecznie rozwigzaniem zadania sg wartosci parame-
tru a, spetniajace warunki:

| > V2 + V3
a| > 2 — /3.
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3 Pomocne twierdzenia

Jeszcze troche teorii, abySmy mogli rozwigzywac ciekaw-
sze zadania.

20



Twierdzenie.

I. Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym,
aby pierwiastki tr6jmianu kwadratowego

y = ax’® + b + ¢
byty liczbami rzeczywistymi i mialy takie sa-
me znaki, jest spelnienie nastepujacych warun-
kow:

A =b" —4ac >0, x1x2:E>O,
a

przy czym obydwa pierwiastki beda wieksze od
0, jezeli dodatkowo bedzie spetlniony warunek:

b
1+ 19 =——>0,
a
i mniejsze od 0, jezeli

b
ZC1+CC2:—CL<O.
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Twierdzenie.

II. Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym,
aby pierwiastki tr6jmianu kwadratowego

y=az*+bxr+c

byty liczbami rzeczywistymi i mialy r6zne zna-
ki, jest spelnienie nastepujacych warunkéw:

A=b—4ac>0,

C
T1xo = — <0,
a

przy czym pierwiastek o znaku dodatnim be-
dzie mial wiekszg wartos¢ bezwzgledna, jezeli
spelniony bedzie warunek:

b
1+ 19 =——>0,
a
natomiast jezeli
b
1+ 19 =—— <0,
a

wtedy to ujemny pierwiastek bedzie mial wiek-
szg wartos¢ bezwzgledna.
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Przyktad 4.

Wyznaczy¢ wszystkie wartosci parametru a, dla ktorych
rownania

* +axr+1=0,
'+ r+a=0

maja co najmniej jeden wspoélny pierwiastek.
Prosze sie nie zniecheca¢ 1 rozwigzac¢ to zadanie samo-
dzielnie.

23



Rozwigzanie.

Mam nadziej¢, ze to nietypowe zadanie dato si¢ rozwig-
zac. Jezeli nie - prosze si¢ nie przejmowac, rozwigzemy go
wspolnie.

Przeanalizujmy tres¢ zadania. Informacja o tym, ze row-
nania majg co najmniej jeden wspoélny pierwiastek ozna-
cza, ze podane rownania moga miec¢ 2 lub 1 wspdélny pier-
wiastek.
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Zacznijmy od przypadku, gdy rownania majg 2 wspol-
ne pierwiastki. Jest to mozliwe, gdy réwnania maja iden-
tyczne wspotezynniki. W naszym zadaniu taka sytuacja
ma miejsce dla a = 1.
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Rozpatrzmy teraz przypadek a # 1 (niestety, jest on
trudniejszy!). Prosze zwrdci¢ uwage na fakt, ze jezeli licz-
ba 1 jest jednoczesnie pierwiastkiem réwnan f(x) =01
g(x) = 0, to ta liczba bedzie réwniez rozwiazaniem row-
nan f(x) £ g(x) = 0. Przeciwna sytuacja, niestety, nie
zawsze ma miejsce. Stad mamy tylko warunek koniecz-
ny, aby 2 rownania miaty wspolny pierwiastek. Stworzmy
roznice tych rownan:

(x2+aaj+1)—(az2+az+a>:().

26



Po prostych przeksztalceniach otrzymamy:

r(a—1)—(a—1)=0.

Poniewaz w zalozeniu a # 1, stad to x = 1, a poniewaz
rownania majg wspolny pierwiastek, to x1 = 1. Wyznacz-
my teraz wartos¢ wspotczynnika a. Podstawmy xz1 = 1
do danych nam réwnan:

l+a+1=0,

l1+14+a=0.
Stad a = —2. Czylidla a =11 a = —2 dane nam row-
nania majg co najmniej jeden wspolny pierwiastek.
Prosze jeszcze raz przeanalizowac rozwigzanie tego niety-
powego zadania.

27



Przyktad 5.

Przedstawi¢ trojmian kwadratowy w postaci kanonicznej
1 iloczynowej:

y=2x>—6x+4

To zadanie nie jest trudne, sprobuj rozwiagzac¢ go samo-
dzielnie.
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Rozwigzanie.

Pewnie nie miates wickszych probleméw z zadaniem?
Latwo sprawdzi¢, ze x1 = 1, xro = 2 sa pierwiastkami
roéwnania 222 — 6z + 4 = 0. Poniewaz a = 2, wiec

220 —6x+4=2(zx— 1)(z —2).
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Teraz posta¢ kanoniczna. Przypomnijmy wzor:
| o0
ar"+br+c=alx+—| ——.

2a da

Mozemy po prostu podstawi¢ do wzoru odpowiednie wspol-
czynniki naszego tréjmianu, ale wzoru mozemy po jakims
czasie zapomnie¢, warto wiec pozna¢ zasady jego two-
rzenia - wtedy latwiej nam bedzie w razie potrzeby go
odtworzy¢.
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Wykonajmy bardzo proste dziatania po prawej stronie
naszego wzoru, mianowicie zastosujmy wzor skroconego
mnozenia (te wzory sg bardzo pomocne, ich pamietac
nalezy!!!), wynik pomnézmy przez stata, po uproszczeniu

otrzymujemy:
| (0 -
ar"+br+c=alx+—| —— =
2a da
29 b +<b)2 b —4ac
=al|x rT—4+|—| | ——=
2a 2a da
—— b -4
—aa’+br+— — aC:axQ—i—b:U—i—c.

4a 4a
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Poréwnajmy wyrazenia zaznaczone klamra - sa takie
same, stad aby uzyskac posta¢ kanoniczng, trzeba w pierw-

szej kolejnosci wytaczy¢ przed nawias wspotczynnik przy

22, nastepnie uwzgledniajac wylacznie wyrazy zawieraja-

ce 22 i o, tak dobra¢ stala we wzorze skréconego mno-

zenia, zeby po jego rozwinieciu otrzymalismy doktadnie
2

takie same wyrazenia zawierajace = i1 x, jak w wyjscio-

Wym WZOrze.
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Przypomnijmy wzory skroconego mnozenia, z ktérych
bedziemy korzystac:

(y+t) =y>+ 2ty + %
(y—t)° =y*>— 2ty +t%

33



Zatem

227 — 62 +4=2(z> —32+2) =2

(x _ ;)2 +???] _

Co nalezy wpisa¢ w miejscu " 777",
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To jest proste:

3\ 2 9
(x—Q) :x2—3x—|—4,

po podniesieniu do kwadratu wyrazenia w nawiasach otrzy-
malismy stala, ktorg musimy uwzgledni¢ w dalszych ob-
liczeniach, pamictajac o tym, ze wolno nam dokonywac
tylko tozsamosciowych przeksztatcen, stad
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7;???79 — 9 _ 9 — _1

4 4
3}2 1 3\ 1
22° —6x+4=2 ( —) —= :2( —) N
T T+ (x 5 4) T 5 5

Umiejetnos¢ przeksztatcenia trojmianow kwadratowych
do postaci kanonicznej i iloczynowej jest bardzo wazna
czynnoscig, przyda sie ona na studiach wyzszych przy
obliczaniu catek, ale to tylko uwaga na marginesie.
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4 Rozwigzywanie ukladéw réwnan

A teraz bedziemy rozwigzywacé uktady réwnan. Pewnie
zastanawiasz si¢, dlaczego ten temat znalazt si¢ w 2 cze-
sci prezentacji? Przeciez to jest trywialne zagadnienie.
Prosimy jednak o pozostawienie oceny na temat prostoty
tematu na koniec lektury:.

Na poczatek rozwigzmy pare prostych uktadéw.
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Przyktad 6.

Rozwiaza¢ uktady rownan:

| 5:1:y—y2:9,
| 22—y =3.

5 x? — 5y = 10,
|l —bHy=1.

5 x? + 9% = 25,
2yt =T.
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Rozwigzanie.

Te zadania rzeczywiscie sa bardzo proste.

1 533y—y2:9,
| 22—y =3.

Ten uktad rozwigzujemy standardowa metodg po-
przez podstawienie.

Z, drugiego réwnania wyznaczamy wzor dla zmiennej
x, Wyrazonej przez zmienng ¥y i podstawiamy go do
pierwszego réwnania;

Say —y* =9,
r =5

39



Upro$émy rownanie, mnozac go przez 2, po prostych
przeksztatceniach otrzymamy:

15y +5y* — 2y* = 18,
y? 4+ 5y — 6= 0.
Rozwiazujac otrzymane rownanie kwadratowe i pod-

stawlajac wyznaczone wartosci y do wzoru na z,
otrzymamy 2 pary pierwiastkow.

40



Odpowiedz: (2;1), (—3; —6)
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5 1’ —5xy =10,
|lx—5y=1.

Ten uktad jest bardzo prosty, podamy tylko odpo-
wiedz do sprawdzenia.
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Odpowiedz: (10; 7).
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3 2?4 y? = 25,
22— =T

Ten ukiad tez jest bardzo prosty - wystarczy dodac
stronami obydwa réwnania - otrzymamy proste row-
nanie wzgledem zmiennej x:

7’ = 16.

Po wyznaczeniu dwoch wartosci zmiennej x, podsta-
wiamy je do wybranego rownania, wyznaczajac ¥.
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Odpowiedz: (4;3), (4;—3),(—4;3),(—4;—=3) .
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Po tej "rozgrzewce” mozemy przystapi¢ do ciekaw-
szych zadan.
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Przyktad 7.

Wyjasnic¢ czy dane rownania maja rozwigzania, wyko-
rzystujac w tym celu metode graficzna.

L. %: —
2 x2=_0
3. 2% = (x — 4)°

47



Prosze nie $pieszy¢ si¢ zagladac¢ do rozwigzania - warto
samemu troche "powalczy¢” z zadaniem. Chyba ze z tym
rownaniem poradziliscie sobie btyskawicznie. Jezeli tak -
bardzo si¢ ciesze, jezeli mieliscie problemy z rozwigzaniem
- uszy do gory, wspolnie rozwigzemy jedno zadanie, a z
reszta poradzicie sobie na pewno.
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Rozwigzanie.

1. Zadania takiego typu rozwigzujemy w sposob naste-
pujacy: tworzymy wykresy funkcji y = % 1y =—ux.
Jezeli wykresy majg wspolne punkty - rownanie ma
pierwiastki, jezeli nie - pierwiastkow brak. Wykre-
sem pierwszej funkeji jest hiperbola, a drugiej - pro-
sta, ktora jest dwusieczng 111 IV ¢wiartki. Oczywiste
jest, ze te krzywe nie majg punktéw wspolnych. Do-
brze to wida¢ na wykresie:

49
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Odpowiedz: Réwnanie nie posiada pierwiastkow.

51



2 pozostate rGwnania prosze rozwigza¢ samodzielnie.
Podamy tylko odpowiedzi do sprawdzenia.
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2. Rownanie ma 1 pierwiastek.
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3. Rownanie ma 1 pierwiastek.
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Przyktad 8.

Ile pierwiastkéw moze mie¢ uktad réwnan:

22 4y =2
y=—a°+4.
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Rozwigzanie.

Liczba rozwiazan tego uktadu zalezy od wartosci parame-
tru r w prawej czeSci pierwszego rownania. Wykresem
krzywej, opisanej rownaniem

22 42 = 2

jest okrag o promieniu 7, srodek ktérego znajduje si¢ w
punkcie o wspotrzednych (0;0) - jest to poczatek ukla-
du wspoélrzednych. Wykres drugiego rownania - parabola,
ramiona ktorej skierowane sg do dotu, a wierzchotek znaj-
duje sie¢ w punkcie o wspotrzednych (0;4). Jezeli wykresy
funkcji przecinaja sie, to uktad bedzie miat tyle pierwiast-
kow, ile punktéw wspolnych beda mie¢ wykresy funkeji.
Brak punktéw wspolnych oznacza brak pierwiastkow.
Jezeli promien okregu bedzie na tyle maty, ze okrag nie
przetnie 1 nie dotknie paraboli, to uktad nie bedzie miat
rozwigzan.
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Zacznijmy zwieksza¢ promien. Doprowadzi to do tego,
ze w pewnym momencie dla okreslonej wartosci promie-
nia r parabola i okrag beda mie¢ 2 punkty wspolne (wy-
nika to z symetrii paraboli i okregu).
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Dalsze zwigkszenie promienia prowadzi do tego, ze obie
krzywe maja po 2 punkty wspoélne z kazdej strony - to
znaczy, ze pierwiastkow bedzie 4.
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Dalej zwiekszajac promien, w pewnym momencie uzy-
skamy sytuacje, w ktorej okrag przejdzie przez wierzcho-
tek paraboli - uktad bedzie miat wtedy 3 rozwiazania.
Dalsze zwigkszenie promienia nie wplynie juz na liczbe
pierwiastkéw - ukiad bedzie mial 2 pierwiastki.
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Odpowiedz: 0, 2, 3, 4.
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Przyktad 9.

Wyjasni¢ dla jakich wartosci parametru a uktad réwnan

22 4+t = 2,
r+y—+z=a.

ma tylko jedno rozwiazanie, nalezace do zbioru liczb rze-
czywistych 1 wyznaczy¢ to rozwiazanie.
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Rozwigzanie.

Z, analizy pierwszego réwnania wynika, ze dla danych
wartosci x 1 y wartos¢ z jest okreslona w sposob jed-
NOZNAaCZNy:
z =z + 17 (1)
Po podstawieniu wyrazenia na 2z do drugiego réwnania,
otrzymamy:
x2+x+y2—l—y:a.
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Przeksztalé¢my to réwnanie w sposob nastepujacy:

<x+;)2+<y+;)2—a—i—; )

Jezeli a + 5 < 0, to réwnanie (2) nie ma pierwiastkow
rzeczywistych, poniewaz przy x i y, bedacych liczbami
rzeczywistymi, wyrazenie po lewej stronie rownania moze
przyjmowac znaczenia wieksze badz rowne 0. Jezeli zas
a + % > 0, to rownanie (2), a zarazem caly uklad, beda
mie¢ wigcej niz jedno rozwigzanie. Stad wynika, ze uktad
bedzie miat jedno rozwigzanie tylko w przypadku, gdy
a + % = 0.
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Rownanie (2) przyjmie postac:

1\?2 1)\2
_ _ :O
(“2> +<y+2)
1

1 ma jedyne rozwigzanie: x = —g, y = —%. 7, pierwsze-

go réwnania wyznaczamy z. Ostatecznie wnioskujemy, ze

uklad ma jedyne rozwigzanie tylko dla wartosci a = %
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Odpowiedz: Dla a = —% jedynym rozwigzaniem sa:
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Przyktad 10.

Wyznaczy¢ wszystkie pierwiastki uktadu réwnan, bedace
liczbami rzeczywistymi:

?y+2zy* + P =2
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Rozwigzanie.

Wykonujac elementarne przeksztalcenia z wykorzysta-
niem wzoréow skréconego mnozenia (znowu te wzory!!l),
zapiszmy dany ukiad w postaci:

{(x+y)(x2—xy+y2)—1,
y(x+y)? =2
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Nastepnie podzielmy pierwsze réwnanie przez drugie
stronami. Po elementarnych przeksztatceniach otrzyma-
my:

2 2 _
Yy —3zy+2x° =0.
Rozwigzujac otrzymane réwnanie kwadratowe wzgledem
niewiadomej y, otrzymamy 2 rozwigzania:

Y1 =2, Yo =2.
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Nastepnie podstawiajac to rozwigzanie do drugiego réw-
nania z danego nam uktadu, wyznaczamy jego rzeczywi-
ste pierwiastki. Sprawdzcie poprawnosé¢ rozwigzania po-
przez podstawienie.
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Odpowiedz:

1 1
I = 2%7 Y1 = 2%;

1 2
Ly = 3\?/3, Yo = 3\?/3-
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5 Roéwnania, nieréwnosci i uktady réwnan,
zawierajgce wartos¢ bezwzgledng

Rownania 1 nierownosci, zawierajace wartos¢ bezwzgled-
ng, sprawiaja duzo trudnosci uczniom. Pokazemy na pro-
stych 1 nie catkiem prostych zadaniach, jak nalezy roz-
wiazywaé takiego typu zadania. Mamy nadzieje, ze po
tej lekturze bez problemu poradzicie sobie z kazdym za-
daniem.
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Przyktad 11.
Rozwigza¢ nierownosc:

|22 — 22 — 8| > 5.
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Rozwigzanie.

Przypomnijmy definicje wartosci bezwzglednej:

] = t, dla ¢t > 0;
| —¢t, dla t<0.
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Aby rozwiagzaé rownanie badz nierownosc¢, w ktorej nie-
wiadoma znajduje sie pod znakiem wartosci bezwzgled-
nej, nalezy postepowac¢ w taki oto sposob:

1. Wyznaczamy miejsca zerowe wszystkich wyrazen pod
znakiem wartosci bezwzglednej; zaznaczamy te licz-
by na osi liczbowej, dzielac jg w taki sposéb na prze-
dziaty.

2. Nastepnie w kazdym z zaznaczonych przedzialow za-
pisujemy dane nam réwnanie lub nieréwnosé bez war-
tosci bezwzglednej (robimy to zgodnie z definicjg war-
tosci bezwzglednej, oceniajac w kazdym z przedzia-
low znaki wyrazen).

3. 7 otrzymanych rozwiazan wybieramy tylko te, ktore
nalezg do przedziatlow, w ktorych rozwigzywaliSmy
rownania badz nieréwnosci po opuszczeniu wartosci
bezwzgledne;.
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Zgodnie z podanym schematem, pierwszym etapem
rozwiazania danego nam zadania bedzie wyznaczenie pier-
wiastkow tréjmianu kwadratowego pod znakiem wartosci
bezwzglednej 1 zaznaczenie ich na osi liczbowej. Narysuj-
my wykres trojmianu kwadratowego:
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Jezeli z € (—o0, —2] U [4, +00), to tréjmian kwadra-
towy przyjmuje wartosci wieksze badz réwne 0, dana nie-
rownos¢ przyjmie postac:

2P —2x—8> 5,

rozwigzaniem beda: x € (—oo, 1 — \/ﬁ)U@ + /14, +oo) :
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Jezeli x € (—2,4), to
—(2* =22 —8) > b5,

rozwigzaniem beda: = € (—1,3).
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Odpowiedz: x € (—oo, 1 — \/ﬁ)u(—l, S)U(l + /14, +oo) :
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Przyktad 12.

Rozwiaza¢ uktad réwnan:

y=5+|xz—1]|.
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Prosze nie zagladac¢ do rozwiazania i samodzielnie wy-
znaczy¢ rozwigzania uktadu rownan. Prosze przy tym
zmierzy¢ czas, potrzebny na otrzymanie wyniku.
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Rozwigzanie.

Pewnie poradzites sobie, troche sie napracowates, ale po
podstawieniu uzyskales tozsamosc¢ - to dobrze! Nie przy-
padkowo poprosiliSmy o zmierzenie czasu, potrzebnego
na rozwigzanie. Pokazemy, jak z pomoca prostych prze-
ksztalcen, wykorzystujac definicje wartosci bezwzglednej
i odrobine logiki, mozemy skroci¢ czas, niezbedny na roz-
wigzanie uktadu.
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Z, drugiego rownania uktadu i definicji wartosci bez-
wzglednej mozemy zapisac:

y—>H=1—|z—1] >0,

stad y > 5. Wtedy pierwsze rownanie moze by¢ zapisane
w postact:
y—5=1—|z—1|

Dodajac stronami to rownanie i drugie rownanie ukltadu,

otrzymujemy:
2(y —5) =1.
Stad y = % Z, drugiego rownania wyznaczamy
1
lz — 1| ==,
2
stad wynika ze
1
x—1==2-
2
czyli
1 3
T, =< Ty = —.
1 27 2 9

Ostatecznie uklad ma 2 pary pierwiastkow.
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Odpowiedz:

T =

X2

DO W DN =

83

11
= ?7

11
Yz = o



Przyktad 13.

Wyznaczy¢ pary liczb catkowitych x 1y, spelniajacych
nierownosc:

y—laz?—2z]+4 >0,
y+|rz—1| <2,

84



Prosze nie zagladac¢ do rozwiazania i samodzielnie wy-
znaczy¢ rozwigzania uktadu réwnan.
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Rozwigzanie.

Pewnie nie tatwo bylo wyznaczy¢ rozwigzania tego nie-
typowego zadania, o ile w ogéle udalto si¢ tego dokonac.
Za pewna inspiracj¢ mogto postuzy¢ rozwigzanie, zapro-
ponowane w Przykladzie 12.
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Na poczatku zapiszmy uktad nieréwnosci w taki oto
Sposob:
y+%> | 2% — 2],
{ y<2—|xz—1|.

Z, definicji wartosci bezwzglednej wynika, ze dla wszyst-
kich wartosci x

2 —2x| >0, |z—1]>0,

stad wnioskujemy, ze

1
—— <y <2
9 Y
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Jedynymi liczbami catkowitymi y, spelniajagcymi ta
podwojng nierownosc, sa liczby 0 1 1. Stad wynika, ze
rozwigzania uktadu nierownosci, bedace liczbami catko-
witymi, nalezy poszukiwac tylko dla wartosciy =01y =
1. Rozpatrzmy obydwa przypadki.
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Przypadek 1.

Jezeli y = 0, to uktad nieréwnosci przyjmuje postac:

|2? =2z < 3,
lz—1]<2.

Rozwigzaniem drugiej nieréwnosci jest trojka liczb cal-
kowitych: 0, 1, 2. Podstawiajac te wartosci do pierwszej
nieréwnosci, upewniamy sie, ze liczby 0 1 2 spelniajg i ja.
Wiec przypadkowi y = 0, odpowiadaja dwie pary roz-
wigzan:

r1 =0, y1 =0;

Ty = 2, Yo = 0.
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Drugi przypadek prosze rozwigzaé¢ samodzielnie.
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Odpowiedz:

xlzo,ylzo; 332:2, yQZO, $3:1,y3:1.
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6 Zadania geometryczne

A teraz na prostych zadaniach zademonstrujemy zastoso-
wanie funkcji kwadratowej w zadaniach geometrycznych,
na przyktad przy obliczaniu pola figur. Przyjemnego li-
czenia!

92



Przyktad 14.

Oblicz pole prostokata zaznaczonego na rysunku.

1. Rownanie paraboli:

y = 2° —6x+5.
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2. Rownanie paraboli:

L +3
= ——2°— x+3.
4 A

YA
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3. Rownanie paraboli:

y = —x° — 62+ 3.

Y
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Odpowiedzi:
1. 16,

2. 18,
3. 45.
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Przyktad 15.

Oblicz pole figur - trojkata rownoramiennego, rombu oraz
trapezu, zacieniowanych na rysunkach.

1. Réwnanie paraboli: y = — 22 +8x — 7.

YA
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2. Rownania parabol:

1

Y = —§x2— 3
1

Yy = —z? — 3.

2

YA
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3. Rownanie paraboli:

y = —-a°+ x+6.
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Odpowiedzi:
1. 27,

2.27,
3. 36.
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Przyktad 16.

Parabola na rysunku jest wykresem funkcji
Yy = — z? + 3.

Zacieniowana figura to kwadrat, ktorego dwa wierzchotki
leza na tej paraboli, a pozostate dwa - na osi X. Oblicz
pole tego kwadratu.

x
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Odpowiedz: 4
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