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N - zbiér liczb naturalnych, N = {1,2,...,},
Z. - zbidr liczb catkowitych,

Q - zbidr liczb wymiernych,

R - zbidr liczb rzeczywistych,

2] - cze$¢ catkowita (cecha) liczby rzeczywistej .
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Twierdzenie 1. Dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a,
b oraz dla wszystkich liczb rzeczywistych x, 1 zachodzg réwnosci:

(i) a* = L,

(i) a*a¥ = a®*Y,
(iii) © = q*
(i) (@) = a
(v) a*b* = (ab)*,
(vi) 3 = ()"
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Lemat 1. Niech a bedzie dodatnig liczba rzeczywista i niech x
bedzie liczbg rzeczywistg. Wowczas a* > (). Ponadto

(i) jeslia > 1, toa® > 1 dlax > 0,
(ii) jeslia € (0,1), toa” € (0,1) dlaxz > 0.
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Definicja 1. Funkcja wyktadnicza o podstawie a, gdzie a
jest taka dodatnig liczbg rzeczywista, ze a # 1, nazywamy funkcje
f:R — (0,00) okreslona wzorem

f(z)=a" dla x € R.

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Uwaga 1. Poprawnos$¢ okreslenia funkcji wyktadniczej wynika
z Lematu 7?7 (a® > 0 dla kazdego x € R). Ponadto, funkcji sta-
tef R 5 x — 1 nie traktuje sie jako szczegdlnego przypadku
funkcji wyktadniczej, stad zatozenie a # 1. Funkcje wykfadnicza
o podstawie a oznacza si¢ tez symbolem exp,. Zatem

exp,(x) = a® dla kazdego x € R,

gdziea € R, a >0, a # 1.

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Uwaga 2. Dla funkcji wyktadniczej formutuje sie nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 2. Ustalmy dodatnia liczbe rzeczywista a. Dla do-
wolnie ustalonego x € R niech (x,,) bedzie dowolnym takim cia-
giem liczb rzeczywistych, ze x,, # x dla kazdego n € N oraz
lim z, = x. Wtedy

n—oo .
lim a™ = a”.

n—oo

Twierdzenie 77 implikuje w istocie ciagtos¢ funkcji wyktadniczej
exp, dlaa € R, a > 0, a # 1 (temat osobnej prezentacji).
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Definicja 2. Niech X oraz Y beda niepustymi zbiorami i niech
f X — Y bedzie funkcja odwzorowujaca zbiér X w zbiér Y .
Funkcje f nazywamy réznowartosciows, jesli spetniony jest wa-

runek
N (@1 # 2= (1) # f(z2)).

T1,006X

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




oo

Universytety
KAPITAL LUDZKI M H UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI §3{—| M(: EUROPEJSKI
E H FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Na koncu poprzedniego:

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

E KAPITAL LUDZKI
NARQDOWA STRATEGA SFOINGEC i

Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Lemat 2. Niech X oraz Y beda niepustymi zbiorami i niech
f X — Y bedzie funkcjg odwzorowujacg zbiér X w zbiér Y .
Funkcja f jest réznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony
Jest warunek

A (F@) = f(z2) = 21 = 2).
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Definicja 3. Niech X C R bedzie niepustym zbiorem i niech
funkcja f : X — R odwzorowuje zbiér X w zbidr liczb rzeczywi-
stych. Méwimy, ze funkcja [ jest

(i) rosngca w zbiorze X, jesli spetniony jest warunek

N (@1 <z2= f(z1) < f(22));

x1,29€X

(i) malejgca w zbiorze X, jesli spetniony jest warunek

N (@ <z2= flz) > f22)).

z1,29€X
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Lemat 3. Niech X C R bedzie niepustym zbiorem i niech f :
X — R. Funkcja | jest

(i) rosnaca w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy

/\ (21 < k9 = f(x9) — f21) > 0);

r1,026X

(ii) malejaca w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy

/\ (21 < 29 = f(x9) — f(21) <0).

$1,$2€X
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Definicja 4. Niech X oraz Y beda niepustymi zbiorami i niech
f X — Y bedzie funkcja odwzorowujaca zbiér X w zbiér Y .
Zbiorem wartosci funkcji f nazywamy zbiér Wy C Y,

Wi=<syeY:\/ y=flz)

zeX
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Twierdzenie 3. Niecha € R, a > 0, a # 1.

(i) Zbiorem wartosci funkcji exp, jest przedziat (0, o).
(ii) Dla a > 1 funkcja exp, jest rosnaca w R.
(iii) Dla a € (0,1) funkcja exp, jest malejaca w R.
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H

Whniosek 1. Niecha € R, a > 0, a # 1.
(i) Funkcja exp, jest funkcja réznowartosciowa.
(ii) Jesli x1, x5 € R, to a™ = a™ < 11 = X1.
(iii) Jeslia > 1 oraz x1, 79 € R, to a™ < a™ <= 11 < To.
(iv) Jeslia > 1 oraz x1,x5 € R, to a™ < a™ <= 11 < Ts.
(v) Jeslia € (0,1) oraz x1, x5 € R, to a™ < a™ <= 11 > Xs.

(vi) Jesli a € (0,1) oraz z1, x5 € R, to a™ < a™ < 11 > T3,
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Przyktad 1. Narysujemy wykres funkcji exp,. W tym celu spo-
rzadzimy tabelke wartosci tej funkcji dla wybranych argumentéw

z|-3]-2|-110]1(2]3
2" L LlT11214]8

4 2

00 |

na podstawie ktérej mozna otrzymac nastepujacy wykres
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Przyktad 2. Narysujemy wykres funkcji expi. Jak poprzednio,
wykonamy tabelke wartosci tej funkcji dla wybraQnych argumentow
x |-3|—-2|-1/0]1]2]|3
AFI8 [ 4]2 1]}

2

W | =
oo | —

a nastepnie wyrysujemy wykres naszej funkcji
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Definicja 5. Wykres dowolnej funkcji wyktadniczej nazywamy
krzywa wyktadnicza.
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Uwaga 3. Poréwnujac otrzymane wykresy funkcji wyktadniczych
€XPy, EXP1 (np.wyrysowujac je w jednym uktadzie wspétrzednych)

L , - : x 1\®
mozna sig przekonaé, ze krzywe wyktadnicze y = 2% oraz y = (3)
s3 symetryczne wzgledem osi OY . Stad mamy

Whniosek 2. Niecha € R, a > 0 oraza # 1. Krzywe wyktadnicze
y = a” oraz y = ()" s3 symetryczne wzgledem osi OY .
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Przyktad 3. Wykreslajac krzywe wyktadnicze y = 2% oraz y = 3*
w jednym uktadzie wspdtrzednych

A

Mozna zauwazyé, ze 3* < 2% dla x < 0 oraz 3* > 2* dla & > 0.
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Whniosek 3.

(i) Dla ustalonych liczb rzeczywistych 1 < a < b zachodzi

b* <a® dlax <0 oraz b°>a" dlax>0.

(ii) Dla ustalonych liczb rzeczywistych 0 < a < b < 1 zachodzi

b* >a® dla x <0 oraz b <a® dlax>0.
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Przyktad 4. Rozwigzac réwnanie 8" =

o [
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Zauwazmy, ze

8 = 2% oraz - =272
Rozwazane rownanie rownowazne jest wiec nastepujacemu:
3z __ o—2
207 =277,

skad wykorzystujac Whniosek 77 (ii) otrzymamy 3z = —2. Zatem
2

r=—2
3
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Z poprzednim:

Przedstawiona procedura sprowadza sie do sprowadzenia rozwaza-
nego réwnania do réwnania rownowaznego, w ktorym wystepuja
jedynie potegi pewnej réznej od 1 rzeczywistej liczby dodatniej. Nie
zawsze jednak potrafimy sprowadzi¢ réwnanie wyktadnicze do takie;
postaci, ktéra umozliwia wykorzystanie wtasnosci (ii) z Wniosku ?7.
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Przyktad 5. Rozwigzac réwnanie 27 = 5.
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Z poprzednim:
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Problem 1. Do jakiej potegi nalezy podnies¢ liczbe 2, aby otrzy-
mac 5.
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Z poprzednim:

Z pomoca przychodza tu logarytmy. Przejdziemy wiec teraz do poje-
cia logarytmu z dodatniej liczby rzeczywistej. Poprawnos¢ naszej de-
finicji wynika z wtasnosci funkcji wyktadniczej bedacej z jednej stro-
ny konsekwencja réznowartosciowosci funkcji wyktadniczej, z drugiej
za$ strony wtasnos¢ ta wynika z Twierdzenia 77 (i). Wtasnos¢ ta
sformutujemy w postaci nastepujacego lematu.
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Lemat 4. Niecha € R, a > 0, a # 1. Wéwczas dla kazdej liczby

dodatniej b réwnanie
a®=1b

ma dokfadnie jedno rozwigzanie w zbiorze liczb rzeczywistych.
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Z nastepnym:
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Definicja 6. Logarytmem z liczby dodatniej b przy podsta-
wie a € R, a > 0, a # 1, nazywamy taka liczbe rzeczywista c, ze
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Uwaga 4. Na pomyst wprowadzenia logarytmoéw wpadt szkocki
baron John Napier, ktory matematyke traktowat jako swoje hobby:.

Logarytmy (ze wzgledu na ich wtasnosci, ktére opiszemy dalej) sta-
nowity ogromny postep w metodach rachunkowych, przyczyniajac
sie do rozwoju m.in. astronomii i nawigacji. To ich zastosowanie do
obliczen astronomicznych umozliwito Johanowi Keplerowi odkryc¢
prawa dotyczace ruchu planet. Wtasnosci logarytmow pozwolity tez
na skonstruowanie suwaka logarytmicznego, ktéry byt powszechnie
uzywany przez inzynierow jeszcze w latach 70-tych poprzedniego
wieku.

Nazwe "logarytm” wprowadzit sam Napier od greckich stow /ogos
— nauka (wiedza) oraz arithmos — liczenie.
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Uwaga 5. Na oznaczenie logarytmu z liczby b przy podstawie a
uzywa sie symbolu log, b. Od tej konwencji s3 dwa wyjatki:

1) logarytm przy podstawie 10 z liczby b oznaczamy symbolem
log b i nazywamy logarytmem dziesietnym,

2) logarytm przy podstawie e (liczba niewymierna bedaca grani-
ca ciagu ((1+ %)n)neN) z liczby b oznaczamy symbolem In b
i nazywamy logarytmem naturalnym.

Definicja logarytmu réwnowazna jest nastepujacemu warunkowi:

niech a,b,c e R, a >0, a # 1, b > 0. Wtedy
log,b=c<=a“=0. (1)
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Na koncu poprzedniego:
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Cwiczenie 1. Oblicz:
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a) log: 81 = —4, bo (3)" =81,
b) log, 2 = 1, bo 47 = /4 =92,

log 1=0, bon’ =1,

X
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Whniosek 4. Niech a,b,c € R, a >0, a # 1, b > 0. Wtedy
log,a“=c (2)

oraz
alosab = b, (3)
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Lemat 5. Niech a bedzie takg dodatnig liczba rzeczywista, ze
a # 1. Dla dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej zachodzi réwno-

waznosc
log, 2 =0«<=z =1. (4)

Ponadto
(i) jeslia > 1, tolog,x >0 dlax € R, x > 1,
(i) jeslia € (0,1), tolog,z <O dlaxz € R, x > 1.
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Dowdd. Réwnowazno$¢ (?77) jest konsekwencja réwnowazno-
sci (77).

(i) Niech teraz a > 1, © > 1 i przypusémy, ze log, x < 0. Wow-
czas, wykorzystujac Wniosek 7?7 (i) oraz réwnosé (?7) z Wniosku 77
otrzymamy

T = aloga:c < CLO — 17

co jest sprzeczne z zatozeniem x > 1. Zatem log, x > 0.
(ii) Zatézmy, ze a € (0,1), © > 1 i przypuéémy, ze log, x > 0.
Z Whiosku ?? (ii) oraz réwnosci (??7) z Whniosku ?? dostaniemy

r=a"%"<a =1,

co przeczy zatozeniu x > 1. Stad log, x < 0. N
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Zadanie 1.

1. Obliczy¢:
a) logi(V4)" b) log ;4  c)logy; V5
d) 1og\5/§§ e) logy8V2 f) log\/g%
g) 210g27 h) 1010g0,4 I) (%O)loglll

2. Z podanego wzoru wyznaczy¢ wskazang wielkos¢
a) P=malt b) R=¢€v,y
c) d=dy+k107™, m d) m=my—vlog,t, 1

) V=Voln(l+a)z f) t=—2% N
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Na koncu poprzedniego:
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a) tzlogag b) I = —5s
mo=m

c) m=—logt® d) t=2""
e) x=e — 1 f) N = Nye .
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Twierdzenie 4. Niech a,z,y,p € R,a >0,a # 1, x > 0
oraz y > (. Wowczas

(i) log,(wy) = log, x +1og,y,
(ii) log, (%) = log, xz — log, v,

(iii) log, (#7) = plog, z,

(iv) log,, x = log, .
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Dowdd (i). Na mocy wiasnosci (??) z Whniosku 77 oraz Twierdze-
nie 77 (i) mamy

alo8a(ry) — Ty = 98T qlogay — log, z+log,y

Woéwczas, na podstawie réznowartosciowosci funkcji exp, (Whnio-
sek 77 (ii)), z powyzszej réwnosci otrzymamy

log,(zy) = log, = + log, y.
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Dowdd (ii). Wykorzystujac réwnosé (?7) z Wniosku 77 oraz Twier-
dzenie 77 (iii) mamy

log, =
@ T ay=e
aloga(y> _ T — a/logaaﬁ—logay.

Y - alog.y

Réznowartosciowos¢ funkeji exp,, (Whniosek ?7 (ii)) oraz powyzsza
rownos¢ implikuja

log, (g) = log, x — log, y.
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Dowdd (iii). Na podstawie witasnosci (?77) z Whniosku ?7 oraz
Twierdzenie 7?7 (iv) mamy

P D .
087" — P — (alogax) — q\0g.2)p — plog,

Wykorzystujac réznowartosciowos¢ funkeji exp, (Wniosek 77 (ii)),
Z powyzszej rownosci otrzymamy

log, 2 = plog, .
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Dowdd (iv). Z rébwnosci (?77) w Whniosku ?? oraz z definicji loga-
rytmu otrzymamy

1 1
(ap)plogaa: _ ap;logwc — alogax =,

CO oznacza, ze

log , x = 1log x
aP P a

i konczy dowdd twierdzenia.
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Uwaga 6. Nalezy tutaj wyraznie podkresli¢, ze zatozenie dodat-
niosci liczb & oraz y w Twierdzeniu 77 jest istotne. Mozna rozwa-
za¢ liczbe log,((—3) - (—5)) réwna oczywiscie log, 15, lecz w tym
przypadku nie mozna skorzystac ze wzoru na logarytm iloczynu liczb
(Twierdzenie 77 (i)).
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Twierdzenie 5 (o zamianie podstawy logarytmu). Jesli
a, b, c sg takimi dodatnimi liczbami rzeczywistymi, ze a # 1 oraz

c#1, to
log, b

log.a

log, b =
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Dowdéd. Z Twierdzenia ?7? (iii) otrzymamy
log, b = log, (a'*%") =log, b - log, a.

Wykorzystujac Whniosek ?? (przy naszych zatozeniach log,a # 0)

otrzymamy
log,. b

log, b= ==

~ log.a®

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie

X

&




oo

Universytety
KAPITAL LUDZKI M £ UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI §3{_‘ Mg EUROPEJSKI
E H FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Z nastepnym:

rojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




mmmmmmmmmmm
H H
KAPITAt LUDZKI g M H UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI §3{_‘ Mg EUROPEJSKI
H H

FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Whiosek 5 (twierdzenie o zamianie podstawy logaryt-
mu). Jesli a,b, c sa takimi dodatnimi liczbami rzeczywistymi, ze

a#1orazb+#1, to

log, b - log, ¢ = log, c.
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Whniosek 6. Jesli a, c sa takimi dodatnimi liczbami rzeczywistymi,
zea # 1 orazc# 1, to

1

| = —.
0Ba © log.a
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Przyklad 6. Obliczy¢ v/ 75— 1logr16,
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Mamy zatem

3 3 3/ < 1
/75— logr 16 _ 1/ 75-log; 161 — \/ 7Plogr (164
— /75—log; 28 — \/75—log;8 — /758 — /73 —

3

!
=
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Przyktad 7. Wyrazi¢ log,, 12 poprzez wielkosci a = log, 10 oraz
b =log 3.
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Zauwazmy, ze
108y 12 = 10gy (2% - 3) = 210g,) 2 + logy, 3
1 i 1 _ 1 i 1
log, 201 log, 20 logQ%Z -10) * logy(2 - 10)

=2

log, 21+ log, 10 - log, 21+ log, 10
=2

1-+1og210‘*1og310-1og2-+1£§
1 1
1+10g210 — -

log 3 logm 2 log 3

L1, T 2+a
l1+a i+%_ l+a 14+a 1+4a’

=2
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Zadanie 2. 1. Obliczy¢:
a) log4 —logh+1log125 b) log,6+ log, 12 —log, 2
c) In2¢e —In6+1In3e? d) loggv+ log; 6v — log; 2v.
2. Przyjmujac, ze log4 ~ 0, 602 obliczyé:
a) log400 b) log0,04 c) log(4-1079).
3. Przyjmujac, ze log; 2 = a oraz log; 3 = a wyznaczy¢
a) log3 b) log 15 ) logs12v/5 d)log 55v/3.

4. Wykaza¢, ze

a) log, 81+ log,; 81 = log, 27
b) logy4 + log1 10 = log; 0, 2.
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1. a) 2 b) 4 ¢) 3 d) 1+]logyw.

2. a) 2,602 b) —1,398 ¢) —5,398.

3. a) 2= b) &l ¢) 2a+1+ 4 d)Z
4

ab+1 2ab ab

b) Wskazéwka: porédwnaj a).
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Definicja 7. Funkcja logarytmiczna o podstawie a, gdzie a
jest taka dodatnig liczbg rzeczywista, ze a # 1, nazywamy funkcje
f:(0,00) — R okreslona wzorem

f(z)=log,x dla zeR, x>0,
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Na koncu poprzedniego:

Analizujac definicje logarytmu mozna zaobserwowac, ze funkcja wy-
ktadnicza i funkcja logarytmiczna o tej samej podstawie s3 ze sobg
Scisle zwigzane. Zwigzek, ktory mozna w tym konkretnym przypad-
ku tu zaobserwowac, ma swojg Scista matematyczna definicje. Mowa
w tym przypadku o wzajemnej odwrotnosci funkcji. W celu dopre-
cyzowania tego pojecia potrzebowaé bedziemy kolejnych definicji.
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Definicja 8. Niech X oraz Y beda niepustymi zbiorami i niech
f X — Y bedzie funkcja odwzorowujaca zbiér X w zbiér Y .
Funkcje f nazywamy bijekcja, jesli f jest funkcja réznowartoéciowa
oraz zbiorem wartosci W funkcji f jest jej przeciwdziedzina, tzn.

W, =Y.
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Lemat 6. Niech X oraz Y beda niepustymi zbiorami i niech f :
X — Y bedzie bijekcja. Wéwczas funkcja g : Y — X okreslona

warunkiem
A (gly) =z = flx) =),

Jest poprawnie zdefiniowana bijekcja odwzorowujgca zbiér Y
na zbior X .
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et

Na koncu poprzedniego:
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Definicja 9. Niech X oraz Y beda niepustymi zbiorami i niech
f : X — Y bedzie bijekcja. Funkcja odwrotng do funkcji f
nazywamy funkcje g : Y — X okreslong warunkiem

A gly) =2 <= f(z)=y).

yeyY

Funkcje odwrotng do funkcji f oznacza sie symbolem f~1.
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Uwaga 7. Wprost z definicji funkcji odwrotnej wynika, ze jesli
funkcja g 1 Y — X jest funkcja odwrotna to bijekcji f: X — Y,
to funkcja f jest funkcja odwrotna do funkgji g, tzn.

(fH"'=r
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Definicja 10. Niech X, Y, Z beda niepustym zbiorami i niech
f:X — Yorazg : Y — Z bedy funkcjami. Ztozeniem
(kompozycja) funkcji f oraz g nazywamy funkcje h : X — Z
okreslong wzorem

hz)=g(f(z)) dlazelX.

Ztozenie funkgji f oraz g oznacza sie symbolem g o f.
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Lemat 7. Niech X oraz Y beda niepustymi zbiorami i niech f :
X — Y bedzie bijekcja. Funkcja g . Y — X jest funkcjg odwrotng
do funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy

(go f)(x)=g(f(x)) =2 dla kazdego x € X

oraz

(fog)y)=f(9(y)) =y dlakazdego y €Y.
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Twierdzenie 6. Niech a bedzie taka dodatnig liczba rzeczywista,
ze a # 1. Wowczas

(exp,) ' =log, oraz (log,) " = exp,.
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Dowdod. Druga z réownosci w Twierdzeniu 77 jest konsekwencja
pierwszej rownosci oraz Uwagi ?7. Z kolei, pierwsza rownos¢ wy-
nika z réwnosci (?77) oraz (??7) we Whniosku ?7. Istotnie, ustalmy
najpierw x € R. Wéwczas

(log, o exp,)(z) = log,(exp,(z)) = log, (a*) = z.
Z drugiej strony, dla y € (0, 00) zachodzi
(exp, olog,)(y) = exp,(log, x) = a'%¥ =y,

co konczy dowdd twierdzenia. O
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Twierdzenie 7. Niecha € R, a > 0, a # 1.
(i) Funkcja log, jest ciagta w przedziale (0, 00).

(ii) Zbiorem wartosci funkcjilog,, jest zbior R wszystkich liczb rze-
czywistych.

(iii) Dla a > 1 funkcja log, jest rosngca w (0, 00).

(iv) Dla a € (0,1) funkgja log, jest malejaca w (0, c0).
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Na koncu poprzedniego:

Dowdd pierwszej z wtasnosci tego twierdzenia nie jest prosty i wy-
korzystuje twierdzenie o ciggtosci funkcji odwrotnej do funkcji cis-
gtej. Kolejna wtasnosc jest konsekwencjg m.in. wtasnosci Darboux
przystugujacej funkcjom ciggtym. Udowodnimy tutaj wiec jedynie
monotoniczno$¢ funkcji logarytmicznej w poszczegdlnych przypad-
kach.
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Dowdd (iii) oraz (iv).
(i) Niech a > 1. Ustalmy 21,25 € (0,00), 1 < x3. Wtedy
22 > (). Wykorzystujac Lemat ?? (i) otrzymamy

log, x3 — log, z1 =log, 3 > 0.
Stad log, (1) < log, xs, czyli funkcja log, jest rosnaca w (0, 00).

(i) Jesli teraz a € (0, 1) oraz z1, x5 € (0, 00) s3 takie, ze x; < X,
o 2> 1. Z Lematu ?? (ii) wynika

log, xs — log, z1 =log, > < 0.

Zatem log, 1 > log, x5, czyli funkcja log, jest malejaca w (0, 00).
[
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Whniosek 7. Niecha € R, a > 0, a # 1.

(i) Funkcja log, jest funkcja réznowartosciowa.

(i) Jesli x, z € (0,00), to log, x =log, z <= = = 2.

(iii) Jeslia > 1, x,z € (0,00), tolog, x < log, z <= x < z.

J

(
(iv) Jeslia > 1, x,z € (
(v) Jeslia <1, x,z € (

(

(vi) Jeslia < 1, x, z €

)

0,00), tolog, x < log, z <= = < z.
0,00), tolog, x < log, z < x > 2.
0, 00)

, tolog, x <log, z <= x > 2.
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Dowdad.

(i) Réznowartosciowos$¢ funkeji log, jest natychmiastowa konse-
kwencja jej monotonicznosci (por. Twierdzenie 77 (iii) oraz (iv)).
Warunek (ii) jest z kolei konsekwencja réznowartosciowosci funkcji
logarytmicznej oraz Lematu ?77.

Na koniec, warunki (iii) oraz (vi) wynikaja z monotonicznosci funkgji
wyktadniczej (por. Twierdzenie 77 (iii) oraz (iv)). []
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Na koncu poprzedniego:
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Przyktad 8. Rozwigzaé réwnanie

logy5(2z — 1) = —2.
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Projekt wipéifinansowsny proes Unic Busopejskg w samach Buropelsiiego Punduszu Spolecznego
(1 sposdb) Na poczatku wyznaczamy dziedzine rozwigzywanego
rownania. Poniewaz liczba logarytmowana musi by¢ dodatnia, wiec
2x — 1 > 0, co oznacza, ze

1
D: x>-.
2
Wykorzystujac wtasnosé¢ (??7) z Uwagi 77 rozwigzywane réwnanie
mozemy réwnowaznie zapisaC w postaci

(0,5)7% =22 —1,

ktorego jedynym rozwigzaniem jest x = 2,5. Pozostaje jeszcze
sprawdzi¢, ze otrzymane rozwigzanie nalezy wyznaczonej wczesniej
do dziedziny rownania.
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(2 sposéb) Jak poprzednio wyznaczamy dziedzine rozwigzywanego

rébwnania 1

Poniewaz —2 = log, - 4, wiec wyjsciowe réwnanie zapiszemy w spo-
sob réwnowazny w postaci

logy5(2x — 1) = log, 5 4.
Wykorzystujac wtasnos¢ (i) z Wniosku ?? otrzymamy réwnanie
2r — 1 =4,

ktorego rozwigzaniem jest x = 2, 5. Jak poprzednio sprawdzamy,

ze 2,5 € D.
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Z nastepnym:
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Zadanie 3. Rozwigzaé nastepujace réwnania logarytmiczne:
a) 2log,.8 =6,
b) log,(x* —9) =2,
c) logy(5 —z) = 0.
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Z poprzednim:
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a) D:x>0,x # 1, rozwiazanie: x = 2,
b) D:x < —3 V x> 3, rozwiazanie: x € {—5,5},

c) D :x <5, rozwigzanie: x = 4.
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Z nastepnym:

Znajac juz wtasnosci funkcji logarytmicznej mozna podjaé probe
wyrysowania wykreséw funkcji logarytmicznej dla wybranych pod-
staw a. Dokonamy tego na dwa sposoby. Mozna tu postgpi¢ podob-
nie, jak dla funkcji wyktadniczej, tzn. na podstawie monotonicznosci
funkgji, ciagtosci oraz wartosci funkcji dla wybranych argumentoéw,
mozna sprébowac narysowac wykres funkcji. Z drugiej strony wiemy,
ze funkcja logarytmiczna (o podstawie a) jest funkcja odwrotng do
funkcji wyktadniczej o tej samej podstawie. Wykorzystamy naste-
pujaca wiasnos¢ wykreséw funkeji, ktore s3 wzajemnie odwrotne.
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Lemat 8. Niech X,Y C R beda niepustymi zbiorami i niech f :
X — Y oraz g : Y — X beda funkcjami wzajemnie odwrotnymi.
Wowczas wykresy tych funkcji sa do siebie symetryczne wzgledem
prostej 1y = .
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Dowdd. Zauwazmy, ze na podstawie definicji funkcji odwrotnej ma-
my nastepujaca wtasnosc:

jesdli punkt (x, f(x)) nalezy do wykresu funkgji f, to punkt
(f(x),x) nalezy do wykresu funkgji g.

Istotnie, jesli f(z) =y, to g(y) = =, a wtedy

(f(z),z) = (y,9(y)),

co oznacza, ze punkt (f(x),z) nalezy do wykresu funkcji g. [
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Z nastepnym:
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Cwiczenie 2. Narysowaé wykres funkgji log,.
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et

Na koncu poprzedniego:
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x
logox | =3|-2|-1|0(1]|2(3

00 | —
NI
N |
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Cwiczenie 3. Narysowac wykres funkgji lOg%.
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Na koncu poprzedniego:
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x 8 | 4] 2|1
log%x —3|-2|-11]0

— N

DO |
CO ol
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Cwiczenie 4. Narysowaé wykresy funkgji log, oraz log% wykorzy-
stujac w tym celu Lemat ?77.
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Z nastepnym:
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Definicja 11. Krzywg logarytmiczng nazywamy wykres dowol-
nej funkcji logarytmicznej.
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Zadanie 4. Opisac zaleznos¢ pomiedzy wykresami funkcji wyktad-
niczych z ¢wiczen 77 oraz 77.
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Porownanie tabel wartosci tunkcji 10g, oraz log% oraz iIch wykresow

sugeruje, ze krzywe logarytmiczne o réwnaniach y = log, x oraz
Yy = log% X s3 symetryczne wzgledem osi OX.

Jest to konsekwencja réwnosci

logs z =logy-1 z = Zflog,z = —logyx  dla x € (0, 00).
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Whniosek 8. Niech a € R, a > 0 oraz a # 1. Krzywe loga-
rytmiczne y = log, x oraz y = logi x sa symetryczne wzgledem
osi OX.
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Zadanie 5. Naszkicowa¢ wykresy nastepujacych funkgji:

1. fi(x) =log, x,

o o~ W
o
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Cwiczenie 5. Narysowal krzywe logarytmiczne y = log, x oraz
y = logs x w jednym uktadzie wspétrzednych. Jaka prawidtowosé
mozna zaobserwowac?
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Mozna zauwazy¢, ze

log, x < logzx dla x € (0,1) oraz log,x > log;z dla x > 1.
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Cwiczenie 6. Narysowaé krzywe logarytmiczne Yy = log% X oraz
Yy = log% x w jednym uktadzie wspotrzednych. Jaka prawidtowosé
mozna zaobserwowac?
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fog1x

log1x

Mozna teraz zauwazy¢, ze

1og% x > log% x dlax € (0,1) oraz log% xr < log% x dlax > 1.
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Cwiczenie 7. Dla ustalonych liczb rzeczywistych b > a > 1
narysowaé krzywe wyktadnicze y = log, = oraz y = log, = i sfor-
mutowac zaobserwowang prawidtowos¢.
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Whniosek 9.

(i) Dla ustalonych liczb rzeczywistych 1 < a < b zachodzi
log, z < log,x dla x € (0,1),

log,x > log,x dla x > 1.

(ii) Dla ustalonych liczb rzeczywistych 0 < a < b < 1 zachodzi
log, x > log,z dla x € (0,1),

log, z < log,x dla x> 1.
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Przyktad 9. Szybkos¢ samorzutnego rozpadu jader atomowych
zalezy od liczby jader w prébce w danej chwili. Proces ten opisuje
sie rownaniem rozniczkowym, ktdrego rozwigzanie jest nastepujace:

Twierdzenie 8. Jesli w chwili to = 0 probka pierwiaska pro-
mieniotworczego zawiera Ny jgder atomowych, to po czasie t
liczbe jader, ktore nie ulegly rozpadow:r opisujemy wzorem

N(t)=Ny-e ™ dlat>0, (5)
gdzie X to charakterystyczna dla pierwiastka stata rozpadu.

Miara predkosci rozpadu promieniotworczego jest okres potowicz-
nego rozpadu okreslajacy czas, po ktérym rozpadowi ulega pofowa
poczatkowej ilosci jader.
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Cwiczenie 8. Czas pofowicznego rozpadu izotopu cezu 37Cs wy-
nosi 30, 25 roku. Wyznaczy¢ statg promieniotwdrczego rozpadu i ob-
liczy¢, jaki procent pierwotnej probki pozostanie po 100 latach?
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Wykorzystujac wzér (?7) wyznaczymy statg rozpadu. Oczywiscie
po 30, 25 roku pozostanie %No pierwotnej liczby jader izotopu cezu,

Wige mamy 1 — 130,25
§NO — NO e T

skad otrzymamy
—In2=mI2"t=Ini =Ine % = -30,25. ),

In2
30,25

N(100) = Ny - e~ 551% ~ 0, 1011 - N

wiec A = ~ 0, 0229. Zatem po 100 latach pozostanie

czyli okoto 10, 11% pierwotnej liczby jader atomowych.
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Odp. Stata pofowicznego rozpadu cezu '3"Cs wynosi w przyblizeniu
0,0229. Po 100 latach pozostanie okoto 10, 11% masy pierwotne;

probki tego izotopu.
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Zadanie 6. Czas pofowicznego rozpadu izotopu kobaltu ®°Co wy-
nosi 5 lat, zaé czas pofowicznego rozpadu izotopu fosforu 2P —

14 dni. lle razy stata rozpadu izotopu fosforu jest wieksza od statej
rozpadu izotopu kobaltu?

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Na koncu poprzedniego:
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Odp. Mamy (por. szczegé’rowe rozwigzanie Cwiczenia ??) Xeoc, =
ln2 ~ 0, 1386, za$ A\e2p = 47 =~ 18,0713 (przyjmiemy, ze rok ma

365

365 dni), wiec 32 = 3955 = 130, 3571.

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie
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Projekt wspélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Przyktad 10. Kazdy zywy organizm absorbuje z otoczenia wegiel
w postaci dwu izotopéw '2C oraz 14C, z ktérych drugi jest pierwiast-
kiem promieniotwdrczym o okresie potowicznego rozpadu 5715 lat.
Jak dtugo organizm zyje, tak dtugo proporcje obu izotopéw s3 sta-
te. Po émierci organizmu jedynie izotop *C ulega rozpadowi. Im
wiecej czasu uptynie od Smierci organizmu, tym bardziej zmieniaja
sie proporcje obu izotopow. Amerykanski fizyk W. F. Libby opra-
cowat w 1946 roku metode pozwalajaca wykorzystac ta obserwacje
do wyznaczania wieku znaleziska organicznego (radioizotopowa
metoda datowania skamieniatosci).

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Cwiczenie 9. Oszacowaé wiek skamieniatosci, w ktorej masa izo-
topu 4C stanowi jedynie 37% izotopu, ktéra zawieratby organizm

Zywy.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Na poczatku wyznaczymy stata rozpadu dla izotopu *C. Mamy
wiec (por. rozwigzanie Cwiczenia 77)

In2
Aug = =E N 0,00012129.

Wtedy

0,37Ny = N( ) Ny -e€ — s t

czyli
In 2

Zatem t = —% ~ 8198,

ekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie
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Odp. Wiek skamieniatosci to okoto 8198 lat.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Przyktad 11. Odczyn roztworu, to jego charakterystyka zwia-
zana ze stezeniem jonéw wodorowych [H '] oraz stezeniem jonéw
wodorotlenowych [OH ~]. W kazdym roztworze wodnym iloczyn
stezen jonow wodorowych i stezen jondw wodorotlenowych jest staty
i wynosi 10~"*mol /dm®. Okreslanie odczynu roztworu poprzez
podanie stezen jest niewygodne (duza rozpietos¢ stezen). Chemicy
postuguja sie stopniami kwasowosci okreslonymi wzorem

[Ph] = —log[H .

Dla chemicznie czystej wody [H*] = [OH~] = 10~ "mol /dm’,
wiec jej [Ph] wynosi 7 (odczyn obojetny). Roztwory kwasne
maja odczyn [Ph] mniejszy od 7, za§ zasadowe — wigkszy od 7.

ekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie
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Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Cwiczenie 10. Stezenie jonéw wodorowych w roztworze octu wy-
nosi [HT] = 1,26 - 10~*mol/dm®. Wyznaczy¢ odczyn tego roz-
tworu octu.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Odczyn roztworu octu obliczymy nastepujaco:

[Ph] = —log(1,26 - 107?)
= —log1,26 —log10™3 ~ —0,1 — (=3) = 2,9.
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Odp. Odczyn roztworu octu jest rowny okoto 2, 9.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Zadanie 7. Oblicz stezenie jondéw wodorowych w wodzie morskiej
przyjmujac ze jej odczyn jest rowny 3, 2.
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Na koncu poprzedniego:
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Odp . Stezenie jondéw wodorowych w wodzie morskiej wynosi

[H*] ~ 6,31 -10""mol /dm?.
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Przyktad 12. Miarg "sity” dzwieku jest natezenie dzwieku. W za-
kresie styszalnosci cztowieka, dla dzwieku o czestotliwosci 1000 Hz,
natezenie dzwieku przyjmuje wartoéci od 107'* W /cm? (granica
styszalnosci) do 10* W /cm? (prég bélu). Uzywanie tak szerokie]
skali nie jest wygodne i wprowadzono pojecie poziomu natezenia,
L =10-log i,
Iy
gdzie Iy = 10712 W /cm? za$ [ jest badanym natezeniem dzwieku.
Jednostka poziomu natezenia dzwieku jest decybel (dB). Wtedy

- dla progu styszalnosci Ly = 1010g18:12—m = (0 dB,

- dla granicy bélu L = 10log s, = 140 dB.

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie
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Cwiczenie 11. Przy predkoéci 50 km /h zmierzony poziom hatasu
(we wnetrzu) samochodu osobowego wynosit 60 dB. Po zwieksze-
niu predkoéci do 140 km /h poziom hatasu wzrést do 75 dB. lle

razy gfosniej zrobito sie w aucie?

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Oznaczmy przez:
e [y — natezenie dzwieku odpowiadajace progowi styszalnosci,
e [; — natezenie hatasu w aucie jadacym z predkoscia 50 km /h,
e [, — natezenie hatasu w aucie jadacym z predkoscia 140 km /h.

Z tresci zadania wiadomo, ze 60 = IOIOgI— oraz 75 = 1010g ,
wiec

15=75—60 = 10log G? log ?) — log ?
1 2 1

Zatem 2 = (10)"% ~ 31,6228,
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Odp. Po zwiekszeniu predkosci poziom hatasu wzrost ponad trzy-
dziestokrotnie.

ojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie
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Przyktad 13. Wzér na iloé¢ energii /' (w dzulach) uwolniona
przez trzesienie ziemi jest postaci

E = 17 74 . 1019+1,44M7

gdzie M jest sitg trzesienia ziemi w skali Richtera.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Cwiczenie 12. Trzesienie ziemi w okolicach Polic w 2010 roku
miafto site 4,8 w skali Richtera. Trzesienie ziemi w Mesynie (Wto-
chy) w 1908 roku wyzwolito 7700-krotnie wieksza energie. Jaka byta
sita trzesienia ziemi w Mesynie w skali Richtera?

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Whykorzystujac podany wzér wyznaczymy energie F; wyzwolong w
trzesieniu ziemi w Policach. Mamy wiec

FE,=1,74-1019114448 ~ 1 42.10%,
Trzesienie ziemi w Mesynie wyzwolito zatem energie
E,=7,7-10°. E, =1,0934 - 10%,

co oznacza site w skali Richtera réwna (po nieskomplikowanych
rachunkach)

log1 = — 19
1,44

MQ— %7,5
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Odp . Trzesienie ziemi w Mesynie miato site okoto 7,5 w skali
Richtera.
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Zadanie 8. llu krotny wzrost energii uwolnionej w trakcie trze-
sienia ziemi odpowiada wzrostowi o 2 sity trzesienia ziemi w skali

Richtera?

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Na koncu poprzedniego:
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Odp. Wzrost o 2 sity trzesienia ziemi w skali Richtera odpowiada
okoto 760-krotnemu wzrostowi energii uwolnionej w trakcie takiego

trzesienia ziemi.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Z nastepnym:
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Pytanie 1. Funkcja logarytmiczna o podstawie %jest funkcja:

(a) rosnaca,

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Pytanie 2. Funkcja logarytmiczna o podstawie v/4 jest funkgja:

(a) rosnaca,

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Pytanie 3. Wykres funkgji logarytmicznej log, : (0,00) — R dla
pewnego a € R, a > 1 jest przedstawiony na rysunku

(a) (b) () (d)

/

Enaam 24

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Pytanie 4. Wykres funkcji logarytmicznej log, : (0, 00) — R dla
pewnego a € (0, 1) jest przedstawiony na rysunku

(a) (b) (c) (d)
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Pytanie 5. Sposréd liczb log, 5, log, 7, log- 2, log, 5 najwieksza
jest

(a) pierwsza,
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Pytanie 6. Sposrdd liczb log, 9, log, 7, log- 2, log, 5 najmniejsza
jest

(a) pierwsza,
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Pytanie 7. Réwnanie log,(1 — x?) = 1
(a) ma jedno rozwigzanie dodatnie,

b) ma jedno rozwigzanie ujemne,

d

(b)
(c) ma dwa rozwigzania réznych znakéw,
(d)

nie ma rozwiazania.
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Pytanie 8. Dziedzina funkcji f(z) = log(b+ 4x — x?) jest zbiér
(a) [-1,3],

(b) (=1,5),

() (o0, =1) U (5,0),
(d) (=00
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Pytanie 9. Przyjmujac, ze okres potowicznego rozpadu izotopu
wegla C' wynosi ok. 5800 lat mozna stwierdzi¢, ze wiek skamie-

niatoéci zawierajacej 25% masy tego izotopu, ktéra zawieratby or-
ganizm zywy wynosi ok.

(a) 5800 lat
(b) 2900 lat,
(c) 1450 lat,
(d) 11 600 lat.
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Pytanie 10. Stezenie jonéw wodorowych w roztworze o odczynie
obojetnym wynosi

(a) 10~°mol /dm?,
(b) 10~%mol /dm”,
(c) 10-"mol /dm?,
(d) 10~%mol /dm*.
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Klucz odpowiedzi:

1(c), 2(a), 3(b), 4(c), 5(b), 6(c), 7(d), 8(b), 9(d), 10(c).
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