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Slajd1

(Albert Einstein)

W ramach tego kursu poznamy funkcje i ich wtasnosci: definicje funkcji
oraz definicje wykresu funkcji liczbowej, a takze miedzy innymi takie pojecia
jak: dziedzina funkcji, miejsce zerowe, zbidr wartosci, warto$¢ najmniejsza i
najwicksza funkcji w danym przedziale, monotonicznos¢ funkcji. Poznamy jak
wykonaé¢ przesuniecia wykresu funkcji wzdtuz osi x oraz osi y oraz definicje
i wlasnosci funkcji roznowartosciowej, definicje i wtasnosci funkcji parzystej,
nieparzystej i okresowej. Oméwimy takze pewne szczegdlne funkcje jak linio-
wa i trygonometryczna, a takze zapoznamy sie z pojeciem ztozenia funkcji,
funkcji odwrotnej i rownania funkcyjnego.



Zagadka
Zadanie Poissona. Podczas wycieczki jeden z jej uczestnikow kupit gasior wi-
na o pojemnosci 8 kwart. Kupione wino trzeba byto podzieli¢ na potowy. Jak
nalezalo dokona¢ tego podziatu, kiedy w zajezdzie byty tylko dwa naczynia
- jedno o pojemnoéci 5 kwart i drugie o pojemnosci 3 kwart? Ile razy trzeba
byto przelewa¢ wino z naczynia do naczynia?



Odpowiedz:
Wino nalezato przela¢ 7 razy.



(I. Kant)

Slajd

1 Pojecie funkcji

W matematyce oraz w zyciu codziennym mamy do czynienia z réznymi przy-
porzadkowaniami, np. kazdej osobie mieszkajacej na state w Polsce przypo-
rzadkowuje sie¢ numer PESEL, jak réwniez kazdej osobie przyporzadkowuje
si¢ imie. Niektore z tych przyporzadkowan sa funkcjami, a niektére nie.



PrzesledZzmy pewna sytuacje:
Nowi uczniowie klasy I b przychodza do szkoly na swoja pierwsza lekcje. Na
poczatku zaje¢ nauczyciel czyta liste obecnosci, méwiac kazdemu uczniowi, w
ktorej tawce ma usigéé. Takie przyporzadkowanie bedziemy nazywaé funkcja.
Zauwazmy, ze kazdy z uczniow posiada swoje miejsce w tawce i kazdy uczen
ma doktadnie jedno takie miejsce (nie moze siedzieé¢ jednoczesnie w dwoch
réznych miejscach).

**********(rysunek ucznia w tawce Szkolnej)********************



Inna sytuacja:
Nauczyciel WF-u przeprowadzit wérdéd uczniow klasy Ia sprawdzian z bie-
gu na 100 m. Wyniki sprawdzianu zapisat w postaci zbioru par liczb, gdzie
pierwszy element pary oznaczal numer ucznia z dziennika, zas drugi element
pary oznaczal czas w sekundach, uzyskany przez ucznia. Notatki nauczyciela
sa nastepujace:
{(2; 15), (5; 17), (10; 13), (18; 12,5), (19; 14), (21; ), (26; 15,5), (28; 16,3)}.

Uczniowi z numerem 21 nie zostal przypisany czas biegu (by¢ moze uczen
nie ukonczyl biegu), zatem powyzsze przyporzadkowanie nie jest funkcja.

***************(

rysunek biezni i sportowcdw )*Hteteiersicieiciicer



Sprobujmy uogdélni¢ definicje funkeji na jezyk matematyki:

Definicja
Funkcja f ze zbioru X w zbiér Y (przy czym zbiory X i Y sg niepuste) na-
zywamy takie przyporzadkowanie, w ktorym kazdemu elementowi ze zbioru
X zostal przyporzadkowany tylko jeden element ze zbioru Y, co zapisujemy

f:X—=Y.
Funkcje zazwyczaj oznaczamy literami f, g, ', G, itp.

Aby dobrze zrozumie¢ pojecie funkcji rozwazmy przyporzadkowanie zilu-
strowane grafem:

N T g T
Kazdemu elementowi ze zbioru X = {A, B, C'} przyporzadkowalismy tyl-

ko jeden element zbioru Y = {1,2,3}. W zbiorze Y zostal jeden element 3,
ktory nie odpowiada zadnemu elementowi zbioru X.



Rozstrzygniemy, czy nastepujacy warunek okresla pewng funkcje.

a) Kazdemu panstwu przyporzadkowujemy jego stolice (jest to funkcja).

b) Kazdemu wielokatowi przyporzadkowujemy jego pole (jest to funkcja).
¢) Kazdemu czworokatowi przyporzadkowujemy jego o§ symetrii (nie jest to
funkcja, bo czworokat moze mie¢ wiecej osi symetrii i nie mamy jednoznacz-
nego przyporzadkowania czworokatowi osi symetrii).



2 Sposoby opisywania funkcji

W przypadky, gdy X i Y sa zbiorami liczb funkcje ze zbioru X w zbior Y
nazywamy funkcja liczbows, ktorg mozemy przedstawia¢ na rézne sposoby:
- przepisem stownym,
- tabelka,
- grafem,
- jako zbior par uporzadkowanych, gdzie poprzednik jest elementem z X, a
nastepnik z Y,
- wzorem,
- wykresem (graficznie).

Wykresem funkeji liczbowej f : X — Y nazywamy zbiér tych wszyst-
kich punktéw plaszczyzny o wspolrzednych (z,y), w prostokatnym uktadzie
wspotrzednych, gdzie x € X, ay €Y.



Przyktad
Dana jest funkcja okreslona przepisem stownym:
"Niech X = {—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}, Y = {0,1,4,9,16} . Kazdej licz-
bie ze zbioru X przyporzadkowujemy kwadrat tej liczby”.
Przedstawimy te funkcje na pozostate sposoby:

e Tabelka:

o Graf:

e Zbiér par uporzadkowanych:
{(_4716>7<_379)7(_274))(_171)7(070)7(171>7(274)’<3’9)’(4’16)}

o Wzbr:

y=1x2 lub f(z)=2% lub f:x2 — 2%
gdzie x € {—4,-3,-2,—1,0,1,2,3,4}.

e Wykres

10
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Hasto: Odcieta
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3 Przeksztalcanie wykresu funkcji

3.1

Mamy dany wykres funkcji y = f(x). Utworzymy wykres funkcji y = — f(z):
dla kilku obranych wartosci x wyznaczamy — f(x) i obserwujemy figure po-
wstala po polaczeniu punktéow (x, —f(x)),

czyli dla x1 i 22 szukamy wartosci f(x1) i f(22), nastepnie —f(z1) i —f(x2)
oraz rysujemy wykres przechodzacy przez punkty (z1, — f(z1)), (22, — f(22)):

Zauwazamy:
Uwaga
Wykres funkcji — f(z) powstaje z wykresu funkcji f () przez odbicie wzgledem
osi OX.

13



3.2

Mamy dany wykres funkcji y = f(x). Utworzymy wykres funkcji y = f(—z):
dla kilku obranych wartosci x wyznaczamy f(—x) i obserwujemy figure po-
wstala po polaczeniu punktéow (—z, f(—x)).

B | gy (Y Rk

Zauwazamy, ze dla obranego z otrzymujemy te same wartosci f(x) i
f(—x). Zatem:
Uwaga
Wykres funkcji f(—x) powstaje z wykresu funkcji f(z) przez odbicie wzgle-
dem osi OY.

14



Z symetrii wzgledem osi OX i OY mozemy zaobserwowac:

Cwiczenie
Stwoérzcie wykres funkeji y = — f(—x) wykorzystujac informacje o symetrii
wzgledem osi OX i OY. Powstanie wykres w wyniku przeksztatcenia wykresu
funkcji y = f(x) przez symetrie wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych.

15



3.3

Mamy dany wykres funkcji y = f(x).
e Narysujemy wykres funkcji y = f(z) + b;
Jedli punkt (z,y) nalezy do wykresu funkcji y = f(x), to:

sk sfokok ok ok ok ok skok ok ok ok sksk st ok ok s ok ok ok ok ok

plik tranl

******************phk tranQ’*************

Uwaga
Wykres funkcji y = f(z) + b powstaje w wyniku przesuniecia réwnoleglego
wykresu funkeji y = f(x) o wektor [0,b] (wzdtuz osi OY).

16



Przyktad
1. Rysujemy wykres funkcji y = 2.
2. Przesuwamy kazdy punkt wykresu o wektor [0, 2].

3. W rezultacie otrzymujemy wykres funkcji f(z) = 2% + 2.

17



e Narysujemy wykres funkcji f(zx — a).
Oméwimy teraz tworzenie wykresu funkeji f(x — a).

Jesli punkt (z,y) nalezy do wykresu funkcji y = f(z), to

i |1 O R kb

**************phk tran4***************

Skad mozemy wywnioskowac:
Uwaga
Wykres funkcji y = f(x — a) powstaje w wyniku przesuniecia réwnolegtego
wykresu funkeji y = f(x) o wektor [a, 0] (wzdtuz osi OX).
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Przyktad
1. Rysujemy wykres funkcji y = 2.
2. Przesuwamy kazdy punkt wykresu o wektor [2,0].

3. W rezultacie otrzymujemy wykres funkcji f(z) = (z — 2)2.

19



Z powyzszych uwag widzimy, ze:

Whniosek
Cheac utworzy¢ wykres funkeji y = f(x —a)+b przesuwamy punkty wykresu
funkeji f(x) o wektor [a, b].

Bk | Gk ok
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3.4

Mamy dany wykres funkcji y = f(x). Utworzymy wykres funkcji y = | f(z)].
Z definicji wartosci bezwzglednej wynika, ze dla f(x) > 0 wykres y = |f(x)]
przyjmuje postaé¢ funkcji liniowej y = f(x), a dla f(z) < 0 mamy wykres
funkcji y = — f(x) Zatem przyktadowy wykres funkcji y = | f(x)| bedzie wy-
gladat nastepujaco:

Uwaga

Wykres funkeji | f(z)| powstaje z wykresu funkcji f(x) przez odbicie syme-
trycznie wzgledem osi OX dla f(z) < 0.

21



4 Dziedzina funkcji liczbowej

Zbior X nazywamy dziedzing funkcji. Dziedzine funkcji f oznaczamy réwniez
Dy. Elementy zbioru X nazywamy argumentami funkcji.

Najczedciej bedziemy zapisywac¢ funkcje podajac jej wzor, ale pamietaj-
my, ze funkcji nie wolno utozsamiaé¢ ze wzorem, np.
f(x) =4z, Dy ={0,1,3,5};
f(x) =4z, Dy = C;
f(z) =4z, Dy = [-20,00).

W przyktadach tych mamy trzy rézne funkcje, mimo, ze w kazdym przy-
padku wzor jest ten sam, ale dziedziny sa roézne. Jezeli natomiast mamy po-
dany tylko wzoér, to jako dziedzing przyjmujemy zbiér tych wszystkich liczb
rzeczywistych, dla ktorych dziatania we wzorze funkcji sa wykonalne. Wow-
czas moéwimy, ze zostata okreslona dziedzina naturalna funkcji.

22



Przyktad

Wyznaczyé¢ dziedzine funkeji f(x) = @ We wzorze funkcji wystepuja
dwa dziatania, ktore nie sg okreslone w catym zbiorze liczb rzeczywistych,
tzn. pierwiastkowanie i dzielenie. Pierwiastkowanie jest okreslone w zbiorze
liczb nieujemnych, a dzielenie w zbiorze R\ {0}. Zatem
r+3>0Az € R\{0},
czyli
x> 3N #0& x€[-3,00U(0,00) = Dy.

23



5 Zbior wartosci funkcji

Zbiér Y nazywamy przeciwdziedzing funkcji. Przeciwdziedzine funkcji f ozna-
czamy réwniez DJTI.

Zbioér tych elementow ze zbioru Y, ktére zostaly przypisane elementom ze
zbioru X, nazywamy zbiorem wartosci funkcji. Zbior wartosci funkceji f ozna-
czamy symbolem ZW;. Symbolicznie:

IWy={y:ye D'\ y=f(z)}.

IEDf

Zajmiemy sie teraz wyznaczaniem wartosci funkcji danej wzorem.
Przyktad
Wyznaczy¢ zbior wartosci funkceji

fz) = -2
W wyniku podnoszenia do potegi drugiej bedziemy otrzymywac liczby

nieujemne. Poniewaz przed 22 wystepuje znak minus, zatem wartosci funkcji
beda liczbami niedodatnimi, wiec ZW; = (—o0, 0].

24



6 Miejsce zerowe funkcji

Ponizej podana jest funkcja opisana za pomoca tabeli. ” Poszukajmy” argu-
mentu, dla ktérego funkcja przyjmuje wartosé¢ zero
xr —3 0 1 10

Flz) 3 25 0

Odczytujemy argument, dla ktérego wartosé¢ funkcji wynosi 0. Jest to
miejsce zerowe funkcji.
Miejscem zerowym funkcji nazywamy taki argument, dla ktérego wartoscé
funkcji wynosi 0.

25



Przyktad
Dana jest funkcja f(x) = 4x—8, gdzie x € {—3,1,2,5}. Wyznaczymy miejsca
zerowe tej funkcji. Aby obliczy¢ miejsce zerowe funkeji y = f(x), wystarczy
rozwigzaé réwnanie f(x) =0, czyli

4r — 8 = 0.

Dodajac obustronnie 8 oraz dzielac obie strony powyzszego réwnania przez
4 mamy:
T =2

Nastepnie sprawdzamy, czy otrzymane rozwigzanie rownania nalezy do
dziedziny funkcji. Liczba 2 jest elementem dziedziny i jest miejscem zero-
wym tej funkcji.

26



7 Pewne wlasnosci funkcii

7.1

Funkcja réznowartosciowa (iniekcja, funkcja 1-1) - funkcja, ktérej kazdy ele-
ment przeciwdziedziny przyjmowany jest co najwyzej raz.

Definicja
Funkcje f : X — Y nazywamy réznowartosciowy, gdy dla dowolnych dwdch
elementéw a,b € X spelniony jest warunek

a#b= fla) # f().

Zastosujcie do implikacji w powyzszej definicji prawo kontrapozycji, czyli
P=q<= q= p.
Otrzymacie rownowazng posta¢ warunku z powyzszej definicji réznowarto-
Sciowosci:
fla)=f(b)=a=0b, a,beX.
Zatem dla funkcji roznowartosciowej nie istnieje prosta réwnolegta do osi
OX, ktora przecigtaby wykres funkcji wiecej niz w jednym punkcie.

27



Przyktady
e Tozsamo$¢ f(z) = x na dowolnym zbiorze X,
e funkcja f(z) = = dlaz € R\ {0},
e funkcja f(z) = ax + b, gdzie x € R,a # 0.

28



Zbadamy réznowartosciowosé funkeji f(z) = 3z + 2.
Przyjmijmy, ze f(z1) = f(x2), czyli 3z1 + 2 = 3z5 + 2. Wtedy dodajac
stronami —2 oraz dzielac przez 3 mamy

1 = T9g.

Zatem badana funkcja jest réznowartosciowa.

29



7.2

Niech f: A — B, ay,as beda dowolnymi elementami A. Wéwczas funkcje f
nazywa sie
e rosnaca, gdy

a1 < ayg = f(al) < f(a,g),

e malejaca, gdy
a1 < az = f(ag) < f(a1).

Funkcja monotoniczng nazywa sie kazda z powyzszych rodzajow funkcji.
Potocznie, funkcja jest monotoniczng, gdy wraz ze wzrostem argumentow
rosnie lub maleje wartos¢ funkcji.

Funkcje f nazywa sie stala, gdy

flar) = f(az)

dla dowolnych ai,as € A.

30



31



Hasto: Funkcja malejaca.

32



Przyktady
e Funkcja f(x) = ax + b jest malejaca, gdy a < 0;
rosnaca, gdy a > 0;
stata, gdy a = 0.
e Funkcja f(x) = a” jest rosnaca, gdy a > 1;
malejaca, gdy a < 1 i stata dla a = 1.
e Funkcja f(z) = x® rosnie na przedziale [0,00), gdy a > 0 i maleje, gdy
a < 0.

33



Przeanalizujemy przyktadowo monotoniczno$é funkeji f(z) = —2x+5. Przyj-
miemy, ze vy < xy wtedy —2x; > —2x9 oraz —2x + 5 > —2x + 5. Zatem
f(z1) > f(xs) czyli badana funkcja jest malejaca.

34



Problem
Jaka jest zaleznos$¢ pomiedzy réznowartosciowoscig, a monotonicznoscig?

Z powyzszych przykltadéw obserwujemy, ze funkcja monotoniczna jest
takze réznowartosciowa (bezposredni wniosek z definicji funkcji rosnacej, ma-
lejacej i réznowartosciowej), ale rozwazmy przyktadowa funkcje réznowarto-
Sciowa: f(z) = 1.

Funkcja ta jest malejaca w przedziatach (—oo,0),(0,00), ale dla —z oraz
x, >0 mamy: —x < z, ale f(—x) % f(x). Zatem funkcja réznowartoscio-
wa nie musi by¢ monotoniczna.

35



7.3

Funkcje parzyste i nieparzyste, to funkcje cechujace sie pewng symetrig przy
zmianie znaku argumentu. Prowadzi to rowniez do symetrii ich wykresow.

Funkcja f jest:

e parzysta, jezeli spetnia:

x € Dy = —x € Dy,

A f(=z) = f(a).

CCEDf

e nieparzysta, jezeli spetnia:

xEDf$—$EDf,

A f(=z)=—f(x).

zEDf

36



Przyktady

Funkcje parzyste
e wartos¢ bezwzgledna f(z) = |z,
e funkcja potegowa o parzystym wykladniku, f(z) = 2%, gdzie k € N,
e wielomiany zawierajace niezerowe wspotczynniki tylko przy parzystych po-
tegach zmiennej, np.:
flx) =20 + 225 — 22 4 4.

Funkcje nieparzyste
e funkcja liniowa f(z) = ax (proporcjonalnosé¢ prosta),
e funkcja potegowa o nieparzystym wyktadniku: f(x) = 2?**! gdzie k € N,
e wiclomiany o niezerowych wspotczynnikach tylko przy nieparzystych pote-
gach zmiennej, np.:
flx) =27 +22° — 23 + 4a.

PR |l ] ok

Zauwazmy z powyzszych przyktadow oraz definicji funkcji parzystej i nie-
parzystej, ze dziedzina tych funkcji musi by¢ zbiorem symetrycznym wzgle-
dem punktu (0, 0) na osi OX (poniewaz tylko wtedy dla kazdej liczby = € Dy,
liczba —x € Dy).

37



Problem
1. Obserwujac wykresy funkcji parzystych i nieparzystych czy zauwazacie
pewne symetrie wykreséw?
Poniewaz funkcja parzysta przyjmuje te same warto$ci funkcji dla przeciw-
nych argumantéw: x i -x, wiec wykres funkcji jest symetryczny wzgledem osi
OY, a dla funkcji nieparzystej majac warto$¢ przeciwna dla argumentu x niz
dla -x otrzymujemy wykres symetryczny wzgledem (0, 0).
Zatem funkcje parzyste (poza szczegblnymi przypadkami funkeji pustej oraz
funkcji okreslonej jedynie w zerze) nigdy nie sa réznowartosciowe.
2. Czy istniejg funkcje, ktore nie sa ani parzyste, ani nieparzyste oraz czy
istniejg funkcje réwnoczeénie parzyste i nieparzyste?
Funkcja, ktora nie jest ani parzysta, ani nieparzysta, to niestata funkcja wy-
ktadnicza a®.
Rozwazmy funkcje bedace jednocze$nie parzystymi i nieparzystymi, czyli:

Nf(=2)=f(x) i f(-2)=—f(2)
skad f(z) = —f(z), a zatem f(z) = 0. Sa to funkcje stale réwne zeru w kaz-

dym punkcie swojej dziedziny, ponadto co tatwo zauwazy¢ o symetrycznej
dziedzinie.

38



7.4

Funkcja okresowa, to intuicyjnie, funkcja, ktorej wartosci ”powtarzajg sie”
cyklicznie w stalych odstepach (Scista definicja ponizej). Funkcje okresowe
mogga stuzy¢ do modelowania zjawisk okresowych w fizyce - np. ruchu waha-
dta czy planety - a takze w biologii, medycynie, ekonomii i innych dziedzinach
nauki. Funkcje liczbowa f nazywamy okresowa, gdy istnieje liczba T' rézng
od zera (niekiedy zaktada sie, ze T' > 0) o nastepujacych wlasnosciach:

1. dla dowolnej liczby x € Dy, réwniez liczby = + T, x — T € Dy (niekiedy
opuszcza si¢ warunek « —T' € Dy) oraz

2. dla kazdego = € D zachodzi réwnos$¢ f(x +T) = f(x).

Liczbe T nazywamy okresem funkcji f.

Jesli jakas funkcja ma okres, nazywamy ja funkcja okresowa; funkcje o
okresie T" nazywa sie czasem skrotowo funkcja T-okresowa. Jesli wérod do-
datnich okreséw funkcji f istnieje najmniejszy, nazywamy go okresem pod-
stawowym (lub zasadniczym). Funkcja okresowa nie musi mie¢ okresu pod-
stawowego, na przyktad dla funkcji stalej f(zr) = a,a € R, a inne beda
przedstawione w nastepnych punktach tej prezentacji.
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7.5

Funkcje nazywamy ograniczona z gory, gdy wszystkie jej wartosci sa mniej-
sze od pewnej ustalonej liczby, czyli istnieje liczba M taka, ze dla kazdego
x € Dy jest spelniony warunek f(x) < M. Podobnie funkcja jest ograniczo-
na z dotu, gdy wszystkie jej wartosci sg mniejsze od pewnej ustalonej liczby,
czyli istnieje liczba m taka, ze dla kazdego x € Dy jest speliony warunek
f(z) > m. Funkcje nazywamy ograniczona, gdy jest jednoczesnie ograniczo-
na z gory i z dohu.

40



Przyktady
e Funkcje f(z) = x, g(xr) = 2 sa nieograniczone. Funkcja kwadratowa
g(z) = 2% jest tylko ograniczona z dotu. Ogoélnie, wszystkie wielomiany stop-
nia niezerowego i rozne od wielomianu zerowego sa nieograniczone.
e Ciag 1, %, %, i, ... jest ograniczony, gdyz wszystkie jego wyrazy naleza do
przedziatu (0, 1].
e Cigg 1,2, 3,4, ... cho¢ ograniczony z dotu, nie jest ograniczony z gory, zatem
jest nieograniczony.
e Cigg —1,—3,—5,—7,.... nie jest ograniczony z dolu, natomiast posiada

ograniczenie gorne.
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7.6

Funkcja liczbowa przyjmuje najwieksza (najmniejsza) wartosé¢ yo € Y dla
xg € X, gdy f(zo) = yo oraz dla kazdego = € X zachodzi f(x) < f(xo)

(f(z) = f(x0)).
Uwaga

Funkcja liczbowa, ktéra przyjmuje najwieksza (najmniejsza) wartosé, jest
ograniczona z gory (z dotu) przez ta wartosc.
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Hasto: Maksimum funkcji
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8 Pewne szczegodlne funkcje

8.1

Jedng z podstawowych funkcji jest funkcja liniowa.

Definicja

Funkcje okreslong wzorem f(z) = ax + b dla z € R, gdzie a i b sa stalymi,
nazywamy funkcja liniowa. Wykresem funkcji liniowej jest prosta.

Liczbe a nazywamy wspotczynnikiem kierunkowym proste;.
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Definicja
Roéwnanie postaci y = ax + b nazywamy rownaniem kierunkowym proste;j.
Réwnanie Ax + By + C = 0, gdzie A # 0 lub B # 0 nazywamy réwnaniem
ogo6lnym prostej.
Twierdzenie
Proste y = ax + b (a # 0) 1 y = a;x + by sa prostopadte (réwnolegte) wtedy
i tylko wtedy, gdy aa; = —1 (a = a4).
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Wtasnosci
Funkcja liniowa jest
e roznowartosciowa dla a # 0,
e nieokresowa dla a # 0,
e monotoniczna:
rosnaca dla a > 0,
malejaca dla a < 0,
stata dla a = 0,
e parzysta dla a = 0,
e nieparzysta dla b = 0.

Gdy a = 1,b = 0, mamy do czynienia ze szczegbdlnym przypadkiem funkeji
liniowej - mianowicie funkcja tozsamosciowa okreslona wzorem f(z) = x.
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8.2

Definicja

Funkcje trygonometryczne dla miar katow ostrych mozna zdefiniowaé jako
stosunki dtugosci odpowiednich dwoch bokéw tréjkata prostokatnego przy
kacie wewnetrznym danej miary (nizej zastosowano typowe oznaczenia, przed-
stawione na rysunku obok i funkcje trygonometryczne miary kata skierowa-
nego « okreslono wzorami):
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Wykresy funkeji trygonometrycznych:

************phk 19**********************************

Sinusoida: wykres funkcji y = sinz.

e 11 | R R R S i

Cosinusoida: wykres funkcji y = cosz.

************phk 21**********************************

Tangensoida: wykres funkcji y = tgx.

************phk 22**********************************

Cotangensoida: wykres funkcji y = ctgzx.
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Tabele znakéw i wartosci funkeji trygonometrycznych
AHRRRRHAAASR K[| QFHFRFRAIAAF K RIAASHAAAAS AR
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Wzory podstawowe

sin® a4 cos? o = 1,

sin «v Ccos &
tga = , ctga = — .
COS & sin «v

o1




Wzory redukeyjne
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Na podstawie wykreséw funkcji trygonometrycznych i wzoréw redukeyj-
nych zauwazamy nastepujace wtasnosci funkcji trygonometrycznych

Wtasnosci
e dziedzina i przeciwdziedzina
funkcje sinus i cosinus: Dy = R, ZW; = [—1, 1] (funkcje ograniczone),

tangens: Dy = R\ {§ + kn,k € C}, ZW; =R,

cotangens: Dy = R\ {km, k € C}, ZW; =R;

e parzystosc¢

funkcje sinus, tangens i cotangens sg nieparzyste, a cosinus jest parzysta
funkcja

e okresowo$¢

funkcje sinus i cosinus majg okres podstawowy 27, a tangens i cotangens
e monotonicznos¢

funkcje trygonometryczne sa tylko przedziatami monotoniczne, np. sinuso-
ida: roénie w przedziale [—% + 2km, 5 + 2k, a maleje 2 + 2km, 3% + 2k dla
keC,

tangensoida rosnie w przedziatach okreslonosci,

natomiast cotangensoida maleje w przedziatach swojej okreslonosci.
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Problem
Czy zatem funkcje tangens i kotangens sa odpowiednio rosngca i malejaca?

3

Zbadajcie wartosci funkcji tangens dla z; = 7 i xp = f, a dla funkcji

4
kotangens x1 = —7 1 1 =

s

Z.

o4



Rozwigzemy roéwnanie ctgx sinx + cosr = 2.

Dziedzing naszej funkcji jest: Dy = {z : x € R,z # km, k € C}.

Korzystajac z zaleznosci: ctgr = 227

otrzymujemy cosr = 1, skad = = 2kn, k € C,

ale znalezione wartosci nie nalezg do dziedziny, zatem réwnanie jest sprzecz-

ne.
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9 Skladanie funkcji

Niech f: X =Y, ag:Y — Z. Niech y = f(x) i z = g(y), gdzie

reX,yeY,ze Z.

Funkcje okreslong na zbiorze X o wartos$ciach w zbiorze Z okreslong wzo-
rem z = g(f(x)) nazywamy zlozeniem, lub superpozycja funkeji f i g i ozna-
czamy je symbolem g o f.

Mozna powiedzie¢, ze superpozycja jest dzialaniem przyporzadkowujacym
funkcjom f i g taka funkcje go f: X — Z, ze z = g(f(x)).
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Zbuduj fogigo fdla f(z) = #2, g(x) = 3z — 3. Otrzymujemy
(fog)a) = flg(x) = fBx —3) = ;5555 = 1,  ER\ {3} 1
(go f)(x) = g(f(x)) = 9(;35) =335 — 3, v € R\ {=2}.

o7



10 Funkcja odwrotna

Zatozmy, ze funkcja f : X — Y jest réznowartosciowa i spelniony jest waru-
nek f(X) =Y, czyli funkcja f odwzorowuje zbiér X na Y, wtedy mozemy
okresli¢ funkcje g : Y — X okreslona w taki sposob, ze dla dowolnego war-
toscia g(y) jest jedyny element x taki, ze f(z) = y. Funkcja g nazywa si¢

funkcja odwrotng do f i jest oznaczana symbolem f~1.
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Jedli funkcja f posiada funkcje odwrotng g = f~1, to méwimy, ze jest ona
funkcja odwracalng. Wtedy takze g jest funkcja odwracalna i ¢~ = f. Zto-
zenie funkcji wzajemnie odwrotnych jest przeksztalceniem tozsamosciowym,
czyli takim, ze obrazem dowolnego elementu jest ten sam element (prze-
ksztalcenie f jest tozsamoscia jesli f : X — X oraz Ayex f(z) = z), czyli

(fof () =u=
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Wyznaczyé f~1(z) dla f(z) = 5,2 € R\ {3}.

r—37

Z wzoru y = Tig liczymy z i otrzymujemy:
y(r —3) =1, skaddxzi—f—?).
Nastepnie zamieniamy x na y i otrzymujemy

fz) = ; + 3,2 #£0.

Z powyzszej zamiany zmiennych mozemy wywnioskowac:
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Uwaga
Wykres funkcji odwrotnej otrzymujemy poprzez odbicie symetryczne danej
funkcji wzgledem prostej y = x.
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11 Dwumian Newtona

Symbol Newtona Z jest to funkcja dwoch argumentéw catkowitych nie-

ujemnych, zdefiniowana jako:

gdzie k < n, a wykrzyknik oznacza silnie. Wartosé¢ symbolu Newtona mozna
wyrazi¢ wzorem rekurencyjnym:

1, gdyk=0Iubk=n,

(n)_ n—1 n—1
k (l{;—1>+< 1 ),gdy0<k<n‘
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Trojkat Pascala
Wartosci kolejnych symboli Newtona mozna zapisa¢ w postaci trojkata Pas-
cala:

63



Symbol Newtona pojawia si¢ rowniez we wzorze dwumiennym Newtona
jako wspotezynnik w k-tym wyrazie rozwiniecia n-tej potegi sumy dwu sktad-
nikéw - stad jego druga nazwa: wspotezynnik dwumienny Newtona.

Twierdzenie

Jesli x, y sa dowolnymi liczbami, to kazda naturalna potege dwumianu z + y
mozna roztozy¢ na sume postaci

( + )n_ n n+ n n—1 _|_ n n—2 2+ _|_ n n

gdzie ( Z ) oznacza odpowiedni wspotczynnik dwumianowy.
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Przyktady
(z+y) =z+y,
(z+y)* =2° + 2zy + ¢,
(r +y)? = 23 + 322y + 3zy® + .

7 powyzszych przyktadow i twierdzenia mozemy zauwazy¢, ze:
Uwaga

Wspélezynniki dwumianowe sg elementami n + 1 wiersza w tréjkacie Pas-
cala.
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12 Rownanie funkcyjne

Roéwnanie funkcyjne, to réwnanie, w ktérym niewiadoma jest funkcja.

Przyktady
e Réwnanie f(z +y) = f(x) + f(y).
e Rownania f(x) = f(—x) oraz f(x) = —f(—x)
(speliaja je odpowiednio funkcje funkcje parzyste i nieparzyste).
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Znajdzmy wszystkie funkcje f : R — R dla ktorych f(z+y)? = f(x)*+ f(y)2.
Podstawiajac z = y = 0 otrzymujemy f(0)% = 2£(0)2, czyli f(0) = 0.

Niech y = —x, wowezas 0 = f(0)? = f(z — 2)? = f(2)* + f(—=x)2

Poniewaz kwadrat liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemna, a suma liczb nie-
ujemnych jest réwna zeru wtedy i tylko wtedy, gdy obie te liczby sa réwne
zeru, wiec rownosé f(x) = 0 jest spelniona dla kazdego x. Zatem jedyna
funkcja spelniajaca dane réwnanie funkcyjne jest f(z) = 0.
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Zadanie
Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R takie, ze

fle+y)—fle—y) = f(z)- f(y) dlax,y €R.

Rozwiazanie
Zatozmy, ze funkcja f spelia dane rownanie funkcyjne. Podstawiajac x =
y = 0 dostajemy réwnosé f(0) = 0. Podstawiajac nastepnie w réwnaniu
x =0 (i wiedzac, ze f(0) = 0) dostajemy zaleznosé¢ dla wszystkich y € R:

fy) = f(=y) =0.
To znaczy, ze f jest funkcjg parzysta. Wezmy dowolng liczbe y € R i
podstawmy w danym réwnaniu kolejno x = y oraz x = —y. Otrzymujemy

zwigzki

f(2y) = f(y) oraz — f(=2y) = f(—y)f(y).

Wobec parzystosci funkcji f, prawe strony tych zwigzkow sa liczbami row-
nymi, a lewe ich strony sa liczbami przeciwnymi. Wszystkie te liczby musza
wiec by¢ zerami. Z dowolnosci wyboru liczby y wynika, ze f jest funkcja
rowng tozsamosciowo zeru.
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Zagadka

Niefortunna wycieczka Dwoch cztonkéw klubu kolarskiego, panowie A i
B, wybrato si¢ na wycieczke ta sama trasa do pewnej miejscowosci, odlegtej
0 672 km. Pan B wybral sie na wycieczke na zwyktem rowerze i jechat 40 km
dziennie, pan A na motorowerze i jechat 56 km dziennie. Ktéregos dnia klub
wystat jednoczesnie do obu wycieczkowiczéw wiadomosé, wzywajac ich do
natychmiastowego powrotu. Obaj zastosowali sie do polecenia klubu. Okazato
sie, ze do zamierzonego celu wycieczki panu B pozostata do przebycia droga
trzy razy dtuzsza niz panu A. Ile dni panowie A i B jechali oraz ile kilometréow
kazdemu z nich pozostato do miejscowosci, do ktorej mieli dojecha¢? Zadanie
mozna rozwiazac¢ nie uktadajac rownan.
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Odpowiedz: W ciagu 10 1/2 dnia pan A przejechal 588 km, a do mety
pozostato mu 84 km, natomiast pan B w tym czasie przejechat 420 km, a do
mety pozostalo mu 252 km, czyli 3 razy wiecej niz panu A.
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Matematyka jest delikatnym kwiatem, ktory ro$nie nie na kazdej glebie i
zakwita nie wiadomo kiedy i jak. (Jean Fabre)

71



Zadania:
Zad.l. Rozstrzygnij czy nastepujacy warunek okresla pewng funkcje.
Kazdemu morzu przyporzadkowujemy rzeke, ktora do niego wpada.
a) jest funkcja b) nie jest funkcja
odp. b
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Zad.2. Dana jest funkcja okreslona wzorem y = —%x+2, xr € {—6,—-4,-20,2,4,6}.
- Wyznacz zbiér wartosci funkcji.
a)ZWy;=R b)ZW;=1{5,4,3,2,1,0,—1} ¢)ZW; = R\{5,4,3,2,1,0,—1}
odp. b)
- Zmajdz miejsca zerowe.
a)d b)2 ¢ -2
odp. a)
- Czy funkcja jest réznowartosciowa?
a) tak  b) nie
odp. a)
- Czy funkcja jest rosnaca czy malejaca?
a) rosngca  b) malejaca  c¢) nie monotoniczna

odp. b)
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Zad.3. Czy funkcja g(x) = f—:’lﬁ;
a) tak  b) nie
odp. a)

jest parzysta?
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Zad.4. Napisz wzor funkcji liniowej wiedzac, ze wykres jest prostopadty
do wykresy funkcji y = 2x + 3 i przechodzi przez punkt A(2,5).
a) 1/2x+6 b) —1/2z+6 ¢) —1/2—6
odp. b)
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Zad.5. Sprawdzi¢ czy funkcja jest réznowartosciowa: f(x) = 322.
a) réznowartosciowa  b) nie jest réoznowartosciowa
odp. a)
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Zad.6. Zbada¢ parzysto$é, badZ nieparzysto$¢ funkeji g(x) = sin’z.

a) parzysta b) nie parzysta c¢) ani a) ani b)
odp. a)
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Zad.7. Poda¢ wzor funkcji ztozonej f(g(x)) dla f(z) = e*, g(z) = 1z + 1.
a) ex*t1 b)lez™tl ) lesp 41
odp a)
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Test wyjscia:

Zad.1l. Rozstrzygnij czy nastepujacy warunek okresla pewng funkcje.
1.1. Kazdemu odcinkowi przyporzadkowujemy jego symetralng.
a) jest funkcja b) nie jest funkcja
odp. a

1.2. Kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowujemy jej dzielnik.

a) jest funkcja b) nie jest funkcja
odp. b
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Zad.2. Dana jest funkcja okreslona wzorem y = i
- Wyznacz dziedzing i zbior wartosci funkcji.
a)2 b)R ¢ R\ {2}
odp. ¢)
- Zmajdz miejsca zerowe.
a) brak  b)Rc) 2
odp. a)
- Czy dana funkcja jest réznowartosciowa?
a) tak  b) nie
odp. a)
- Czy funkcja jest rosnaca czy malejaca?
a) rosnaca w przedziatach okreslonosci b) malejaca w przedziatach okre-
slonosci  ¢) nie monotoniczna

odp. b)
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Zad.3. Dana jest funkcja g(z) = v4 — x2.
Znalez¢ ¢(2).
a)2 b)0 «¢)4
odp. b)
Czy istnieje g(3).
a) tak  b) nie
odp. b)
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Zad.4. Dana jest funkcja f(z) = 22 + 2x — 3. Wyznaczy¢ wszystkie pier-
wiastki rownania: f(x) = f(0).

a) {—2,2}  b){0,2} c) {0, -2}

odp. ¢)
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Zad 5. Wyznacz wzor funkcji g i naszkicuj jej wykres. f(x) = |z, g(x) =

[z —

b) g( ) |7 — 2| 4 Frrrrok plil ggiRk
C) g(x) = || 4 PFskioiiel pjje gkl
odp. b)
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Zad.6. W tym samym uktadzie wspotrzednych sporzadzi¢ wykresy funkeji
f(z) =2z, g(z) =22+ 2, h(z) =2(z — 1).

YRERRR R Pl 3Rk ok

o &

)
odp. a)
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Zad.7. Czy wykres funkcji f(z) = m;—f ma punkty wspoélne z osiami
wspotrzednych?
a) tak  b) nie
odp. b)
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Zad.8. Czy
8.1. funkcja f(x) = 32 — 5z nie jest réznowartosciowa?
a) tak  b) nie
odp. a)
8.2. funkcja h(z) = 3 — xgﬁl jest nieparzysta?
a) tak  b) nie

odp. a)
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Zad.9. Napisz wzor funkcji liniowej wiedzac, ze wykres jest réwnolegty do
wykresu funkcji y = 2z 4 1 1 przechodzi przez punkt A(1, —2).
a)2r—4  b)2x+4 ¢ —2x—-4
odp. a)
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Zad.10. Dana jest funkcja liniowa f(z) = 3z — % wyznacz zbior tych ar-
gumentow, dla ktorych wartosci funkeji nieujemne.
a)x<g blz>i cx>3
odp. b)
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Zad.11. Zbada¢ monotonicznosé¢ funkcji: f(z) = i—;;, g(x) =+x —1.
a) obie funkcje rosnace w przedziatach okreslonosci
b) tylko jedna funkcja jest rosnaca w przedziale okreslonosci
odp. a)
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Zad.12. Sprawdzi¢, ktéra z funkcji jest réznowartosciowa:
15.1. f(z) = 5z* + 3,
a) roznowartosciowa  b) nie jest réznowartosciowa
odp. b)
15.2. f(z) = 14z + 2.
a) roznowartosciowa  b) nie jest roznowartosciowa

odp. a)
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Zad.13. Zbadaé parzystosé, badz nieparzysto$¢ funkcji g(z) = V1 + 22.
a) parzysta b) nie parzysta ¢) ani a) ani b)
odp. a)

91



Zad.14. Wyznaczy¢, o ile to mozliwe, funkcje odwrotna do funkcji
f(z) =4x + 6.
a) 1/4x+3/2 b)) 1/4z—3/2 «¢) —1/4x —3/2
odp. b)
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Zad.15. Podaé¢ wzor funkcji ztozonej f(g(x)) dla f(x) = 2z + 3,
g(x) =+x —4.
a)2y/r—4+3 b)dyvr—4+4+3 ¢)2yr—4-3

odp a)
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Zad.16. Rozwiaz rownanie £ =0.
a)krV 5 +km,keC b) j+kmkeC
odp. a)
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Zad.17. Niech () oznacza zbiér wszystkich liczb wymiernych. Wyznaczy¢
wszystkie funkcje f : Q@ — @ spelniajace warunek
f(x*> +y) =xf(x) + f(y) dla kazdej pary liczb wymiernych z, y.
a) f(z)=azr,a€Q D) flz)=ar’,a€Q c¢) f(x)=ar+1,a€Q
odp. a)
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