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I. WSTEP

Statystyczny uczen klasy trzeciej gimnazjum 2z wojewodztwa
lubelskiego rozwiazujacy arkusz standardowy uzyskal na egzaminie
gimnazjalnym w czesci matematyczno-przyrodniczej 23,85 punktu, co
stanowi 47,70% punktéw mozliwych do uzyskania. Srodkowy uczen
rozkladu uporzadkowanego rosnaco uzyskat 23 punkty (mediana).
Najczestszy wynik (modalna) to 19 punktéw. Najnizszy wynik na egzaminie
to 1 punkt, a najwyzszy to 50 punktow.

W rekrutacji do zajec rozszerzajacych w ramach projektu ,Mlodziezowe
Uniwersytety Matematyczne” w Liceum Ogolnoksztalcacym im. ks.
Stanistawa Staszica w Hrubieszowie wzieto udzial 42 osoby. Uczniowie ci
uzyskali na egzaminie gimnazjalnym w czesci matematyczno-przyrodniczej
Srednio 37,12 punktu, co stanowi 74,24% punktow mozliwych do uzyskania.
Jest to wynik znacznie wyzszy od wyniku wojewodztwa lubelskiego.
Srodkowy uczen rozktadu uporzadkowanego rosnaco uzyskal 37 punkty
(mediana). Najnizszy wynik na egzaminie to 23 punktéw, a najwyzszy to 47

punktow.

Tabela. Podstawowe miary statystyczne dotyczace cze$ci matematyczno-przyrodniczej egzaminu
gimnazjalnego.

. : . Li 5Inoksztat
Podstawowe miary Wojewddztwo lubelskie feeutn Ogo_no szt_a cace
w Hrubieszowie
statystyczne
punkty procent punkty procent
Sredni wynik 23,85 47,70 37,12 74,24
Mediana 23 46 37 74
Wynik najnizszy 1 2 23 46
Wynik najwyzszy 50 100 47 94
Odchylenie standardowe 9,59 19,19 5,93 11,86

Rysunek 1 przedstawia liczbe uczniow Liceum Ogolnoksztalcacego im. ks.
Stanistawa Staszica w Hrubieszowie, ktorzy uzyskali na egzaminie
gimnazjalnym w czeSci matematyczno-przyrodniczej okreslona liczbe

punktow, od 23 do 47.
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Rysunek 1. Rozktad wynikéw gimnazjalistow w Liceum Ogdlnoksztatcgcym im. ks. Stanistawa
Staszica w Hrubieszowie rozwiazujacych arkusz GM-1-102.

Rozklad wynikéw uczniow z Liceum Ogodlnoksztalcacego im. ks.
Stanistawa Staszica w Hrubieszowie jest lewo skosny, jednomodalny, z

modalna wynoszaca 34 punktow.

Uczniowie bioracy udzial w rekrutacji do zaje¢ rozszerzajacych w
ramach projektu ,Mlodziezowe Uniwersytety Matematyczne” w Liceum
Ogoblnoksztalcacym im. ks. Stanistawa Staszica w Hrubieszowie byli oceniani
takze pod wzgledem ocen koncowych z matematyki jakie otrzymali konczac
gimnazjum. Srednia ocena dla tych uczniéw to 5,21. Nie bylo uczniéw,
ktorzy otrzymali ocene dopuszczajaca oraz ocene dostateczna. 3 uczniow
uzyskato ocene dobra, 27 uczniéw uzyskato ocene bardzo dobra i 12 uczniow

otrzymato ocene celujaca.
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Rysunek 2. Rozktad ocen koncowych z gimnazjum uczniéw Liceum Ogdlnoksztatcgcego im. ks.
Stanistawa Staszica w Hrubieszowie.

Na podstawie analizy wynikow egzaminu gimnazjalnego uczestnikow
zajec¢, ocen koncowych z gimnazjum oraz podan uczniéw chetnych do wziecia
udzialu w projekcie ,Mlodziezowe Uniwersytety Matematyczne” zostat

opracowany program zajec rozszerzajacych z matematyki.

Realizacja tego programu umozliwia utrwalenie i rozszerzenie
wiadomosci opisanych w podstawie programowej i standardach wymagan

egzaminacyjnych.



II. CELE EDUKACYJNE

1. Cele ogoélne:

Zajecia rozszerzajace z matematyki maja za zadanie:

— wyrownanie i poszerzenie poziomu wiedzy i umiejetnosci uczniow;

— przygotowanie uczniow do matury z matematyki na poziomie

rozszerzonym,

— przygotowanie uczniow do udzialu w konkursach matematycznych;

— motywowanie uczniow do podnoszenia poziomu wiedzy.

2. Cele szczegolowe:

Uczen wie, zna i rozumie:

1. liczby i ich zbiory:

1.1.
1.2.
1.3.

1.4.

1.5.

1.6.
1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

co to jest zbior, suma, iloczyn i réznica zbiorow,

podstawowe prawa rachunku zdan,

co to jest zbior liczb rzeczywistych i jego podzbiory, liczby naturalne
(liczby pierwsze), liczby calkowite, wymierne i niewymierne, rozwiniecie
dziesietne liczby rzeczywistej,

prawa dotyczace dzialan arytmetycznych na liczbach rzeczywistych,
definicje potegi o wykladniku wymiernym oraz prawa dzialan na
potegach o wyktadniku wymiernym,

co to jest os liczbowa i co to jest uklad wspolrzednych na ptaszczyznie,
definicje przedzialu liczbowego na osi oraz definicje sumy, iloczynu
i roznicy przedziatow,

definicje wartosci bezwzglednej liczby rzeczywistej i jej interpretacje
geometryczna,

pojecie btedu przyblizenia oraz zasady szacowania wartosci liczbowych,
co to jest procent i jak wykonuje si¢ obliczenia procentowe,

zasade indukcji matematycznej,

metody rozwiazywania 1 interpretacje geometryczna rownan
i nierownosci z wartoscia bezwzgledna,

prawa dzialan na potegach o wykladniku rzeczywistym,



2. funkcje i ich wlasnosci:

2.1.
2.2,

2.3.
2.4.
2.5.
2.6.

definicje funkcji oraz definicje wykresu funkc;ji liczbowej,

pojecia: dziedzina funkcji, miejsce zerowe, zbior wartosci, wartosc
najmniejsza

i najwieksza funkcji w danym przedziale, monotonicznos¢ funkcji,

jak wykonac przesuniecia wykresu funkcji wzdtuz osi x oraz osi y,
definicje i wlasnosci funkcji r6znowartosciowej,

definicje i wlasnosci funkcji parzystej, nieparzystej i okresowej,
definicje przeksztalcenia wykresu funkcji przez zamiane skali i przez

symetrie wzgledem osi,

3. wielomiany i funkcje wymierne:

3.1.
3.2.
3.3.

3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.

3.9.
3.10.

3.11.

3.12.

definicje i wlasnosci funkcji liniowej,

definicje i wlasnosci funkcji kwadratowej, jej wykres i miejsca zerowe,
definicje wielomianu i prawa dotyczace dzialan na wielomianach:
dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie

sposoby rozkladu wielomianu na czynniki,

twierdzenie Bézouta,7

definicje funkcji homograficznej i jej wlasnosci,

zasady wykonywania dzialan na wyrazeniach wymiernych,

sposoby rozwigzywania rownan wielomianowych oraz rownan
i nierownosci z funkcja homograficzna,

wzory Viéte’a,

sposoby rozwiazywania rownan 1 nieréwnosci kwadratowych
z parametrem,

definicje funkcji wymiernej oraz metody rozwiazywania rownan
i nierownosci wymiernych,

co to jest dwumian Newtona

4. funkcje wykladnicza i logarytmiczna:

4.1.
4.2.

definicje, wlasnosci i wykresy funkcji logarytmicznej i wykladniczej,
metody rozwiazywania rownan 1 nierownosci wykladniczych

i logarytmicznych,



5. funkcje trygonometryczne:

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.
5.5.

definicje funkcji trygonometrycznych kata ostrego w trojkacie
prostokatnym

pojecie miary tukowej kata oraz definicje, wlasnosci i wykresy funkcji
trygonometrycznych dowolnego kata

co to sg tozsamosci trygonometryczne

wzory redukcyjne

sposoby rozwiazywania rownan trygonometrycznych,

6. ciagi liczbowe:

6.1.
6.2.

6.3.
6.4.
6.5.

6.6.

definicje ciagu liczbowego,

definicje ciagu arytmetycznego i geometrycznego, wzor na n-ty wyraz,
wzOor na sume n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego i
geometrycznego,

co to jest procent sktadany, oprocentowanie lokat i kredytow,
przyktady ciagow zdefiniowanych rekurencyjnie

definicje granicy ciggu liczbowego oraz sposoby obliczania granic
ciagow

pojecie sumy szeregu geometrycznego

7. ciaglosé i pochodna funkcji:

7.1.
7.2.
7.3.
7.4.

pojecie funkcji ciagtle;j,

pojecie pochodnej, jej interpretacje geometryczna i fizyczna,

wzory do obliczania pochodnych wielomianéw i funkcji wymiernych,
zwiazek pochodnej z istnieniem ekstremum i z monotonicznoscig

funkciji,

8. planimetrie:

8.1.

8.2.
8.3.
8.4.

wlasnosci czworokatow wypuklych, twierdzenie o okregu wpisanym
w czworokat i okregu opisanym na czworokacie,

zwiazki miarowe w figurach plaskich z zastosowaniem trygonometrii,
pojecie osi symetrii i Srodka symetrii figury,

twierdzenie Talesa i jego zwiazek z podobienstwem,



8.5. cechy podobienstwa trojkatow,

8.6. twierdzenie sinusow i cosinusow,

8.7. pojecia: symetria osiowa, przesuniecie, obrot, symetria sSrodkowa oraz
wlasnosci tych przeksztatcen,

8.8. definicje wektora, sumy wektorow i iloczynu wektora przez liczbe,

8.9. definicje i wltasnosci jednoktadnosci,

9. geometrie analityczna:

9.1. rozne typy rownania prostej na plaszczyznie oraz opis polptaszczyzny
za pomoca nierownosci,

9.2. pojecie odleglosci na plaszczyznie kartezjanskiej,

9.3. réwnanie okregu i niero6wnosc opisujaca koto,

9.4. wzajemne polozenie prostej i okregu oraz pary okregow na

plaszczyznie,

10. stereometrie:

10.1.rozr6znia: graniastostupy, ostrostupy, walce, stozki i kule,
10.2.pojecie kata nachylenia prostej do ptaszczyzny i kata dwusciennego,
10.3.zwiazki miarowe w brylach z zastosowaniem trygonometrii,

10.4.co to sa przekroje plaskie graniastostupow i ostrostupow,

10.5.pojecie wieloscianu foremnego,

11. rachunek prawdopodobienstwa:

11.1.pojecia  kombinatoryczne: permutacje, kombinacje,  wariacje
z powtorzeniami i bez powtorzen,

11.2.pojecie prawdopodobienstwa i jego wlasnosci,

11.3.elementy statystyki opisowej: Srednia arytmetyczna, Srednia wazona,
mediana, wariancja i odchylenie standardowe (liczone z proby).

11.4.pojecie = prawdopodobienstwa  warunkowego oraz  twierdzenie
o prawdopodobienstwie caltkowitym

11.5.co to sg zdarzenia niezalezne

11.6.schemat Bernoulliego.



III. ZALOZENIA PROGRAMU

1. Zdobycie wiadomosci i umiejetnosci opisanych w podstawie
programowej i w standardach wymagan egzaminacyjnych dla zakresu
rozszerzonego.

2. Poszerzenie wiadomosci o zagadnienia i tematy wykraczajace poza
zakres podstawy programowej

3. Powtorzenie i utrwalenie przez uczniow wiadomosci i umiejetnosci
nabytych w gimnazjum i liceum.

4. Wyksztalcenie umiejetnosci budowania modeli matematycznych
w odniesieniu do roéznych sytuacji zyciowych i stosowania metod

matematycznych w rozwigzywaniu problemow praktycznych.

IV. REALIZACJA ZALOZEN PROGRAMOWYCH

1. Organizacja zajec

Zajecia beda odbywaly sie wedlug wczesniej ustalonego
harmonogramu  zaje¢  rozszerzajacych dla  poszczegolnych — grup.
Dopuszczalne sg zmiany wynikajace ze zmiany planu zajec¢ lekcyjnych lub

przyczyn niezaleznych od prowadzacych zajecia.
2. Pomoce naukowe:

Nauczyciele prowadzacy zajecia beda korzystac z dostepnej literatury

i opracowanych przez siebie materialow dydaktycznych.
3. Procedury osiagania celow

Na zajeciach rozszerzajacych z matematyki beda stosowane roznorodne
metody nauczania (metody aktywizujace, praca z tekstem matematycznym)
i odpowiednio dobrane formy organizacji lekcji (praca z cala grupa, praca

w zespotach kilkuosobowych, praca indywidualna).

Praca uczniow bedzie podlegala kontroli i ocenie.



V. TRESCI NAUCZANIA

Dzial
programowy

Forma
ksztal-
cenia

Zakres tematyczny

Liczba

godzin

1. Liczby i ich
zbiory

konwersatoria

e Pojecie zdania w sensie logiki
e Zaprzeczenie zdania

e Prawa rachunku zdan

e Formy zdaniowe

e Kwantyfikator ogdlny i szczegolowy

e Elementy algebry zbiorow

e Wykonywanie dzialan na zbiorach

e Podzbiory zbioru liczb rzeczywistych

e Dzialania w zbiorze liczb catkowitych

e Dzialania w zbiorze liczb wymiernych

e Obliczenie procentowe. Punkty
procentowe

e Potega o wykladniku catkowitym i jej
wlasnosci

e Pierwiastek arytmetyczny i jego
wlasnosci

e Potega o wykladniku wymiernym i jej

wlasnosci

e Dzialania na wyrazeniach
algebraicznych

e Wartosc bezwzgledna liczby
rzeczywistej i jej wlasnosci, rownania i
nierownosci z wartoscia bezwzgledna

e Srednia arytmetyczna, geometryczna i

harmoniczna




e Liczby zespolone: def, wzory deMoivra
e pierwiastki wielokrotne
e liczby sprzezone

e rownania kwadratowe

2. Wielomiany
i funkcje

wymierne

konwersatoria

e Pojecie funkcji i sposoby jej okreslania

e Wyznaczanie dziedziny i zbioru
wartosci funkcji

e Wykres funkcji

e Miejsce zerowe funkcji, rownosc
funkcji, r6znowartosciowos¢ funkciji ,
monotonicznosc¢ funkcji

e Funkcje parzyste i nieparzyste

e Odczytywanie wlasnosci funkcji z
wykresu

e Funkcja wzajemnie jednoznaczna i
odwrotna

e Przeksztalcenia wykresow funkcji

e Wykres funkcji z wartoscia

bezwzgledna

¢ Funkcja liniowa

e Uklady rownan i nieréwnosci
liniowych

e Rozwigzywanie ukladow rownan
liniowych metoda wyznacznikowg

e Uklady o wiekszej niz dwa liczbie
rownan lub niewiadomych

e Uklady rownan z parametrem ,uklady

rownan z wartoscia bezwzgledna




e Postac ogolna i kanoniczna funkcji
kwadratowej

e Wykres i wlasnosci funkcji
kwadratowej

e Pierwiastki funkcji kwadratowe;j

e Wykres funkcji kwadratowej z
wartoscia bezwzgledna

e Rownania i nierownosci kwadratowe

e Rownania i nierownosci kwadratowe z
parametrem

e Wzory Viete’a i ich zastosowania

e Rownanie kwadratowe z dwiema
niewiadomymi
e Uklady rownan i nierownosci

kwadratowych z dwiema niewiadomymi

e Pojecie wielomianu i dzialania na
wielomianach

e Rownosc¢ wielomianow

e [loraz wielomianow

e Twierdzenie Bezout i jego zastosowanie

e Rozklad wielomianu na czynniki

¢ Rozwiazywanie rownan stopnia n

¢ Rozwiazywanie nierownosci stopnia n

e Pojecie funkcji wymiernej

e Wykonywanie dzialan na wyrazeniach
wymiernych

¢ Rozwigzywanie rownan i nierownosci
wymiernych

e Funkcja homograficzna jej wykres i

wlasnosci




3. Funkcje e Funkcje trygonometryczne kata
trygonometryc ostrego w trojkacie prostokatnym
zne e Zastosowanie funkcji

trygonometrycznych w geometrii

e Miara stopniowa i lukowa kata

¢ Funkcje trygonometryczne dowolnego
kata

e Zwiazki miedzy funkcjami
trygonometrycznymi tego samego
argumentu

e Tozsamosci trygonometryczne

e Wzory redukcyjne i ich zastosowania

e Funkcje trygonometryczne liczby
rzeczywistej

konwersatoria

e Wykresy i wlasnosci funkcji
trygonometrycznej

e Przeksztalcenia wykresow funkcji
trygonometrycznych

e Rownania i nier0wnosci
trygonometryczne

e Funkcje trygonometryczne sumy i
roznicy argumentow

e Funkcje trygonometryczne
wielokrotnosci argumentu

e Sumy i réznice funkcji

trygonometrycznych

4. Funkcja e Funkcja potegowa i jej wlasnosci

potegowa i

Funkcja wyktadnicza i jej wlasnosci

wyktadnicza ¢ Rownania i nierownosci wykladnicze

Logarytm i jego wlasnosci

konwersatoria

Funkcja logarytmiczna i jej wlasnosci




Rownania i nierownosci logarytmiczne

5. Ciagi

liczbowe

konwersatoria

Zasada indukcji matematyczne;j
Silnia, symbol i dwumian Newtona,

trojkat

Pojecie ciagu i sposoby jego
opisywania

Monotonicznosc¢ ciagu

Ciag arytmetyczny jego wlasnosci
Ciag geometryczny i jego wlasnosci

Procent skladany i jego zastosowania

Pojecie ciagu zbieznego

Twierdzenia o ciagach zbieznych i ich
zastosowania

Obliczanie granic ciagow zbieznych

Liczba e

Pojecie ciagu rozbieznego

Obliczanie granic ciagow rozbieznych

Szereg geometryczny i jego

zastosowania

6. Ciaglosc
pochodna

funkcji

i

konwersatoria

Granica funkcji w punkcie
Granica niewlasciwa funkcji w
punkcie

Granica jednostronna funkcji w
punkcie

Granica funkcji w nieskonczonosci

Asymptoty wykresu funkcji

Ciaglosc¢ funkcji w punkcie
Ciaglos¢ funkcji w zbiorze
Twierdzenia o funkcjach ciaglych i ich

zastosowania




o lloraz réznicowy funkcji

o Pochodna funkcji w punkcie

o Pochodna jako funkcja

o Obliczanie pochodnej funkcji

o Pochodna funkcji ztozonej

o Styczna do wykresu funkcji
rozniczkowalnej

o Monotonicznos¢ funkcji
rozniczkowalnej

o Ekstrema funkcji r6zniczkowalnej

o Druga pochodna funkcji i jej
zastosowania
« Badanie ksztaltu wykresu funkcji za

pomoca drugiej pochodnej

« symbole nieoznaczone; regula de
I'Hospitala

« twierdzenie Rolle'a, twierdzenie
Lagrange'a

« pochodne wyzszych rzedow

o wzOr Taylora

o Badanie przebiegu zmiennosci
wielomianu
o Badanie przebiegu zmiennosci funkcji
wymiernej
« Badanie przebiegu zmiennosci funkc;ji
niewymiernej
« Badanie przebiegu zmiennosci funkcji
z wartoscig bezwzglednag
« Badanie przebiegu zmiennosci funkcji
trygonometrycznych, wykltadniczej

i logarytmiczne;j




o Funkcja Pierwotna: calka
nieoznaczona, metody catkowania

o Catka Riemanna funkcji jednej
zmiennej: interpretacja geometryczna,;
funkcje catkowalne w sensie
Riemanna

o podstawowe twierdzenie rachunku
rozniczkowego i catkowego

« twierdzenie o zmianie zmiennych w
calce Riemanna

o dhugosc krzywej

« obliczanie pol powierzchni i objetosci

bryl obrotowych

7. Planimetria « wlasnosci czworokatow wypuktych,
twierdzenie o okregu wpisanym w
czworokat i okregu opisanym na
czworokacie

« okrag opisany na trojkacie i wpisany w
trojkat

« zwiazki miarowe w figurach ptaskich

e pojecie osi symetrii i Srodka symetrii
figury

» twierdzenie Talesa i jego zwiazek

z podobienstwem

konwersatoria

« cechy podobienstwa trojkatow

» twierdzenie sinusow i cosinusow;

« wektor, suma wektorow ,iloczyn
wektora przez liczbe

o Iloczyn skalarny wektorow i jego
wlasnosci

« wyznacznik pary wektorow i jego
wlasnosci




definicja i wlasnosci jednokladnosci
rownanie prostej na plaszczyznie
wzajemne potozenie prostych na
plaszczyznie

odleglosci punktu od prostej, odlegtosc
prostych rownoleglych

rownanie okregu

wzajemne potozenie prostej i okregu
na plaszczyznie

wzajemne potozenie pary okregow na
plaszczyznie

okrag opisany na wielokacie i wpisany

w wielokat

8. Stereometri

a

konwersatoria

graniastoshupy, ostrostupy, walce,

stozki i kule

pojecie kata nachylenia prostej do
plaszczyzny i kata dwusciennego
zwiazki miarowe w brytach z
zastosowaniem trygonometrii
przekroje plaskie graniastostupow
i ostrostupow;

pojecie wieloscianu foremnego.

9. Rachunek
prawdopodobi

enstwa

konwersatoria

pojecia kombinatoryczne: permutacje,
kombinacje, wariacje z powtorzeniami
i bez powtorzen

pojecie prawdopodobienstwa i jego
wlasnosci

elementy statystyki opisowej: Srednia
arytmetyczna, Srednia wazona,
mediana, wariancja i odchylenie

razem
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VI. PRZEWIDYWANE OSIAGNIECA UCZESTNIKOW

Uczef powinien umieé (tylko wymagania dopelniajace i wykraczajace):

—potrafi sprawnie postugiwac sie funktorami logicznymi;

—potrafi budowac zdania zlozone i oceniac ich wartosci logiczne;

—potrafi wnioskowac¢ o wartosci zdania zlozonego, na podstawie informacji
o wartosciach logicznych innych wyrazen rachunku zdan;

—rozumie budowe twierdzenia matematycznego; potrafi wskazac¢ jego
zalozenie i teze;

—potrafi zbudowac twierdzenie odwrotne do danego oraz oceni¢ prawdziwosc
twierdzenia prostego i odwrotnego;

—zna prawo negacji implikacji i potrafi je stosowac;

—potrafi negowac¢ zdania zlozone 2z wykorzystaniem poznanych praw
logicznych;

—potrafi udowodni¢ poznane prawa logiczne;

—potrafi sprawdzic¢, czy dane wyrazenie rachunku zdan jest tautologia;

—potrafi okresli¢ dziedzine bardziej ztozonej formy zdaniowej jednej zmiennej;

—potrafi wskaza¢ wszystkie elementy z dziedziny formy zdaniowej jednej
zmiennej, ktore spelniaja te forme zdaniowa;

—potrafi okresli¢c zbior wszystkich elementow spelniajacych koniunkcje lub
alternatywe form zdaniowych;

— potrafi postugiwac sie symbolami kwantyfikatora ogolnego i szczegotowego;

—potrafi oceni¢c wartoS¢ logiczng zdania zlozonego poprzedzonego
kwantyfikatorem ogolnym lub szczegotowym;

—potrafi podac negacje zdania zlozZonego poprzedzonego kwantyfikatorem
og6lnym lub szczegdélowym oraz okreslic¢ jej wartos¢ logiczna;

—potrafi dowodzi¢ wlasnosci dzialan na zbiorach w oparciu o poznane
definicje (np. prawa De Morgana dla zbiorow, prawo rozdzielnosci
dodawania zbiorow wzgledem mnozenia itp.) oraz innymi metodami;

—potrafi ocenia¢ wartosci logiczne zdan, w ktorych wystepuja zaleznosci
pomiedzy zbiorami

— potrafi przeprowadzi¢ dowod twierdzenia,;

— potrafi dowodzi¢ nie wprost;



—potrafi zanegowac¢ rownowaznos¢ zdan;

—potrafi wyznaczyC zbior wszystkich elementow spelniajacych podana
implikacje form zdaniowych.

—potrafi wyznaczy¢ dopelnienie zbioru (w tym przedzialu liczbowego);

—potrafi rozwiazywacC zadania tekstowe o podwyzszonym stopniu trudnosci,
w ktorych jest mowa o wlasnosciach liczb catkowitych;

—potrafi dowodzi¢ twierdzenia dotyczace wlasnosci liczb calkowitych (np.
dzielenie z reszta, podzielnosc¢ liczb catkowitych itp.);

—potrafi stosowac¢ wzory skroconego mnozenia takie jak:
a3 + b3 = (a + b)(a? — ab + b2)
a3 - b3 = (a—-b)(a? + ab + b?),
do usuwania niewymiernosci z mianownika utamka;

—potrafi stosowac¢ wlasnosci wartosci bezwzglednej takie jak:

X

_ _ Ix] _
|=x| = Ix|, [x] 20, |xy| = |x||yl, — =

M

W rozwiazywaniu zadan;

—potrafi stosowac¢ wlasnosci wartosci bezwzglednej do rozwigzywania
nierownosci z wartoscia bezwzgledna.

—potrafi rozwigzywac zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci dotyczace
zbioru liczb rzeczywistych i jego podzbiorow;

—potrafi usuna¢ niewymiernosS¢ z mianownika ulamka w przyktadach
o podwyzszonym stopniu trudnosci;

—postuguje sie takimi wlasnosciami wartosci bezwzglednej jak:
Ix+yl = |x|+ |yl oraz ||x| - |y||=|x+y|
w rozwiazywaniu zadan i dowodzeniu twierdzen.

—potrafi okresli¢ dziedzine funkcji liczbowej danej wzorem w przypadku, gdy
wyznaczenie dziedziny funkcji wymaga rozwiazania koniunkcji warunkows;
—potrafi wyznaczy¢ miejsce zerowe funkcji liczbowej (nie tylko w prostych

przypadkach);
—potrafi okreslic zbior wartosci funkcji liczbowej (nie tylko wtedy, gdy
dziedzina jest zbiorem skonczonym);

—potrafi bada¢ monotonicznosc¢ funkcji liczbowej na podstawie definicji;



—potrafi badac roznowartosciowosc funkcji na podstawie definicji;

—potrafi badac parzystoS¢, nieparzystoS¢ oraz okresowos¢ funkcji na
podstawie definicji;

—potrafi na podstawie wykresu funkcji y = f(x) sporzadzi¢ wykresy funkc;ji:
y = |f(x)| oraz wykres funkcji y = f{| x|) oraz zapisac¢ wzory funkcji, ktérych
wykresy otrzymano w wyniku tych przeksztalcen.

—potrafi rozwigzywac zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci dotyczace
funkcji i ich wlasnosci

—potrafi narysowac¢ wykres funkcji kawatkami liniowej i na jego podstawie
omowic jej wlasnosci;

—potrafi wyznaczyc¢ algebraicznie miejsca zerowe funkcji kawatkami liniowej
oraz wspolrzedne punktu, w ktorym wykres przecina os OY;

—potrafi wyznaczy¢ algebraicznie zbior tych argumentow dla ktorych funkcja
kawatkami liniowa przyjmuje wartosci dodatnie (ujemne);

—potrafi obliczy¢ wartos¢ funkcji kawatkami liniowej dla podanego
argumentu;

—potrafi opisa¢ dana figure geometryczng w prostokatnym ukladzie
wspolrzednych, za pomoca odpowiedniego ukladu nieréwnosci liniowych
z dwiema niewiadomymi;

—potrafi narysowa¢ w prostokatnym wukladzie wspolrzednych figure
geometryczna zapisana za pomoca uktadu nieré6wnosci liniowych z dwiema
niewiadomymi.

—potrafi rozwiazywac zadania tekstowe prowadzace do rownan i nierownosci
kwadratowych
z jedna niewiadoma;

—potrafi stworzy¢ model matematyczny zjawisk z Zycia codziennego — podac
opis zjawiska Ww postaci wzoru, odczyta¢c informacje z wykresu,
interpretowac je i przetwarzac;

—potrafi zastosowac wlasnosci funkcji kwadratowej do rozwiazywania
prostych zadan optymalizacyjnych;

—potrafi przeksztalca¢c wykresy funkcji kwadratowej (symetria wzgledem osi

OX, symetria wzgledem osi OY, symetria wzgledem punktu O(0, O0),



przesuniecie rownolegle o wektor) oraz napisa¢ wzor funkcji, ktorej wykres
otrzymano w danym przeksztalceniu.

—potrafi wyprowadzi¢ wzory na pierwiastki tréjmianu kwadratowego;

—potrafi wyprowadzi¢ wzory na wspolrzedne wierzchotka paraboli;

—potrafi rozwiazywac rézne problemy dotyczace funkcji kwadratowej, ktore
wymagaja niestandardowych metod pracy oraz niekonwencjonalnych
pomysiow

—potrafi sprawnie dzieli¢ wielomian przez wielomian;

—potrafi korzystac¢ z twierdzenia Bezouta przy rozkladaniu wielomianéw na
czynniki;

—potrafi rozkladac¢ wielomian na czynniki korzystajac ze wzorow skroconego
mnozenia:
a3 + b3 = (a + b)(a? — ab + b?),

a’ - b3 = (a—-Db)(a? + ab + b3);

—potrafi rozwiazywac rownania dwukwadratowe;

—zna twierdzenie o reszcie i potrafi je stosowac w rozwiazywaniu zadan;

—potrafi wyznaczy¢ wielomian, ktory jest reszta z dzielenia wielomianu
o danych wlasnosciach przez wielomian stopnia drugiego;

—potrafi rozwiazywac¢ niestandardowe zadania tekstowe prowadzace do
rownan i nierownosci wielomianowych.

—zna definicje funkcji homograficznej f{x) = ax—is, gdzie c# O iad — cb+ 0;

—potrafi odroznic¢ funkcje homograficzng od innej funkcji wymierne;j;

—potrafi przeksztalci¢ wzor funkcji f(x) = ax_+b’ gdzie x # —c tak, by znany byl
X+C

wzOr proporcjonalnosci odwrotnej y = i wspolrzedne wektora
przesuniecia rownolegtego;
, . . ax+b .
—potrafi narysowac wykres funkciji f(x) = ——, gdzie x #—c¢;
X+cC

ax+b
X+C

—potrafi opisa¢ wlasnosci funkcji homograficznej f(x) = , gdzie x #- ¢,

na podstawie jej wykresu;



—potrafi obliczy¢ miejsce zerowe funkcji homograficznej oraz wspolrzedne
punktu, w ktorym wykres przecina os OY;

—potrafi wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci funkcji homograficznej;

—potrafi rozwiazywa¢ rownania 1 nieréwnosci zwigzane 2z funkcja
homograficzna;

—potrafi przeksztalci¢ wykres funkcji homograficznej w symetrii wzgledem osi
OX, symetrii wzgledem osi OY, symetrii wzgledem punktu (0,0), w
przesunieciu rownoleglym o dany wektor oraz napisa¢ wzor funkcji, ktorej
wykres otrzymano w wyniku tego przeksztalcenia;

—potrafi rozwigzywac zadania tekstowe prowadzace do rownan i nieréwnosci
wymiernych.

—zna definicje funkcji trygonometrycznych dowolnego kata;

—potrafi okreslic znaki funkcji trygonometrycznych w poszczegolnych
¢wiartkach ukladu wspotrzednych;

—potrafi konstruowac katy w ukltadzie wspolrzednych w oparciu o wartosci
funkcji trygonometrycznych;

—potrafi wyznaczy¢ wartoSci pozostalych funkcji trygonometrycznych
dowolnego kata, gdy dana jest wartosc jednej z nich;

—potrafi dowodzi¢ rézne tozsamosci trygonometryczne;

—potrafi rysowa¢ wykresy funkcji trygonometrycznych i na ich podstawie
okreslac¢ wlasnosci funkcji trygonometrycznych;

—potrafi rozwiazywac rownania i nierownosci trygonometryczne

—potrafi przeksztalcac wykresy funkcji trygonometrycznych (symetria
wzgledem osi OX, symetria wzgledem osi OY, symetria wzgledem punktu
O(0, 0), przesuniecie rownolegte o wektor) oraz napisac wzor funkcji, ktorej
wykres otrzymano w danym przeksztaltceniu.

—potrafi rysowac i przeksztalca¢ wykresy funkcji wykladniczych (Sox, Soy,
S(0,0, przesuniecie rownolegle o dany wektor);

— potrafi rozwiazywac rownania oraz nierownosci wykladnicze

— potrafi rysowac i przeksztalcac wykresy funkcji logarytmicznych (Sox, Soy,
S(0,0), przesuniecie rownolegte o dany wektor);

— potrafi rozwiazywac rownania oraz nierownosci logarytmiczne



— potrafi sprawnie przeksztalca¢c wyrazenia zawierajace logarytmy, stosujac

poznane twierdzenia o logarytmach
—zna i potrafi stosowac wzor na zamiane podstawy logarytmu

—potrafi zbada¢ na podstawie definicji monotonicznos¢ ciagu okreslonego
wzorem ogolnym;

—potrafi zbada¢ na podstawie definicji czy dany ciag okreslony wzorem
ogblnym jest arytmetyczny;

—potrafi zbada¢ na podstawie definicji czy dany ciag okreslony wzorem
ogb6lnym jest geometryczny;

—potrafi wykorzystac sSrednig arytmetyczna do obliczenia wyrazu srodkowego
ciagu arytmetycznego;

—potrafi wykorzystac¢ srednig geometryczna do obliczenia wyrazu srodkowego
ciagu geometrycznego;

—potrafi rozwiazywac¢ rozne zadania dotyczace ciagu arytmetycznego lub
ciggu geometrycznego, ktore wymagaja rozwigzania ukladow rownan
o podwyzszonym stopniu trudnosci;

—potrafi rozwiazywac¢ zadania mieszane dotyczace ciggu arytmetycznego
i geometrycznego

—zna definicje Heinego granicy (wlasciwej) funkcji w punkcie; potrafi
zastosowac te definicje do obliczenia granicy funkcji w punkcie;

—umie oblicza¢ granice funkcji (wielomianowych i wymiernych) w punkcie,
z zastosowaniem odpowiednich twierdzen;

—zna pojecie granicy niewlasciwej funkcji w punkcie i potrafi oblicza¢ takie
granice w przypadku funkcji wymiernych;

—zna pojecie granicy funkcji w nieskonczonosci i potrafi obliczac¢ tego typu
granice (wlasciwe i niewlasciwe) w przypadku funkcji wielomianowych
i wymiernych;

—zna pojecie granic jednostronnych funkcji w punkcie i potrafi obliczac takie
granice w przypadku funkcji wielomianowych i wymiernych;

—wyznaczac asymptoty pionowe i poziome wykresow funkcji wymiernych;



—zna pojecie ciaglosci funkcji (ciaglosci jednostronnej) w punkcie oraz
ciagtosci funkcji w zbiorze;

—zbadacd, czy funkcja, do okreslenia ktorej uzyto wzorow funkcji wymiernych
(wielomianowych) jest ciagta;

—zna wlasnosci funkcji ciaglych;

—uzasadni¢ (powolujac sie na definicje Heinego), Zze nie istnieje granica
funkcji w punkcie;

—umie oblicza¢ granice funkcji (w punkcie, w nieskonczonosci)
z zastosowaniem wzoru skroconego mnozenia na réznice kwadratow;

—wyznaczac¢ asymptoty ukosne wykresow funkcji;

—obliczac¢ granice jednostronne funkcji innych niz wielomianowe i wymierne;

—rozwiazywac zadania z parametrem dotyczace obliczania granic;

—zbadacd, czy funkcja, do okreslenia ktorej uzyto kilku wzorow jest ciagla;

—wykorzysta¢c wlasnosci funkcji ciaglych do przybliZonego rozwiazywania
rownan;

—zna pojecie ilorazu réznicowego funkcji; potrafi wyznaczy¢ iloraz réznicowy
w danym punkcie odpowiadajacy danemu przyrostowi argumentu;

—zna okreslenie pochodnej funkcji w punkcie (pochodnej jednostronne;j
funkcji w punkcie); potrafi — korzystajac z definicji — obliczy¢ pochodna
funkcji w punkcie;

—potrafi zbadac, czy funkcja, do okresSlenia ktorej uzyto wzorow funkcji
wymiernych (wielomianowych) jest r6zniczkowalna;

—zna i rozumie geometryczna interpretacje pochodnej funkcji w punkcie;

—zna i potrafi stosowac wlasnosci pochodnej funkcji w punkcie;

—zna okreslenie funkcji pochodnej; potrafi wyznaczyc¢ pochodng funkcji statej
liniowej, kwadratowej; zna pochodna funkcji y = x7;

—zna i potrafi stosowac wlasnosci pochodnej funkc;ji;

—zna okreslenie stycznej; potrafi wyznaczyc¢ styczna do wykresu funkcji
rozniczkowalnej;

—wykorzystujac pochodna potrafi wyznaczyc¢ przedzialy monotonicznosci
funkcji wielomianowych i wymiernych;

—zna pojecie maksimum (minimum) lokalne funkc;ji;



—zna i potrafi zastosowac¢ warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego
funkcji;

—zna 1 potrafi zastosowac warunek wystarczajacy istnienia ekstremum
lokalnego funkcji;

—wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji wielomianowych i wymiernych;

—wyznaczy¢ ekstrema globalne funkcji cigglej w przedziale domknietym;

—rozwigzywacC proste zadania optymalizacyjne prowadzace do badania
funkcji wielomianowej lub wymiernej;

—badac przebieg zmiennosci funkcji wielomianowych i wymiernych.

—zbadaé¢, czy funkcja, do okreslenia ktorej uzyto kilku wzorow jest
rozniczkowalna;

—potrafi rozwigzywac proste zadania optymalizacyjne prowadzace do badania
funkcji wielomianowej lub wymiernej;

—potrafi badac przebieg zmiennosci funkcji wielomianowych i wymiernych.

—potrafi badac¢ przebieg zmiennosci funkcji wielomianowych i wymiernych.

—potrafi zbadac¢ przebieg zmiennosci funkcji wielomianowej (wymiernej)
z wartosScia

—potrafi zbadac przebieg zmiennosci funkcji trygonometrycznej, wyktadniczej
i logarytmicznej

—potrafi zbadac¢ przebieg zmiennosci funkcji wielomianowej (wymiernej)
z wartoscig bezwzgledna;

—potrafi rozwiazywac zadania z parametrem dotyczace obliczania granic,
badania cigglosci, stosowania pochodnych funkcji.

—zna twierdzenia o zaleznosciach miedzy katami i bokami w tréjkacie;

—zna pojecie kata zewnetrznego wielokata, umie uzasadnié, ze suma katow
zewnetrznych w wielokacie jest stala;

—zna i umie zastosowaC w zadaniach wlasnos¢ wysokosci w trojkacie
prostokatnym poprowadzonej na przeciwprostokatna;

—potrafi udowodnic twierdzenie o czesci wspolnej figur wypuktych;

—potrafi udowodnic twierdzenie o dwusiecznych katow przylegtych;

—potrafi udowodnic twierdzenie o liczbie przekatnych w wielokacie;



—potrafi udowodni¢ twierdzenie o odcinku taczacym sSrodki bokow
w trojkacie;

—potrafi uzasadnic, ze symetralna odcinka jest zbiorem punktow ptaszczyzny
rownoodleglych od koncow odcinka;

—potrafi udowodnic twierdzenie o sumie katow w trojkacie (wielokacie);

—potrafi udowodnic¢ twierdzenia o symetralnych bokow i dwusiecznych katow
w trojkacie;

—potrafi rozwigzywac zadania o Srednim stopniu trudnosci dotyczace
odcinkow, prostych, polprostych, katow i trojkatow, z zastosowaniem
poznanych twierdzen;

—zna i rozumie aksjomatyczna definicje odleglosci. Zna przyklady metryk
nieeuklidesowych;

—potrafi udowodnic twierdzenie o Srodkowych w trojkacie;

—potrafi udowodni¢ twierdzenia mowiace o zaleznosciach miedzy katami
i bokami w trojkacie;

—potrafi udowodnic twierdzenia o dwoch prostych przecietych trzecig prosta;

—potrafi udowodnic¢ twierdzenie o wysokosciach w trojkacie;

—potrafi rozwiazywac nietypowe zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci
dotyczace odcinkoéw, prostych, poiprostych, katow i trojkatow, w tym
z zastosowaniem poznanych twierdzen;

—umie udowodnic¢ twierdzenie o odcinkach stycznych;

—wie co to jest kat dopisany do okregu, wie, ze miara tego kata jest rowna
mierze kata wpisanego w okrag opartego na tym samym tuku;

—umie na podstawie wlasnosci czworokata podanych w zadaniu
wywnioskowac, jaki to jest czworokat;

—potrafi rozwigzywac zadania o Srednim stopniu trudnosci dotyczace
okregow, stycznych, katow Srodkowych, wpisanych i dopisanych,
z zastosowaniem poznanych twierdzen;

—umie udowodnic twierdzenie o odcinku laczacym srodki ramion trapezu;

—potrafi rozwigzywac zadania o Srednim stopniu trudnosci dotyczace

czworokatow, w tym trapezow i rownoleglobokows;



—potrafi rozwiazywac zadania o S$rednim stopniu trudnosci dotyczace
okregow wpisanych w trojkat i opisanych na tréjkacie;

—potrafi zastosowac twierdzenia o okregu wpisanym w czworokat i okregu
opisanym na czworokacie w rozwiazaniu zlozonych zadan o Srednim
stopniu trudnosci;

—potrafi zastosowac twierdzenia o okregu wpisanym w czworokat i okregu
opisanym na czworokacie do rozwigzania zadan o Srednim stopniu
trudnosci dotyczacych trapezow wpisanych w okrag i opisanych na okregu;

—umie udowodnic twierdzenia o katach srodkowych i wpisanych;

—umie udowodnic twierdzenie o kacie dopisanym do okregu;

—umie udowodnic¢ twierdzenia o okregu wpisanym w czworokat i okregu
opisanym na czworokacie;

—potrafi rozwiazywac nietypowe zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci
dotyczace okregow, czworokatow, wielokatow wpisanych w okrag
i opisanych na okregu, w tym z zastosowaniem poznanych twierdzen;

—potrafi rozwiazywacC nietypowe zadania geometryczne o podwyzszonym
stopniu trudnosci z wykorzystaniem wzorow na pola figur i innych
twierdzen;

—potrafi rozwiazywac zadania geometryczne o Srednim stopniu trudnosci
z zastosowaniem twierdzenia Talesa, twierdzenia odwrotnego do twierdzenia
Talesa, oraz innych twierdzen.

—zna i umie stosowac twierdzenie o trzech prostopadtych;

—zna i rozumie okreslenie kata trojSciennego (wieloSciennego);

—umie znajdowac przekroje bryt;

—umie zaznacza¢ katy w brylach (np. kat miedzy Scianami bocznymi
ostroshupa);

—rozumie okreslenie przekrgj wieloscianu (przekrogj bryly obrotowej); potrafi
je stosowac w rozwigzaniach zadan o Srednim stopniu trudnosci;

—zna i umie stosowacC twierdzenia charakteryzujace ostrostup prosty i
prawidtowy;

—rozumie, co to znaczy, ze graniastoshup jest wpisany w walec lub opisany

na walcu;



—rozumie, co to znaczy, ze kula jest wpisana w wieloScian (walec, stozek) lub
opisana na wieloscianie (walcu, stozku);

—potrafi rozwigzywac zadania geometryczne dotyczace bryt o sSrednim
stopniu trudnosci z wykorzystaniem wczesniej poznanych twierdzen;

—umie udowodni¢ wybrane twierdzenia charakteryzujace polozenie prostych
i plaszczyzn w przestrzeni;

—zna okreslenie i wlasnosci rzutu rownoleglego na pltaszczyzne;

—potrafi wykorzystac wlasnosci rzutu rownolegtego na plaszczyzne
w rysowaniu figur plaskich;

—zna okreslenie rzutu prostokatnego na plaszczyzne i potrafi go stosowac np.
w okreslaniu odleglosci miedzy dwiema plaszczyznami réwnolegltymi lub
w okresleniu kata miedzy prosta a plaszczyzna;

—umie udowodnic twierdzenie o przekatnych réwnolegloscianu;

—potrafi udowodni¢ twierdzenia charakteryzujace ostroslup prosty
i prawidlowy;

—potrafi udowodnic¢ twierdzenie o trzech prostopadtych;

—potrafi rozwiazywac¢ nietypowe zadania geometryczne dotyczace bryl
o podwyzszonym stopniu trudnosci, 2z wykorzystaniem poznanych
twierdzen;

—zna pojecie permutacji i umie stosowac wzor na liczbe permutacji;

—zna pojecie wariacji z powtorzeniami i bez powtorzen i umie stosowac wzory
na liczbe takich wariacji;

—zna pojecie kombinacji i umie stosowac¢ wzor na liczbe kombinacji;

—umie rozwiazywacC proste zadania kombinatoryczne z zastosowaniem
poznanych wzorow;

—zna terminy: doswiadczenie losowe, zdarzenie elementarne, przestrzen
zdarzen elementarnych, zdarzenie, zdarzenie pewne, zdarzenie niemozliwe,
zdarzenia wykluczajace sig;

—zna i rozumie aksjomatyczna definicje prawdopodobienstwa;

—zna wlasnosci prawdopodobienstwa i umie je stosowa¢ w rozwiazaniach

prostych zadan;



—umie okreslic (skonczong) przestrzen zdarzen elementarnych danego

doswiadczenia losowego i obliczy¢ jej moc;

—umie okreslic¢ jakie zdarzenia elementarne sprzyjaja danemu zdarzeniu,;

—zna i umie stosowac klasyczna definicje prawdopodobienstwa;

—umie uzasadni¢ wzory na liczbe permutacji, wariacji (z powtorzeniami i bez)

oraz kombinacji;

—umie rozwiazywac zadania kombinatoryczne o Srednim stopniu trudnosci;

—umie udowodnic twierdzenie mowiace o) wlasnosciach

prawdopodobienstwa;

—umie rozwiazywacC zadania dotyczace rachunku prawdopodobienstwa

o Srednim stopniu trudnosci, z wykorzystaniem wczeSniej poznanych

twierdzen;

—potrafi rozwiazywaC nietypowe zadania dotyczace kombinatoryki

i rachunku prawdopodobienstwa o podwyzszonym stopniu trudnosci,

z wykorzystaniem poznanych twierdzen.
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