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FUNKCJA KWADRATOWA 1

1 Wstep

Funkcja kwadratowa i rownania kwadratowe wydaja sie
tak prostym zagadnieniem dla wspotczesnego cziowieka,
ze prawie nikt sie nie zastanawia, gdzie jest ich miejsce w
historii matematyki. Sprobujemy jednak przeprowadzic
male sledztwo aby wyjasni¢, od jak dawna matematycy
potrafig rozwigzywac¢ rownania kwadratowe? Otéz udato
sic nam ustali¢, ze jedne z najstarszych tekstow matema-
tycznych - egipskie 1 babilonskie - juz zawieraly $wiadec-
twa niezwyktej zrecznosci technicznej éwezesnych mate-
matykow w operowaniu réwnaniami stopnia 11 2 - mimo
braku sladow jakichkolwiek staran o uzasadnienie uzy-
tych podczas rozwigzywania tych rownan twierdzen, ani
nawet scistych definicji stosowanych dziatan.



Troche bardziej usystematyzowane badania w kierun-
ku rozwiazywania réownan kwadratowych podjat w VII
wieku n.e. Aryabhata - matematyk hinduski, tworca po-
czatkow algebry, znany m.in. z podania przyblizenia licz-
by m ~ 3, 1416; nastepnie w XII wieku n.e. kolejny ma-
tematyk Aczarja Bhaskara (indyjski matematyk i astro-
nom) wskazal istnienie dwéch pierwiastkéw kwadrato-
wych (algebraicznych) z liczby dodatniej; w XV wieku
francuski matematyk Francois Viete wprowadzil znane
wzory, nazwane jego imieniem, podajace zwigzek pomie-
dzy suma 1 iloczynem pierwiastkow rownania kwadrato-
wego a wspotczynnikami tegoz rownania, a nastepnie Sti-
fel (niemiecki algebraista XVI wieku), jako pierwszy w
Europie rozwazatl jedng, ogélna postac¢ rownania kwadra-

2 = awx + b, a nie jak to czyniono dotychczas

towego
trzy postacie kanoniczne. Opisat on réwniez sposob roz-
wigzywania takiego réwnania we wszystkich trzech przy-
padkach, tzn. gdy a > 0,0 > 0;a > 0, b < 0 oraz a < 0,

b > 0, postugujac si¢ liczbami ujemnymi.



Na tym wtasciwie moglibysmy zakonczy¢ wzmianke hi-
storyczna na temat funkeji i rownan kwadratowych, gdy-
by nie bylo zwigzane z nim jeszcze jedno bardzo waz-
ne zagadnienie, jakim jest pojecie liczb zespolonych. Co
prawda, to pojecie nie nalezy do programu matematyki
na poziomie liceum, ale jest tak wazne, ze postanowili-
smy uja¢ go w naszym krotkim wstepie. Pojawienie si¢
liczb zespolonych jest §cisle zwiazane z problemem roz-
wigzania réwnania kwadratowego o wyrdzniku ujemnym,
w szczegolnosci zas sprowadza si¢ do obliczenia pierwiast-
ka kwadratowego z liczby ujemnej. Jezeli ograniczymy sie
do liczb rzeczywistych, to obliczanie pierwiastka z liczby
ujemnej jest niewykonalne.



Jednak w XVI wieku pewien wloski inzynier Bombelli,
nie przejmujac si¢ zbytnio powyzszym faktem, zalozyt, ze
6w pierwiastek kwadratowy z liczby ujemnej istnieje i na-
zwal go liczba urojong (wyimaginowana), w odréznieniu
od dotychczas znanych liczb rzeczywistych. Mozna sie po-
kusi¢ o przypuszczenie, ze nazwa tych liczb byla zwigzana
z faktem, iz wielu stawnych matematykow nie cheiato po-
godzi¢ si¢ z ich istnieniem, a wszystkie dziatania na tych
liczbach uwazali oni za "urojenia” autora tej teorii - ale
tym razem to matematycy popetnili btad. Zwolennicy ist-
nienia tych liczb wykonywali na nich dziatania tak, jak
na liczbach rzeczywistych dodajac, odejmujac, mnozac i
dzielac. Oznaczali pierwiastek z liczby —1 litera ¢ przyj-
mujac, ze > = —1. Swobodnie dodajac i mnozac liczby
rzeczywiste 1 urojone tworzyli nowe liczby postaci a + b2
, ktére dzis nazywamy liczbami zespolonymi.



Poczatek XIX wieku pozbawil te liczby wszelkiej mi-
styki, gdyz przynidst ich Sciste okreslenie. Pierwsze z nich
— Gaussa - wykazalo, ze liczby zespolone sa to wlasciwie
punkty plaszczyzny euklidesowej, w ktorej wprowadzono
pewne dzialania zwane dodawaniem i mnozeniem punk-
tow czyli liczb zespolonych. Drugie ujecie - Hamiltona
- wprowadza liczby zespolone jako pary liczb rzeczywi-
stych, ze specyficznym (specjalnym) sposobem ich doda-
wania 1 mnozenia. Na koncu dodamy tylko, ze obecnie
liczby zespolone sg codziennym narzedziem nie tylko ma-
tematyka czy fizyka, ale i inzyniera, ktoremu daja ogrom-
ne korzysci w zagadnieniach z elektroniki, aerodynamiki
1 innych dziedzin techniki.



Tyle z historii, co do samej funkcji kwadratowej, row-
nan i nieréwnosci kwadratowych, nalezy zaznaczy¢, ze
z jednej strony sg to jedne z najtatwiejszych zagadnien.
Do okreslenia pierwiastkéw réwnania kwadratowego wy-
starczy zastosowac¢ dobrze znane wzory. Wykres funkcji
kwadratowej - znana wszystkim parabola - tez wydaje
sic by¢ bardzo prosta krzywg do badania. Warto jednak
poswigci¢ temu zagadnieniu troche wiccej czasu i uwagi
- chociazby z tego powodu, ze na pewno czesto bedzie-
my mieli z nim do czynienia przy okazji rozwigzywania
zadan z innych dziedzin matematyki - zaréwno elemen-
tarnej, jak i wyzszej.



Celem, ktory postawilismy sobie, przygotowujac ta pre-
zentacje, jest przekazanie Ci podstawowej wiedzy z za-
kresu funkcji kwadratowej oraz roznych sposobéw roz-
wigzywania rownan i nieréwnosci kwadratowych. Ta wie-
dza bez watpienia utatwi Ci zdanie matury. Jednoczesnie
zalezy nam na tym, aby ta prezentacja nikogo nie znie-
checita do samodzielnej nauki. Stad zadania zamieszczo-
ne w prezentacji sa utozone w kolejnosci od prostych do
bardziej skomplikowanych. Zapewniamy, ze przy odrobi-
nie checi, zaangazowania i systematycznosci uda Ci sie
dobrna¢ do konca, a nagrodg za wlozony wysitek beda
lepsze oceny w szkole 1 wigcej punktéw na egzaminie ma-
turalnym z matematyki.

Zatem do dzieta 1 zyczymy przyjemnej lektury!



2 Pojecia wstepne

Zacznijmy od wprowadzenia podstawowych definicji i twier-
dzen, niezbednych do przedstawienia tematu. Aby Cie
nie zanudzi¢, do teorii dodaliSmy przyklady - zaréwno
rozwigzane, tak i do samodzielnej pracy.



Definicja . Zal6zmy, ze a € R\{0},b,c € R.
Funkcje y = az® + bx + ¢ nazywamy funkcjg kwa-
dratowa (albo tr6jmianem kwadratowym), a
réwnanie ax? + bxr + ¢ = 0 nazywamy réwnaniem
kwadratowym.

Uwaga. Zwroty: rozwiazanie rownania kwadratowego
1 pierwiastki rownania kwadratowego sg synonimami.



Definicja. Wyrazenie A = b? — 4ac nazywa-
my wyréznikiem réwnania kwadratowego (al-
bo odpowiadajgcego temu réwnaniu tréjmianu
kwadratowemu y = ax’ + bz + c).
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Twierdzenie.

a) Jezeli A > 0, to pierwiastkami réwnania
kwadratowego s3a:

b—

S 2a ’

—b+ VA

Tog = ——.
2a

b) Jezeli A < 0, to ré6wnanie kwadratowe nie
ma pierwiastkéw rzeczywistych.

Whnioski:

1. Jezeli A > 0, to rownanie kwadratowe ma dwa rozne
pierwiastki x1, 9.

2. Jezeli A =0, tox1 =29 = —%.
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Przyktad 1.

Wyznaczy¢ pierwiastki trojmianu kwadratowego:

22 — 6x + 1.
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Rozwigzanie.

Aby wyznaczy¢ pierwiastki trojmianu kwadratowego, trze-
ba przyrownac¢ go do 0 1 rozwigzac otrzymane réwnanie:
x® — 5z 46 = 0.

Obliczmy wyrdznik tego réwnania:

A=5"—4-1-6=1.

Pierwiastkami réwnania sg:

b—1
561:7:2,
2-1
b+ 1
LU2:+:3.
2-1
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Przyktad 2.

Rozwiaza¢ réwnanie:

T R Y
- X — X — 4= U.
6 3

Rozwiaz to zadanie samodzielnie.
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Rozwigzanie.

Mamy nadzieje, ze nie bylo zadnych probleméw z rozwig-
zaniem tego zadania. Wystarczy podstawi¢ wspotczynni-
ki réwnania kwadratowego do wzoréw i nie pomyli¢ si¢ w
obliczeniach. Pewne problemy moga stworzy¢ tylko dzia-
lania na ulamkach, ale w koncu to nic strasznego. Aby
uprosci¢ sobie prace, mozemy dokona¢ bardzo prostego
zablegu - pomnozy¢ obustronnie dane rownanie przez 0,
otrzymane rownanie juz nie ma wspolczynnikéw w po-
staci utamkow:

2’ + 4z — 12 =0.
Obliczmy wyrdznik tego réwnania:
AN =4 —4.(—12) =16+ 48 = 64 = 8%,
Pierwiastkami réwnania sg:

—4—8
a’;lz =

_6,
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Przyktad 3.

Rozwiaza¢ réwnanie:
2 _
x°—6r+1=0.

Spréobuj rozwigzac to réwnanie samodzielnie.
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Rozwigzanie.

Mamy nadziej¢, ze wyznaczenie pierwiastkéw réwnania
1 w tym przypadku nie sprawito Ci zadnych probleméw.
Standardowo obliczamy najpierw wyroznik roéwnania;

A=6%>—4.1=236—4=32.

W tym miejscu mogt sie pojawic¢ lekki niepokdj, zwiaza-
ny z koniecznoscia wyciagniecia pierwiastka z liczby 32.
W tym przypadku nie otrzymamy liczby naturalnej, ale
mozemy troche uprosci¢ zadanie, jezeli przedstawimy 32
w postaci iloczynu 16 - 2, wtedy

V162 =162 = 4V/2.

Pierwiastkami réwnania sg:

6 —4v2

T —
>
6+ 4v/2
x2:+2\[:3+2\/§.

17



Uwaga. Pamietaj: aby sprawdzi¢ poprawnos¢ rozwig-
zania, wystarczy podstawi¢ wyznaczone pierwiastki do
rownania. Jezeli otrzymates tozsamosc - rozwigzanie jest
poprawne, jezeli nie - sprawdz jeszcze raz, a jesli spraw-
dzenie si¢ nie powiodlto - rozwigz zadanie od poczatku.

18



Jeszcze troche teoril, abySmy mogli rozwigzywac cie-
kawsze zadania.

Twierdzenie. Postac iloczynowa tréjmianu kwa-
dratowego. Jezeli v, v, sa pierwiastkami tréj-
mianu kwadratowego

y = ax’ + bx + c,

to
azx® +br +c = alr — 21)(x — 29).

19



Twierdzenie. Postacig kanoniczng trojmianu
kwadratowego ax’ + bx + ¢ jest wyrazZenie:

20



Przyktad 4.

Rozwiaza¢ réwnanie:

35z x+2+3x—1_0
44+10r —622 3x+1 x-—2

To zadanie nie jest trudne, sprobuj rozwiazac¢ go samo-
dzielnie.

21



Rozwigzanie.

Twoim zdaniem zadanie nie jest takie tatwe? Coz, moge
sie z toba zgodzi¢ - ale tylko po czesci. Nadal mamy do
czynienia z wyznaczeniem pierwiastkow rownania kwa-
dratowego, ale tym razem dane nam rownanie trzeba be-
dzie najpierw uprosci¢. W tym celu lewg strone rownania
trzeba doprowadzi¢ do wspolnego mianownika. Najpierw
przedstawimy trojmian kwadratowy, wystepujacy w licz-
niku pierwszego utamka, w postaci iloczynowe;j.

22



Rozwigzujemy réwnanie:
—62% 4 10z + 4 = 0.

Utatwimy sobie zadanie, dzielac obie czesci rownania przez
—2. Otrzymamy takie rownanie:

322 — 5x — 2 =0.

Nastepnie w standardowy sposob mozemy wyznaczy¢ pier-
wiastki otrzymanego réwnania, lub... Dobrze by byto,
gdyby tymi pierwiastkami byly liczby 2 lub —%,
wypadku sprowadzenie lewej strony rownania do wspoél-

w tym

nego mianownika byloby latwiejsze. Zatem sprawdzmy:
po podstawieniu obydwoch liczb do rownania otrzymuje-
my réwnosé, stad

—627+10z+4 = —6(x—2)(2+1/3) = —2(x—2)(3z+1).

Oznacza to, ze wspolnym mianownikiem jest mianownik
pierwszego utamka.

23



Teraz wszystkie trzy utamki po lewej stronie nasze-
go rownania doprowadzamy do wspoélnego mianownika.
UstaliliSmy, ze mianownik pierwszego utamka pozostaje
bez zmian, drugiego nalezy pomnozy¢ przez —2(x — 2),
trzeciego za$ - przez —2(3z + 1). W wyniku otrzymamy:

352+ (x+2)-2(x—2)+ Bx—1) - (=2)(3z + 1)
—2(x —2)(3x + 1) '

Aby rozwigzaé to rownanie, trzeba jego licznik przyrow-
na¢ do 0 1 wykluczy¢ miejsca zerowe mianownika;

352 + 227 — 8 — 2(92* — 1) = 0,
(z—2)#£0,(3z+1)£0.

24



Po prostych przeksztalceniach otrzymamy réwnanie:
—162° 4+ 352 — 6 = 0,
A =35 —4.(=16) - (—6) = 1225 — 384 = 84 = 29%,

~35+29

2T 906
r1 = 2 nie spehia naszych warunkéw (mianownik jest
rowny 0), natomiast xo = % = 1% spelnia wszystkie

podane warunki, zatem jest to jedyny pierwiastek naszego
rownania.

25



Przyktad 5.

Przedstawi¢ trojmian kwadratowy w postaci kanonicznej
1 iloczynowej:

y = 22° — 6z + 4.

To zadanie nie jest trudne, sprobuj rozwigzac¢ go samo-
dzielnie.

26



Rozwigzanie.

Pewnie nie miale$ wiekszych problemoéow z zadaniem? fa-
two sprawdzi¢, ze r1 = 1,9 = 2 sg pilerwiastkami row-
nania 22> — 6x + 4 = 0. Poniewaz a = 2, wiec

20 — 6z +4 =2(x — 1)(z — 2).
Teraz posta¢ kanoniczna. Przypomnijmy wzor:
| (res)
ax"+br+c=alz+—| ——.
2a da

Mozemy po prostu podstawic¢ do wzoru odpowiednie wspoi-
czynniki naszego trojmianu, ale wzoru mozemy po jakims
czasie zapomnie¢, warto wiec poznaé zasady jego two-
rzenia - wtedy tatwiej nam bedzie w razie potrzeby go
odtworzy¢.

27



Wykonajmy bardzo proste dziatania po prawej stronie
naszego wzoru, mianowicie zastosujmy wzor skroconego
mnozenia (te wzory sa bardzo pomocne, nalezy je pa-
mietac!l!), wynik pomnozmy przez stala, po uproszceniu

otrzymujemy:
| o 2)
ar" +br+c=alx+ —| —— =
2a da
2, g 0 +<b)2 > — dac
=a|x r—4+|—] | ——— =
2a 2a da
—— V¥ b —dac —5——
=ar"+br+—— ——— =azx” + br +c

4a 4a
Poréownajmy wyrazenia zaznaczone klamra - sg takie
same, stad aby uzyskac posta¢ kanoniczng, trzeba w pierw-
szej kolejnosci wytaczy¢ przed nawias wspotczynnik przy

22, nastepnie uwzgledniajac wylacznie wyrazy zawieraja-

ce 22 i o, tak dobra¢ stala we wzorze skréconego mno-
zenia, zeby po jego rozwinieciu otrzymalismy doktadnie
takie same wyrazenia zawierajace 22 i , jak w wyjscio-

WY WZOTZ€.
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Przypomnijmy wzory skroconego mnozenia, z ktérych
bedziemy korzystac:

(y +t)? = y* + 2ty + 17,
(y —t)* = y* — 2ty + t°.

29



Zatem

—_—~

20° — 6z +4 = 2(2* — 32 +2) = 2

(x—g)zw??l - .

Co nalezy wpisa¢ w miejscu 777”7, To jest proste:
N w9

rT——| =x° —3x+-,

=) :

po podniesieniu do kwadratu wyrazenia w nawiasach,

otrzymalismy stata, ktorg musimy uwzgledni¢ w dalszych
obliczeniach, pamigtajac o tym, ze wolno nam dokonywac
tylko tozsamosciowych przeksztatcen, stad

77???77 — 2 o 9 — _1

4 4’

3\?2 1 3\2 1
20° — 61 +4 =2 (x—) S :2(93—) S
2 4 9 2

30



Umiejetnos¢ przeksztalcenia tréjmiandw kwadratowych
do postaci kanonicznej i iloczynowej jest bardzo wazng
czynnoscig, przyda si¢ ona na studiach wyzszych przy
obliczaniu catek, ale to tylko uwaga na marginesie.

31



3 Wykresy funkcji kwadratowej

Na poczatek troche teorii.

Definicja. Wykres funkcji kwadratowej nazy-
wa sie parabol].

32



Twierdzenie. Dla ¢ > 0 najmniejszg wartoscig
funkcji
f(z) = az® 4+ bx +c

/)4

jest
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Uwaga. Dla a > 0 galezie paraboli
y = ax’® + b + ¢

sa skierowane do gory.

34



Twierdzenie. Dla a < 0 najwiekszg wartoscig
funkcji
f(z) = az® 4+ bx +c

/)4

jest
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Uwaga. Dla a < 0 galezie paraboli
y = ax’® + b + ¢

sa skierowane do dotu.

36



Definicja. Wierzchotkiem paraboli
y = ax’® + b + ¢

nazywamy punkt

37



Uwaga. Umowmy si¢ wielkos¢ —QQ oznaczac symbo-
A . ¢
lem x,, a — > oznacza¢ symbolem y,,.

38



Uwaga. Wro¢ do wzoru na postaé¢ kanoniczng tréj-
mianu kwadratowego, teraz mozemy go zapisa¢ w takiej
postaci:

2 AN 2
ar’+br+c=alr+—| ——=alr —zy)" + Yo
2a 4a

39



Po odrobinie teorii przejdzmy do praktyki. Na poczg-

tek narysujmy wykres paraboli dla funkeji y = 2.

40



Stworzmy pomocnicza tabelke:

Na podstawie tabelki narysujmy wykres funkcji; czarne
punkty odpowiadajg danym z tabelki.

N

—
° ""‘
~—

o
=
(o)

N

Rysunek 1: Wykres paraboli
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Poréwnajmy wykresy funkeji: y; = 22 oraz vy = —2°.

Dla funkcji y; wartos¢ parametru a; = 1,a; > 0, dla yo
wartos¢ parametru as = —1,a9 < 0. Galezie paraboli
Y1 = x° sa skierowane do géry, a y; = —z? - do dotu.
Wykresy obydwu funkcji sg symetryczne wzgledem osi
OX.

= =
(] ()]

\ 5
-8 -6 -4 -2 6
/ -5
— a0 10
10
~15+

Rysunek 2: Zaleznos¢ wykresow paraboli od znaku parametru a
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Sprawdzmy, jak zmienia si¢ wykres paraboli wraz ze
zmiang parametru a (ograniczmy si¢ do przypadku a >
0). Za wzér niech nam postuzy funkcja y; = 2% Rozpa-
trzmy funkcje: yp = 4%, ap = 4 i y3 = 1/52% a3 = 1/5.
Poréwnujac wszystkie trzy wykresy, widzimy, ze galezie
paraboli 1, = 42 w stosunku do y; = x? sg blizsze osi
OY , natomiast y3 = 1/5x°- sg blizsze osi OX.

//
= =
[en] N
\

e
o)} [}
~——

N

Rysunek 3: Zaleznos¢ wykresow paraboli od parametru a
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2 7 wykre-

2

Uwaga. Porownujac wykresy funkeji y; = x
sem y = ax?,a > 0 widzimy, ze galezie paraboli y = ax
sg blizsze osi OY dla wszystkich a > 1, natomiast dla

wszystkich 0 < a < 1 sg blizsze osi OX.
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Teraz zbadajmy, jak wyglada wykres paraboli y =
ax® 4+ bx + ¢ w zaleznosci od znaku A\. Najpierw roz-
patrzmy przypadek, gdy a > 0.

Na wykresie widzimy, ze jezeli /A < 0, to wykres znaj-
duje sie powyzej osi OX a funkcja y = az? + bx +c w
calej swojej dziedzinie przyjmuje tylko wartosci dodatnie;
jesli A > 0, to parabola przecina o$ w 2 punktach, czyli
przyjmuje wartosci zarazem dodatnie, jak i ujemne, a w

Y
\

\ \// /
\ "W/

(¢

YN

-10 -5 7 5

Rysunek 4: Zalezno$¢ wykreséw paraboli od znaku A
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przypadku A = 0 wykres ma tylko jeden punkt wspélny
z osia O X, czyli funkcja przyjmuje wartosci dodatnie i 0.
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Jezeli na poprzednim wykresie zaznaczymy punkty wspol-
ne paraboliiosi OX, to bedg to rozwigzania rownan typu
ax?® + bx + ¢ = 0 w zaleznosci od wartosci A: dla A > 0
mamy 2 rézne pierwiastki, dla A = 0 mamy pierwia-
stek podwojny, w przypadku A < 0 - brak pierwiastkow
(oczywiscie, w dziedzinie liczb rzeczywistych).

(@n)

[

N

Rysunek 5: Zaleznos¢ liczby miejsc zerowych tréjmianu kwadratowego od
znaku A dla a > 0
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Podobne rozwazania mozemy przeprowadzi¢ dla przy-
padku, gdy a < 0. To zadanie zostawmy jednak dla sa-
modzielnej pracy:.

48



Nastepny rysunek przedstawia wykres paraboli y =
x? — 8x + 21 7 zaznaczong osig symetrii x = 4.

[HEY
(4]

=
o

(6]

Rysunek 6: Wykres paraboli y = 22 — 8z + 21 z zaznaczong osig symetrii
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Dla tej samej paraboli y = 2> — 8z +21 wyznaczmy jej
wierzchotek. W tym celu przypomnijmy wzér na postac
kanoniczng tréjmianu kwadratowego:

b JAN

2
2
+br+c=
axr T+ c a(az+2a) 1a

Stosujac wzor do naszego przyktadu, otrzymujemy:

= a(z — Tu)* + Yo

r? —8x 421 = (v — 4)* + 5,

stad x,, = 4, y, = 5, czyli wierzchotek paraboli

W= (4,5)
Y
\\ / |
- \ /
yw: W=(Xw, Yw)
*
Xw

L L L L L L L L L X
2 6 3

Rysunek 7: Wykres paraboli y = 22 — 8z + 21 z zaznaczonym wierzchotkiem
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Zostanmy na chwilke przy tym zagadnieniu.
Przyktad 6.

Wyznaczy¢ wierzchotek paraboli:
L. y:2x2—2x+i,
2.y = 0.52% + 4x + 6.

To tatwe zadanie postaraj si¢ rozwiaza¢ samodzielnie.
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Rozwigzanie.

Prawdopodobnie nie byto zadnych probleméw z rozwia-
zaniem tego zadania. Sprawdzmy:

1. Przedstawmy trojmian kwadratowy w postaci kano-
nicznej:

1

stad wierzcholek paraboli W = (0.5, —0.25).

'_A
o o1

-05 i \0.5'—/ 1.0 15

W=(0.5, -0.25)

Rysunek 8: Wierzchotek paraboli y = 22% — 2x + i
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2. Drugie zadanie rozwigzujemy podobnie:

y = 0.5 44246 = 0.5(z+4)2—2 = 0.5[x — (—4)]>—-2.

Uwaga. Prosze zwréci¢ uwage na proste przeksztal-
cenia (podkreslona czed¢ wzoru), ktére pomoga nam
unikna¢ btedu przy wyznaczeniu wspotrzednych wierz-
chotka paraboli: mianowicie w przypadku, gdy ma-
my do czynienia z wyrazeniem typu (x + 4) nalezy
przedstawi¢ go w postaci roznicy [z — (—4)], wtedy
na pewno nie pomylimy sie, wyznaczajac ..

W naszym przyktadzie x,, = —4, y, = —2, czyli
wierzchotek paraboli W = (—4, —2).
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Uwaga. Wykres funkcji y = az? + bz + ¢ mozemy
otrzymaé, przesuwajac parabole y = az? o wektor

7 - [xwa yw]

=

-3t

Rysunek 9: Wierzcholek paraboli y = 0.522 + 4z + 6
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Przyktad 7.

Wyznacz wektor, o ktory trzeba przesunaé

1. wykres paraboli y; = z?, aby otrzymaé¢ wykres pa-
raboli y» = 2% — 4z + 6,

2. wykres paraboli y; = 322, aby otrzymaé wykres pa-
raboli ys = 322 — 8z + 2.
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Rozwigzanie.

1. Aby lepiej zrozumie¢ sens tego zadania, zapomnijmy
na chwilke o wektorze przesuniecia i standardowg me-
toda narysujmy wykresy obydwoch funkceji.

N

[e»)
\
\

—

N B

e (X=2)%+2

Rysunek 10: Wykresy funkcji y; = 22, yo = 2% — 42 + 6
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W legendzie do wykresu funkcja yo = 2° — 4x + 6
jest zapisana w postaci kanonicznej jako

Yo = (v —2)* + 2.

Wierzchotek paraboli y; - to W1 = (0,0), a y, - to
Wy = (2,2). Stad wektorem, o ktéry nalezy przesu-
nac¢ parabole yq, aby otrzymac y, jest wektor

v =[2,2].

o7



Na tym wykresie sa przedstawione parabole y; i vy
oraz wektor przesuniecia

v =[2,2].

\ %/

/

6
. L
2 L
\ V=(2.2)
I I h L ( I I I I I I I I X

-6 -4 -2 0 2 4 6

Rysunek 11: Parabole y; i y2 z wektorem przesuniecia v = [2, 2]
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2. Przedstawmy trojmian kwadratowy w postaci kano-
nicznej: yo = 3x* — 8x + 2 = 3(z — 4/3)* — 10/3.
Stad wektor o ktory nalezy przesunaé¢ parabole 1
aby otrzymac 1o wynosi:

v = [4/3,-10/3].

v /
\ \ + / I
- /

-3 ) -1 N1 2,/ 3 4

SAL_ '/’
V=(4/3, -10/3)

Rysunek 12: Parabole y; 1 y2 z wektorem przesuniecia v = [4/3, —10/3]
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4 Nier6wnosci kwadratowe

Definicja. Jezeli f(x) jest tréjmianem kwa-
dratowym, to kazdg z nieréwnosci:

flx) >0, flz) >0,

flz) <0, flz) <0,

nazywamy nieréwnoscia kwadratows.
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Przyktad 8.

Dla kazdego z danych trojmianéw kwadratowych f(z)
rozwiaz nierOwnosci:

flz) >0, f(z)>0,
flz) <0, f(x)<O.
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Rozwigzanie.

1. Przy rozwigzywaniu nieréownosci bardzo pomocne sa
geometryczne metody. Narysujmy wykres pierwszej
funkcji - to dobrze znana nam parabola, ale tym ra-
zem checemy uzyskaé informacje, dla jakich wartosci
zmiennej x funkcja f(x) przyjmuje znaczenia: > 0,
> 0,<0, <0.
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Funkcja f(x) = 2? ma pierwiastek podwdjny
X1 = X9 = 0.

Wykres funkcji ma wiec tylko jeden punkt wspolny z
osia OX: W = (0,0). Wspdlezynnik a = 1 jest wigk-
szy od 0, stad z wyjatkiem jednego punktu, wykres
funkeji lezy nad osia OX. Rozwiazania nieréwnosci
sq nastepujace:

Rysunek 13: Wykres paraboli f(z) = x*
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> 0= 2 c R\ {0},
> 0=z €R,
< 0= 1€,
2 < 0=z € {0}.
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2. Druga funkcja f(z) = 22—8z+18 ma A < 0, wykres
funkcji nie ma punktow wspolnych z osig OX i lezy

catkowicie nad nia:

10+

-10

X2 -8x+18=0 ~10}

x2-8x+18<0

Rysunek 14: Wykres funkcji f(x) = 2% — 8z + 18
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Rozwiazania nieréwnosci sg nastepujace:

2? —8r+18> 0=z € R,
t? -8 +18> 0=z € R,
P —8r+18< 0=z € g,
?—8r4+18< 0=z € @.
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Uwaga. Zauwazmy ze zachodzi :

°—8r+18 = 27 —2-4- 0 +4°+2 = (v —4)*+2 > 0
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3. Funkcja z trzeciego przykladu f(z) = 2% +4x — 5
ma 2 rozne pierwiastki 1 = —5 1 9 = 1. Wykres
funkcji ma 2 punkty wspoélne z osig OX, a funkcja
przyjmuje wartosci zarowno dodatnie, jak i ujemne.

15~

10

_10 —\ / 5 10
_5 f

X2 +4x-5>0 10

X2 +4x-5<0

‘ .

Rysunek 15: Wykres funkcji f(x) = 2% +4x — 5
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Uwaga. Zauwazmy ze zachodzi :

4 —5=0"4+2-2.24+22-9=(x+2)? -9
Stad
P44 -5<0& (242 -9<0&

(242 <9 3<(z4+2) <3 & —3-2< 1 <32

1 ostatecznie
—Hh<x<l.
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Ponadto

A=4>—4-1-(=5)=16+20 =36 >0,

zatem nasza funkcja ma 2 miejsca zerowe (funkcja
ma miejsca zerowe trojmian ma pierwiastki).

AV

XK = —57
2-1
—44++/36

Tg = ——— =1,
2-1

Porownujac pierwiastki z uzyskanymi wezesniej kon-

cami przedzialu bedacego rozwigzaniem naszej nie-
réownosci mamy, ze

r < x < To.

nalezy zwrdéci¢ uwage, ze ta nieré6wnosc¢ jest
prawdziwa gdy a > 0
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Rozwiazania nieréwnosci sg nastepujace:

2?4+ 4r —5> 0=z € (—00, —5)

v* 44 —5> 0= € (—o0, —5)
7P +4r —5< 0=z € (51
v’ 4+ 4r —5< 0=z € (=51
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Zadanie.

Dla f(x) = —a* — 4z + 5 rozwiaz nieréwnosci:
flz) >0, f(z) >0,
flx) <0, flz) <O0.
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5 Roéwnania i nier6wnosci kwadratowe z pa-
rametrem

Zadania z parametrem sprawiaja duzo probleméw uczniom.
Trzeba przyznaé, ze wsrod nich zdarzaja sie naprawde
trudne do rozwigzania, wymagajace obszernej wiedzy i
sposobnosci kojarzenia roznych faktow. Réwnania 1 nie-
réwnosci kwadratowe z parametrem w wickszosci nie na-
leza do tej grupy, na prostych przyktadach udowodnimy,
jak nalezy takie zadania rozwiazywac.
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Przyktad 9.

Dla jakich wartosci parametru m rownanie:
32° — 62 +2m =0

ma jeden pierwiastek?
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Rozwigzanie.

Wiemy, ze rownanie kwadratowe ma jeden pierwiastek

wtedy 1 tylko wtedy, gdy jego A = 0. Dla naszego row-
nania

A\ = 36 — 24m.
Rozwiazmy rownanie:

36 — 24m = 0.
36 = 24m,

stad rozwigzaniem zadania jest

m = —.

2

75



Przyktad 10.

Dla jakich wartosci parametru ¢ rownanie:
622 +tr+6=0

nie ma pierwiastkow?
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Rozwigzanie.

Wiemy, ze réwnanie kwadratowe nie ma pierwiastkow
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jego A < 0.
W naszym réwnaniu

A =1 — 144,
Trzeba rozwigza¢ nieréownosc:
2 — 144 < 0,

2 < 144.

Stad pierwiastkujac obustronnie otrzymujemy:
] < 12,
Rozwigzaniem zadania sa:

t e (—12,12).
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Przyktad 11.

Dla jakich wartosci parametru b rownanie:
222 +6x 4+ b=0

ma 2 rozne pierwiastki?
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Rozwigzanie.

Wiemy, ze réwnanie kwadratowe ma 2 rozne pierwiastki
wtedy i tylko wtedy, gdy jego A > 0. W danym réwnaniu
A\ = 36 — 8b.

Trzeba rozwigzacé nieréwnosc:
36 — 8b > 0,

8b < 36,

stad otrzymujemy:
b < )
5

Rozwigzaniem zadania sg:
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6 Wzory Viete’a

Przyktad 12.

Korzystajac ze wzoréw na pierwiastki rownania kwadra-
towego ax’ + bx + ¢ = 0, zapisz wyrazenia

T+ Xo,

X1 -T2

w postaci, zawierajacej tylko wspotezynniki a, b, c. Wy-
konaj polecenie samodzielnie.
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Rozwigzanie.

Jesli prawidtowo wykonates$ to proste zadanie, to otrzy-
mates wzory Viete'a.
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—b—\/Z+—b+\/Z_

T+ 2y = 2a 2a
—b—VA—-b+VA =20 b
- 2a T 2 a
Podobnie
—b— VA —b+ VA
= 2a . 2a -
(b= VA)(=b+VA)
- 4a? B
(=) = (VAP P -A
B 4a? - 4a?
b* — (b* —4ac)  b* —b* +4dac
- 4a? B 4a? B
_dac ¢

daa a
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Twierdzenie. Jezeli ;1 1, sg pierwiastkami
réwnania kwadratowego az’® + bx +c =0, to

X1 —|—$2 - T
a

C
r1-To — —.
a
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Przyktad 13.

Korzystajac ze wzoréw Viete'a, zapisz wyrazenie x% + 3
w zaleznosci od wspétezynnikow a, b, ¢ rownania kwadra-
towego ax’ + bz + ¢ = 0.
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Rozwigzanie.

Aby ulatwi¢ zadanie, w trakcie rozwigzania zastosujmy
wzory skréconego mnozenia:

x% + x% = (r1 + .962)2 — 20139 =
a nastepnie wzory Viete'a, otrzymujac
v’ 2c
(=b/a)* —2c/a = — — —.

a’ a
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Przyktad 14.

Korzystajac ze wzoréw Viete'a, rozwiaz réwnanie:

2 —x—6=0.
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Rozwigzanie.

Korzystajac ze wzoréw Viete'a, stworzmy uktad prostych
réownan:

(1)

r1+ 19 = 1,
5171'5132:—6.

Mozemy wyznaczy¢ pierwiastki rownania, dobierajac je z
dzielnikéw wyrazu wolnego, w naszym przypadku dziel-
nikami —6 sg liczby: 41, £2, £3, 6. Dobierajac pare
liczb tak, aby ich suma wynosita 1, a iloczyn —6, tatwo
wywnioskowaé, ze tymi liczbami sg x1 = —2,29 = 3.
Podstawienie wyznaczonych pierwiastkow do réwnania
potwierdza prawidtowo$¢ wyniku. Jezeli mamy problem
7z zastosowaniem powyzszej metody, mozemy rozwigzac
uklad rownan w standardowy sposob - przez podstawie-
nie.
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Uwaga. Wzory Viete’a mozemy stosowac w celu spraw-
dzenia pierwiastkéw réwnania kwadratowego, lepiej jed-
nak dokonujac sprawdzenia, jeden z pierwiastkow bezpo-
srednio podstawi¢ do rownania, a dopiero przy sprawdze-
niu kolejnego zastosowaé wzory Viete'a.
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Zadania
do samodzielnego rozwigzania
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Rozwiaza¢ réwnania:
a) 0.42° — 2z +0.2 =0,

b) (8 — 1)(2x — 3) — (4x — 1)* = 38,

(y+1)%  1-9% _
c) 12 51 = 0.
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Odpowiedzi.

_ 5—=v17 _ o+VI17.
a) L1 = 4\1/_7 Lo = 21/_7

b) x = —2;
— _ 1
C) Y1 = _17 Y2 = —3-




Wyznaczy¢, dla jakich wartosci parametru t:
a) réwnanie 22 — tz + 1 = 0 ma 2 pierwiastki;
b) réwnanie 5z + 2tx + 5 = 0 ma 1 pierwiastek;

¢) réwnanie 22° — 15z + t = 0 nie ma pierwiastkow.
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Odpowiedzi.
a) r € (—oo, —2) U (2, +00);
b) t1 = —5, tg = 5;
¢) t € (%2, +00).
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Rozwiaza¢ réwnania:

a) 6% + 3.62° = 0;

b) 2% + 3z = 3.52%;

c) 93 —

1822 — 2 +2 = 0.
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Odpowiedzi.
a) r =0;
b)x=0,x =15 =2
c)x=—-1/3,z=1/3, 2z =2.
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Rozwiaza¢ nierownosci:
a) 4z° +5 > 22 + 1;
b) x® +8x+12 <z +2;

¢)x*+x+1<0.
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Odpowiedzi.

a) v € R;
b) x € (=5, —2);
c)x € D,
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Wyznacz postac¢ iloczynows i posta¢ kanoniczng naste-
pujacych trojmianow kwadratowych:

a) y = 3x° + 6,
b) y = 22% — 10z + 12,

¢)y=x*+4x +5.
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Odpowiedzi.
a)y=3x(r—2),y=3(x—1)°-3

b)y:2(x—2)(x—3),y:2(sc—g)2

¢) tréjmian nie ma postaci iloczynowej,
y=(xr+ 2)2 + 1.
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Narysowa¢ wykresy func;ji:
a)y =1’ — 3z,
2

b)yz—az—x,

¢)y = —3x?+4x — 1,
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Odpowiedzi.

10~

-10 -5 I 5

—15-

Rysunek 16: Wykres funkcji f(z) = 2% — 3z
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15+

10

-10

-10

-15

Rysunek 17: Wykres funkcji f(z) = —x — 22
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15-

10/

_10|

_15¢

Rysunek 18: Wykres funkcji f(x) = —32% + 4z — 1
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