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Modut ten przeprowadzi Cie przez elementy trygonometrii,
zwane] w latach dwudziestych XX wieku goniometrig.

Wiedza, ktorg tu poznasz, wzbogacona jest o0 dynamiczne
konstrukcje CABRI, ktore pozwolg Ci interaktywnie
uczestniczyC w eksperymentach potwierdzajgcych
poznawang wiedze, lub odkrywang dzieki nim.

Jesli w tekscie pojawi sie fragment zakonczony liczbg
umieszczong w niebieskim nawiasie, to oznacza to, ze jest
to tres¢ zadania do wykonania przez Ciebie i po jego
rozwigzaniu powinienes przesfac je swojemu nauczycielowi
matematyki.

Zadania te sg rowniez powtorzone w zatgczonych obok pliku
Power Pointa pliku Worda, ktore po uzupetnieniu mozesz
odestac swojemu nauczycielowi jako rozwigzania.



BOKI TROJKATA PROSTOKATNEGO



Na rysunku ilustrujgcym sposob wyznaczania wysokosci
drzewa przy uzyciu twierdzenia Talesa mozna dostrzec
trojkaty prostokatne: SAA’, SBB’, SCC’, ...., SEE’.




Bokom trojkata prostokgtnego matematycy przypisali specjalne
nazwy.

Najdtuzszy bok tego trojkata nazwali przeciwprostokatna,
gdyz lezy on zawsze naprzeciw kgta prostego.

Dwa krotsze boki trojkata prostokgtnego nazwano
przyprostokatnymi — wszak lezg one przy kacie prostym.

Chodzi o to, ze nazwy te utatwiajg matematykom
porozumiewanie sie | wprowadzajg do teorii pewien tad i
porzadek.

Nie ucz sie ich na pamiec, lecz kojarz je logicznie z nazwa,
ktora jest im przypisana.



AA’ BB itd. sg krotszymi przyprostokatnymi trojkgtow
prostokgtnych ASA’, BSB'... itd.

o




Jesli kat miedzy odcinkami AS i A'S oznaczymy
symbolem « to mozemy powiedziec, ze drzewo z punktu
S widzimy pod tym witasnie kgtem. Mowimy tez ze kat « to

kat widzenia drzewa.

o




Matematycy juz w Starozytnosci znali odpowiednie
proporcje dtugosci bokow w trojkgcie prostokatnym.
Wiedzieli tez, ze proporcje te sg takie same dla tego

samego kata.
A /
16820074739 °
S o \E\

[ il

A
AA'/ SA'=0.5281717071



Na ponizszym aplecie przesuwaj punkt A wzdtuz ramienia
kata ASA’ . Sprawdz, czy dla ustalonego kata «
stosunek dtugosci odcinkow AA’ do dtugosci AS zmienia
sie, czy jest taki sam?

31.8820074739°

F.9736842105 cm



Wybierz odpowiedz na pytanie z poprzedniego slajdu
| przeslij jg nauczycielowi matematyki:

Stosunek dtugosci odcinkow AA’ do dlugosci AS zmienia
sie / nie zmienia sie (1) .



Czy wiesz, dlaczego tak sie dzieje?
Sprobuj to wyjasnic - przeslij wyjasnienie tego faktu
swojemu nauczycielowi matematyki (2).

31.8820074739°

F.9736842105 cm



A teraz zbadaj, czy dostrzezong w poprzednim przyktadzie
wtasnosc¢ spetnia rowniez stosunek dtugosci odcinkow

AA’do SA".
A'/
\{\1 8820074739°
S o

A
AA' [/ SA' = 0.5281717071



Wybierz prawidtowg odpowiedz i przeslij jg nauczycielowi
matematyeki:

Stosunek dtugosci odcinkow AA do dtugosci SA’ zmienia
sie / nie zmienia sie (3) .



FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE KATA OSTREGO
W TROJKACIE PROSTOKATNYM



Podsumujmy fakty ktore dostrzegtes w poprzednich slajdach;

We wszystkich trojkgtach prostokgtnych o tych samych
miarach katow wewnetrznych stosunki dtugosci
odpowiednich bokow sg zawsze takie same.

31.8820074739°

87368421053 cm

AA'/ SA = 0.622009569
4



Przesuwajac punkt A na ponizszym aplecie konstruujesz
rodzine niewidocznych trojkgtow o tych samych miarach
katow wewnetrznych.

Jak widac stosunki dtugosci niektorych bokow tych trojkgtow

sg stale takie same.
/
A

31.8820074739°7 A
43684210526 cm

AA" /[ SA = 0.622009569

4
SA/ SA' = 0.849137590
E«i\' [ SA'= 0.9281717071



To, ze stosunki odpowiednich bokow w trojkacie
prostokatnym sa takie same dostrzegli juz matematycy
Starozytnosci, ale dopiero
Leonard Euler ok. 1772 roku nazwat te proporcje
funkcjami trygonometrycznymi
[trigonom = trojkat, metreo = mierze].

Wprowadzit on do matematyki pojecie sinus, cosinus,
tangens i cotangens kata ostrego w trojkacie
prostokatnym, ktore dzis nazywamy funkcjami

trygonometrycznymi.



Najpierw poznasz je dla kata ostrego w trojkacie prostokgtnym.
Juz wiesz, ze:

krotsze boki w tym trojkgcie nazywamy przyprostokatnymi -
wszak lezg przy kacie prostym,

najdtuzszy bok trojkgta prostokatnego to przeciwprostokatna -
wszak lezy naprzeciw kata prostego.

przyprostokatna przyprostokatna

A przeciwprostokatna



Wprowadzmy teraz w trojkgcie kat przy wierzchotku A.
Ta przyprostokatna, ktora lezy przy tym kacie nazywa sie
przyprostokatng przylegfa, a ta druga - przyprostokatna

przeciwlegia.

C

przyprostokaina

przyprostokatna
przylegia

przeciwlegta

przeciwprostokatna



Euler nazwat iloraz dtugosci przyprostokatnej przeciwlegte;
katowi do dtugosci przeciwprostokatnej sinusem kafta.
Na ponizszym aplecie jest to iloraz ML/KL

9.9306921697 cm

26124297156 7

K "L
11.7894736842 cm

63539785002 cm

| . = (05389535335
sin 32 6124297156 11 7894736847 cm




Poruszaj na ponizszym aplecie punktem M zmieniajgc w
ten sposob miare kata przy wierzchotku K.
Wyznacz wartosci sinusa dla kilku réznych katow i wpisz je
w postaci tabeli w pliku rozwigzan (4).

9.9306921697 cm

261242971567

K "L
11.7894736842 cm

63539785002 cm

| . = (05389535335
sin 32 6124297156 117894736847 om




Podobnie Euler nazwat iloraz dtugosci przyprostokatnej
przylegtej do dtugosci przeciwprostokatnej cosinusem kata.
Na aplecie jest to iloraz KM/KL

9.9306921697 cm

265124297156 ¢

a
11.7894736842 cm

99306921697 cm

o = = 0.3423354965
cos 326124297156 T 7994730047 o




Poruszaj na ponizszym aplecie punktem M zmieniajgc w ten

SposOb miare kata przy wierzchotku K.
Wyznacz wartosci cosinusa dla kilku roznych katow i wpisz je

do tabeli w pliku rozwigzan (5).

9.9306921697 cm

281242971567

11.78947 36842 cm

. 99306921897 cm
Cos 32012429710 = T Te0aa6842 cm




Czy moze sie zdarzycC, by wartosc sinusa
lub cosinusa kata ostrego w trojkgcie prostokgtnym
przekroczyta wartos¢ 17
Dlaczego? (6)



Uzupetnij zapis i przeslij swojemu nauczycielowi:

Wartosci sinusow | cosinusow kgtow jest
zawsze wieksza niz ...... oraz mniejsza niz ..... (7):



auwaz, ze:

funkcje sinus i cosinus zdefiniowane byty
jako stosunek dtugosci jednej z przyprostokagtnych
do dtugosci przeciwprostokatne.



Sprobujmy teraz wyznaczyc¢ stosunki dtugosci
przyprostokatnych do siebie.



Leonard Euler zaproponowat aby stosunek dtugosci
przyprostokagtnej przeciwlegtej katowi a do dtugosci
przyprostokatnej przylegtej do niego nazwac fangensem
tego kata



Na ponizszym aplecie jest to iloraz VIL/KM

9.9306921697 cm

281242971567

11.7894736842 cm

63539785002 cm
99306921697 cm

tg 3261242971567

= (06398323895



Jesli utworzymy odwrotnosc poprzedniego ilorazu,
wowczas otrzymamy cofangens kata « .



Uzupetnij ponizszy zapis :

Cotangensem kata ostrego w trojkgcie prostokgtnym
nazywamy
lloraz dtugosci .......

do dtugosci ....... . (8).



Uzupetnij zapis:

Na ponizszym aplecie jest to iloraz .....(9)

9.9306921697 cm

26124297156 7

a
11.7894736842 cm

99306921697 cm

ctg 326124297156 = = 1.5629093126
: 63539785002 cm




Ponizszy aplet umozliwia odczytywanie wartosci funkc;ji
trygonometrycznych katow, ktorych miary mozesz dobierac
wedtug zyczen.

9.9306921697 cm

261242971567

a |
11.7894736842 cm



Uzyj swojego kalkulatora | korzystajgc z ponizszego apletu
wyznacz wartosci tangensa i cotangensa dla kilku réznych kgtow

| umiesc je w tabeli zamieszczonej w pliku Worda (10).

99306921697 cm

26124297156 7

11.7894736842 cm



Wartosci funkgiji
trygonometrycznych
katow o0 mierze w
zakresie od 0° do 90Y
mozna odczytaC w
specjalnie do tego
przygotowanych
tablicach.

Tahlice wantesci sinusow i hosinusow

— sin A
A0 € 17 18 M 30 36 4 4 E o T 7 7
G
0° | 0pm0 W17 MES 0052 0070 O0S7 OLOS OLE 0140 0157 0175 | [z 6 9
1° | 0175 0192 009 0RT M4 M6 0 097 G4 B3 0M9 |88 |3 6 9
2 | 0349 0366 (534 0401 041D (436 D454 DATI DRSS 0506 055 (8703 6 8
3o | 0523 0541 (588 (576 (9 0610 0625 0645 0663 0630 06 |86° |3 6 &
4 | 06UB OTLS 7R 0TS0 76T O7RS (B2 (810 (837 (85 gpza  |88° |3 6 B
5 | 0072 00 (006 0034 01 (05% 976 OME W11 102 WS |84° |3 6 8
6 | 1045 1063 1m0 1T 1115 152 1149 1167 1184 1201 1219 |83 |3 6 9
meo | 1210 1E6 DNE Ll LN D05 B B4 55 B 1ma (g3 6 8
£ | 1300 1400 1426 1444 161 147F 1405 1513 L5 1547 Ls4 |10 [E 6 9
o | 1564 187 100 1616 1653 1650 1668 1685 1T 170 0176 |00 |3 6 9
07| 0176 1754 D71 IS 1805 15D 1840 1857 18 1801 lwe [T |z o6 9
11°|  lo0g 1025 147 1950 1977 o4 2011 WES 045 mer 0w (M3 6 9
12| 2070 2006 2113 2130 2147 64 2081 Al m1S M w0 e ls o6 8
13°| 2250 2067 Z@4 00 D17 B34 51 G B Mm@ M9 |63 6 8
14°| 2419 2436 MST M70 MET 2904 2521 253 255 BTL 02%E |75 [E 6 8
15| 0288 605 HID ME0 M BT MW N WE T 2756 M| 6 8
16°| 2756 2773 M0 ZOT 2N TAD BS E™ BEW BW w4 |1l o6 o8
17| 2074 2040 ST W74 WO0 ZOT 04 3040 057 074 IO |TE[E 6 8
18| 3000 3107 ILE 340 3156 317E L0 36 RE RW Oise  |M0[E 6 8
10| 3356 3272 THO TS I I 3355 G371 T 404 034w 00|35 8
20°| 03420 M7 MST 60 M85 SO0 3518 3535 3551 3T 34 |éw [ 5 8
21| 3584 3600 3616 IEE 64D 65 3L WP W IO OIME  |ed [ 5 8
ppe| 3746 3D ITTE 3MS W11 W07 38T EH =TS mol w07 |é | 5 8
rye|  Femn WoE GeE WSS U1 WET MNG 4019 4035 4051 6T |66 |3 5 @
24°| 4067 4R340 4115 4131 44T 416 4170 4195 4200 042X%  |es |3 5 @
25| DATIG 4D 4358 44 A0 405 431 3 4S5 456 43 (6|3 S5 8
260 4304 4300 4415 4431 446 6D 4TS MOS 40D 4514 4M0 |eR [z 5 3
ame| 4540 4555 4571 4536 4600 4617 4633 4643 4664 4670 45 x|z 5 8
2ge| 4605 4TI0 4726 4T41 4TSE 477D ATED 4B00 4815 48T 4 (61| 5 @
20| 4545 4563 4ETO 434 4000 4004 40D 4055 4DT0 4DES 05000 600 |3 5 8
30°| 05000 5015 SOB0 SM5 S60 0TS 000 5105 1M 513 5180 |8k |3 5 g
31| 5130 5165 5180, 5195 5410 S5 SMO0 G55 S0 med S0 |sgelr 5 7
3pe| 5000 5314 5320 54 SIE STE mim D I M oSMe |51l 5 7
33°| 5446 S41 S4T6 S0 S5 S19 S9I4 SN4E SSER SSTT SWa |6 |2 5 7
34°| S5 SE06 SER1 S5 S50 SGG4 6TS 0B STOT S7al STRE |sE |2 5 7
35°| 05736 STS0 ST64 STTD STOE SOT STl NS5 GBS0 64 SeTR |4t |2 5 7
36¢|  SET SEED SH0G SO00 S04 SME M6 76 H00 G004 e0lE  |SE |2 5 7
3| 6015 G052 G046 G060 GOF4 GBS Gl01 6115 61M 6143 6157 |5E | 5 7
3| 6137 6170 6184 G108 6211 GX5 610 6252 6266 20 6mF |51 [2 5 7
30°| 6203 AI0T 6320 6334 6T 361 MT4 MR0 G01 G414 6d2s |00 |2 4 7
40°| D5435 G441 6455 6463 G451 cAD4 GSOE 65 6534 6547 6561 |4ov |2 4 7
d1°|  GSE1 G574 69T ARID 613 AAIG AR AASD AGES seTo  GEI1  |dg |2 4 7
42| GEOL 6704 6717 6TI0 63 756 G0 67TR1 6704 em  cm0 |4 |2 4 6
43°|  6EI GEEE G045 695 671 GOD4 GOOG GO0D 621 Aoz4  EMT (4602 4 6
44| 6047 E0% GOTD 6004 6OO7 OO TOD TOR4 TO46 7058 0071|4502 4 6
W 5 45 4 36 30 W 1§ 17 & 0 BT T 3
cos B —1




Popatrz jak zbudowana jest taka tabela.
W pierwszej kolumnie znajdujg sie miary
katow wyrazone w catkowitych wartosciach
stopni od 0° do 449

Kat 459 i wieksze odczytujemy patrzgc od
dotu w gore w kolumnie po prawej stronie.

Natomiast srodek tabeli wypetniajg miary
wyrazone w minutach.

Tahlice wantesci sinusow i hosinusow

— sin A
A0 € 17 18 M 30 36 4 4 E o T 7 7
G
0° | 0pm0 W17 MES 0052 0070 O0S7 OLOS OLE 0140 0157 0175 | [z 6 9
1° | 0175 0192 009 0RT M4 M6 0 097 G4 B3 0M9 |88 |3 6 9
2 | 0349 0366 (534 0401 041D (436 D454 DATI DRSS 0506 055 (8703 6 8
3o | 0523 0541 (588 (576 (9 0610 0625 0645 0663 0630 06 |86° |3 6 &
4 | 06UB OTLS 7R 0TS0 76T O7RS (B2 (810 (837 (85 gpza  |88° |3 6 B
5 | 0072 00 (006 0034 01 (05% 976 OME W11 102 WS |84° |3 6 8
6 | 1045 1063 1m0 1T 1115 152 1149 1167 1184 1201 1219 |83 |3 6 9
meo | 1210 1E6 DNE Ll LN D05 B B4 55 B 1ma (g3 6 8
£ | 1300 1400 1426 1444 161 147F 1405 1513 L5 1547 Ls4 |10 [E 6 9
o | 1564 187 100 1616 1653 1650 1668 1685 1T 170 0176 |00 |3 6 9
07| 0176 1754 D71 IS 1805 15D 1840 1857 18 1801 lwe [T |z o6 9
11°|  lo0g 1025 147 1950 1977 o4 2011 WES 045 mer 0w (M3 6 9
12| 2070 2006 2113 2130 2147 64 2081 Al m1S M w0 e ls o6 8
13°| 2250 2067 Z@4 00 D17 B34 51 G B Mm@ M9 |63 6 8
14°| 2419 2436 MST M70 MET 2904 2521 253 255 BTL 02%E |75 [E 6 8
15| 0288 605 HID ME0 M BT MW N WE T 2756 M| 6 8
16°| 2756 2773 M0 ZOT 2N TAD BS E™ BEW BW w4 |1l o6 o8
17| 2074 2040 ST W74 WO0 ZOT 04 3040 057 074 IO |TE[E 6 8
18| 3000 3107 ILE 340 3156 317E L0 36 RE RW Oise  |M0[E 6 8
10| 3356 3272 THO TS I I 3355 G371 T 404 034w 00|35 8
20°| 03420 M7 MST 60 M85 SO0 3518 3535 3551 3T 34 |éw [ 5 8
21| 3584 3600 3616 IEE 64D 65 3L WP W IO OIME  |ed [ 5 8
ppe| 3746 3D ITTE 3MS W11 W07 38T EH =TS mol w07 |é | 5 8
rye|  Femn WoE GeE WSS U1 WET MNG 4019 4035 4051 6T |66 |3 5 @
24°| 4067 4R340 4115 4131 44T 416 4170 4195 4200 042X%  |es |3 5 @
25| DATIG 4D 4358 44 A0 405 431 3 4S5 456 43 (6|3 S5 8
260 4304 4300 4415 4431 446 6D 4TS MOS 40D 4514 4M0 |eR [z 5 3
ame| 4540 4555 4571 4536 4600 4617 4633 4643 4664 4670 45 x|z 5 8
2ge| 4605 4TI0 4726 4T41 4TSE 477D ATED 4B00 4815 48T 4 (61| 5 @
20| 4545 4563 4ETO 434 4000 4004 40D 4055 4DT0 4DES 05000 600 |3 5 8
30°| 05000 5015 SOB0 SM5 S60 0TS 000 5105 1M 513 5180 |8k |3 5 g
31| 5130 5165 5180, 5195 5410 S5 SMO0 G55 S0 med S0 |sgelr 5 7
3pe| 5000 5314 5320 54 SIE STE mim D I M oSMe |51l 5 7
33°| 5446 S41 S4T6 S0 S5 S19 S9I4 SN4E SSER SSTT SWa |6 |2 5 7
34°| S5 SE06 SER1 S5 S50 SGG4 6TS 0B STOT S7al STRE |sE |2 5 7
35°| 05736 STS0 ST64 STTD STOE SOT STl NS5 GBS0 64 SeTR |4t |2 5 7
36¢|  SET SEED SH0G SO00 S04 SME M6 76 H00 G004 e0lE  |SE |2 5 7
3| 6015 G052 G046 G060 GOF4 GBS Gl01 6115 61M 6143 6157 |5E | 5 7
3| 6137 6170 6184 G108 6211 GX5 610 6252 6266 20 6mF |51 [2 5 7
30°| 6203 AI0T 6320 6334 6T 361 MT4 MR0 G01 G414 6d2s |00 |2 4 7
40°| D5435 G441 6455 6463 G451 cAD4 GSOE 65 6534 6547 6561 |4ov |2 4 7
d1°|  GSE1 G574 69T ARID 613 AAIG AR AASD AGES seTo  GEI1  |dg |2 4 7
42| GEOL 6704 6717 6TI0 63 756 G0 67TR1 6704 em  cm0 |4 |2 4 6
43°|  6EI GEEE G045 695 671 GOD4 GOOG GO0D 621 Aoz4  EMT (4602 4 6
44| 6047 E0% GOTD 6004 6OO7 OO TOD TOR4 TO46 7058 0071|4502 4 6
W 5 45 4 36 30 W 1§ 17 & 0 BT T 3
cos B —1




Odczytajmy sin 239 13’

W tym celu w pierwszej kolumnie
poszukujemy liczby 23.

Tahlice wantesci sinusow i hosinusow

— sin A
A0 € 17 18 M 30 36 4 4 E o T 7 7
G
0° | 0pm0 W17 MES 0052 0070 O0S7 OLOS OLE 0140 0157 0175 | [z 6 9
1° | 0175 0192 009 0RT M4 M6 0 097 G4 B3 0M9 |88 |3 6 9
2 | 0349 0366 (534 0401 041D (436 D454 DATI DRSS 0506 055 (8703 6 8
3o | 0523 0541 (588 (576 (9 0610 0625 0645 0663 0630 06 |86° |3 6 &
4 | 06UB OTLS 7R 0TS0 76T O7RS (B2 (810 (837 (85 gpza  |88° |3 6 B
5 | 0072 00 (006 0034 01 (05% 976 OME W11 102 WS |84° |3 6 8
6 | 1045 1063 1m0 1T 1115 152 1149 1167 1184 1201 1219 |83 |3 6 9
meo | 1210 1E6 DNE Ll LN D05 B B4 55 B 1ma (g3 6 8
£ | 1300 1400 1426 1444 161 147F 1405 1513 L5 1547 Ls4 |10 [E 6 9
o | 1564 187 100 1616 1653 1650 1668 1685 1T 170 0176 |00 |3 6 9
07| 0176 1754 D71 IS 1805 15D 1840 1857 18 1801 lwe [T |z o6 9
11°|  lo0g 1025 147 1950 1977 o4 2011 WES 045 mer 0w (M3 6 9
12| 2070 2006 2113 2130 2147 64 2081 Al m1S M w0 e ls o6 8
13°| 2250 2067 Z@4 00 D17 B34 51 G B Mm@ M9 |63 6 8
14°| 2419 2436 MST M70 MET 2904 2521 253 255 BTL 02%E |75 [E 6 8
15| 0288 605 HID ME0 M BT MW N WE T 2756 M| 6 8
16°| 2756 2773 M0 ZOT 2N TAD BS E™ BEW BW w4 |1l o6 o8
17| 2074 2040 ST W74 WO0 ZOT 04 3040 057 074 IO |TE[E 6 8
18| 3000 3107 ILE 340 3156 317E L0 36 RE RW Oise  |M0[E 6 8
10| 3356 3272 THO TS I I 3355 G371 T 404 034w 00|35 8
20°| 03420 M7 MST 60 M85 SO0 3518 3535 3551 3T 34 |éw [ 5 8
21| 3584 3600 3616 IEE 64D 65 3L WP W IO OIME  |ed [ 5 8
ppe| 3746 3D ITTE 3MS W11 W07 38T EH =TS mol w07 |é | 5 8
rye|  Femn WoE GeE WSS U1 WET MNG 4019 4035 4051 6T |66 |3 5 @
24°| 4067 4R340 4115 4131 44T 416 4170 4195 4200 042X%  |es |3 5 @
25| DATIG 4D 4358 44 A0 405 431 3 4S5 456 43 (6|3 S5 8
260 4304 4300 4415 4431 446 6D 4TS MOS 40D 4514 4M0 |eR [z 5 3
ame| 4540 4555 4571 4536 4600 4617 4633 4643 4664 4670 45 x|z 5 8
2ge| 4605 4TI0 4726 4T41 4TSE 477D ATED 4B00 4815 48T 4 (61| 5 @
20| 4545 4563 4ETO 434 4000 4004 40D 4055 4DT0 4DES 05000 600 |3 5 8
30°| 05000 5015 SOB0 SM5 S60 0TS 000 5105 1M 513 5180 |8k |3 5 g
31| 5130 5165 5180, 5195 5410 S5 SMO0 G55 S0 med S0 |sgelr 5 7
3pe| 5000 5314 5320 54 SIE STE mim D I M oSMe |51l 5 7
33°| 5446 S41 S4T6 S0 S5 S19 S9I4 SN4E SSER SSTT SWa |6 |2 5 7
34°| S5 SE06 SER1 S5 S50 SGG4 6TS 0B STOT S7al STRE |sE |2 5 7
35°| 05736 STS0 ST64 STTD STOE SOT STl NS5 GBS0 64 SeTR |4t |2 5 7
36¢|  SET SEED SH0G SO00 S04 SME M6 76 H00 G004 e0lE  |SE |2 5 7
3| 6015 G052 G046 G060 GOF4 GBS Gl01 6115 61M 6143 6157 |5E | 5 7
3| 6137 6170 6184 G108 6211 GX5 610 6252 6266 20 6mF |51 [2 5 7
30°| 6203 AI0T 6320 6334 6T 361 MT4 MR0 G01 G414 6d2s |00 |2 4 7
40°| D5435 G441 6455 6463 G451 cAD4 GSOE 65 6534 6547 6561 |4ov |2 4 7
d1°|  GSE1 G574 69T ARID 613 AAIG AR AASD AGES seTo  GEI1  |dg |2 4 7
42| GEOL 6704 6717 6TI0 63 756 G0 67TR1 6704 em  cm0 |4 |2 4 6
43°|  6EI GEEE G045 695 671 GOD4 GOOG GO0D 621 Aoz4  EMT (4602 4 6
44| 6047 E0% GOTD 6004 6OO7 OO TOD TOR4 TO46 7058 0071|4502 4 6
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Ale mamy znalez¢ sin 230 13’
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Ale mamy znalez¢ sin 230 13’

Musimy wiec dodac lub odjg¢ poprawke,
ktdrg odnajdziemy w ostatniej kolumnie
wypetnionej trzema kolumnami liczb.

Juz mamy sin 23912’ wiec musimy dodacé
jeszcze poprawke dla 1’

Odnajdujemy liczbe 1° w nagtowku ostatniej
kolumny i przeprowadzamy linijke w dot.

Linijka ta z czerwona linig wskazuje w
przecieciu poprawke 3
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Ale mamy znalez¢ sin 230 13’

Musimy wiec dodac lub odjg¢ poprawke,
ktdrg odnajdziemy w ostatniej kolumnie
wypetnionej trzema kolumnami liczb.

Juz mamy sin 23912’ wiec musimy dodacé
jeszcze poprawke dla 1’

Odnajdujemy liczbe 1° w nagtowku ostatnie;

kolumny i przeprowadzamy linijke w dot.

Linijka ta z czerwona linig wskazuje w
przecieciu poprawke 3

Dodajemy te poprawke do poprzedniego
wyniku 0,3923
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A jak odczytac z tabeli sinuséw wartosc¢
cosinusa danego kata?

Jak widac, u dotu po prawej stronie

tabeli jest zaznaczona wartos¢ cosB.

Odczytujemy jg podobnie tylko od dotu
w gore w przeciwnym Kierunku.

Poprawke odczytujemy tak samo, ale
musimy obserwowac, czy wartosc¢
cosinusa maleje czy rosnie w trakcie
zwiekszania sie miary kata.

Wtedy wiemy, czy dodac czy odjgc
poprawke.

Podobnie odczytujemy wartosci
cotangensa kata w zakresie

[0°, 90°)
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SINUS i COSINUS KATOW 300, 45°, 60°



Wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw 30°, 459 i 60°
mozna wyznaczyC geometrycznie umieszczajgc je w
odpowiednich figurach.

Katy te wystepujg na przykiad
w trojkgcie rownobocznym i w kwadracie.



Nie mierzgc dtugosci bokbw mozna wyznaczy¢ sin 309,
bowiem jest to iloraz dtugosci AM potowy boku AB trojkata
rownobocznego ABC do dtugosci jego boku AC, ktory ma

takg samg dtugosc jak AB.
C

8.7800216124 cm 300000000000 °



Wartos¢ sinusa 30° wynosi wiec:

8.7800216124 cm 30.0000000000 *



Wartos¢ cosinusa 30° jest natomiast réwna ilorazowi CM
do CA. Ale CM to wysokosc trojkgta rownobocznego.
Jesli dtugosc¢ boku tego trojkata wynosi a, wowczas, jak
pamietasz z gimnazjum, jego wysokos¢ ma dtugosc¢

a3

2

8.7800216124 cm 30.0000009000 *



Zatem wartos¢ cos 30° wynosi



Podobnie jest dla kata 60°.
Nie mierzgc dtugosci bokdw mozna wyznaczy¢ cos 60°,
bowiem jest to iloraz dtugosci AM potowy boku AB trojkata
rownobocznego ABC do dtugosci jego boku AC.

C

8.7800216124 cm

60.00000G0000 ©



Wartos¢ cos 60° wynosi wiec: ..... (13)

8.7800216124 cm

60.00000G0000 ©



Wartosc¢ sinusa 60° jest natomiast rowny ilorazowi CM do
CA. Ale CM to wysokosc¢ trojkata rownobocznego.
Jesli dtugosc¢ boku tego trojkata wynosi a, wowczas, jak

pamietasz z gimnazjum, jego wysokosC ma dtugosc a3
2

8.7800216124 cm

60.00000G0000 ~



Zatem warto$¢ sin 60° wynosi



Czy zauwazytes, ze

sin 309 = cos 60°

natomiast

sin 60° = cos 309 ?



Wartosci funkcji trygonometrycznych kata 45° poszukamy w
kwadracie, bowiem tam przekatna tworzy z jego bokiem kat o
te] mierze.



Wiesz, ze dtugosc¢ przekatnej kwadratu o dtugosci
boku a wynosi a\E

Wyprowadz samodzielnie wartos$¢ sinusa i cosinusa kata 45°

D , C

8.4480652279 cm

45.0000000000 ¢




sin 450 =

cos 459 =



TOZSAMOSCI TRYGONOMETRYCZNE



Moze zwrocites uwage na rownosc
sin30° = cos60°, oraz co0s30° = sin60°.

Czy to przypadek?

Mozesz sprawdzicC, ze rowniez:.
sin 47930’ = cos 42930’ oraz cos 47930’ = sin 42030’ .

lle wynosi suma katow 47930’ i 42030’ ?
Czy domyslasz sie ogolnej reguty?



tatwo zauwazyc, ze
sina = ML/KL=cos (90 - «)
Podobnie:

cosa =KM/KL=sin (90 - o)




W trojkacie prostokatnym zachodzi teza twierdzenia Pitagorasa, ktorg w
przypadku ponizszego apletu mozna zapisac:

ML? + KM? = KL?

Dzielgc te tozsamos¢ stronami przez KL? otrzymamy kolejng zaleznosc¢:

ML* KM?* KI*
> T )
KL KL KL




ktora przyjmuje kolejno postacie:

) (%) -

1

(sina)’ +(cos )’

Te ostatnig, zwang popularnie jedynkg trygonometryczng
poznates na lekcjach matematyki.



Ostatnia prosta zaleznos¢ wigze ze sobg funkcje sinus i
tangens,

oraz podobnie cosinus z cotangensem:

ML '
= KL _Ssina
MK MK cosa

MK
MK g1 cosa
Ct a — — —
SYTML T ML T sina




Zbierzmy udowodnione tozsamosci w catosc:



Tozsamosci te stuzg do wyrazania jednych funkcji poprzez
drugie, obliczanie jednych, gdy dane sg inne oraz do
udowadniania innych tozsamosci.

Zadania z ich wykorzystaniem rozwigzywates zapewne na
lekcjach matematyki.

Znajdujg sie one w wielu zbiorach zadan i sg tam rowniez
omowione metody ich rozwigzywania.



POJECIE KATA SKIEROWANEGO



Dotychczas wyznaczane byty funkcje trygonometryczne
katow ostrych, jak to miato w trojkgcie prostokgtnym.

Praktycznie jednak w w mechanice | w innych
urzgdzeniach mamy do czynienia z kgtami

przekraczajgcymi miare kata prostego.



Na przyktad punkt lezgcy na korbowodzie silnika parowego
obraca sie osiggajgc po kazdym kolejnym obrocie kolejng
miare 3600°.

Miara ta wiec moze po kilkunastu obrotach osiggngc wartosc
nawet kilka tysiecy stopni.




Jakag miare kata zatacza punkt M toczgcego sie po odcinku
kota na ponizszym aplecie?

Koto mozesz poruszac przesuwajgc punkt P po odcinku.




A teraz obracajgc koto obserwuj, w ktorg strone jest
skierowany kat gdy koto toczy sie od strony lewej do prawej, a
jakie, gdy od prawej do lewej?

Skierowanie okresl w stosunku do ruchu wskazowek zegara.




Wybierz poprawng odpowiedz i przeslij jg nauczycielowi.

Gdy obracam od strony lewej do prawej,
wowczas kgt zakreslony przez punkt U
jest skierowany zgodnie / niezgodnie
z ruchem wskazowek zegara. (17)



Jak widzisz, kat cechuje nie tylko jego miara, ale rowniez
zwrot, w ktérym go rysujesz.

Czy da sie wprowadzic¢ funkcje trygonometryczne takich
katow i wyznaczyc¢ ich wartosci?

Odpowiedz na to pytanie jest pozytywna.

W dalszej czesci pokazu poznasz sposob
w jaki to mozna zrobic.



Najpierw wprowadzimy pojecie
orientacji trojki punktow:

jesli na okregu opisanym na trojkgcie ABC bedzie sie

porusza¢ mrowka M pokonujgc kolejno punkty A, Bi C
zgodnie z alfabetem, to jej ruch po okregu bedzie albo
zgodny albo przeciwny do ruchu wskazowek zegara.

Wszystko zalezy od utozenia wierzchotkow trojkata.



Poruszaj punktem M lezgcym na okregu po lewej stronie
apletu od punktu A poprzez B do C i obserwuj zachowanie
sie punktu M na okregu lezgcym po prawej stronie.



Jesli ruch punktu po okregu jest niezgodny z ruchem
wskazowek zegara, to powiemy, ze jest to ruch
w kierunku dodatnim, a jesli zgodny to ruch
w kierunku ujemnym.



Ruch punktu M na okregu po lewej stronie
jest ruchem w kierunku ...................... ,
zas po prawej w kKierunku .....................



O trojkgcie powiemy zas, ze jest zorientowany dodatnio
lub ujemnie — na rysunku ponizej jest to zaznaczone
znakami ,+" oraz ,-’

C B




Podobnie sie dzieje, gdy bedziemy obracac potprosta
woKkot jej punktu poczgtkowego.

Mozemy to robic albo w kierunku dodatnim (niezgodnym z
ruchem wskazowek zegara), albo ujemnym (zgodnym z
Kierunkiem ruchu wskazowek zegara).

Dwie takie potproste tworzg ramiona pewnego kata.



Jesli obrot jednej z potprostych bedacych ramionami kata
odbywa sie wzgledem drugiej nieruchomej potprostej,
wowczas uznamy ze ta nieruchoma poétprosta stanowi

ramie poczgtkowe kata, zas ruchoma potprosta stanowi

ramie koncowe tego kata.

Kat ten nazwiemy kgtem skierowanym.

ramie kofcowe

ramie poczatkow



Czyli kgt skierowany, to taki, w ktorym jedno z ramion
wyrdzniamy jako poczatkowe, drugie jako koncowe. Taki kat
zaznaczac bedziemy tukiem zakonczonym strzatka.
Oczywiscie nadal obowigzuje umowa, ze gdy kgt skierowany
jest niezgodnie z ruchem wskazoéwek zegara, wowczas
uznajemy go za dodatni, a gdy zgodnie - za ujemny

S

kat skierowny dodatnio kat skierowny ujemnie



Na ponizszym aplecie potprosta SA ktora stanowi ramie
poczatkowe jest unieruchomiona. Mozesz poruszacC ramieniem
koncowym (potprostg SB) chwytajgc myszg punkt B.

ramie poczatkow



Poruszaj nim tak, by kat ktory tworzg te potproste byt
dodatnio skierowany. Czy poruszasz zgodnie czy
przeciwnie do ruchu wskazowek zegara?
Udziel odpowiedzi: zgodnie / przeciwnie (19)

ramie kofcowe

ramie poczatkow



lle musisz wykonac petnych obrotow, by utworzyc kat o mierze
10809? W jakim kierunku?

Odpowiedz: ........ obrotow, w kierunku................... (20)




lle musisz wykonac petnych obrotow i o jaki kat jeszcze
obrocic, by utworzy¢ kat o mierze -1543°? W jakim kierunku?

Odpowiedz: ........ obrotow oraz kat o mierze ....... :
w Kierunku................... (21)

ramie poczatkow



Na pytania ktore pojawity sie w poprzednim slajdzie bedziesz
musiat sobie czesto samemu odpowiedzieC, aby wyznaczac
wartosci funkcji trygonometrycznych dowolnych katow,

np. o mierze 1080° lub -1543° .

Wodéwczas bedziesz musiat podzieli¢ miare tego kata przez 360°
| wyznaczycC reszte z tego dzielenia.

Potem zajmiesz sie juz tylko tg reszts.

Dla kata -1543° bedzie to (-4)-360° — 103° i dlatego zamiast
katem -1543° zajmiesz sie tylko katem -103°-



Teraz, gdy rozumiesz juz, co to jest kat skierowany, dopasujemy

do niego w odpowiedni sposob uktad wspotrzednych.

Bez niego nie da sie bowiem zdefiniowac funkc;ji
trygonometrycznych dowolnego kata skierowanego.



Uktad wspotrzednych bedziemy umieszczac tak, by jego
poczatek O znajdowat sie w wierzchotku S kata
skierowanego.

Os OX bedzie zawiera¢ ramie poczagtkowe kata, przy czym
zwrot dodatni tej osi musi by¢ zgodny ze zwrotem potproste;
wyznaczajgcej to ramie.

Os OY uktadamy tak, by byta prostopadta do osi OX, przy czym

jej dodatni zwrot ma byc tak potozony, by obracajac sie od
dodatniej potosi OX do dodatniej potosi OY poruszac sie
niezgodnie ze wskazowkami zegara.



Obejrzyjmy to na dwoch filmach:
1. gdy kat jest skierowany dodatnio i jest rozwarty



Obejrzyjmy to na dwoch filmach:
2. gdy kat jest skierowany ujemnie i jest ostry



Ramie koncowe kata skierowanego moze sie znalezC w
roznych ¢wiartkach tak wprowadzonego uktadu
wspotrzednych.

Sprawdz to na ponizszym aplecie, poruszajgc punkt B.

| Ewilartka

I &wiiartka

I Swiartka

Il cwii artka



Aby zdefiniowac funkcje trygonometryczne dowolnego kata skierowanego, obieramy na
ramieniu koncowym kata dowolny punkt P. Punkt ten ma w uktadzie wspoétrzednych
dwie wspoétrzedne: odcietg OPx irzedng . Jego odlegtos¢ od poczatku uktadu

wspotrzednych nazywamy promieniem wodzgcym r kgta skierowanego.



Obracaj punktem P ramie koncowe kata i obserwuj, jaki
znak majg wartosci rzednej (zaznaczone kolorem

niebieskim) i odcietej (kolorem zielonym) tego punktu.

(4.23, 2.67)




Uzupetnij ponizszg tabele znakow tych wartosci w
poszczegolnych ¢wiartkach (22) .

ramie
koncowe kata
lezy w sﬂb &

¢wiartce: ’a &

1 ¢wiartka
2 ¢wiartka
3 ¢wiartka
4 cwiartka




Funkcje trygonometryczne
dowolnego kata



Zauwaz, ze gdy ramie koncowe kagta skierowanego znajduje sie
w | ¢wiartce uktadu wspotrzednych, wéwczas mozna tam
zbudowac odpowiedni trojkat prostokatny i definicje funkc;ji
trygonometrycznych tego kata sg takie same, jakie poznates
dla kata w trojkgcie prostokgtnym

p
(3.87, 3.17)




Zauwaz przy tym, ze przyprostokgtnymi tego trojkgta sg odcinki
rzednej | odciete] punktu lezgcego na ramieniu koncowym
kata a przeciwprostokgtna to promien wodzgcy tego punktu.



| tak:

sinusem Kkata jest stosunek rzednej punktu lezgcego na ramieniu
koncowym kata do dtugosci jego promienia wodzgcego.

Obejrzyj stosowny film na kolejnym slajdzie






Na podstawie obejrzanego filmu i znajomosci definicji
funkcji cosinus w trojkgcie prostokgtnym dokoncz definicje
cosinusa dowolnego kata skierowanego: (23)

cosinusem kata jest stosunek ........... punktu lezgcego na
ramieniu koncowymkatado .........................l.



Podobnie dokoncz definicje pozostatych funkcji
trygonometrycznych dowolnego kata:

fangensem kata jest stosunek ..................... punktu
lezgcego na ramieniu koncowym kata do ............ (24)
cofangensem Kkata jest stosunek ..................... punktu

lezgcego na ramieniu koncowym kata do



Definicje te mogg byc¢ jeszcze prostsze, jesli umowimy sie,
ze punkt P lezy zawsze w odlegtosci jednostki od poczagtku
uktadu wspotrzednych, czyli na okregu o promieniu 1.

Wowczas promien wodzgcy wynosi r=1 i w definicji sinusa
oraz cosinusa nie wystepuje utamek.



Wowczas:

Sinus to rzedna punktu lezgcego na ramieniu koncowym kata.

Cosinus to odcieta punktu lezgcego na ramieniu koncowym kata.



Widac tez, ze o znaku wartosci trygonometrycznej
decyduje tylko znak rzednej lub odcietej, co bardzo utatwia
wyznaczanie wartosci tych dwoch funkgiji
trygonometrycznych.

Uzupetnij ponizszg tabele, wpisujgc znak ,+” lub ,-" (26)

cwiartka 1|cwiartka 2|cwiartka 3|¢wiartka 4

sin .

cos O
tg o
ctg o




Z tangensem i cotangensem sprawa troche sie komplikuje,
bowiem wystepuje tam iloraz rzednej do odcietej, lub na
odwrot - odciete] do rzednej.

Ale okazuje sie, ze wartosc¢ tangensa kata skierowanego
mozna odczytac bezposrednio w inny sposob.

Popatrz na film na kolejnym slajdzie.






Teraz zbadaj, jak zachowuje sie tangens dla innych katow.




Po pierwsze zauwaz co sie dzieje z odcinkiem, gdy kat
zbliza sie do miary 90°.

Potem, gdy kat przekroczy te miare i jest rozwarty,
wowczas odcinek pojawia sie od dotu, co oznacza, ze
tangens tych katow jest ujemny.

Rzeczywiscie, gdy kat jest rozwarty, wéwczas odcieta
punktu na jego ramieniu koncowym jest dodatnia, ale
rzedna ujemna, co uzasadnia ujemnosc tangensa.

Ale dla kata 90° ramie koncowe kata nie przecina sie ze
styczng do okregu wystawiona prostopadte do osi OX,
gdyz jest do niej rownolegte.

To oznacza, ze tangenes kata prostego nie istnieje.



Fakt ten mozna jeszcze uzasadnic€ inaczej.
Dla kata 90° odcieta punktu na ramieniu koncowym wynosi
0 i wowczas stosunek rzednej do odcietej nie ma wartosci

(mamy do czynienia z dzieleniem przez zero)



Czy mozna wskazac rowniez cotangens, jako pewien
odcinek?

Obejrzyj film na kolejnym slajdzie i na jego podstawie
dokonaj opisu konstrukcji tego odcinka podobnie, jak to
widziates na filmie z tangensem (27) .






A teraz obejrzyj zachowanie sie cotangensa dla innych
katow i opisz doktadnie tak, jak to zostato wczesniegj
opisane dla tangensa (28). Poruszaj punktem P




WYKRESY FUNKCJI
TRYGONOMERRYCZNYCH



Funkcje trygonometryczne sg nie tylko z nazwy funkcjami,
ale faktycznie przypisujg mierze kazdego kata doktadnie
jedng wartosc¢ funkciji.

Juz wiesz, jak odczytywac te wartosci, wiec mozesz

wykonac¢ wykresy tych funkcyjnych zaleznosci.

Zacznijmy od tangensa



Na kolejnym aplecie kazdej mierze kata x umieszczonej na osi
OX przypisany jest jej tangens odczytany z konstrukcji wykonanej
w poprzednich slajdach.

Poruszaj punktem x na osi OX i obserwuj wykres funkcji

y=1tgx






Podobnie jest z wykresem funkcji cotangens.

Teraz dla kazdej miary kata x odtozony jest odcinek QQ, ,
ktory byt konstruowany w poprzednich slajdach.

Dla ktorych katow x funkcja ctg x nie ma wartosci? (29)






Teraz kolej na wykres sinusa i cosinusa kagta x.

W obu przypadkach argumentowi x zmieniajgcemu sie na osi
OX i odpowiadajgcemu mierze kata a przypisujemy
wartosc, ktorg geometrycznie skonstruowaliSmy wczesniej
w uktadzie wspotrzednych dla tego x.

Kolejne slajdy prezentujg aplety, ktore mozesz uruchomic
poruszajgc punkt x na osi OX.



Wykres y = sin X

a ¥

-

1




Wykres y = cos X

A ¥




A oto wszystkie wykresy zebrane
w jednym ukfadzie wspotrzednych — zrzut z ekranu Cabri

kat= 13.0% I:'\

sin a =0.38

cos a=0.93

ctg a =2.48 / .
Gy




WZORY REDUKCYJNE



Nadal nie wiesz, jak oblicza¢ wartosci funkcji
trygonometrycznych dowolnego kata skierowanego
wiekszego niz 90°. Do tego stuzg wzory zwane
redukcyjnymi. Redukujg one wartosc funkgji
trygonometrycznej dowolnego kata do kata ostrego, czyli
takiego, ktorego ramie koncowe lezy w | Cwiartce uktadu
wspotrzednych.

Wzorow tych jest sporo, ale nie ma sensu uczyc¢ sie ich na
pamiecC. Naucz sie ich wyprowadzania — wtedy zawsze
bedziesz umiat wyprowadzi¢ kazdy z nich.

Okazuje sie tez, ze nie wszystkie musi sie stosowac.
Wystarczy poznac po cztery na cwiartki: Il, Il i IV uktadu
wspotrzednych

Przeanalizujmy na kilku przyktadach strukture tworzenia tych
WZOrow.



W ponizszym aplecie poruszaj punktem P, ktory lezy na
ramieniu koncowym kata AOP.

Py
i ____3_/ _________ :\\KP'
P __________________ ? Py i ™,

Lﬁ Px 0 P'X JII' A

T =




Trojkatowi OP P, odpowiada trojkat OF”’, P’ przystajacy do
niego, lezacy w | ¢wiartce uktadu wspotrzednych.

Py
i ____3_/ _________ :\\KP'
P __________________ ? Py i ™,

Lﬁ Px 0 P'X JII' A

i




Potoz punkt P w Il ¢wiartce uktadu wspotrzednych. Wowczas
|ZAOP| =90 ° + «

Py
Py P
P __________________ ? Py i hS

Lﬁ Px 0 P'X JII' A

T e =




Rzedna i odcieta punktu P sg odpowiednikami rzednej lub
odcietej punktu P’.

Py
i ____3_/ _________ :\\KP'
P __________________ ? Py i ™,

Lﬁ Px 0 P'X JII' A

T =




Teraz problem w tym, bys z tej konstrukcji odczytat
odpowiedni wzor redukcyjny. Niech punkt P nadal
znajduje sie w Il ¢wiartce.

Py
b ____3! _________ :\\\F'l
P N ? Py i .

I”g PX o P'x J.'I A




Zauwaz, ze sin (90+a) to rzedna PP, punktu P. Jej odpowiada
w Cwiartce | odcieta OP’, punktu P’, czyli cos « .

Py
b ____3! _________ :\\\F'l
P N ? Py i .

I”g PXx O P'x J.'I A




Rzedna PP, punktu P jest dodatnia (bo odczytujemy jg w gore)
| odcieta punktu P jest tez dodatnia.

Mamy wiec sin(90°+ «) = cos a. To jest pierwszy poznany
przez Ciebie wzor redukceyjny.

I”g PXx O P'x J.'I A




Wyprowadz samodzielnie wzér na cos (90 4+ «) (30).



A coz tg(90 + o)? Jest to stosunek rzednej PP, do odcietej
PP, punktu P. Jemu odpowiada w | Cwiartce stosunek
odcietej OP’, do rzednej OF’, punktu P’, czyli ctg .

Napisz , jaki wzor redukcyjny uzyskates w ten sposob (31)

I”g PXx o P'x J.'I A




Potoz punkt P w Il ¢wiartce uktadu wspotrzednych. Wowczas
| LAOP| =270°-
Wyznacz samodzielnie sinus, cosinus i tangens tego kata
redukujgc go do | ¢wiartki (32)

Y

Px P'x A



Niech teraz kgt ma miare 270° + a.. Jego ramie koncowe
znajduje sie wiec w |V ¢wiartce uktadu wspotrzednych.

0.2

e = —



sin (270°+ ) torzedna OP, . W | cwiartce odpowiada jej
odcieta OF’, punktu P’, a zatem cos a.

0.2

e = —



Wyprowadz w ten sam sposob:

cos (270°+ )= ........... (33)
tg (270°+ ) = ............ (34)
ctg (270°+a) =............. (395)



Jak zauwazytes, kazdy kgt dowolnej Cwiartki da sie
przedstawic jako kat o mierze odpowiednio:

90° + a, (dla Il éwiartki)
270° - o, (dla Il éwiartki)
2700 + o (dla IV éwiartki)

Zatem wystarczy kazdy z nich zastgpi¢ odpowiednim
wzorem redukcyjnym.

W ten sposob bedziesz mogt wyznaczy¢ wartosci funkciji
trygonometrycznych kata zaréwno dla kata 172°, jak
rowniez 284° i 318°



A jak wyznaczy¢ wartosc¢ cosinusa kata np. 1593°7
Najpierw dzielimy ten kat przez 360° gdyz kat 1493° jest
katem powstatym w wyniku kilku petnych obrotow i1 obrotu o kat
mniejszy niz 360°.

Interesowac nas bedzie reszta z dzielenia kgta 1593° przez 360°.

Poniewaz 1593° = 4-360+153°,

wiec reszta wynosi 153°.

L o
Teraz wystarczy znalezC sin 153



sin 153° = sin (90° + 63°)
a to zgodnie ze wzorem
sin(90° + o) = cos a
daje wartosc

sin 1593 ° = sin 153° = cos 63 ° = 0,4540



Wyznacz
cos 1245°, tg (-473°) (36)

Uwaga: - 473° = - 720°+ 247°



TABELA PYTA N | ODPOWIEDZI
Pytania zamieszczone w tym dokumencie sg powtdrzeniem pytan zawartych w
pokazie , Trygonometria”.
Pobieraj stad teksty pytan, odpowiadaj na nie lub uzupetniaj je i wyslij jako plik Worda
swojemu nauczycielowi.
1. Stosunek diugosci odcinkow AA’ do diugosci AS zmienia sie / nie zmienia sie (1)
2. Czy wiesz, dlaczego tak sie dzieje?
Sprobuj to wyjasnié - przeslij wyjasnienie tego faktu swojemu nauczycielowi
matematyki (2).
3. Stosunek dtugosci odcinkow AA do diugosci SA’ zmienia sie / nie zmienia sie (3)
4. Poruszaj na ponizszym aplecie punktem M zmieniajgc w ten sposob miare kata
przy wierzchotku K. Wyznacz wartosci sinusa dla kilku réznych katéw i wpisz je do
tabeli w pliku rozwigzan (4).
5. Poruszaj na ponizszym aplecie punktem M zmieniajgc w ten sposob miare kata
przy wierzchotku K. Wyznacz wartosci cosinusa dla kilku r6znych katow i wpisz je do

tabeli w pliku rozwigzan (5).

6. Czy moze sie zdarzy¢, by wartos¢ sinusa lub cosinusa kata ostrego w trojkacie
prostokatnym przekroczyta warto$¢ 1? Dlaczego? (6)

7. Wartosci sinusow i cosinuséw katow jest zawsze wieksza niz ...... oraz mniejsza
niz ..... (7):

8. Cotangensem kata ostrego w trojkgcie prostokgtnym nazywamy iloraz dtugosci
....... do dtugosci ........ (8).

9. Na ponizszym aplecie jest toiloraz ..... 9)

10. Uzyj swojego kalkulatora i korzystajgc z ponizszego apletu wyznacz wartosci
tangensa i cotangensa dla kilku r6znych katéw i umiesc¢ je w tabeli zamieszczonej w
pliku Worda (10).

11. Warto$¢ sinusa 30° wynosi wiec: ..... (11)

12. Zatem wartos¢ cos 30° wynosi ..... (12)

13. Warto$¢ cos 60° wynosi wiec: ..... (13)

14. Zatem warto$¢ sin 60° wynosi ..... (14)

15.sin 45° = ....... (15)



16.cos 45° = ....... (16)

17. Gdy obracam od strony lewej do prawej, wowczas kat zakreslony przez punkt M
jest skierowany zgodnie / niezgodnie z ruchem wskazéwek zegara. (17)

18. Ruch punktu M na okregu po lewej stronie jest ruchem w kierunku
veveneen.s, 228 po prawej w kierunku ..................... (18)

19. Poruszaj nim tak, by kat ktory tworzg te potproste byt dodatnio skierowany. Czy
poruszasz zgodnie czy przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara?
Udziel odpowiedzi: zgodnie / przeciwnie (19)

20. lle musisz wykonaé petnych obrotow, by utworzyé kat o mierze 1080°? W jakim
kierunku? Odpowiedz: ........ obrotow, w kierunku................... (20)

21. lle musisz wykona¢ petnych obrotow i o jaki kat jeszcze obrécié, by utworzy¢ kat
0 mierze -15430? W jakim kierunku?
Odpowiedz: ........ obrotow oraz kat o mierze ....... , Wkierunku................... (21)

22. Uzupehij ponizszg tabele znakow tych wartosci w poszczegolnych éwiartkach
(22) .

ramie
koncowe kata
lezy w Q,‘-"a &
éwiartce: & &

1 ¢wiartka
2 ¢wiartka
3 éwiartka
4 ¢wiartka

(%4

23. Na podstawie obejrzanego filmu i znajomosci definicji funkcji cosinus w tréjkacie
prostokatnym dokoncz definicje cosinusa dowolnego kata skierowanego:

cosinusem kata jest stosunek ........... punktu lezgcego na ramieniu koncowym kata
[0 [0 TP 0225 ) |

24. tangensem kata jest stosunek ..................... punktu lezacego na ramieniu
koncowym kata do ............ (24)

25. cotangensem Kkata jest stosunek ..................... punktu lezgcego na ramieniu
koncowym kata do ................ceee el (25)

26. Uzupetnij ponizsza tabele, wpisujac znak ,+” lub ,-” (26)




cwiartka 1|cwiartka 2|¢wiartka 3|¢wiartka 4

sin o,

cos .
tg o
ctg

27. Czy mozna wskazac¢ réwniez cotangens, jako pewien odcinek? Obejrzyj film i na
jego podstawie dokonaj opisu konstrukcji tego odcinka podobnie, jak to widziate$ na
filmie z tangensem (27) .

28. A teraz obejrzyj zachowanie sie cotangensa dla innych katow i opisz doktadnie
tak, jak to zostato wczesniej opisane dla tangensa (28).

29. Dla ktorych katéw x funkcja ctg x nie ma wartosci? (29)
30. Wyprowadz samodzielnie wzoér na cos (90 %+ a) ....... (30)
31. Napisz , jaki wzoér redukcyjny uzyskates w ten sposéb? (31)

32. Wyznacz samodzielnie sinus, cosinus i tangens kata 270 °- a redukujac go do |
¢wiartki (32)

33.




