Uniwersytety

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

oW2I0N

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

M%zia?owe
2uzh]

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

E-learning — matematyka — poziom podstawowy

Stereometria

Materiaty merytoryczne do kursu

&
e

‘%
o

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloiskim oraz Panstwowa Wyzszg Szkotg Zawodowg w Chetmie




Kurs ten przeprowadzi Cie przez zakamarki stereometrii, ktorej nie
poswiecono w polskim programie nauczania matematyki

w szkole sredniej zbyt wiele czasu.

Jednak gtebsza znajomosc tej wiedzy bedzie niezbedna, bys

z powodzeniem mogt studiowac wybrany przedmiot na politechnice, lub
studiujgc matematyke w réznych jej formach.

Tresc jest wzbogacona o trojwymiarowe aplety programu CABRI 3D, czyli
konstrukcje, ktore mozesz uruchamiac po wcisnieciu prawego
klawisza myszy.

Czasem warto porusza¢ wybranymi obiektami tréjwymiarowymi, by
sprawdzic¢, odkry¢ lub pozna¢ nowe nieznane ich wtasnosci.

Staraj sie ruszac¢ wszystkim, czym sie da.



Ale tez z uwagg czytaj polecenia typu: ,poruszaj punktem ...”

Ponadto beda pytania lub proste problemy dla Ciebie, na ktére bedziesz
odpowiadat swojemu nauczycielowi poprzez platforme e-
learningowa.

By¢ moze Twoj nauczyciel oceni Cie za to, ale gtownie chodzi

o to, bys w ten sposob samodzielnie studiowat i porzgdkowat nieznang
Ci wiedze.

Bed3 tez zadania, ktore na egzaminie maturalnym utatwia Ci podejscie
do zadan egzaminacyjnych.

Wszystko to po to, bys polubit matematyke i uwierzyt, ze to nie jest
wcale trudny przedmiot.



Stereometria jak kazda inna dziedzina matematyki wymaga poznania
pewnej teorii, wedtug ktorej zostata zbudowana.

W tworzeniu kazdej wiedzy matematycznej, szczegdlnie geometrii wymagane sg
pewne pojecia pierwotne — takie, ktérych sens jest dla nas zrozumiaty
np. punkt, prosta, odcinek, odlegtosé.

Aby sens tych pojec byt jednoznaczny i w petni by¢ zrozumiaty, dodajemy do nich
wtasnosci, ktorych nie uzasadniamy z uwagi na ich prostote.
S3 to aksjomaty.

Dopiero na bazie tych dwdch zespotow pojec tworzymy pozostata teorie.
S3 nig twierdzenia, ktére powinny by¢ uzasadnione na podstawie wczesniej przyjetych
aksjomatow.

A potem juz przychodzg tylko zadania i problemy w ktdorych bedziemy wykorzystywacé
poznane twierdzenia.



* Pojecia pierwotne stereometrii —te, ktorych nie definiujemy
np.: punkt, prosta, ptaszczyzna, przestrzen, odlegfosc,

* Aksjomaty stereometrii bedziemy poznawac na poczatku

tego kursu. Aksjomaty nazywa sie tez czesto pewnikami.



Aksjomat 1

Przez trzy punkty nie lezgce na jednej prostej przechodzi
zawsze jedna pfaszczyzna.




Pewnik ten jest tak oczywisty, ze nie ma sensu go wyjasniac.
Wiemy, ze stof na trzech nogach rozstawionych w trojkat rownoboczny
najpewniej stoi w rownowadze trwate;j.

Z aksjomatu tego wynika szereg informacji o tym, jak konstruowac
ptaszczyzne.



Twierdzenie 1
Ptaszczyzne wyznaczajg: prosta i punkt nie lezgcy na niej.




Twierdzenie 2
Ptaszczyzne wyznaczajg: dwie proste przecinajgce sie




Twierdzenie 3
Ptaszczyzne wyznaczajg: 2 proste rownolegte




Aksjomat 2

Ptaszczyzna (obracaj nig) dzieli przestrzen na dwie czesci przy czym:

w kazdej z nich miesci sie
nieskonczenie wiele punktow, A

odcinek tgczagcy dwa punkty tej
samej czesci przestrzeni nie
przecina pfaszczyzny,

odcinek tgczagcy dwa punkty
nalezgce do dwoch roznych czesci
przestrzeni przecina te
ptaszczyzne.
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Dwie ptaszczyzny

 Mogg sie przecinac — ich czeScig wspolng jest wowczas prosta zwana
krawedzig przeciecia ptaszczyzn - poruszaj punktem P.
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Dwie ptaszczyzny

* Moga by¢ rownolegte — nie majg czesci wspodlnej (poruszaj rozowa
ptaszczyzng).
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Dwie ptaszczyzny

 Mogg sie pokrywac - ich czescig wspdlna jest kazdy punkt jednej

* ztych pfaszczyzn — to szczegdlny przypadek poprzedniej
sytuacji — poruszei nrinlbtnam £




Twierdzenie 3
Jezeli dwie ptaszczyzny rownolegte przetniemy trzecig ptaszczyzng,
to proste bedace krawedziami tych przecieé sg réownolegte a | | b.




Twierdzenie 4

Przez punkt nie lezacy na ptaszczyznie mozna poprowadzic tylko jedng
ptaszczyzne rownolegta do danej ptaszczyzny.
Poruszaj punktem A z wcisnietym klawiszem SHIFT




Zbior ptaszczyzn rownolegtych do danej ptaszczyzny
tworzy kierunek pfaszczyzn.
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Zbior ptaszczyzn majgcych wspolng krawedz
tworzy pek ptaszczyzn.




Prosta i ptaszczyzna

e prosta rownolegta do ptaszczyzny — nie ma z nig wspdlnych punktéw.

—_— .,
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Prosta i ptaszczyzna

e prosta lezy na ptaszczyznie — tez nazywamy jg rownolegta do ptaszczyzny
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Prosta i ptaszczyzna

* prosta przecina ptaszczyzne.




Rodzina prostych przechodzacych przez dany punkt tworzy pek prostych.
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Rodzina prostych rownolegtych do danej prostej tworzy kierunek prostych
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2 proste

* Mogg byc rownolegte — mozna przez nie przeprowadzic¢ ptaszczyzne




2 proste

* Mogg sie przecina¢ — mozna przez nie przeprowadzi¢ ptaszczyzne
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2 proste

* Moga byc¢ skosne — wdéwczas nie lezg w jednej ptaszczyznie.




2 proste

Jesli proste a i b sg skosne to :
* nie majg punktu wspadlnego,

* istniejg dwie ptaszczyzny rédwnolegte, takie, ze proste te zawierajg sie kazda w
innej.




Twierdzenie 5
Jesli dwie proste sg skosne, to istnieje trzecia prosta, ktéra przecina obie
proste i jest prostopadta do kazdej z nich.




Twierdzenie 6

Prosta ta przecina pod katem prostym rowniez ptaszczyzny, w ktorych
zawierajg sie te proste skosne. Niech to bedg punkty Q i R. Odlegtosc
punktow Q i R nazywamy odlegtoscig prostych skosnych.

Jak widac do ich
wyznaczenia niezbedna
jest konstrukcja
rownolegtych ptaszczyzn w
ktorych zawierajg sie

te proste.




Kat miedzy prostg i ptaszczyzna

Popatrz, jak definiujemy to pojecie:




Kat miedzy prostg i ptaszczyzna

Obieramy na tej prostej dowolny punkt przez ktéry prowadzimy prostg
prostopadtg do ptaszczyzny:




Kat miedzy prostg i ptaszczyznag

Te dwie proste okreslajg jednoznacznie ptaszczyzne. Nalezg do niegj
punkty P, P’i M.




Kat miedzy prostg i ptaszczyznag

W tej ptaszczyznie definiujemy kat ptaski jako kgt nachylenia prostej do
ptaszczyzny.

To jest bardzo
wazne pojecie,
ktore
wykorzystuje sie
w wielu
zadaniach.




Prostopadtos¢ w przestrzeni

Prosta jest prostopadta do ptaszczyzny wtedy, gdy jest prostopadta do kazdej prostej
lezacej w tej ptaszczyznie. Rzutem prostokgtnym tej prostej na ptaszczyzne jest punkt,

w ktérym przecina ona te ptaszczyzne.




Prostopadtos¢ w przestrzeni

Aby sprawdzi¢ prostopadtos¢ prostej do ptaszczyzny, wystarczy sprawdzic, czy jest
prostopadta do dwoch przecinajacych sie prostych zawartych w tej
ptaszczyznie.




Kat miedzy ptaszczyznami
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Aby wprowadzi¢ pojecie kata nachylenia dwoch ptaszczyzn wprowadzimy
wczesniej pojecie kgta dwusciennego.

Pojecie to nie jest fatwe i warto je dobrze opanowac, by umieé poszukiwad

miary kata miedzy dwiema ptaszczyznami w rozmaitych zadaniach w tym
rowniez maturalnych.
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Niech dwie ptaszczyzny przecinajg sie wzdtuz prostej k
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na ich krawedzi obieramy dowolny punkt K
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w ptaszczyznie o prowadzimy prostg a prostopadty do krawedzi
k przechodzgca przez punkt K
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w ptaszczyznie S prowadzimy prostg b prostopadta do krawedzi k
przechodzgaca przez punkt K

*
";:: b

\b
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przez proste a i b prowadzimy ptaszczyzne y
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W ptaszczyznie ¥ tworzymy kat ptaski pomiedzy prostymiai b.
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Miara tego kata jest miarg kata dwusciennego pomiedzy ptaszczyznami

aip.
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Jesli ztozymy ze sobg pie¢ modeli czworoscianow foremnych, jak to
przedstawia ponizszy rysunek, to zauwazymy, ze pomiedzy nimi
wystepuje luka.

Czy to niedoktadnos¢ w wykonaniu modeli, czy faktycznie nie da sie nimi
wypetni¢ przestrzeni?
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Gdyby faktycznie tej luki by nie byto, to oznaczatoby, ze miara kata
dwusciennego w kazdym z nich musiataby
wynosié¢ 1/5 kata petnego, czyli 72°.
Zmierzmy wiec ten kat
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Wprowadzmy wiec zgodnie z teorig punkt K na krawedzi czworoscianu i
dwie proste a i b zawarte w jego scianach prostopadle do wspadlnej
krawedzi.

Gdzie najkorzystniej wybrac potozenie punktu K?

Przesuwaj punkt K'i ustal to najkorzystniejsze jego potozenie.




Jakie potozenie punktu K wybrates za najkorzystniejsze?
Dlaczego?
Przeslij odpowiedz na platforme e-learningowa. (01)
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Oczywiscie najkorzystniej wybrac takie potozenie punktu K, w ktorym
proste a i b bedg przechodzic¢ przez wierzchotki czworoscianu.
Gdzie wowczas znajduje sie punkt K? (02)
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Kat miedzy Scianami czworoscianu foremnego mozna wyznaczyc€ z trojkata
rownoramiennego DCK utworzonego przez przekroj czworoscianu foremnego
zawierajgcego wysokosci dwoch jego Scian. Oczywiscie DK = CK

oraz SK = 1/3 CK. Obliczenia s3 tatwe, gdyz :
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Z tablic trygonometrycznych mozna odczytad, ze miara kata
70°42’ wynosi 0,3305 (tablice funkcji cosinus na nastepnym
slajdzie), wiec ¢ #72°:
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Inny sposdb rozwigzania znajdziemy umieszczajgc czworoscian foremny
w szescianie tak, by jego wierzchotki byty rownoczesnie wierzchotkami

szescianu. Czy to da sie zrobic¢?
Sprobuj najpierw na rysunku. Jesli Ci sie udato to zrobi¢, przeslij ten

rysunek swojemu nauczycielowi.

72 N
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Jesli nie potrafisz nadal tego zrobic, to zauwaz, ze szeScian
ma 6 Scian a czworoscian 6 krawedzi.
Skoro wiec czworoscian ma by¢ umieszczony w szescianie,
a jego wierzchotki rownoczesnie wierzchotkami szescianu, to czym
muszg by¢ krawedzie czworosScianu w szescianie? (03)
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Moze ten film pomoze Ci to zrobic?
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Skoro juz umiescites czworoscian w szescianie, to zauwaz, ze kat
dwuscienny miedzy scianami sgsiednimi czworoscianu to kat ¢ w
szescianie.
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Zauwaz, ze: ¢ = 180°-2-a0 , gdzie a= £LDBC.

cD 1
BD /2
2

Ale o= V2 ~1,4142183¢9h40L = 54°73561032

Stad @~ 70,5287793655¢

Zatem nie da sie sklei¢ ze
sobg pieciu czworoscianow
foremnych tak, by przylegaty
scisle jeden do drugiego
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POZNAJEMY WIELOSCIANY
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Z catej gamy wielosciandw najlepiej znasz ostrostupy
i graniastostupy. W liceum poznasz dodatkowo bryty platonskie.
Ich nazwa wywodzi sie od filozofa greckiego, ktory opisat je dosc
doktadnie i przypisat kazdemu z nich jedng ze znanych wowczas
w Starozytnosci planet oraz piec zywiotow.
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Czworoscianowi przypisano ogien, szescianowi Ziemie,
osmioscianowi powietrze, dwunastoscianowi caty Wszechswiat a
dwudziestoscianowi wode.
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Najbardziej popularnym wieloscianem Platona jest szescian. Uczytes
sie o nim juz w szkole podstawowej i gimnazjum.
Ponizszy aplet przedstawia rozciecia szeScianu ptaszczyzng tak, by
przekrodj byt czworokatem. Poruszaj zottymi punktami i obserwuj rézne
przekroje szescianu.




Kolej na to bys poznat prostszy pod wzgledem budowy
czworoscian foremny. Czworoscian nazywamy simpleksem
przestrzeni 3 wymiarowej tak jak trojkat simpleksem ptaszczyzny,
gdyz jest to wieloscian o najmniejszej ilosci Scian zamykajgcy
nimi pewien obszar 3D.

Czworoscian foremny ma cztery wierzchoftki i szes¢ krawedzi,
wszystkie tej samej dtugosci.
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Umieszenie czworoscianu w szeScianie pozwala szybko obliczy¢
stosunek objetosci tych bryt jak rowniez samga objetos¢ czworoscianu
foremnego.
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Przyjmijmy ze krawedz szescianu ma dtugosc a.
Zgodnie z wykonang konstrukcjg czworoscianu w szescianie wynikfa/ie
dtugos¢ krawedzi b czworoscianu wynosi




Zauwaz, ze oprocz czworoscianu foremnego w szescianie znajduja sie
jeszcze cztery czworosciany, w ktorych trzy Sciany sg przystajacymi
trojkatami prostokgtnymi — potowami scian szescianu.

Objetosc tych czterech czworosciandow wynosi:

1 1 2
I/élostr 4 2.a:_.a3
3 2 3

To oznacza, ze objetos¢ czworoscianu umieszczonego w
szescianie stanowi 1/3 objetosci tego szescianu.
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Poniewaz krawedz czworoscianu wynosi b= aﬁ
kad d b
S ==
? J2

Wiec objetos¢ czworoscianu o krawedzi ,b” wynosi:

3 3
I/czwor l'a3 :l( b ) = b
3 3 V2) 348
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SzesScian ma w kazdej scianie dwie przekatne, co sugeruje, ze
mozna w nim umiescic jeszcze jeden czworoscian. Ponizszy aplet
pokazuje, jak go uzyskac z tego, ktory juz umiesciliSmy w
szescianie — poruszai punktem P




Oba czworosciany tworzg wieloscian, ktory odkryt w 1619 roku
niemiecki matematyk i wybitny astronom Johannes Kepler (1571-
1630) i nazwat go stella octangula
(gwiazda osmioscienna).
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Skad wzieta sie nazwa gwiazda oSmioscienna, skoro nie widac nigdzie
osmioscianu?
W takim razie zastanow sie, co jest czescig wspolng obu czworoscianow
foremnych umieszczonych w szescianie.

|
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Moze ponizszy aplet Ci to utatwi?
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Dblicz teraz pole catkowite i objetosc stelli octanguli jako funkcje krawedzi
a szescianu. (04)

Zauwaz, ze jest to wieloscian wklesty, ale niezwykle symetryczny.
Wystarczy obliczyC pole i objetos¢ niewielkiego jego fragmentu,
a reszte uzyskasz, mnozac wynik przez ilosc tych fragmentow.

Powinien Ci przy tym pomac poprzedni film.

lle razy objetosciowo maty czworoscianik jest mniejszy od duzego,
jesli dtugosc jego krawedzi stanowi % dtugosci krawedzi duzego?

Czy informacja ta stanowi dla Ciebie wskazowke
do wyznaczenia rowniez pola catkowitego stelli octanguli?
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W teorii wieloScianow
wyroznia sie pojecie zwane
dualnosciq wieloscianow.

Dwa wielosciany nhazywamy
dualnymi, jesli
wierzchotki jednego z nich s3
srodkami Scian drugiego.
Przesledzmy to na przyktadzie
szescianu.

Jaki wieloscian jest dualny do
szescianu, czyli co otrzymamy,
gdy potgczymy srodki Scian
szescianu? Aplet obok
pomoze Ci odpowiedzieC na
pytanie.
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Poruszaj najpierw punktem ,, 1” w dot, az wierzchotki osmioscianu
foremnego znajdg sie w srodku Scian szescianu.
Nastepnie przesuwaj punkt ,2” i obserwuj co sie dzieje na ekranie.




Uzupetnij ponizsze zdania

wieloscianem dualnym do szesScianu jest ......
wieloscianem dualnym do osmioscianu jest.

wieloscianem dualnym do czworoscianu jest
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Kolejne pojecie ktore z danego wieloscianu tworzy nowy
wieloscian to stellacja wieloscianu.

Stellacja wieloScianu polega na tym, ze przedtuzamy wszystkie
sciany wieloscianu az do przeciecia sie ich

w punktach, ktére sg wierzchotkami nowego wieloscianu.

Wyjasnijmy to na konkretnym przyktadzie:
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Obejrzyj w jaki sposdb wydtuzamy jedng ze Scian osmioscianu.
Poruszaj punktem P.
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A teraz zobacz wydtuzanie wszystkich scian, czyli stellacje
osmioscianu — znOw poruszaj punktem P.
Jaka bryte otrzymates w ten sposéb? (08)
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Czy kazdy wieloscian ma stellacje?
Czy szescian ma stellacje? (09)

Czy czworosScian ma stellacje? (10)
Czy dwunastoscian ma stellacje? (11)
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Z pieciu foremnych wieloscianow platoniskich mozna tworzy¢
wielosciany pofforemne, czyli takie, ktorych sciany sg wielokatami
foremnymi a naroza sg przystajgce do siebie.
WielosSciany te badat juz w Starozytnosci Archimedes.

Jest ich trzynascie — obejrzyj je na kolejnym slajdzie.

Kilka z nich tworzy sie przez Scinanie narozy wieloscianow platonskich,

ale kolejne juz nieco inaczej. Chodzi o to, by zachowac ich
potforemnoscC i przystawanie narozy.
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Na ponizszym aplecie bedziesz dokonywac scinania wszystkich narozy
szescianu przez przesuwanie punktu P po jego krawedzi.
W momencie, gdy uzyskasz na scianach szescianu oSmiokaty foremne,
uzyskany wieloscian nosi nazwe szescianu scietego.




Dalsze przesuwanie punktu P do srodkow krawedzi szescianu daje kolejng
bryte archimedesowg zwang szescioosmioscianem.
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Podobnie mozna dokonac sciec innych wieloscianow platonskich —
czworoscianu, oSmioscianu, dwunastoscianu i dwudziestoscianu.
Jesli dysponujesz programem Cabri 3D, to sprébuj uzyskac kilka wieloscianéw
archimedesowych.
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ZADANIE 1

Rozwigz na kartce ponizsze zadanie:

Do sciany bocznej ostrostupa czworokgtnego prawidfowego
prostego o wszystkich krawedziach tej samej dtugosci
przyklejono czworoscian foremny.

lle scian ma tak otrzymany wieloscian?
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Uruchom program Cabri3D w wersji demo (pobierz sobie ze
strony www.cabri.com)

Skonstruuj w nim ostrostup czworokatny prawidtowy, prosty:
czworokatny — jego podstawg jest czworokat,

prawidtowy — czyli w podstawie jest wielokat foremny
(kwadrat),

prosty — wysokos¢ opuszczona z wierzchotka opada na srodek

podstawy.
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http://www.cabri.com/

e zacznijmy od podstawy — jest nig kwadrat,

* uruchom narzedzie kwadrat z ikony 6 i wskazujgc ptaszczyzne

bazowa, nastepnie srodek kwadratu i jego wierzchotek,
utworz kwadrat

-

ﬂa._ma SZCTyENie)




Wystaw prostopadts (ikona 4 / prostopadta) do podstawy
kwadratu przez jej srodek

t

.do’ plaszczyzna |
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e poniewaz wszystkie krawedzie majg by¢ tej samej dtugosci,
wiec krawedz boczna ma te sama dtugosc¢ co krawedz
podstawy,

* aby jg odmierzyc, wykresl sfere o srodku w jednym
z wierzchotkow podstawy ostrostupa przechodzgca przez

sgsiedni wierzchotek tej podstawy,
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* punkt przeciecia tej sfery z prostopadtg wystawiong ze srodka
podstawy bedzie poszukiwanym wierzchotkiem ostrostupa,

. przez. wierzchotek ..-.

-
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* wykresl ten punkt (1/punkt przeciecia)

e zaston sfere — wecisnij prawy klawisz myszy i wybierz opcje
Ukryj
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* teraz ostrostup mozesz skonstruowac jako wieloscian wypukty
(ikona 7), lub ostrostup (tez ikona 7)




* teraz do sciany bocznej ostrostupa doklej czworoscian
foremny,

e poniewaz program wie, ze sciana boczna tego czworoscianu
jest tréjkatem rownobocznym, wiec zaproponuje wykreslenie
czworoscianu foremnego po wskazaniu tej Sciany
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* wybierz wiec narzedzie czworoscian foremny z ikony 8 i wskaz
sciane boczng ostrostupa — otrzymasz doklejony do ostrostupa
czworoscian foremny
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 pomaluj go innym kolorem,

e poruszaj lub obracaj utworzong konstrukcjg — co zauwazasz?
(12)




lle scian ma tak otrzymany wieloscian? (13)
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popatrzmy na zadanie zupetnie od innej strony,

przypatrz sie ostrostupowi i sprobuj dostrzec bryte foremng,
ktorej ostrostup zajmuje dokfadnie potowe,

co za figura?

figura ta, to cocccivviieieee e, , @ ten mozesz zawsze
umiesciC w .............. (bo jest do niego dualny) — uzupetnij ten
zapis (14)
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* jesli jeszcze dokleisz czworoscian foremny, wowczas jego
czwarty wierzchotek staje sie wierzchotkiem szescianu




» gdyby do tego osmioscianu dokleic jeszcze trzy odpowiednie

czworosciany, to co otrzymasz w ten sposéb? (15)
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ZADANIE 2

* Wopisz do czworokatnego ostrostupa prawidtowego kule
i sprawdz, czy jej objetos¢ zmienia sie w trakcie zmiany
wysokosci ostrostupa — wczesniej wykonaj to zadanie na
kartce papieru.

* Obejrzyj kolejne slajdy.
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* Jak wpiszesz te kule?
e @Gdzie jest jej Srodek? (16)
* Jak go skonstruujesz?
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* Srodek kuli, jako punkt réwno oddalony od écian musi leze¢ w
ptaszczyznie dwusiecznej tych scian i rownoczesnie na wysokosci

ostrostupa.
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wyznacz objetos¢ kuli (ikona 9) a nastepnie objetosc ostrostupa,

wprowadz do kalkulatora stosunek tych objetosci i obserwuj go w
trakcie zmiany wysokosci ostrostupa,

czy ten stosunek zmienia sie? (17)
jesli tak, to w jaki sposéb? (18)
doktadny opis tego co widzisz przeslij swojemu nauczycielowi. (19)
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V(ostr)/V kuli = 2,63

V (kuli) = 19,0 e’

V(ostrosfupa)= 50,0 cm’

Poruszaj wierzchotkiem ostrostupa — odczytaj samqglzielnie co
mozna odczytac z apletu



V (kuli) = 34,2 ewd®
V(ostrostupa)= 91,2 cm?®
V{ostr)/V kuli = 2,67

Poruszaj wierzchotkiem ostrostupa. Co jest na osi O @ co na osi
OY uktadu wspotrzednych?



A teraz kilka zadan przygotowawczych do egzaminu dojrzatosci
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ZADANIE 3

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym ABCDS krawedz
podstawy ma dtugosc a, zas krawedz boczna ma dtugosc b.

Oblicz objetosc¢ i pole powierzchni tego ostrostupa
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Przekatna podstawy, jako przekatna kwadratu ABCD ma diugosc

d:aﬁ




Stosujac twierdzenie Pitagorasa w trojkacie AOS
mozemy obliczy¢ wysokos¢ H tego ostrostupa:













W podobny sposéb mozemy obliczy¢ wysokosc sciany bocznej h
(zwanej apotema ostrostupa):







Stad objetosc ostrostupa wynosi:

| 1
V = :Cle = :az




Pole powierzchni catkowitej ostrostupa wynosi:

1 | 1
F,=F+P, :4-5-czz-h+a2 =2a bz—za2 +a’ =a(\/4b2—a2 +a)




ZADANIE 4

Sciany boczne ostrostupa prawidtowego czworokatnego sg trdjkatami
rownobocznymi
o boku dtugosci a = 4.
Wyznacz pole przekroju tego ostrostupa ptaszczyzng nachylong do
podstawy pod katem o = 45° i zawierajaca jej przekatna.
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Dtugosc przekatnej d podstawy wynosi

a2



Wysokosc¢ H ostrostupa obliczymy z twierdzenia Pitagorasa w
trojkacie SDO




Wysokosc¢ H ostrostupa obliczymy z twierdzenia Pitagorasa w

trojkacie SDO
2
o - /az_[a\/ij :a\/izi
\ 2 2

2




=0C

To oznacza, ze OS




Czyli trojkat COS jest trojkatem prostokatnym rownoramiennym.




Czyli trojkat COS jest trojkatem prostokagtnym rownoramiennym.

Zatem miara kata SCO = L =45




Do wyznaczenie pola przekroju potrzebna jest dtugos¢ wysokosci

h tego przekroju.
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Wynosi ona:
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Wynosi ona:

H 242
hzﬁzfzz




Pole przekroju wynosi:




Pole przekroju wynosi:




ZADANIE 5

Cztery przystajgce kule armatnie utozono parami
stycznie do siebie w ,,stos” w taki sposob, ze trzy z nich
lezg na podtodze, a czwarta lezy na nich .

Niech promienie kuli wynoszg 12 cm.

Oblicz wysokosc¢ tak otrzymanego stosu.
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Jesli potgczymy odcinkami srodki kul, wéwczas odcinki te bedg
krawedziami pewnego wieloscianu. Co to za wieloscian?
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Wieloscianem tym jest ......ccceeveeevveeccineeeenneeeen. (20)

e X

A AR

AL




Poszukiwana wysokos¢ tych kul stanowi wysokos¢ tego wieloscianu
o] [V [ (21)
Wylicz dtugos¢ a krawedzi tego wielosScianu.

Przeslij obliczenia (22)
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Srodki kul sg wierzchotkami czworoécianu foremnego. Poniewaz
sg one parami styczne i ich promienie majg dtugos¢12 cm , wiec
krawedz tego czworoscianu ma dtugosc¢ 24 cm.

Do wyznaczenia wysokosci ,,stosu” wystarczy wiec wyznaczyc
wysokos¢ czworoscianu.




Odcinek AS ma dtugosc:
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Odcinek AS ma dtugosc:
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Stosujgc teze twierdzenia Pitagorasa dla trojkgta ASD otrzymamy:

2
H?* = AD* — AS* =a” - # zgaz
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Stad:
H = a\ﬁ
3
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Podstawiajgc a =12 otrzymamy wysokosc¢ ,,stosu”:

h:H+2a:24-\/g+2-12:
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PYTANIA | ODPOWIEDZI DO ,STEREOMETRII"

1. Jakie poteenie punktlK wybrates za najkorzystniejsze? Dlaczego?
Przélij odpowied: na platforng elearningow. (01)

2. Oczywicie najkorzystniej wybratakie potaenie punktK, w ktorym proste i b beda
przechodzi przez wierzchotki czworgianu.
Gdzie wéwczas znajdujeegpunkt K?(02)

3. Skoro w¢c czwordgcian ma by umieszczony w sZeianie, i jego wierzchotki
rownoczenie wierzchotkami szeianu, to czym mugzby¢ jego krawedzie w szécianie?
(03)

4. Oblicz teraz pole catkowite i aitps¢ stelli octanguli jako funkejkrawedzi a szécianu.
(04)

5 - 7.. wielgcianem dualnym do sga@anu jest ................(5)
wieloscianem dualnym dosmioscianu jest ............(6)
wieloscianem dualnym do czwascianu jest ...........(7)

8. A teraz zobacz wydhanie wszystkiclcian, czyli stellagj osmioscianu. Jak bryke
otrzymaté w ten sposob{08)

9-11. Czy szé&ian ma stellaej? (09)

Czy czwordcian ma stellagf? (10)

Czy dwunastécian ma stellagf? (11)

12. Poruszaj lub obracaj utworzpkonstrukcy — co zauwaasz?(12)

13. llescian ma tak otrzymany wiedoian?(13)

14. Figurata, to ..ccovvvvieiie i ee e, @ TEN EBZ ZAWSZE UMEEIE W
.............. (bo jest do niego dualny) — uzupetnij teipizsg (14)

15. gdyby do tegosmioscianu doklet jeszcze trzy odpowiednie czwdomany, to co
otrzymasz w ten sposolfrs)

16. Gdzie jest jejrodek?(16)

17. Czy ten stosunek zmienia3{17)

18. Jeili tak, to w jaki sposobPl8)

19. doktadny opis tego co widzisz péleswojemu nauczycielowi(19)
20. Wielagcianemtym jest .......ccovvvveeve v (20)

21. Poszukiwana wysokétych kul stanowi wysoki tego wiel@cianu plus
................................. (21)



22. Wylicz dlugai¢ a krawedzi tego wielgcianu? Przéij obliczenia(22)



