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1 Roéwnania liniowe (I stopnia z jedna niewia-
domg)

Rownanie liniowe z jedna niewiadomg ma postac
ar + b= 0.

Jesli a # 0, rozwigzaniem jest:

T =——
a

W przypadku gdy: a = 01 b = 0 otrzymujemy réwnosé
0 = 0 1 wtedy réwnanie ma nieskonczenie wiele rozwig-
zan.

Gdy a = 01 b # 0 otrzymujemy sprzecznos¢ i wtedy
rownanie nie ma rozwiazan.



Przyktad 1. Rozwiaz réwnanie:

3r+43—x)— 3z +2) =2.



Rozwigzanie. Najpierw porzadkujemy réwnanie, w
tym celu wykonujemy wskazane dziatania zgodnie z ko-
lejnoscia ich wykonywania i z zasadami dziatan na wyra-
zeniach algebraicznych:

x4+ 12 —4ox —3x —2 =2
—4x +10=2
—4r = =8
teraz dzielimy obie strony otrzymanej rownosci przez wspot-
czynnik znajdujacy si¢ przy niewiadomej czyli przez —4:
T =2

Rozwiazaniem tego rownania jest liczba 2. Sprawdzmy te-
raz, czy rozwigzaliSmy réwnanie poprawnie. Musimy wigc
w réwnaniu wyjsciowym w miejsce niewiadomej podsta-
wi¢ obliczong wartos¢:

L=3-2+403-2)—(3-242)=64+4.-1-8=2=P

Skoro lewa strona rownania jest rowna prawej to rozwig-
zanie jest prawidtowe.



Przyktad 2. Rozwiaz réwnanie

Y +7)—302x+3) =22 — ).



Rozwigzanie. Porzadkujemy réwnanie:
dr +28 —6x —9 =4 —2x

2 +19=4 —2x
Oz = —15
0=—-15

OtrzymalisSmy réownosé sprzeczna, gdyz 0 # —15, zatem
nasze rownanie nie ma rozwiazan w zbiorze liczb rzeczy-
wistych.



Przyktad 3. Rozwiaz réwnanie

r(2—x)—Te=x(x — (5+2x)).



Rozwigzanie. Porzadkujemy réwnanie:

2¢ — x° — Tx = 2(—5 — x)

b —a® = —br —=x

0=20

2

Otrzymalismy réwnos$¢ prawdziwg, wicc to rownanie ma
nieskonczenie wiele rozwiazan.



2 Nieréwnosci liniowe ( I stopnia z jedng nie-
wiadomag)

Nieréwnosci liniowe sg to nieréwnosci postaci:
ar+b<0,ar+b6<0,ax+b>0,ax+b=>0

Symbole <, > oznaczajg nieréwnos¢ stabg, a symbole <,
> nierownos¢ mocna. Tok rozwigzywania nierdéwnosci jest
analogiczny jak tok rozwigzywania rownania , tylko jest
ono zakonczone ilustracjg rozwigzania na osi liczbowej.



Przykltad 4. Rozwiaz nierownoscé

6(2x +1) — (14 + ) > 5(z — 2).



Na poczatek porzadkujemy obie strony nieréwnosci i
doprowadzamy do odpowiedniej postaci:

120 +6—14 — 2 > bx — 10
11z — bx > —10 — 8
6x > —18

Obie strony nieréwnosci dzielimy przez wspotczynnik przy
niewiadomej czyli 6:

x> —3

Otrzymany zbior rozwiazan zaznaczamy na osi liczbo-
wej:

Rysunek 1: Rozwiazanie

r € (—3;+00)

Rozwigzaniem tej nieréwnosci sa wszystkie liczby rzeczy-
wiste wieksze od —3. Nierdwnos¢ jest mocna wiec liczby
—3 nie zaliczamy do zbioru rozwiazan.
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Przykltad 5. Rozwiaz nierownoscé

(x— 1) —4> (z+4)*
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Rozwigzanie
=20 +1—4>2*+8x+16

22 —%x — 2> —8x > 16+ 4
—10x > 20

Obie strony tej nierownosci dzielimy przez liczbe ujemna
—10, nalezy wigc pamieta¢ o zmianie znaku nieréwnosci
na przeciwny:

r < —2

Otrzymane rozwigzanie zaznaczamy na osi liczbowe;:

4 -3 -2 -1 0

Rysunek 2: Rozwiazanie

x € (—oo; —2]

Rozwiazaniem tej nieréwnosci sa wszystkie liczby rzeczy-
wiste nie wieksze od —2. Tym razem nieréwnosc jest sta-
ba, wigc do zbioru rozwiazan zaliczamy réwniez liczbe
—2.
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Przyklad 6. Rozwiaz nierownos¢:

23:+4> az+2.

=

2 5
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Upraszczamy nieréwnos¢ mnozac obie jej strony przez
liczbe 10, bedaca wspolnym mianownikiem obydwu utam-

kow.
102z +4) _ 10(z + 2)

2 5!
52z +4) > 2(z + 2)
>

10x +20 > 2z + 4

V

>
> —2

8

Rysunek 3: Rozwiazanie

r € [—2;+00)

Rozwigzaniem tej nierownosci sa wszystkie liczby nie mniej-
sze od —2.
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Przyktad 7. Rozwiaz nierownoscé

(2 -2 +6<2®—4x +8
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(z —2)* +6 < 2” — 4w +8
v —4dx+ 446 < 2® —4dx +8
v —dx — 2* +4r < 8 — 10
0<—2

Powyzsza nieréwnosci jest sprzeczna, nie ma rozwigzan
w zbiorze liczb rzeczywistych.
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3 Uktady réwnan liniowych

Uktadem rownan liniowych z dwiema niewiadomymi na-
zywamy koniunkcje dwoch rownan zapisanych w naste-
pujacy sposob:
ar + bxr = c
{ de +ey=f
Rozwigzaniem ukladu réwnan liniowych jest kazda pa-
ra liczb spelniajaca obydwa réwnania. Wyrdzniamy na-
stepujace metody rozwiazywania ukladéw rownan:

e metoda graficzna

e metody algebraiczne:

e podstawiania,

e przeciwnych wspoétczynnikow,
® mieszana,

e wyznacznikow.
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Metoda graficzna rozwiazywania ukladéw réwnan z
dwiema niewiadomymi.

Metoda ta polega na graficznym zilustrowaniu kazde-
go rownania na ptaszczyznie z uktadem wspotrzednych.
Wzajemne potozenie tych prostych zalezy od ilosci roz-
wigzan uktadu:

e proste przecinajq si¢ - uktad oznaczony, ma doktad-
nie jedno rozwigzanie, ktorym sg wspotrzedne punk-
tu przeciecia prostych,

e proste pokrywajg sie - uktad nieoznaczony, ma nie-
skonczenie wiele rozwiazan,

e proste réwnolegte roztaczne - uklad sprzeczny, brak
rozwigzan.
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Przyklad 8. Rozwiaz graficznie uktad réwnan:

{3(x+5)—4(y+3):2(90+y)
20 —5(3+y) =42z — 2)
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Rozwigzanie.

{3(x+5)—4(y+3)=2(:c+y)
20 —5(3+y) =42z — 2)

Najpierw porzadkujemy obydwa réwnania;

3r+ 15 —4dy — 12 =22 + 2y
20 — 15— by =8x — 8

x — 06y =—3
—6x — oy =7
Obydwa rownania przeksztalcamy do postaci y = axz+

b

—by = —-3—=x
—by =7+ 6x

20



Dalej

_ _ 6 7
Yy=="5¥"5

Rysujemy proste opisane otrzymanymi rownaniami.

{yéx—i—%

Rysunek 4: Rozwiazanie

Rozwigzaniem tego uktadu jest para liczb, opisujaca
potozenie punktu przeciccia prostych w ukladzie wspoi-
rzednych. Nie zawsze mozna dokladnie odczytaé¢ potoze-
nie punktu przecigcia prostych, dlatego warto rozwigzy-
wa¢ uklady metoda algebraiczna.
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Przyktad 9. Rozwiaz graficznie uktad réwnan:

20 —3y—1="4+1
3 7y:1

4 4
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Rozwigzanie
Upraszczamy réwnania pozbywajac sie mianownikow,
w tym celu pierwsze réwnanie mnozymy przez 2, a drugie
przez 4.
{4x—6y—2=x+y+2

3x — Ty =4
3rx — Ty =4
3r — Ty =4
_ 3z 4
=i
by=777

Otrzymalismy jednakowe réwnania prostych, wiec w
interpretacji graficznej bedg to proste pokrywajace sie.
Zatem ten uktad réwnan jest nieoznaczony, ma nieskon-
czenie wiele rozwigzan.
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Przyktad 10. Rozwiaz graficznie uktad rownan:

x+y o 3y
5 +5_ 2
20—y __ 3x _ 3
3 4 T2
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Rozwigzanie

T+ 3y
L
B R il SR

x+y+ 3y =—10
42z —y) —3-3x = 18

x4+ 4y = —10

8r — 4y — 9xr = 18
dy = —10 — x
—4y =18+

Otrzymalismy proste réwnolegte roztaczne, zatem uktad
jest sprzeczny, nie ma rozwigzan.
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Rysunek 5: Rozwiazanie

4 Algebraiczne metody rozwigzywania ukta-
déw réwnan z dwiema niewiadomymi.

Metoda podstawiania polega na podstawieniu obliczonej
z jednego z rownan uktadu jednej niewiadomej i podsta-
wieniu jej do drugiego rownania. W ten sposob dostajemy
rownanie 7z jedna niewiadomag. Po obliczeniu tej niewia-
domej 1 podstawieniu obliczamy druga niewiadoma.
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Przyktad 11. Rozwiaz metoda podstawiania uktad
réwnan.

{§—2y—3
T 4 3(y —2) =0
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Rozwigzanie
Porzadkujemy obydwa réownania:

r—06=3y—9
r+6+9% —18=0

Z, pierwszego réownania wyliczamy x

T =3y —3
r+ 9y =12
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W drugim réwnaniu w miejsce & wstawiamy wyrazenie
3y — 3 1 otrzymujemy rownanie z jedng niewiadoma

T =3y —3
Yy —3+9y =12

r=3y—3
12y —3=12
T =3y —3
12y =15

{33—33/—3
y=]
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ObliczyliSmy wartos¢ niewiadomej y, ktéra podstawi-

my teraz do pierwszego rownania.
_ 95 _
{ — ? > -3
Y=

=

Rozwiazaniem tego uktadu jest para liczb <i; Z)

e (SN [JV)
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Nalezy jeszcze sprawdzi¢, czy uzyskane rozwigzanie jest
prawidtowe, czyli czy wyliczone wartosci spetniajg oby-
dwa réwnania. W tym celu podstawiamy w miejsce nie-
wiadomych ich wartosci i sprawdzamy czy lewe strony
rownan zgadzajq si¢ z prawymi.

3
i 1 7
L1=%2—-2="—-92=——
3 1 4
p_d g T
1 1
Li=Ph

Roéwnanie pierwsze jest spetnione przez otrzymane liczby.
Teraz sprawdzamy drugie:

3
=+06 5 9 9
L2:43 +3(4—2>:4+(—4):O:P2

Otrzymane rozwigzanie spelnia obydwa réwnania, jest

wiec rozwigzaniem uktadu réwnan.
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Metoda przeciwnych wspotezynnikéw polega na uzy-
skaniu przeciwnych wspotczynnikéw przy tej samej nie-
wiadomej w obu rownaniach, a nastepnie na dodaniu ich
stronami. W ten sposob otrzymujemy jedno réwnanie z
jedng niewiadoma.
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Przyktad 12. Rozwiaz uktad rownan metodg prze-
ciwnych wspotezynnikow.

3z—2 _
{ﬂgy+4_3x

2,502y L
== 20 =3
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Rozwigzanie. Porzadkujemy rownania

r—2y+12 =9z
2,00 — 2y —4dx =6

—1,52 —2y =06

Przy niewiadomej y mamy ten sam wspotczynnik licz-

{ —6z — 2y = —12

bowy. Wystarczy jedno z réwnan pomnozy¢ przez —1 i
otrzymamy przy y wspotczynniki przeciwne.

b6x + 2y = 12
—1,52 -2y =206

Obydwa rownania dodajemy stronami i otrzymujemy
réwnanie z jedna niewiadoma

6x + (—1,52) + 2y + (—2y) = 12 +6
4,52 = 18
r =4

Otrzymalismy warto$¢ niewiadomej x.
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Chcac wyliczy¢ drugg niewiadomg musimy wyelimino-
wacé juz wyliczong. W tym przypadku pozbedziemy sie
teraz z rownania niewiadomej x. Wracamy do uktadu

—b6xr — 2y = —12
—1,5x —2y==6

Zeby otrzymac wspotezynniki przeciwne przy x nalezy
drugie rownanie pomnozy¢ obustronnie przez —4.

—6xr — 2y = —12
6xr 4+ 8y = —24

Dodajemy réwnanie stronami
—6x +6x — 2y +8y = —12+ =24
6y = —36
y=—0

Rozwiazaniem uktadu rownan jest para liczb (4; —6).
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Sprawdzamy prawidtowos¢ rozwigzania. Podstawiamy
w miejsce x 1y w rownaniach pierwszego uktadu obliczone

wartosci:
3:-4—2-(—6 12+12
L = 3( )+4= i +4=8+4=12
Pr=3-4=12
Li=PF
2.5:4—-2-(—6 10412
Ly =" 5 ( )—2-4: ;— —8=11-8=3=P,

Wyznaczona para liczb spelnia zarowno pierwsze jak i
drugie réwnanie, jest wicc rozwigzaniem uktadu rownan.
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Metoda mieszana jest potaczeniem metody podstawia-
nia i przeciwnych wspotczynnikéw, tzn. jedna z niewiado-
mych wyliczamy metoda przeciwnych wspotczynnikow, a
druga metoda podstawiania.
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Przyktad 13. Rozwiaz uktad rownan

{(x—3)2+(y+2)2:(:E+3)2+(y—4)2
(x+4)?2+(y—1)°?=(z +2)*+ (y +3)?
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Rozwigzanie.

{(x—3)2+(y+2)2:(:E+3)2+(y—4)2
(x+4?2+(y— 12 = (z +2)*+ (y + 3)?

Porzadkujemy rownania

12— 6+ 9+ +dy+4=2>+6x+9+y>—8y+16
2+ 8+ 164y  —2y+1l=a+4x+4+vy*+6y+9

— 122 + 12y = 12
dr — 8y = —4

—r+y=1
20 — 4y = =2
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—r+y=1
20 — 4y = =2

Obie strony pierwszego rownania mnozymy przez 2 i otrzy-
mamy przeciwne wspotczynniki przy x.

—2x + 2y =2
20 — 4y = =2

Dodajemy stronami i mamy:
—2r+2x+2y—4y=2-2

—2y =20
y=20
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Warto$¢ niewiadomej y obliczyliSmy metodg przeciw-
nych wspotezynnikéw. Druga niewiadoma obliczymy me-
toda podstawiania. Wybieramy jedno z réwnan z uktadu
wyjsciowego 1 wstawiamy obliczona warto$¢ niewiadome;]

Y
(x =372+ (y+2°%=(x+3)°+(y—4)

> — 6249+ (042)% =224 62 + 9+ (0 — 4)?

—120 +4=16
—12z = 12
r=—1

Para liczb (—1;0) jest rozwiazaniem tego ukladu.
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Sprawdzimy poprawnos¢ rozwigzania.
Li=(-1-3%+(0+2)?*=16+4=20

Pr=(-14+3%*4+(0—-4)?%*=4+16 =20
L1:P1

Ly=(-1+4*4+(0—-12=9+1=10
Py=(—-1+2+(0+3*=1+9=10
Lo =p?2

SprawdziliSmy poprawnos¢ rozwigzania.
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Metoda wyznacznikéw polega na obliczeniu trzech wy-
znacznikow 1 zastosowaniu ich do wzordéw na obliczenie
wartosci niewiadomych.
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Jesli mamy uktad réwnan postaci:

ar + bxr =c
de +ey=f

wyznacznik gtéwny W obliczymy ze wzoru:

a wyznaczniki W, 1 W, obliczymy nast¢pujaco:

cb

W, e =c-e—b-f,
a c

W, i f =a-f—c-d
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Jesli wyznacznik gtowny W # 01 wyznaczniki W, # 0
oraz W, # 0, uklad ma jedno rozwigzanie:
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Gdy W =01 W, = W, = 0, uktad ma nieskonczenie

wiele rozwigzan.
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Gdy W =01 W, # 0 lub Wy # 0, uklad nie ma

rozwigzania.
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Przyktad 14. Rozwigz uktad rownan metoda wy-
znacznikow:

20 — by = —19
—bxr + 3y =19
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Rozwigzanie.

2¢ — by = —19
—ox + 3y = 19

Obliczamy wyznacznik glowny

2 =5

=15 3

—=2.3—(=5)-(=5)=6—25=—19

Wyznacznik gtéwny W #£ 0, wiec uktad ma doktadnie
jedno rozwigzanie. Obliczamy teraz pozostale wyznacz-
niki

Wy

—19 =5
19 3

= (~19) -3 — (=5 -19) = 38

W,

2 —19
5 19

|2-19— (—19) - (=5) = —57
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Obliczamy wartosci niewiadomych

W, 38
T = = = —2
W —19
_Wy_—57_3
T/ T

Rozwiazaniem uktadu rownan jest para liczb (—2;3)
Sprawdzmy jeszcze prawidlowosé rozwigzania.

Li=2-(=2)—5-3=-19=P,
Ly=—5-(—2)+3-3=19= P,

Rozwigzanie jest zatem prawidlowe.
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5 Roéwnania kwadratowe (II stopnia z jedna
niewiadomy)

Trojmianem kwadratowym nazywamy réwnanie postaci
az? +br +c =0,
przy a # 0, b#01c#0.

Jesli a = 0, to réwnanie przyjmuje posta¢ réwnania li-
niowego. Rozwigzanie rownania kwadratowego polega na
wyznaczeniu miejsc zerowych trojmianu kwadratowego.
[stnienie i liczba pierwiastkéw rownania kwadratowego
zalezy od znaku wyrdznika A, ktorego wartosé obliczamy
7€ WZOIr'u:

A = b* — 4dac.
Gdy A > 0 istnieja dwa pierwiastki

b VA

r=—),
2a
—b+ VA
Tg=——
2a
Gdy A = 0 istnieje jeden pierwiastek
—b
Ty = —
"7 2

Gdy A < 0 brak pierwiastkow. Dla pierwiastkow réwna-
nia kwadratowego prawdziwe sa wzory Viete'a:

b
xl—l—.’ﬂgz—&
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X1

C
.332:
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Przyklad 15. Rozwiaz réwnanie 22 + 8z + 12 = 0

53



Rozwigzanie.
2?4 8r + 12 = 0.
Obliczamy wyrdznik
A=8—4-1-12=16

A > 0 mamy zatem dwa pierwiastki:

- —8—14/16

S TS

~8++/16
Zy= —— =9
2-1

Pierwiastkami réwnania sg liczby —6 1 —2.
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Sprawdzmy poprawnos¢ rozwiazania. Dla 21 = —6
Li=(—6)+8-(=6)+12=36—484+12=0= P
Dla 9 = —2
Ly= (=248 (-2)+12=4-16+12=0= PR,

Obydwie uzyskane liczby spetniaja réwnanie.
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Przyktad 16. Rozwiaz rownanie

(24 3)* — (z +4)* = 327
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Rozwigzanie.
(. +3)* — (z + 4)* = 32°

Najpierw przeksztalcamy rownanie do najprostszej po-
staci.
* +6x 49 — 2> — 8x — 16 = 32°

32 — 22 —7=0
307 4+ 2r +7=0
Obliczamy wartos¢ wyroznika

A=92>_-4.3.7=-80

A < 0 rownanie nie ma pierwiastkow.
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W przypadku gdy ¢ = 0 otrzymujemy réwnanie niezu-
peina postaci:
ax® + br =0,

ktore mozna rozwigzac bez wyrdznika. Przeksztalcamy je
do postaci :
z(ax +b) =0

i korzystajac z wiasnosci iloczynu mamy:
x = Olubax +b =10

, 1 dostajemy rozwiazanie:

r1 = 0lubzy = -
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Przyktad 17. Rozwiaz rownanie

2?2+ 92 — 8 = 3x — 8.
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Rozwigzanie.
2° + 21 — 8 = 3x — 8
Porzadkujemy rownanie i otrzymujemy:
P —x=0
Przeksztalcamy do postaci iloczynu:

z(r—1)=0

1 mamy:
r=0 lub z =1

Rozwiazaniem tego réwnania sg liczby 01 1.

Sprawdzamy: Dla z; = 0:
L=0"+2-0—-8= -8
P=3-0—-8=-8
L=P
Dla 9 = 1:
L=1"4+2-1-8= -5
P=3-1-8=-5
L=P

Otrzymane rozwiazanie jest poprawne.
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W przypadku gdy b = 0 otrzymujemy réwnanie niezu-
peine postaci:
azx® +c=0

Rownanie takie mozemy réwniez rozwigzac bez wyrdzni-
ka

ax’+c=0
ar’ = —c
C
A
a

Jesli —¢ < 0 rownanie nie ma rozwigzan. Jesli —< > 0
roéwnanie ma dwa rozwigzania

C
T1 = \|——
a
C
Lo = —|——
a
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Przyktad 18. Rozwiaz rownanie

2?4+ 6 —T=—-22>+6x+9
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Rozwigzanie.
—* + 62 — 7= —22° + 62 + 9.
Po uporzadkowaniu otrzymujemy:
°—16=0
r* =16
r1=—4 lub 22=14

Sprawdzamy poprawno$¢ rozwigzania: Dla xq1 = —4:
L=—(—4)72+6-(—4) —7=—16—24 — 7= —47
P=-2-(—42+46-(-4)+9=—-32—-24+9 = —47
L=P

Dla x9 =4
L=—446-4-7T=-16+24—-7=1
P=-2446-4+9=-32+24+9=1
L=P

Otrzymane rozwiazania sg poprawne.
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Przyktad 19. Rozwiaz rownanie

4y — 8 =231 —4dx +2
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Rozwigzanie.
—4x — 8 = 3z° — 4z + 2.

Po przeksztatceniach dostajemy:

322 +10=0
322 = —10
2= 0

3

Druga potega nie moze by¢ liczbg ujemna, wiec to réwna-
nie nie ma rozwigzan w zbiorze liczb rzeczywistych Przy-
klady rownan sprowadzalnych do réwnan kwadratowych
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Réwnania dwukwadratowe az?t 4 bx? + ¢ = 0 rozwia-
zujemy stosujac podstawienie

t=2%(t>0).

W ten sposob sprowadzamy je do réwnania kwadratowe-

gO
at>’ +bt+c=01t>0

Po obliczeniu pierwiastkéw tq, to > 0 rozwigzujemy row-
nania
2 _ 2 _
=1t lub z° =t

Wtedy
Ty = \/717 XTo = _\/717 Ir3 = \/57 Ty = —\/5

sa plerwiastkami réwnania

66



Przyktad 20. Rozwiaz rownanie

r* — 1022 +9 = 0.
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Rozwigzanie.
zt— 102 +9 = 0.
Podstawiamy t = 2 i dostajemy:
t*—10t+9=0
Obliczamy wyrdznik A
A= (-10*-4-1-9=064

Poniewaz A > 0 réwnanie ma dwa rozwigzania:

10 -8
t, = =1
2
10 +8
t2:2:9

.t1>Oit2>0Wi@c:x1:\/I:1, ajgz—\ﬁ:
—1, 23 = V9 = 3, z4 = —sqrt9 = —3 Otrzymali-
smy cztery pierwiastki —4, —1,1,4. Sprawdzmy jeszcze
poprawnos¢ rozwiazania. Dla x1 =1

L=1"-10-1249=1-10+9=0=P
Dla o = —1
L=(-1D"=10-(-1)*4+9=0=P
Dla x3 = 3
L=3"—-10-3%49=81-90+9=0=P
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Dlaaz4:—3
L=(-3)"-10-(-3)*4+9=0=P

Jak wida¢ rozwigzanie jest poprawne.
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Przyktad 21. Rozwigz rownanie:
ot —3(x% — 1) = 7(a* — 3)
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Rozwigzanie.
gt —3(x* = 1) = 7(2* — 3).
Przeksztatcamy réwnanie:
ot — 327 +3="72% - 21

rt —102% +24 =0

Podstawiamy t = 2

t* —10t+24 =0
Obliczamy wyrdznik:

A=100—-96=4
A > 0 wiec VA = /4 =2 i mamy:

t1:102_2:4
1 dalej:
3512\/12
To=—V4d=-2
51332\@



Sprawdzmy poprawnos¢ rozwigzania dla z; = 2
L=2"-32"-1)=16-3-3=7
P=72*-3)=7-1=7
L=P
dla 29 = —2
L=(-2"=3((-2*-1)=7
P=7(-27-3)=7
P=1L
dla 73 = /6
L=(V6)"—=3((v6)?*—1)=136—37 =21
P=17(V6)?-3)=7-3=21
L=P
dla x, = —/6
L=(—V6)"=3((—V6)%*—1)=36—-325=21
P=7(-V6)?-3)=7-3=21
L=P

Rozwigzanie jest poprawne.
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Metode zmiennej pomocniczej mozna tez zastosowac
do rozwigzywania réwnan typu ax+by/r+c = 0. Wtedy
podstawiamy ¢t = /z, (t > 0).
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Przyktad 22. Rozwigz rownanie

(x—3)—2vVx—3—-3=0
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Rozwigzanie.
(x —3)—2y/x —3—-3=0.

Podstawiamy ¢ = v/ — 3 i dostajemy rownanie kwadra-
towe:

t? =2t —3=0
Obliczamy wyrdznik:

A=4—4-1-(=3)=16
VA =4

Obliczamy pierwiastki pomocnicze:

24
=" =1,
2

2+4
t2:2:3.

Zauwazmy, ze t1 < 0. Jest to niezgodne z zalozeniem,
ze t > 0. Zatem t; jest rozwigzaniem niespetniajacym
naszych oczekiwan. Dostajemy zatem jeden pierwiastek:
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Sprawdzamy poprawnos¢ rozwiazania;

L=(12-3)-2/12-3-3=9-6-3=0=P

76



6 Nierownoéci kwadratowe (II stopnia z jed-
ng niewiadomaq)

Rozwigzywanie nieréwnosci kwadratowe] polega na ba-
daniu znaku trojmianu kwadratowego, ktory zalezy od
wartosci wspolczynnika a oraz wyroznika A. Rozwazamy
nastepujace przypadki:

1. a>0, A<O0

\j

Rysunek 6: Szkic wykresu

brak pierwiastkow i az? +bx +c > 0dlax € R
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3<0
Y

Rysunek 7: Szkic wykresu

Wowczas mamy jeden pierwiastek xg i1 zachodzi:
ar® +br+c>0dlaz € R\ {x}
oraz az’ +br +c=0dlaz =z
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X1 2

Rysunek 8: Szkic wykresu

Wowczas mamy dwa pierwiastki a1, 2o 1
az® +bx +c > 0dlax € (—oo0;z1) U (12;00)
ar’ +br+c=0dlaxz=x,VT=u1
ar’ +br +c<0dlaz € (z1; 1)
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4. a <0,A <0

Y

Rysunek 9: Szkic wykresu

brak pierwiastkéw i az? +bxr +c < 0dlaz € R
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5. a<0,A=0

Rysunek 10: Szkic wykresu

Mamy wowcezas jeden pierwiastek xp 1 wowcezas
ar’ +br+c<0dlaxe R\ {x}

oraz az’ +br +c=0dlaz =z
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Rysunek 11: Szkic wykresu

Mamy wowczas dwa pierwiastki x1, x5 1 zachodzi
az® +bx +c > 0dlax € (z1; 19),
ax’+br+c=0dlaxr =2, Vz =1,
ar’® +br+c < 0dlax € (—oo;z1) U (13;00)
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Przyktad 23. Rozwigz nieréwnosc

3z — 1) —4(2 —2)* > 0
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Rozwigzanie.
3z — 1) —4(2 —2)* > 0
Przeksztatcamy i porzadkujemy nieréwnosc.
02° — 62 + 1 — 16 + 16z — 4a” > 0

522 + 10z — 15 > 0
22 +22—-3>0

Szukamy pierwiastkow trojmianu:
A=2"—4-1-(=3)=16

VA =4
94
2
244

To = 9 =1

Trojmian ma dwa pierwiastki, wspotczynnik a > 0, za-

= -3

T =

tem:
B3z —1)*—4(2—2)* > 0dlax € (—oo; —3) U(1; 00)
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Rysunek 12: Szkic wykresu

Przyklad 24. Rozwigz nieréwnosc

— 2+ 6x—5>20°+8x +6
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Rozwigzanie.
—2*+6x —5 > 21" + 8z 46
Przeksztalcamy réwnanie
—32° —2x — 11 >0
Szukamy miejsc zerowych:
A= (=2)?—4-(=3)-(~11) = —128

Wyrdznik jest ujemny, zatem trojmian nie ma pier-
wiastkow wspotezynnik a < 0, wiec:
y
A

10+

—4“‘—2”‘5“‘2”

AN

Rysunek 13: Szkic wykresu

Trojmian w catej dziedzinie przyjmuje wartosci ujemne
wiec nieréwnosc jest sprzeczna.
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Przyktad 25. Rozwigz nieréwnosc

20° + 122 +16 < 0
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Rozwigzanie.
20 + 122 4+ 16 < 0
Obliczamy wyrdznik
A=12°—-4-2-16=16
VA =4

—12—4

T = —— = —4
2.2
—12+4

To — + :—2
2.2

Trojmian ma dwa pierwiastki, wspotczynnik a > 0, wiec:

y

‘/
20+

1%

_6 I~ :
—10°t

Rysunek 14: Szkic wykresu

20 + 120+ 16 < 0 dla z € (—4; —2)
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Przyktad 26. Rozwigz nieréwnosc

S +1)>x(3—x)
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Rozwigzanie.

Sx+1) > x(3—x)

Sr+5>3r —x

2

o +22+5>0
A=2"—4-1-5=-16

A < 0,a > 0, wiec:

Trojmian w catej dziedzinie przyjmuje wartosci dodat-

nie, zatem nier6wnosc jest spelniona dla dowolnej liczby

rzeczywiste].

Rysunek 15: Szkic wykresu
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7 Roéwnania wielomianowe

Rozwiazywanie rownan wielomianowych polega na po-
szukiwaniu pierwiastkow wielomianu. Chcac rozwiazac
réwnanie wielomianowe musimy wielomian roztozy¢ na
iloczyn jednomianéw i dwumianéw. Mozemy to wyko-
nac: grupujac wyrazy 1 wytaczajac wspolny czynnik przed
nawias, stosujac wzory skroconego mnozenia, stosujac
twierdzenie Bezouta, stosujac twierdzenia o pierwiastkach
catkowitych i wymiernych wielomianu.
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Przyktad 27. Rozwiaz rownanie

Pt —r—1=0
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Rozwigzanie.
4t —1=0
Rozktadamy wielomian na czynniki nizszych stopni.
Hx+1)—(z+1)=0
(z+1)(z* = 1) =0
(z+D(z+1)(x—1)=0
(z+1)*(z—1)=0
r+1=0V 2z—-1=0
r1=—1 V x9=1

Pierwiastkami réwnania sg:
x1 = —1 pierwiastek podwojny;,
xo = 1 pierwiastek pojedynczy.
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Sprawdzamy poprawnos¢ rozwiazania;
dla xr1 = —1

L=(-1P+(-1)?*=(-1)—1=—1+4141—-1=0=P
dla zo =1
L=1+1"-1-1=14+1-1-1=0=P

Rozwigzanie jest poprawne.
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Przyktad 28. Rozwiaz rownanie

2 —3r—2=0
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Rozwigzanie.
t? -3z —2=0.
Rozktadamy wielomian na czynniki
- —20—2=0
r(z? —1)=2x+1)=0
zx—1)(z+1)—2(x+1)=0
(z+1)(x+1)(z—2)=0
(z+1)*x—2)=0
r+1=0 V 2—-2=0
r1=—1 V x9=2

Pierwiastkami réwnania sa:
x1 = —1 pierwiastek podwdjny;,
xro = 2 plerwiastek pojedynczy.
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Sprawdzamy poprawnosé rozwigzania
dla xr1 = —1

L=(-1P-3-(-1)-2=-143-2=0=P
dla zo = 2
L=22-3.2-2=8-6—-2=0=2P

Rozwigzanie jest poprawne.
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Przyktad 29. Rozwiaz rownanie

4o + 1222 — 2 —3 =10
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Rozwigzanie.
da° +122° — 2 — 3 =0
do*(x +3) — (2 +3) =0
(z+3)4z* —1)=0
r+3=0 V 42° —1=0
T =-3 V 4z¥=1

1
2
€Tr =
4
1 y 1
Ty = — T3 = —=
! T
Roéwnanie ma trzy pierwiastki pojedyncze: 1 = —3 x9 =
1

_ 1
5 3= 73
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Sprawdzamy poprawnos¢ rozwigzania: dla 1 = —3

L = 4-(=3)°+12-(=3)*—(=3)—3 = —108+108+3-3=0= P

dla:@:%
L—4<1)3+12 (1)2 ! 3—1+3 ! 3=0=2P
2 2 2 9 2 7
dla.’ﬂg:—%
1\? 1\2 1 1 1
L=4(—2) +12:(—~) = |-=]|-3=—-—434+--3=0=P
( 2)+ ( 2) ( 2) 55
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8 Nierownosci wielomianowe

Tok rozwiazywania nierownosci wielomianowych jest ana-
logiczny do toku rozwiazywania réwnania. Po wyznacze-
niu pierwiastkow wielomianu nalezy ustali¢ przedziaty w
jakich w jakich spelnione sg zadane warunki. Czesto w
tym celu postugujemy sie tzw. siatka znakow.
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Przyktad 30. Rozwigz nieréwnosc

(x —1)(z—3)(x+4) >0
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Rozwigzanie.
(x = 1)(z —3)(x+4) > 0.

Mamy tu postac iloczynows, wystarczy wiec wyznaczy¢
pierwiastki:

r—1=0V 2—3=0 V x+4=0,
zatem
371:1 V 332:3 V 333:—4.

Okreslamy znaki poszczegolnych czynnikow, poniewaz znak
wielomianu, jako iloczynu, zalezy od znakow czynnikéw
rozkladu. Postuzymy sie siatka znakow

(—oo;—4) | =4 | (=41) | 1 [ (1;3)] 3 | (3;00)
r—1 - - - o]+ [+] +
x—3 - - - - - 0 +
z+4 - 0 + |+ + [+] +
(W] - [o] + Jof - Jof + |

Z tabeli wynika, ze wielomian ma wartosci ujemne dla
r € (—oo; —4) U (1;3), natomiast wartosci dodatnie dla
xr € (—4;1) U (3; 00). Rozwigzaniem tej nieréwnosci jest
wiec zbidr liczb x takich, ze z € (—4;1) U (3; 00).
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Przyktad 31. Rozwigz nieréwnosc

22— 322 +3r—-2>0
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Rozwigzanie.
23 —3224+3x—-2>0

Wiemy, ze catkowite pierwiastki wielomianu sg dzielnika-
mi wyrazu wolnego, wiec moga to by¢ w tym wypadku
liczby —2, —1, 1, 2. Sprawdzmy czy 2 jest pierwiastkiem.
W tym celu podstawiamy liczbe 2 w wielomianie:

2% _3.2243.2-929=8-1246—-2=0

Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu.
Podzielmy wielomian 2 — 322 4 3x — 2 przez dwumian
(x — 2).

(7 —3z% 43z —=2) (v —2)=(2*—z+1)

—z3 222
= —2? 43z
2 =2
= r —2
—r 2
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Mozemy go wiec roztozy¢ na iloczyn czynnika (z — 2)
oraz (x? — x + 1).

(x—2)(2*—2+1)>0

r—2=0V 2°2—z2+1=0

Wyznaczmy pierwiastki réwnania 22 —z+1 = 0. W tym
celu obliczamy ” Delte”

A=1—-4=-3<0

Wyrdznik trojmianu kwadratowego jest ujemny, a wspoi-
czynnik a > 0, wiec trojmian jest dodatni w calej dzie-
dzinie. Zatem znak wielomianu zalezy tylko od znaku wy-
razenia r — 2.

(=0052) | 2 | (2500)
T —2 - 0 +
*—x+1 + +| +
W (x) - 0 +

Zatem 2% — 32?4+ 3z — 2 > 0 dla x € (2; 00)
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9 Przyklady ré6wnan z wartoscig bezwzgled-
na

Przyklad 32. Rozwigz rownanie

2¢ + | — 1| = 2.
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Rozwigzanie.
2¢ + | — 1| = 2.
Na podstawie defincji wartosci bezwzglednej mamy:

v 1| = (z—1) dlax—12>0,
| —(z—1) daz—-1<0
a stad wynika, ze
r—1| = (x—1) dlax>1,
| —(z—1) daz <1

Rozpatrujemy zatem dwa przypadki, przedziat, w ktorym
x > 11drugi, w ktérym = < 1.

108



Niech x > 1, wowczas nasze rownanie przyjmie postac:
20+ (x —1) =2

Skad otrzymamy

Otrzymany pierwiastek jest zgodny z zalozeniem (tzn.
r>1).

Rozpatrujemy drugi przypadek.
Niech xz < 1, wowczas nasze réwnanie przyjmie postac:
20— (x — 1) = 2.
Skad otrzymujemy:
2r—x+1=2
r =1

Poniewaz rozwiazania szukaliSmy w zbiorze liczb mniej-
szych od 1 wigc w tym przypadku nie mamy rozigzania
spelniajacego nasze zalozenie.
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Zatem rozwigzaniem naszego rownania jest x = 1.
Sprawdzamy:

L=2-1+]1-1=2=P
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Przyktad 33. Rozwiaz rownanie

lz — 1|+ |z — 2| — |z + 3| = 6.
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Rozwigzanie.
lz — 1|+ |z — 2| — |z + 3| = 6.

Rozwiazujac réwnania z wartoscig bezwzgledna nalezy
rozpatrywac co si¢ stanie z wyrazeniem pod znakiem war-
tosci bezwzglednej gdy ten znak opuscimy. Zauwazmy, ze
gdy wartosci pod znakiem | | sa dodatnie to wystarczy
opusci¢ znak | | 1 przepisa¢ wyrazenie bez zmian. Nato-
miast gdy wyrazenie pod znakiem wartosci bezwzglednej
przyjmuje wartosci ujemne, wowczas przy opuszczaniu
znaku | | nalezy zmieni¢ jego znak na przeciwny. Ro-
bimy to w ten sposob ze znak stojacy przed wartoscig
bezwzgledna zmieniamy na przeciwny a znak wartosci
bezwzglednej | | zastepujemy znakiem nawiasu ().
Zauwazmu ponadto, ze gdy mamy wyrazenie postaci

’CE—CL‘,

gdzie a > 0, to wyrazenie x — a przyjmuje wartosci nie-
ujemne gdy x > a, i wtedy zamiast |z —al| piszemy x —a,
natomiast to samo wyrazenie przyjmuje wartosci ujemne
gdy x < a 1 wtedy zamiast |x — a| piszemy —(z — a).

Zatem zmiana znaku zachodzi w punkcie a. Patrzac na
nasze rownanie widzimy ze mamy sume wyrazen posta-
ci |r — a|. Zatem dla naszego réwnania zmiana znaku
zajdzie kolejno wedlug wyrazen, w punktach 1, 2, —3.
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Po uszeregowaniu rosnaco mamy liczby —3, 1, 2. Odpo-
wiadaja temu przedziaty, w ktorych wyrazenia pod zna-
kiem wartosci bezwzglednej zachowuja znak (tzn. sa za-
wsze ujemne, lub zawsze nieujemne). Bedg to przedzialy:
(_OO; _3)7 <_3; 1)? <1; 2)7 <2; OO)

(_Oo’_‘?’)l <_3’_1)

Rysunek 16: Siatka zmiany znakéw
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Rozpatrujemy przedzial (—oo; —3), w ktorym wszyst-
kie wyrazenia pod znakami wartosci bezwzglednej maja
wartosci ujemne, wiec podczas opuszczania znaku warto-
sci bezwzglednej zmieniamy znaki na przeciwne i mamy:

—(z—=1)—(@-2)+(x+3)=6
—x+1l—x+2+2+3=0
—z+06=06
x =10

Otrzymany pierwiastek nie nalezy do rozpatrywanego zbio-
ru, wigc w rozpatrywanym przedziale rownanie nie ma
rozwigzan.
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Rozpatrujemy teraz drugi przypadek x € (—2;—1).
W tym wypadku tylko wyrazenie x + 3 przyjmuje war-
tosci nieujemne, zatem przy opuszczniu znaku wartosci
bezwzglednej przepisujemy je bez zmian (dla ulatwienia
zamieniamy znak | | znakiem ( ). Pozostale wyrazenia
przyjmuja wartosci ujemne zatem przy opuszczaniu zna-
ku wartosci bezwzglednej zmieniamy ich znak na prze-
ciwny. Stad

—(x—1)—(x—2)—(z+3)=6
—r+1l—-—ax+2—-2-3=6
—3x =6
T = —2

Otrzymany pierwiastek nalezy do rozpatrywanego zbioru,
wiec w rozpatrywanym przedziale rownanie ma rozwia-
zanie —2.
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Rozpatrujemy teraz trzeci przypadek z € (—1;2). W
tym wypadku tylko wyrazenie x — 2 przyjmuje wartosci
nieujemne, zatem przy opuszczniu znaku wartosci bez-
wzglednej przepisujemy je ze zmiang znaku (dla ulatwie-
nia zamieniamy znak przed wyrazeniem | | a sam znak
wartosci bezwzglednej zastepujemy znakiem (). Pozosta-
le wyrazenia przyjmuja wartosci niecujemne zatem przy
opuszczaniu znaku wartosci bezwzglednej zamieniamy go
na (). Zatem W tym wypadku:

(x—1)—(r—2)—(x+3)=6

Stad
r—1—ax4+2—-—2—-3=6
—x —2=0
—r =38
r = —8

Otrzymany pierwiastek nie nalezy do rozpatrywanego zbio-
ru, wiec w rozpatrywanym przedziale réwnanie nie ma
rozwigzan.
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Rozpatrujemy kolejny przypadek = € (2;00). W tym
wypadku wszystkie wyrazenia przyjmuja wartosci nie-
ujemne, zatem przy opuszcezniu znaku wartosci bezwzgled-
nej przepisujemy je bez zmiany znaku (dla utatwienia sam
znak wartosci bezwzglednej zastepujemy znakiem (). Za-
tem

(x—1)4+(x—2)—(x+3)=6
r—14+x—2—2x—-—3=6
x =12

Otrzymany pierwiastek nalezy do rozpatrywanego zbioru,
wiec jest rozwigzaniem rownania w tym przedziale.
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Rozwigzaniem tego réwnania jest suma rozwigzan po-
szczegblnych nieréwnosci we wszystkich przedziatach. I
tak: w drugim przedziale rozwiazaniem jest x = —2
w czwartym przedziale rozwigzaniem jest x = 12 za-
tem rozwiazaniem rownania jest suma tych zbioréw czyli

r e {-2,12}.
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