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1 Potega o wykladniku naturalnym

W zyciu codziennym mamy tendencje do wykorzystywa-
nia wtasnego lenistwa poprzez tworzenie tzw. skrotow. W
matematyce ta tendecja jest stosowana do zastepowania
dzialan powtarzalnych innymi dziataniami. I tak zamiast
wykonywaé nastepujace dodawanie:

3+3+34+34+3+3+3+3+3+34+3+3+3+3+3+3+3
liczymy ile jest ,trojek”

3+34+34+3+3+3+3+3+3+3+3+3+3+3+3+3+3
17razy

1 wykonujemy dziatanie
3-17=>51.

Tym samym zostato wprowadzone dzialenie mnozenia.



Analogicznie zamiast mnozy¢ przez siebie te sama, licz-
be mozemy wykonac inne dziatanie mianowicie potegowa-
nie.

Zauwazmy, ze W mnozeniu

2:2:2-2-2-2-
mozemy przeliczy¢ ile jest ,dwodjek”

2:2:2-2-2-2
6

1 mnozenie zastapic¢ tzw. , potegowaniem”
20 = 64

Warto zapamietaé, ze potegowanie oznacza
ile razy przez siebie mnozymy dang liczbe.
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a-a-...-a=a

n czynnikow

gdzie
a - podstawa potegi,

n - wyktadnik potegi,
oznacza potege o wykladniku naturalnym.
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Przyktad 1. Oblicz (—2).



Rozwigzanie.



Prz
ykt
ad 2. Oblicz (3)3
1 .



Rozwigzanie.

{600 -55-5




Zauwazmy, ze z okreSlenia potegi wynikaja nastepujg-
ce wnioski:

a = a,
1" =1,
0" =0,

gdzie
a - liczba rzeczywista,

n - liczba naturalna.




2 Wlasnosci

Przyktad 3. Zauwazmy ze zachodzi

23 24
2:2:2:2:2-2-2
27

Mozemy to zapisa¢ nastepujaco:

27 _ 23-0—4 _ 23 . 24.



Powyzszy schemat mozemy uogolnic:

a'-d"=a-...-a-a-....a= a-...-a =a"*"
~—_——
n czynnikow m czynnikéw n+m czynnikow

Tym samym wykazaliSmy nastepujaca zaleznosc:
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Mozemy teraz postawi¢ sobie pytanie jesli zachodzi do-
dawanie wyktadnikow poteg przy iloczynie poteg o tych
samych podstawach, to moze zachodzi odejmowanie. Sprawdz-
my to na przyktadzie

7 czynnikéw
27_2.2.2.2.2.2.2_2.2.2.2.2.
2t 2:2.2.2 - 2-2-72

4 czynniki

Zauwazmy, ze
23 _ 27—4

Poniewaz juz wiemy, ze kreska utamkowa zastepuje sym-
bol dzielenia, wigc mamy

272t =27
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Tym samym wykazalismy nastepujaca zaleznosé dla

dzielenia poteg o tych samych podstawach:
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Z, ostatniej wlasnosci mozemy wyliczy¢ ptege o wy-

ktadniku zerowym, tzn.

Przyktad 4.
340

Z: jednej strony mamy, ze

4
94-0 _ 3"
30
a 7 drugiej strony

30 =34

Tym samym zachodzi rownosc
33
30

Stad wynika, ze musi nastapic¢ dzielenie przez 1, a zatem

30 =1.
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Zamiast 3 mozemy wzia¢ dowolng liczbe rzeczywista,
rozna od zera. Tym samym wykazaliSmy nastepujaca za-
leznosé dla dzielenia poteg o tych samych podstawach:
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Nastepnym pytaniem jest: Co si¢ stanie gdy wyktadnik
bedzie liczbg ujemng. Pamietamy, ze

Wezmy konkretny przyktad

Przyktad 5.
278 = .
7, jednej strony mozemy zapisac¢ jako
20
-3 _ 50-3 _
270 =277 = o8

Wiemy juz, ze 2° = 1, zatem
20

1
_3_ o
P TETy
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Zamiast 2 mozemy wzia¢ dowolng liczbe rzeczywista,
rozna od zera. Tym samym wykazaliSmy nastepujaca za-
leznos¢ bedaca definicja potegi o wykladniku ujemnym:
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Do tej pory dodawalismy i odejmowali wyktadniki po-
teg o tych samych podstawach. Mozemy zadac¢ sobie py-
tanie: Co bedzie z mnozeniem wykladnikow. Zobaczmy
na przyktadzie

Przyktad 6.

(29)" = 2. 9% . 9% 93 —

4 czynniki

3 czynniki 3 czynniki 3 czynniki 3 czynniki
2.2.2.2.2.2.2.2.2.2.2.2 =23
4 grupy
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Zamiast 2 mozemy wzia¢ dowolng liczbe rzeczywista,
rozna od zera. Tym samym wykazaliSmy nastepujaca za-
leznosé dla potegowania potegi:

(a™)" =a™".
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Mozemy teraz zadac¢ nastepne pytanie: A co sie stanie
gdy w wyktadniku bedzie utamek?
Zobaczmy to na przyktadzie:

Przyktad 7. Rozwazmy potege 32, Podniesmy ja do
kwadratu, tzn.

Dostalismy rownos¢

=3

Mozemy zada¢ pytanie: Jaka liczba podniesiona do
kwadratu da 3.
Oczywiscie /3. Zatem

V3

D=

3
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Zamiast 3 mozemy wzia¢ dowolng liczbe rzeczywista,
rozna od zera. Tym samym wykazaliSmy nastepujaca za-
leznosé dla potegowania potegi:

20



Korzystajac z warunku potegowania potegi otrzyma-
my:
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Przyktad 8. Oblicz

22



Rozwigzanie.
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3 Funkcja a”

Skoro okreslilismy potegi dla liczb wymiernych mozemy
narysowac¢ wykres funkeji, ktora nazywamy wyktadnicza.
Funkje okreslamy nastepujaca formuta:

fz) = a”,

gdzie a > 0, x € R.

Jak zawsze w matematyce powinnismy sobie zadawac
pewne pytania i starac¢ si¢c na nie odpowiedziec.

Takim pytaniem tutaj bedzie: Jak narysowac¢ wykres

funkcji f(x) = a™?.
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Wzor a® jest bardzo ogdlny. Sprobujmy rozwazy¢ kiedy
ma sens. Sformulowanie ,ma sens” w matematyce ozna-
cza ze mozna dokonac¢ obliczen.

Jak dobrze wiecie nie mozemy dzieli¢ przez 0 - czyli gdy
w formule pojawi si¢ mozliwos¢ dzielenia przez zero to
wtedy formula nie ma sensu. Zatem musimy wylaczy¢ te
elementy dla ktérychnie da si¢ wykona¢ dziatan.
Drugim takim specyficznymdziataniem jest pierwiastko-
wanie. Znoéw jak dobrze wiecie nie mozemy pierwiastko-
wac liczb ujemnych. Tzn. nie istnieje pierwiastek np. z
—2, bo jak dobrze wiecie nie ma takiej liczby ktora pod-
niesiona do kwadratu da nam —2.
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Zajmijmy sie zatem wzorem a”.

x jest zmienng. Jesli uwaznie przeczytates/tas wezedniej-
sze slajdy to wiesz, ze potegowanie okresliliSmy kolejno
dla liczb naturalnych, potem dla liczb catkowitych ujem-
nych ( a nie minusowych, bo minus to znak liczby). Na-
stepnym krokiem bylto okreslenie potegi zerowej. Dalej
okresliliémy potege o wykladniku wymiernym (tzn. wy-
ktadnik jest utamkiem). Wydaje si¢ zatem, ze wykladnik
moze przyjmowaé¢ dowolne wartosci rzeczywiste.
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Dobrze, a co z podstawg potegi.
Rozwazmy nastepujacy przyktad:
Niech x = % Wowczas przepis funkeji wyktadniczej be-
dzie nastepujacy:

A zatem otrzymaliSmy pierwiastek, a jak juz wiemy pier-
wiastek mozemy wyznaczy¢ tylko dla liczb nieujemnych.
Tym samym zauwazasz, ze podstawa funkcji wyktadni-
cze] nie moze by¢ liczba ujemna, gdyz wtedy nie zawsze
mozemy wylicz¢ jej potege. Oczywiscie musisz zrozumiec
ze pierwiastkowanie i potegowanie, ktore do tej pory po-
znates w gimnazjum jakie dwie rézne procedury, to w
zasadzie to samo dziatanie - to jest potegowanie tylko jed-
no dla liczb catkowitych, drugie dla utamkéw. tzn. pier-
wistkowaé to podnosi¢ do potegi wymiernej ( w slangu
uczniowskim funkcjonuje niepoprawna forma ,do potegi
utamkowe;j” | ale ona dobrze odzwierciedla o co chodzi).
Pozostaje jeszcze przypadek, gdy podstawa potegi jest
rowna 1. Wtedy mamy zaleznosé f(x) = 1¥ = 1. Zatem
mamy funkje statg. Dlatego tez dalej zawsze zaktadamy,
ze a € (0,1)U (1, 400).
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Sprobujmy teraz wykonac tabelke wartosci funkceji

z | —2|—-1]01]2
oz 1 1 20 21 22

r | —-2|-1]0]1]2

T 1 1
[ T T 124
[ graficznie
Y
4 ( 3
27 ]
L
e )
-2 -1 0 1 2

Rysunek 1: Szkic wykresu
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Zagesémy argumenty

3 1 1 3
T T T S AT
27 | 1 vE | i | v 11v2]2 \/ﬁ)
co daje
3 1 1 3
2 i laml 3 ||| V2]|2]2v2

[ graficznie

Y
5
4 { 3
3
2 L J
L e
1@
e |
e o ° ?
-2 -1 0 1 2

Rysunek 2: Szkic wykresu
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Dalsze zageszczanie mozna zobaczy¢ na filmiku ,za-
geszczanie.avi”
Tu wstawic¢ filmik zageszczanie.avi
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Co ostatecznie daje wykres funkeji wyktadnicze;:

Y

[ee]

Rysunek 3: Szkic wykresu
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Rozwazmy teraz przypadek, gdy a € (0,1). Np. niech
a = % Spréobujmy teraz wykonaé tabelke wartosci funkeji

r | —2 | —1 0 1 2

diodiodIONIONIO)

Co po przeliczeniu daje

z | —-2]-110
2% 1 4 2 |1

= DN

N[ —

[ graficznie

Rysunek 4: Szkic wykresu
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Jesli natozymy te wykresy to otrzymamy

y

4 4

\

1 L /4

\ L 4 y:2X

\ [ ,l
\ 3 /
/
\\ L /
\ [ /
\ t /
\ L /
\ 5 /
L 4
\\ 4
~ r 4
\ L ,/
\*f,/
TS
7SS 1\*
- [ \~~ —=| —
———_4 L ~~~- y_
= r - (N
-3 -2 -1 0 1 2 3

Rysunek 5: Szkic wykresu

wykresy symetryczne wzgledem osi QY.
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Jesli jeszcze raz przeanalizujesz ostatni rysunek to za-
uwazysz dwie ciekawe wlasnosci funkeji wyktadniczej.

1. Jedli a € (0,1) to wraz ze wzrostem wartodci ikséw
(poprawnie argumentow) wartosci funkcji malejg Tu
wstawi¢ animacje SPADEK.AVI
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2. Jesli a € (0, 00) to wraz ze wzrostem wartosci iksow
wartosci funkeji rosng Tu wstawic animacje WZROST.AVI
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Znajac te wilasnosci mozemy przejs¢é do najprzyjem-
niejszej czesci matematyki tzn. do rozwiazywania row-
nan.

Przyktad 9. Rozwigz rownanie

2293—}—4 — 64
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Rozwigzanie. Popatrzmy na réwnanie
223:—1—4 — 64.

Warto zwroci¢ uwage ze najczesciej w takich sytuacjach
bedziemy przedstawiaé¢ obie strony réwnosci w postaci
pewnej potegi.

Zauwazmy, ze W naszym przypadku po lewej stronie ma-
my potegi liczby 2, zatem wydaje sie rozsadnym przed-
stawi¢ prawg, stron¢ réwnosci tez w postaci potegi liczby
2. Faktycznie

64=2-32=2-2.16=2-2-2.8=2-2.2.2.2.2 =25,
Zatem nasze rownanie przyjmie postac:

22$—|—4 _ 26 .

Poniewaz, jak juz wczesniej zauwazyliSmy, funkja wy-
kladnicza jest funkja réoznowartosciowg, wiec skoro ma
rowne wartosci, tomusi mie¢ rowne argumenty.Zatem

20+ 4 =0,

skad
r=(6—4)/2=1,

37



Przyktad 10. Rozwiaz rownanie
23T L 3. 93Vl = 9,
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Rozwigzanie. Rdéwnanie

23Ve 3. 93Ve-1 _ 9.

przeksztatcamy nastepujaco

9. 23r—l 3 93Vl _ 9

)

23V 4 3) = 20,

23\/5—1 _ 47
23—l — 92,
Stad
3Vr —1=2,
skad

Ji=1.

Tym samym rozwigzaniem jest liczba z =1
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Przyktad 11. Rozwiaz rownania

—

—_
-}

© 0 N o Otk W N

53 =3 425572

(1) +37+ =12,
572 = 125,

3% . 9v — gu+3

3% 443" —-5=0,
920 _ gutl — ()

3204 11 .97 = 210,
QT3 _ 9142 _ 9w _ 48
9* — 8.3 =9,

9T _ 20,59&—1—1 —8=0
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Rozwazmy teraz nieréwnosci wyktadnicze

Przyktad 12. Rozwigz nieréwnosc

3% > 81.
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Rozwigzanie. Podobnie jak przy rownaniach probu-
jemy sprowadzi¢ w nieréwnosci potegi do poteg o jedna-
kowych podstawach. Zauwazmy, ze 81 = 9.9 = 3.3-3-3 =
34, zatem

3* > 3!
Teraz zauwazmy co jest podstawg naszej potegi. Jest nim
liczba 3. Ta liczba jest wigksza od 1, zatem funkcja 3% jest
funkcjg rosnaca, a skoro tak to nieréwnos¢ zachowuje sie
dla argumentow.
Jedli popatrzysz na wykres funkcji f(x) = 3% to zoba-

y

L/
/

Rysunek 6: Szkic wykresu

czysz, ze dla wigszych argumentow wartosci sa wicksze.
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Zatem nierOwnosc
3" > 3!
zastepujemy nierownoscig
x > 4.

Tm samym rozwigzaniem wyjsciowej nierownosci jest prze-
dzial z € (4, +00).
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Przyktad 13. Rozwigz nieréwnosc

)
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Rozwigzanie. Poniewaz potegi w naszym rownaniu
maja jednakowe podstawy, nalezy wykorzysta¢ fakt, ze
sa one utamkami wlasciwymi tzn. z przedziatu (0, 1).

1

Jedli popatrzysz na wykres funkeji f(x) = (2>x to zo-

y

[ee]

~——

Rysunek 7: Szkic wykresu

baczysz, ze dla wieszych argumentow wartosci funkcji sa
mniejsze. Ta funkcja jest malejaca.

Zatem nierownosc¢ dla poteg zmienia znak na przeciwny
dla nierownosci argumentow. Tzn. nieréwnosé

1)\ 32+1 1\ 77
) <)
zastepujemy nierownoscig
x+1>7—ux.
Skad
T > —.
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Zatem rozwigzaniem jest przedzial (%, +00)
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Przyktad 14. Rozwiaz nieréwnosci:
1. 0, 52¢ > 0, 0625,

2. 27 57 < 1073 - (1037),
3.2-3"< 23"+ 27 — b4,

4. 16" 4+4* —2 > 0,
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4 Pojecie logarytmu

Rozwazmy réwnanie 27 =
4. Sprobujemy najpierw
rozwigzac je graficznie. W
tym celu narysujemy w
jednym ukladzie wspol-
rzednych wykresy funkcji
f(x) = 2% oraz prostej
y = 4. One przecinajg sie
w punkcie A = (2,4). Wy-
nika stad, ze x = 2 jest roz-
wigzaniem réwnania. Po-
dobnie zauwazamy, ze x =
3 jest rozwigzanie réwna-
nia 2° = 8.

Sprobujmy rozwigzac row-
nanie 2 = 6. 7 rysun-
ku wynika, ze to réowna-
nie ma rozwigzanie i to do-
ktadnie jedno. Nie mozemy
doktadnie okresli¢ rozwia-
zania. Wiemy tylko ze mie-

y=8

y=6

-1 0 1 2

Rysunek 8: Szkic wykresu

sci si¢ pomiedzy liczbami 21 3.

48

3



Z, podobna sytuacja spotkaliscie sie gdy rozwigzywali-
$my réwnanie 22 = 3. Wtedy wprowadziliémy nowy sym-
bol matematyczny /3. Postepujac analogicznie matema-
tycy w celu rozwigzania rownania wyktadniczego wpro-
wadzili nowy symbol log,, ktéry nazwali logarytmem o
podstawie 2 1 za jego pomocy zapisali rozwigzanie row-
nania

2" =0,
w postact:
x = log, 6,

co czytamy ,logarytm o podstawie 2 z liczby 6”.
Teraz dla dowolnego rownania

2% = b,
gdzie b > 0, mozemy znalez¢ jego rozwigzanie w postaci:

x = log, b.
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Na podstawie powyzszych rozwazan mozemy wprowa-
dzi¢ nastepujace pojecie logarytmu.

Logarytmem o dodatniej i r6znej od 1 pod-
stawie a, z dodatniej liczby 0 nazywamy wy-
kladnik potegi do ktorej nalezy podniesé¢ pod-
stawe a, aby otrzymac liczbe b.

Co symbolicznie zapisujemy

log,b=c <& a°=0,

dlaa € (0,1) U (1,400), b € (0,+00), c € R.
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5 Wlasnosci logarytmow

W okresleniu logarytmu pojawily sie pewne warunki na
podstawe logarytmu, jak rowniez i argument logarytmu.
Te ograniczenia stajg sie naturalne jesli zestawimy je z
wlasnosciami funkeji wyktadnicze;.

[ tak rozwazmy warunek a € (0,1)U (1, 4+00). Czym jest
a?’

Jest to podstawa logarytmu. Patrzac na definicje (a wla-
ciwie na prawgstrone rownowaznosci w definicji) jest to
jednoczesnie podstawa pewnej potegi. Jak juz przedsta-
wialiSmy wezesniej podstawa potegi dla funkeji wyktad-
niczej spelnia warunek a € (0,1) U (1, +00).
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Rozwazmy teraz warunek b € (0, +00). Znéw zadamy
pytanie czym jest b7
b jest argumentem logarytmu, ale z drugiej strony jest
rowniez wartoscig pewnej potegi. Jak widzieliSmy na wy-
kresach wartosci potegi o podstawie dodatniej (a a jest
dodatnie) przyjmuja wartodci dodatnie. Zatem musi za-
chodzi¢ b € (0, +00).
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Pozostal jeszcze warunek ¢ € R. I znow pojawia sie
pytanie co oznacza c?
Dla logarytmu jest to wartos¢, natomiast patrzac na pra-
wg strone definicji logarytmu jest to argument pewnej
potegi. A jak juz wiemy funkcja wyktadnicza a” jest okre-
slona dla wszystkich liczb rzeczywistych, zatem musi za-
chodzi¢ ¢ € R.
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Rozwazmy kilka przyktadow:
Przyktad 15. Oblicz:

1. logs, (217>,

2. logy 8,

3. log% 29,

4. log, 2.

o4



Rozwigzanie.

W zasadzie nie wszystkie logarytmy da sie wyliczy¢ w
liczbach catkowitych. Jesli sie da, to podstawowa meto-
da jest zapisanie argumentu logarytmu w postaci jakiejs
potegi podstawy. Zobaczmy to na przyktadach:

1. logs (217> = log, (;))3 =log3 370 = —3,bo 373 = 2—17

95



2. log, 8 = log, 2% = 3, bo 2% = 8.
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~1
3. log% 20 = log% (215> = log%

~2,bo (1) =25,

o7



4. log, 2 = log, Vi = log, 4% =

58
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Inny sposob to sprowadzenie do pewnego rownania wy-
kladniczego:

Przyktad 16. Wylicz
logy6 256.
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Rozwigzanie.

log 256 = z, taki, ze 16" = 256,
Poniewaz 256 = 16 - 16 = 162 wicc
16" = 162,

skad wynika, ze x = 2.
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Rozwigz.
1. log, 0, 25,
2. 10g% 3v/3,
3. logys \5/@,
4. log% V243,
5. logas V5
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Rozwigzania.

1. log, 0,25 = x, taki, ze 2% = %,
2
stad 27 = (%) :
27 = 272 zatem x = —2, czyli log, 0,25 = —2;
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2. log% 3v3 = x, taki, ze (é)x — 31+1/2
zatem (1>x —

1) 3/2
3 <3> -
Tym samym 10g% 3V3 = _%.
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3. logy3 v/169 = x, taki ze 137 = v/169.
Ale V169 = /132 = 135.

Zatem x = %, tzn log,3 v169 = %
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4. logy V/243 = z, taki, 7e (3) =213,
Ale v/243 = v/35 = 31.

Zatem x = %, tzn. logi v/243 = %
3
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5. loges VD = a, taki, ze 1257 = v/5.
Ale 125% = (5%)" = 5% oraz v/b = 51.
Zatem 3r = i, czyli ©x = 1—12,

66
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6 Wlasnosci logarytmow

Przyktad 17. Wylicz
log, a,

gdzie a € (0,1) U (1, 400).
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Z definicji logarytmu log, a = z, taki, ze a” = a.
Ale a = a', zatem otrzymujemy réwnosé
a’ = a.
Tym samym x = 1, co oznacza, ze

log,a = 1.
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log,a =1,
gdzie a € (0,1) U (1, +00).

Przyktad 18. Wylicz

log, a“,

gdzie a € (0,1) U (1, +00), ¢ € R.
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Z definicji logarytmu log, a® = x, taki, ze a* = a“.

Tym samym x = ¢, co oznacza, ze

log, a“ = c.
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c _
log,a” = ¢,

gdzie a € (0,1) U (1, +00), c € R.

Przyktad 19. Wylicz

log, 1,

gdzie a € (0,1) U (1, +00).
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Z definicji logarytmu log, 1 = x, taki, ze a* = 1.
Zauwazmy, ze 1 = a¥, zatem otrzymujemy réwnosé a* =
0
a’.

Tym samym x = 0, co oznacza, ze

log, 1 =0.
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log, 1 =0,
gdzie a € (0,1) U (1, +00).
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przedstawimy teraz nastepna ciekawg wlasnosé loga-
rytmow. Rozwazmy w tym celu rownanie:

z okreslenia logarytmu otrzymamy, ze

x = log, b,
wstawiajgc tak obliczony x do wyjsciowe] rownosci
mamy:
a® = a/logab'
Zatem
alogab —

log,b=c¢ & a°=},
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alogab — b

gdzie a € (0,1) U (1, +00), b € (0, +00).
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Rozwazmy nastepujace wyrazenie:
log, 16 + log, 8
Policzmywartos¢ tego wyrazenia;
logy 16 = log, 2* = 4,

oraz
logy 8 = log, 2° = 3.

Tym samym

10g216+10g28:4+3: 7
Zauwazmy, ze postugujemy sic w tym przykitadzie loga-
rytmem o podstawie 2 (w zasadzie nie ma znaczenia jaka
bedzie podstawa, chodzi tylko o to aby dobrze si¢ lizcy-
to).
Sprobujmy wykonaé dziatanie jakby w drugg strne tzn.
mamy liczbe 1 przedstawmy ja w postaci logarytmu. Wi-
dzimy, ze 4 = log, 16, 3 = log, 8. Tym samym

7 =log, 2" = log, 128.
Poniewaz 7 = 3 + 4, wiec
log, 128 = log, 8 4 log, 16.
Ale 128 = 16 - 8, wicc

log, 8 - 16 = log, 8 + log, 16.
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Zamienmy teraz liczby na literki wg schematu

2—a, 8—0b 16— c.
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log, b+ log,c=1log,b-c

gdzie a € (0,1) U (1, +00), b, c € (0, +00).
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Przyktad 20. Oblicz:

logs 18.
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Rozwigzanie.

logs 18 = log5(9 - 2) = logs 9 + logs 2 = 2 + logs 2
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Wroémy jescze do rozwazan sprzed 3 slajdow, gdzie
rozwazaliSmy wyrazenie Rozwazmy nastepujace wyraze-
nie:

logy 16 + log, 8.

Teraz rozwazmy podobne wyrazenie
logy 16 — log, 8.

Oczywiscie

log, 16 —log, 8 =4 -3 = 1.
Ale my juz wiemy, ze

1 = log, 2.
Mamy zatem
log, 16 — log, 8 = log, 2.

Ale znowu mozemy zauwazyc¢, ze 16 : 8 = 2, zatem

log, 16 — log, 8 = log, 16 : 8
Zamienmy teraz liczby na literki wg schematu

2—a, 16 —b, 8—c.

)
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b
log, b —log, ¢ =log,b: c=log, -
C

gdzie a € (0,1) U (1,+00), b, c € (0, +00).
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Przyktad 21. Oblicz

2
log, 27 — 2log, 3 + log, 3
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Rozwigzanie. Wykorzystamy ostatnio poznane wta-
snosci

2 27 2 27
log, 27—logy 3+log, 3= log, 3+10g2 3= log, Y

2 9-2
37 log, 3 logs
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Rozwazmy nastepujace wyrazenie:
log, 3*.
Mozemy to wyrazenie zapisa¢ w postaci

logy 3 -3 -3 -3 =1logy 3+ logy 3 + logy 3 +logy 3 =
4 razy 4 sktadniki

:410g23

Zamienmy teraz liczby na literki wg schematu

2—a, 3—0b, 4—r.
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log, 0" =r-log, b

gdzie a € (0,1) U (1,+00), b € (0,+00), r € R.
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Przyktad 22. Oblicz

1
log% 2+ 7 log% 8 — log% 4V/18.
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1
log% 2+ 7 log% 8 — log% 4V/18.

Na pewno to zadanie wydaje Ci si¢ trudne. Nie uwierzysz
mi, ze tak moze nie by¢. Przeciez tam, sg pierwiastki,
utamki logarytmy. Co$ okropnego.

Jesli nie wiesz jak si¢ do czego$ zabrac sprobuj tem misz
masz uporzagdkowac.

Zauwaz, ze widzisz tam sumy logarytméw jak rowniez
jest jeden skladnik, gdzie mnozymy logarytm przez licz-
be. Zajmijmy sie najpierw nim jest to:

11 8
éog%a

czyli
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Czyli nasze wyrazenie przyjmie postac
1
log% 2+2 log% 8—log% 4418 = log% 2—Hog% \/é—logé 44/18.

dalej korzystamy z wzoréw na sume i réznice logarytmow

o jednakowych podstawach, czyli

44/18

[17%)

10g% 2+ log% \/g — 10g% 4\/T = log%

2. <<2>3>5) N

= log1 ( (2 . ((2>3>%
3| 922¢/32.2 3
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Przyktad 23. Rozwiaz rownanie

(1)2234’3,5 B 1
3 RVE)
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Rozwigzanie.

1 22+3,5 1
(3) B (3
Stad
2r + 3,0 = —.
Ostatecznie ;
T = ——
2
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Jak zauwazylismy podstawowg metoda rozwigzywania
takich réownan jest sprowadzenie do tego aby po lewej
1 prawej stronie réwnania mie¢ potegi o takich samych
podstawach. Zobaczmy przykiad, ktéry pozornie nie da
sie sprowadzi¢ do poznanej metody.

Przyktad 24. Rozwigz
52— 13- 15" +54 - 9" = 0.

Rozwigzanie. Mamy tutaj potegi ,piatki” i ,dzie-
wigtki”. Sprobujmy je jakos uproscic.

529&—1—1 — 52:6 . 5

9

dalej
13-15*=13-(3-5)* =13-3"- 5"

Pozostat jeszcze ostatni sktgdnik sumy

1
54-97 1 =54.9".97 = pa%.9". — —=6.9°
1A

ale w poprzednim wierszu mamy potegi tréjki, zatem
6-9"=6-(3) =6-3>.
Tym samym nasze rownanie mozemy zapisa¢ w postaci

5-5% —13.-5%.34+6.3% =
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Przygladajac sie naszemu réwnaniu
5-5% —13-5"-3"+6-3" =0

zauwazamy, ze mamy potegi o dwbdch roznych podsta-
wach: 21 3. W takim przypadku dokonujemy dzielenianp
przez 3%%. choé réwniez dobrze mozemy podzielié¢ przez

527,
Zatem
5.-5% —13.5".3"4+6-3* =0 /:3*
52x 5T .37 32x

5 18 65 =0

Dalej upraszczamy

5 2z 57 .37
5-(5) —13- 6 =0
(3) SRS "

5 2x 5 T
5-(5) —13-(2) +6=0
5 )

Wstawiamy nowa zmienng,

-y

1 otrzymujemy réwnanie kwadratowe

5t — 13t +6 =0
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Rozwigzujemy réwnanie
5t° — 13t +6 =0
A=13>—4.5.6 =49, skad VA = 7. Rozwiazaniami

rownania kwadratowego sg zatem liczby

—(=13) =7 3
tlz = —
2.5 5
oraz 13 -
tQ:_(_ JHT
2.5

Dla pierwsszego rozwigzania mamy z podstawienia

5" 3
(5) =5
Ale % = <5>_1, zatem

3
5\" (5\7!
5 =)
A stad mamy natychmiast z informacji o jednakowych
podstawach poteg, ze réwniez wyktadniki poteg musza
by¢ rowne
r = —1.
W drugim przypadku mamy
5 T
-
3
z definicji logarytmu mamy, ze

T = log% 2.
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Na koniec sprébujmy jeszcze narysowaé wykres funkeji
logarytmicznej f(x) = log, x.

Sprobujmy teraz wykonac tabelke wartosci funkceji

T T
z 1 2

1 2 4
log, = | logy 55 | log, o | log, 2° | log, 2' | log, 22

Co po przeliczeniu daje

x
logy | =2 | —=1|0|1]2

M |
N |+

[ graficznie

y

A
4

N
{

Rysunek 9: Szkic wykresu
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Dalsze zageszczanie mozna zobaczy¢ na filmiku ,za-
geszczanielog.avi”
Tu wstawic¢ filmik zageszczanielog.avi
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Co ostatecznie daje wykres funkeji wyktadnicze;:

y

A
4

)

Rysunek 10: Szkic wykresu
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Rozwazmy teraz przypadek, gdy a € (0,1). Np. niech
a = % Spréobujmy teraz wykonaé tabelke wartosci funkeji

T : 2 1 2

logy o [ logy (3) [ tomy (3) [ tosy (5)" | towy (3) " | towy (3)

—2

Co po przeliczeniu daje

¢ |1]3]1 4
logox [ 22]2]1]2
[ graficznie
y
. E— X
1 2 3 4 5
\

Rysunek 11: Szkic wykresu
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Jesli natozymy te wykresy to otrzymamy

1
1
L]
1
1
L1
1
1
|‘ y:|ogz)£ P
-
2 " - Sad
H P
\\ /”’
\ ,&’
\ -’
\\ ’/’
L
\ /’
\ s’
1\ 4
4
AN
N2
M CAN X
AN 3 A 5 ;
PR
\
II \\
II \\s
] Sso
I So
] S
I Sso
_2 ~ao
1 S~
] S~
] S~
I
,l y=logix
l E
I
I
I
_41

Rysunek 12: Szkic wykresu

wykresy symetryczne wzgledem osi OX.
Widzimy tu, ze jak a € (0,1), to funkcja logarytm jest
malejaca.
Jak a € (1,+00), to funkcja logarytm jest rosnaca .
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7 Sprawdz sie.

1. Wylicz
log, 100 + log, 0, 64

100



101



2. Wylicz
2 . 17 310g173 26
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3. Wylicz
—2log, 3°
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4. Wylicz
log, 48 — log, 3.
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5. Wylicz
logs 135 — logs 5
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6. Wylicz
log- 49°
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7. Wylicz
logs 243
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