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Zadanie konstrukcyjne to zadania, ktore polegajg na poszukiwaniu obiektu
geometrycznego przy uzyciu cyrkla i linijki.

Najprostszym obiektem do znalezienia jest punkt wiec aby go jednoznacznie
okresli¢, nalezy wskazac go jako przeciecie dwoch prostych (lub odcinkow),
dwoch okregow (lub tukow), lub prostej i okregu (odcinka z tukiem).
Wiadomo, ze do wykreslenia tuku i prostej stuzy cyrkiel i linijka. Stad tez
zadania konstrukcyjne nazywamy zadania typu p-o (prosta — okrag)

Niektore zadania konstrukcyjne wydajg sie by¢ bardzo trudne.
Poszukiwanie sposobow na ich rozwigzywanie nazywamy
poszukiwaniem heurystyk.

Wybitny pedagog i dydaktyk matematyki George Poly’a poswiecit heurystykom
swojg ksigzke ,Jak to rozwigzac” w ktorej zawart kanony takich heurystyk.
Ksigzka ta jest rozchwytywana przez uczniow, ich nauczycieli i studentow.
Ostatnie jej wydanie polskie pojawito sie w 2009 r.



George Poly’a dzieli kazde zadanie na cztery czesci:
1. zrozumienie zadania,

2. uktadanie planu rozwigzania,

3.wykonywanie planu,

4. rzut oka wstecz.



Zrozumienie zadania

polega na odpowiedzeniu sobie na kilka pytan:

a/ co jest niewiadome,

b/ co jest dane,

c/ jaki jest warunek — czy mozna go spetnic, czy wystarcza
on do okreslenia niewiadomej, czy jest on moze
niewystarczajacy, zbyt obszerny, a moze sprzeczny,

d/ zréb rysunek i wprowadz w nim oznaczenia,

e/ wydziel poszczegolne czesci warunku; czy mozesz je
zapisac?



Uktadanie planu zadania:

al czy spotkates sie juz kiedys z tym zadaniem?
b/ moze ono wystgpito w innej postaci?

c/ czy znasz zadanie pokrewne?

d/ spojrz na niewiadoma,

e/ czy mozesz skorzystacC z rozwigzania zadania
pokrewnego?

fl czy skorzystates z wszystkich danych?



Wykonanie planu:

W trakcie jego wykonywania sprawdzamy kazdy jego krok,
jego poprawnosc i w miare mozliwosci staramy sie go
udowodnic



Rzut oka wstecz:

al czy mozesz sprawdzi¢ wynik?

b/ czy mozesz sprawdzi¢ uzasadnienie rozwigzania?

c/ czy wynik mogtes uzyskac¢ innym sposobem?

d/ czy mozesz wykorzysta¢ metode rozwigzania lub wynik
do innego zadania?



Zadanie 1

Dana jest prosta ki punkt F nie lezacy na niej.

Skonstruuj co najmniej cztery punkty, ktorych odlegtosc¢ od
punktu F i prostej k jest taka sama.



Rozwiazanie:

Zauwaz, ze pojeciem ktore musisz zna¢ w tym zadaniu jest odlegtosc¢
punktu od punktu i punktu od proste;j.

Na pewno wiesz co to jest odlegtos¢ punktu od punktu.

Te mierzysz zawsze po najkrotszej drodze tgczgcej punkty, czyli po

odcinku, ktérego koncami sg te punkty.



Gorzej moze byc¢ z odlegtoscig punktu P od prostej. Tutaj musisz znalez¢ na

prostej taki punkt P’, by odcinek tgczgcy oba punkty byt najkrotszy. Co to za
punkt? Jak go skonstruowac?

Popatrz na ponizszy aplet. Poruszaj punktem A po prostej
| obserwuj, jak sie ma odlegtosc punktu P od A wzgledem dtugosci odcinka
PP*?

4.5856457811 ¢
' .2710342077 cm



Uzupetnij zapis: dtugos¢ PA jest zawsze od dtugosci PP’. (01)

Jak skonstruowany jest punkt P*?

Aby odpowiedzie€ na to pytanie poruszaj na aplecie punktem P. Czy juz wiesz,
jak powstaje punkt P’ z punktu P ?




Opisz konstrukcje, w wyniku ktérej powstat punkt P’. (02)

Punkt P’ nazywamy rzutem prostokatnym punktu P na prost3.
Zatem:

Odlegtoscig punktu od prostej jest jego odlegtos¢ od .....................

................. — uzupetnij ten zapis (03)

Czy powyzsze fakty pozwolg Ci rozwigzac zadanie?
Wro¢émy do zadania.



Wykonaj na kartce rysunek pomocniczy.

Postaraj sie na nim odnalezC przynajmniej jeden punkt spetniajgcy warunki
zadania.

Ktory to punkt? Opisz doktadnie jego potozenie (04).

Dwa kolejne punkty znajdziesz wiedzgc, ze muszg one byc¢ rowno odlegte
od prostej ki od prostej FF’.

Opisz doktadnie potozenie tych dwoch punktéw (05).



Masz juz trzy punkty spetniajgce warunki zadania - ponizszy aplet.
Poruszaj punktem F lub prostg k i obserwuj potozenie punktow (1), (2), (3).




Kolej na znalezienie czwartego punktu.

Wiesz juz, ze ma by¢ oddalony od prostej k tak samo, jak od punktu F.
Mowigc o jego odlegtosci od prostej k wiemy, ze odlegtosc ta mierzona jest
wzdtuz prostej prostopadtej do k.

Wystawmy wiec dowolng prostg m prostopadtg do k.

Juz wiesz, ze poszukiwany punkt P musi lezeC na prostej m.

Dokonajmy analizy rozwigzania,
zaktadajgc, ze znamy juz potozenie
punktu P na prostej m. Niech P’
bedzie rzutem prostokatnym punktu
P na prosta k.

Odlegtos¢ punktu P od prostej k to
wielkos¢ PP’.




Ale ta odlegtos¢ zgodnie z trescig zadania musi by¢ rowna odlegtosci PF.
Mamy wiec warunek: dla kazdego P: PF = PP’

Czy wiesz, jak nazywa sie zbior punktow P, ktore sg tak samo odlegte do
dwodch ustalonych punktow Fi P ? (06)
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Zbior tych punktow tworzy oczywiscie symetralng tych punktow.

Punkt F jest ustalonym punktem, zas punkt P’ mozemy potozy¢ dowolnie na
prostej k, wiec potozenie symetralnej bedzie zalezato tylko od potozenia punktu
P’ na prostej k.

Mysle, ze ten tok rozumowania pozwoli Ci skonstruowac¢ czwarty punkt
spetniajgcy warunki zadania.

Dokonaj opisu tej konstrukc;ji i przeslij go na platforme. (07)



Twoja konstrukcja jest statyczna, to znaczy wykonana dla
ustalonego punku P’, wybranego na prostej k.

Jesli te konstrukcje powtorzysz w programie Cabri |l Plus, to
masz mozliwosc¢ zmiany potozenia punkt P’.

Wowczas zmieni sie tez potozenie punktu P, gdyz zalezy ono
wytgcznie od wyboru punktu P’.

Aplet na kolejnym slajdzie przypomni Ci ponownie wszystkie
kroki konstrukcji punktu P. - wigczaj kolejne przyciski.



Wiaczaj kolejne przyciski.




Wiaczmy slad punktu P. Poruszajmy punktem P’. Co wykresla
wowczas punkt P ?




Teraz wykorzystamy narzedzie Cabri ,miejsce geometryczne”, ktore
pozostawia slad na state, mimo zmiany potozenia punktow statych

konstrukciji.




Co sie dzieje z krzywg, gdy zmieniamy potozenie punktu F wzgledem
prostej k7?7 (08)




Uzyskana krzywa to parabola. Punkt F nazywamy ogniskiem tej paraboli, zas
prostg k jej kierownica.




Krzywa, ktorg wykresla punkt P to znana Ci z algebry parabola, wykres funkc;ji
kwadratowej. Powstaje z przeciecia stozka ptaszczyzng rownolegtg do
tworzgcej stozka — poruszaj catg sceng (z wcisnietym prawym klawiszem

myszy) oraz punktami M i Wi sprawdz ten fakt.




Zadanie 2

Dany jest odcinek AB oraz dwa punkty F, i F, nie lezgce
na tym odcinku, przy czym dtugos¢ odcinka jest mniejsza
niz odlegtos¢ pomiedzy punktami F, i F, .

Skonstruuj co najmniej jeden punkt P taki, by suma
odlegtosci tego punktu od F, oraz F, byta rowna dtugosci
odcinka AB, czyli aby:

PF, + PF, = AB



ROZWIAZANIE

Sporzadz rysunek i zauwaz, ze kazdy punkt M odcinka AB spetnia warunek:

AM +MB = AB.

Ale punkt M nie spetnia warunku F,M + F,M = AB

Widac, ze odlegtosci MA i MB nalezy odpowiednio odmierzyC z punktow F, i F,
Jak i czym to zrobi¢ na kartce papieru? (09)




Wykres| dwa okregi — jeden o srodku F, i promieniu AM, drugi o Srodku F, i
promieniu MB. Czy te okregi przeciety sie?
Czy zawsze przetng sie ze sobg? Od czego to zalezy? (10)
Zmien odlegtosc punktow A i B.




Czy rozwigzates juz zadanie? lle punktow je spetnia?




Wigczmy slad punktow P, i P,. Poruszaj punktem M po odcinku AB. lle
teraz widzisz punktow spetniajgcych rozwigzanie?
Co one tworzg? (11)




Punkty P kreslg oczywiscie krzywg zwang elipsa. Punkty F, i F, nazywamy
ogniskami elipsy. Czy elipsa ta moze by¢ okregiem? Jakie warunki
poczatkowe musisz wowczas zmieni¢ w konstrukciji tej elipsy? (12)




Krzywa te mozesz skonstruowac¢ w warunkach domowych. Wystarczy wbi¢ w
kawatek deski dwa gwozdzie, zawigzac konce sznurka do tych gwozdzi i

naciggajac sznurek kresli¢ otowkiem krzywa.
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Elipsa ma bardzo wiele interesujgcych wtasnosci. Jedng z nich jest fakt, ze
kazdy promien swiatta wychodzacy od jednego z ognisk elipsy po odbiciu
zawsze dochodzi doktadnie do drugiego ogniska. Sprawdz to na ponizszym
aplecie chwytajgc myszg za potprostg (pojawi sie napis this ray) wychodzgca
Z punktu F,




Kula bilardowa odbita w dowolnym kierunku stotu eliptycznego z
jednego z ognisk zawsze po odbiciu wpadnie do otworu
znajdujgcego sie w drugim ognisku.




Ta wtasnos¢ byta rowniez wykorzystana do celow politycznych (elipsoidalne
sklepienie swigtyni w Egipcie a zaCcmienie Stonca opisane w ,Faraonie”
Bolestawa Prusa).

Poruszaj punktem P po gornej czesci elipsy i dostrzez opisang wtasnosc¢




Mozesz tu dostrzec jeszcze inng wlasnosc. Dwusieczng kata F,PF, jest
prostopadta do stycznej do elipsy. Poruszaj punktem P




Wiaczmy dodatkowo slad tej prostopadtej. Czym jest ta prostopadta do
dwusiecznej kata F,PF,? (13). Poruszaj punktem P




Zadanie 3
Dany jest trojkgt ABC, w ktorym zaden z katow nie przekracza
miary 120°. Wewnatrz trojkgta skonstruuj taki punkt P,

aby suma jego odlegtosci od wierzchotkow tego trojkata byta
najmniejsza.



To zadanie postawit a pdzniej rowniez rozwigzat francuski matematyk
Pierre Fermat (1601-1665)
Pierwszy krok w poszukiwaniu rozwigzania moze by¢ bardzo infantylny. Chwy¢
myszg punkt P i poruszajgc go wewnatrz trojkgta odczytuj sume jego odlegtosci
od wierzchotkow tréjkgta, obliczona przez kalkulator Cabri.




Ta metoda nie nalezy do matematycznych, ale daje Ci wyobrazenie
przyblizonego potozenia, punktu P, by AP+BP+CP byto minimalne.



Obrocmy trojkat BCP wokot punktu B o kat o mierze -60° (zgodnie ze
wskazowkami zegara). Otrzymany trojkat oznaczmy BC'P’.
Na podstawie obserwacji uzupetnij zapis:




Trojkat BC’P’ jest przystajgcy do trojkata BPC, gdyz powstat w
wyniku jego obrotu. Jakim trojkgtem jest trojkgt BP’P? (15)
Czym teraz mozna zastgpi¢ sume odcinkow AP + BP +CP? (16)




Pewnie zauwazytes, ze PA+PB+PC = AP + PP’ +P°C’
Kiedy tamana APP”C” bedzie najkrotsza”? Gdzie musisz umiescic
punkt P, by ta tamana byta najkrotsza? (17)

Postuz sie ponizszym apletem. Poruszaj punktem P.




Juz wiesz, ze punkt P bedzie spetniat warunki zadania gdy bedzie
lezat na odcinku AC’. Ale jeszcze nie wiesz, gdzie doktadnie musi
sie na nim znalezcC.




Wyobraz sobie wiec, ze zamiast obracac trojkgt BCP wokot
punktu B obrocitbys trojkgt ABP wokot punkt A o 60° zgodnie ze
wskazowkami zegara — patrz ponizszy aplet.




Gdzie znalaztby sie woéwczas obraz punktu P po obrocie? (18)
Czy P lezatby na odcinku CPP’? (19)




Evangelista Torricelli (1608 — 1647) - wtoski fizyk i matematyk zauwazyt, ze
jesli na bokach trojkagta ostrokgtnego ABC dobudujemy trojkaty rownoboczne
ABC’, BCA’i CAB’, to odcinki AA’, BB’ i CC’ sg tej samej dtugosci i przecinajg
sie w jednym punkcie. Punkt ten nazwano punktem Torricelliego.




Torricelli zyt w czasach dziatalnosci matematycznej Fermata. Przypuszczalnie
nie wiedziat, ze Pierre Fermat postawit swoj problem i odkryt ten sam punkt ale
o innych wtasnosciach.

Przypatrz sie uwaznie na punkt Torricelliego | popatrz pod jakim kgtem
przecinajg sie ze sobg odcinki AA’, BB”i CC™? (20)

Geometria trojkgta jest niezwykle interesujgca.
Po dzis dzien odkrywa sie w niej coraz to nowsze twierdzenia.
Punkty ktore majg w trojkgcie specjalne wtasnosci nazywamy

punktami charakterystycznymi trojkata.

Oprocz punktu Torricelliego mamy jeszcze ponad 5000 punktow
charakterystycznych trojkata. Wszystkie zebrane przez

profesora Clarka Kimberlinga mozna zobaczy¢ na stronie
http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html



http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html

Zadanie 4
Skonstruuj styczng do dwoch okregow o roznych promieniach.



Zacznijmy od przypomnienia, znanej Ci konstrukcji stycznej
do okregu. Wtaczaj kolejne kroki tej konstrukcji:




Teraz mamy dwa okregi o(A,a) oraz o(B,b), kazdy o innym
promieniu (a>b). Wykonajmy analize rozwigzania.




Zatozmy ze juz skonstruowalismy wspolng styczng do obu
okregow. Co z tego wynika?
Oddalaj i przyblizaj punktem P prostg m.




W pewnym momencie widzisz juz te styczng. A co widzisz, gdy
prosta m przechodzi przez srodek B mniejszego okregu? (21)




Czy nie przypomina Ci to konstrukcji stycznej z punktu do
jakiegos okregu? Jaki bytby jego promien? (22)




Jesli nie widzisz tego okregu, popatrz na ponizszy rysunek.
Czy juz wiesz, jaka jest dlugosc¢ promienia okregu wykreslonego linig
przerywang? (23 )




Mysle, ze teraz poradzisz sobie z wykresleniem stycznej do
dwoch okregow. Jesli jednak masz dalej z tym problemy, obejrzyj
w nastepnym slajdzie aplet, ktory przeprowadzi Cie przez catg
konstrukcje.

Na podstawie obserwacji kolejnych krokow konstrukcji wykonaj
doktadny jej opis wyjasniajgc cele kazdego z nich. (24).






lle stycznych mogg miec¢ dwa okregi o roznych promieniach?
A ile o tych samych? (25)
Czy wydaje Ci sie ze zadanie juz rozwigzates do konca?
Rozwaz ponizsze przypadki:

Ok
oo



Mysle, ze jestes swiadomy, iz dwa okregi nie muszg miecC
stycznej, mogg mie¢ dwie gdy ich promienie sg takie same i
mogg mieC nawet cztery — dwie zewnetrzne i dwie wewnetrzne.

Skonstruuj samodzielnie styczne wewnetrzne do dwoch okregow

0 roznych promieniach, opierajgc sie doktadnie na takim samym

rozumowaniu, jakie poznates rozwigzujgc zadanie dla stycznych
zewnetrznych.

Napisz doktadny opis tej konstrukcji i przeslij go swojemu
nauczycielowi. (26)



Problem stycznosci do dwoch okregow jest dobrze znany
rolnikom, ktérzy napedzajg swoje maszyny rolnicze za pomoca
silnika elektrycznego poprzez tzw. pasy transmisyjne.
Dtugosc¢ tego pasa mozna wyznaczyc¢ znajgc promienie obu kot
napedowych oraz ich odlegtosci.




Zastanawiajgcy jest fakt, ze rolnicy dos¢ dziwnie zaktadajg
te pasy na kota skrecajgc ich konce przy tgczeniu ze soba.

Czy wiesz, dlaczego tak robig?
Odpowiedz otrzymasz juz wkrotce.



Matematyk niemiecki August Ferdynand Mobius w 1858 r. odkryt
powierzchnie zwang wstegg Mdébiusa. Mozesz jg wykonac ze wstgzki
papierowej sklejajgc tak, by jeden jej koniec przed sklejeniem byt obrocony
wzgledem drugiego konca wstgzki tak, jak to przedstawia ponizszy rysunek.

Wstega taka jest tzw. powierzchnig jednostronna.




Pajgk spacerujgcy po takiej wstedze pokona dwukrotnie dtuzszag
droge niz dtugosc wstegi, z ktorej wykonalismy wstege Mdbiusa.
Dlaczego — sprobuj to wyjasnic. (27)



Czy juz wiesz, dlaczego rolnicy uzywajg pas transmisyjny
w ksztatcie wstegi MAbiusa? Wyjasnij to (28).



Zadanie 5

Na bokach trojkgta ABC obrano punkty P, Q i R. Dla jakiego ich
potozenia obwadd trojkgta PQR jest najmniejszy?
Problem ten znany jest jako problem J. F. Fagnano z 1775 roku.



Sporzadzmy konstrukcje w programie Cabri by tam
odnalezC¢ heurystyke rozwigzania tego zadania.

11.84P4923553 cm




Program Cabri mierzy opcjonalnie obwdd trojkata wiec
sprobuj najpierw wybadac, czy mozna ustawic tak
potozenie punktow P, Qi R by obwaod ten byt minimalny.

11.84P4923553 cm




Drugi pomyst, to zastosowanie sie do polecen Georga Poly’a i
poszukanie zadania, ktore byto podobne do tego zadania. Mysle, ze
zadanie z punktem Fermata jest bardzo do niego podobne, gdyz tam

tez poszukiwane byty warunki minimalne.

Poza tym pomyst na rozwigzanie tamtego zadania polegat na
znalezieniu tamanej, ktéra ma mie€ najkrotszg dtugosc. Moze i tym

razem takie podejscie pomoze rozwigzac zadanie.



Ale jak z trzech bokow trojkata PQR stworzy¢C tamang?
Moze sprobujmy odbi¢ dwa jego boki w symetriach
wzgledem odpowiednich bokow trojkagta ABC?
Wowczas Q°P = QP oraz Q"R = QR.




Jak widac, teraz obwod trojkata PQR mozna zastgpic
dtugoscig tamanej Q’PRQ” . Bedzie ona najkrotsza, gdy
punkty Q’, P, Ri Q” bedg wspadtliniowe. Zmieniaj potozenie
punktow P, Qi R i obserwuj obwdd trojkata PQR czyli
tamane] Q’PRQ”.

C

4.0514028573 cm




Poniewaz tamana ma sie ,wyprostowac” do odcinka Q’Q”
to poprowadzmy pomocniczo odcinek Q’'Q”.

Q' C

Q'H

A Q g
10.7892859649 cm



Ustal na chwile potozenie punktow Pi R i przesuwaj punkt Q po
odcinku AB. Czy zmienia sie obwod trojkgta PQR (29)? Czy jest
takie potozenie punktu Q, w ktorym obwaod trojkata jest
minimalny? (30)

Q C

A Q g
10.7892859649 cm



A teraz przypatrzmy sie uwaznie trojkgtowi Q’Q”’C. Poruszaj punktem
Q po odcinku AB. Co interesujgcego zauwazytes? (31)

117.6029466019 °

58.8014733009 °




A teraz jeszcze przyjrzyj sie temu trojkgtowi w trakcie zmiany potozenia
punktow Pi R. Co teraz zauwazytes? (32)

117.6029466019 °

58.8014733009 °




Czy wiesz dlaczego miara ZQ’CQ” jest dwukrotnoscig miary kata LACB?
To bardzo proste: katy ACQ’ i ACQ sg przystajgce, gdyz Q’C jest obrazem QC
w symetrii osiowej o osi AC.

141.1792427395 °

70.5896213698 °




Analogicznie katy BCQ” i BCQ sg przystajgce. Stad tez:

| £0'Q0"|=2-| LZACQ | +2-| LBCQ |=2-| LACB |

141.1792427395 °

70.5896213698 °




Te wszystkie fakty przemawiajg za tym, ze wszystkie trojkaty Q’Q”’C dla
zmieniajgcego sie punktu Q sg podobne i obracajg sie wokot punktu C.

141.1792427395 °

70.5896213698 °




Poniewaz podstawy tych wszystkich trojkatow sa
poszukiwanym obwodem trojkata PQR, wiec obwod
trojkata bedzie wtedy najkrotszy, gdy trojkat Q’Q”’C bedzie
miat najkrotszg podstawe Q’'Q”.

117.6029466019 °

58.8014733009 °




Z kolei ten z wszystkich trojkatow Q’Q”’C bedzie miat
najkrotszg podstawe, ktérego bok np. Q’C bedzie
najkrotszy (bo trojkaty byty podobne).

117.6029466019 °

58.8014733009 °




Ale Q°C = QC. QC jest najkrotsze, gdyz jest wysokoscig
trojkata (dlaczego?) (33),
a zatem punkt Q powinien zajgc pozycje spodku tej
WYSOKOSCI.

117.6029466019 °

58.8014733009 °




Ze wzgledu na symetrie punkty P i1 R tez muszg zajgcC
pozycje spodkow pozostatych wysokosci. Zatem jedynym
rozwigzaniem jest takie potozenie trojkata PQR, ktorego
wierzchotki sa spodkami jego wysokosci.
Trojkat ten nazywamy trojkgtem spodkowym.

10.7075359458 cm




Przy okazji mozesz odkryC jeszcze jedng ciekawg
wtasnoscC. Popatrz czym sg wysokosci trojkata ABC
w jego trojkgcie spodkowym PQR. (34)

10.7075359458 cm

Q'”




Zadanie 6

Skonstruowac trojkat prostokagtny majgc dany odcinek jego
przeciwprostokatnej i odcinek, ktory jest sumg przyprostokagtnych

tego trojkata.



Sporzadz rysunek.

Czy dtugosci odcinkdw mogg by¢ dowolne? (35)

Co musisz skonstruowac i na ktérym odcinku, by uzyskac konstrukcje
trojkgta prostokatnego? (36)

AB+BC



Zatozmy ze zadanie jest juz rozwigzane. Odcinek AC’ jest sumg
przyprostokatnych a+b tego trojkata. Nie znasz punktu B.
Jakg miare ma kgt ¢ = CC’B? (37)

Moze to jest klucz do rozwigzania zadania?




Jesli nie wiesz, jaka jest miara kata ¢ = CC’B to zastanow sie, co wiesz
o odcinkach BC’i BC? (38)
Czy masz juz pomyst na rozwigzanie zadania?




Zauwaz, ze punkt C jest przecieciem potprostej C°C i okregu o srodku

A i promieniu AC.




Mysle, ze teraz juz wiesz, jak rozwigzac to zadanie.
Przeslij jego petne rozwigzanie. (39)



Zadanie 7

Dane sg dwie proste przecinajgce sie a i b oraz punkt P nie
lezacy wewnatrz tego kata.

Skonstruuj trojkgt rownoboczny, ktorego wierzchotkiem jest
punkt P a pozostate wierzchotki lezg kazdy na innej proste.



Sporzadz rysunek do tego zadania. Czy masz
jakis pomyst na jego rozwigzanie? (40)




Rozwigzujac to zadanie skorzystamy znowu ze wskazowki
Georga Poly, ktora mowi, ze jesli wystepujg jakies warunki
w zadaniu to obniz je, zrezygnuj z jednego z nich | rozwigzuj
zadanie tak, jakby nie byto tego warunku.

W naszym przypadku poszukujemy trojkgta rownobocznego,
ktorego dwa wierzchotki lezg na ramionach kata (prostych).
Moze na chwile zrezygnujmy z przynaleznosci jednego
Z nich do ramiona kata.

Potozmy tylko jeden, np. R na jednej z prostych.



Skonstruuj na bazie tych dwoch punktow trojkat rownoboczny.
Niestety punkt Q jeszcze nie spetnia warunku zadania, to znaczy
nie lezy na drugiej prostej. Co powinienes uczynic, by warunek dla
punktu Q byt spetniony?




Chwy¢ punkt R i poruszaj go po prostej b. Czy znalaztes
rozwigzanie zadania? Czy cos jeszcze zauwazytes? (41)




Jezeli nic dodatkowego nie zauwazytes, to teraz mozesz to samo
powtorzyc, ale z pozostawieniem przez punkt Q sladu?
Co teraz zauwazytes? (42)




Jak widzisz, slad punktu Q to pewna prosta.
Co mozna o niej powiedziec¢? Jaki kat tworzy z prostg po ktorej
porusza sie punkt Q7 (43)




Punkt R zajmuje rozne potozenia na prostej b. Czy prostg ktorg
wykresla Q mozna wykresliC na kartce papieru bez uzycia jego
sladu? (44)




Jest to oczywiscie mozliwe. Wystarczy wykresli¢ dwa
trojkaty dla dwoch réznych potozen punktu R (45)




Tak wiec juz wiesz, jak rozwigzac¢ zadanie. Dokonaj petnego opisu
jego konstrukcji i przeslij na platforme e-learningowg (44).

Po skonczeniu kazdego zadania powinnismy dokonac dyskusji
ilosci jego rozwigzan.

Wydaje sie, ze dla tak obranego punktu P istnieje tylko jedno
rozwigzanie.

A jak przedstawia sie sytuacja, gdy proste
a i b sg rownolegte? (45)



Zadanie 8

Dane sg dwa okregi o(A,a) i o(B,b) oraz punkt P nie lezacy na
zadnym z nich. Skonstruuj trojkgt rownoboczny, ktorego jednym
z wierzchotkow jest punkt P a dwa pozostate lezg kazde na innym
okregu.



Czy zadanie to wydaje Ci sie trudne?
Czy moze spotkates sie juz z zadaniem podobnym? (46)
Jesli wiesz, jak go rozwigzac, przeslij od razu rozwigzanie na
platforme. (47)

Jesli nie potrafisz go rozwigzac, przeanalizuj jeszcze raz
doktadnie rozwigzanie zadania poprzedniego i przenies
heurystyke jego rozwigzania na to zadanie.

Dokonaj doktadnego przegladu ilosci rozwigzan
tego zadania. (48)



Zadanie 9
Dane sg trzy proste a, b i ¢, Skonstruuj trojkgt rownoboczny,
ktorego wierzchotki lezg kazdy na innej prostej.



Mysle, ze zadanie nie powinno Ci sprawic ktopotow. Pot6z jeden z
punktow na wybranej przez Ciebie prostej.

Pozostata czesc konstrukcji powinna przebiega¢ w podobny
Sposob.

Opisz doktadnie konstrukcje tego zadania. (49)



Co sagdzisz o ponizszych zadaniach: (50)

a/ Dane sg trzy okregi o(A,a), o(B,b) i o(C,c). Skonstruuj trojkat
rownoboczny, ktorego wierzchotki lezg kazdy na innym okregu.

b/ Dane sg dwie proste i okrgg. Skonstruuj trojkat rownoboczny,
ktorego wierzchotki lezg kazdy na innej figurze.

c/ Dane sg dwa okregi i prosta. Skonstruuj trojkat rownoboczny,
ktorego wierzchotki lezg kazdy na innej figurze.

Opisz doktadnie rozwigzania tych zadan a przede wszystkim
przeprowadz dyskusje ilosci ich rozwigzan. (51)



Proponuje teraz zadanie konstrukcyjne ze stereometrii.

Bedzie ono rozwigzane do konca. Chodzi o to, byC zapoznat sie z
takim sposobem rozwigzywania zadan, w ktorych role linijki
odgrywa prosta w przestrzeni a cyrklem jest sfera o zadanym
srodku i promieniu.

Zadanie 10

Wiadomo, jak w koto o promieniu r wpisaC kwadrat.
Ale jak wpisacC w kule szescian?



Zadanie to nie jest wcale proste. Konstruujemy je oczywiscie za
pomoca linijki (prostej w przestrzeni) i cyrkla (sfery o zadanym
srodku i promieniu).

W zadaniu dany jest:

/ srodek S kuli,
/ punkt A na sferze tej kuli, ktory jest jednym z wierzchotkow
poszukiwanego szescianu.



Zadanie nie da sie rozwigzac, jesli nie poznamy kilka waznych informaciji o
szescianie.

Rozwigzujgc zadanie z kwadratem wpisanym w okrag rozpoczynato sie
konstrukcje od wykreslenia jednej z przekatnych kwadratu. Potem dzielito sie
ja na potowe, kreslgc symetralng jej koncow i w przecieciu tej symetralnej z
okregiem utworzyty sie pozostate dwa wierzchotki kwadratu.

Teraz dzielenie przekatnej szescianu na po6t nic nie daje.

Przypatrzmy sie szescianowi utozonemu tak, by jego przekatna byta pionowa.
Nazwijmy go szescianem diagonalnym.



lle okregow wykresli szes¢ wierzchotkdw szescianu, jesli bedziemy go
obracac wokot gtéwnej jego przekatnej?
Ponizszy aplet utatwi Ci odpowiedz na to pytanie.

Obrot
a




Zauwaz, ze dwa okregi, ktore
wyznacza szesc wierzchotkow
obracajgcego sie szescianu
dzielg jego przekatng na trzy
przystajgce odcinki.

Skad wiadomo, ze sg one
rowne?

t atwo wykazac, ze wysokosc
kazdego z dwoch
czworoscianow, na ktore
szescian rozcinajg obracajgce
sie kota wynosi 1/3 przekagtnej
szescianu.

Dowod w nastepnym aplecie.



Przyjmijmy krawedz szescianu za a.

Popatrzmy na ten sam czworoscian na dwa sposoby.
Raz, gdy jego podstawg jest trojkat prostokagtny o krawedzi
a, a drugi raz gdy jego podstawg jest trojkagt rownoboczny o

dtugosci boku g~/2




Stad:

W pierwszym przypadKku:

[
VCZWOI" — g ) a
w drugim wynosi:
2
chwor — l ) (a\/i) . \/g y h — ah\/g
3 4 6

h:—:
J3 3

Czyli h = 1/3 przekatnej szescianu




Teraz juz mozna wykonac konstrukcje.
Wystarczy podzieli¢ przekatng na trzy rowne czesci,
np. na podstawie twierdzenia Talesa.

eI

' '. j-‘,
\:;‘ e
A
N



Nastepnie konstruujemy dwie ptaszczyzny prostopadte do
przekatnej przechodzace przez punkty M, i M, jej podziatu,




W kazdej z nich kreslimy okrgg bedacy przekrojem sfery z
dang ptaszczyzng i wpisujemy w nich trojkat rownoboczny




Otrzymalismy komplet wierzchotkdw poszukiwanego szescianu. Nalezy
je odpowiednio potgczyC i szescian jest juz wpisany w kule.

Catg te konstrukcje wykonuje sie za pomocg programu CABRI 3D, w
ktorym mamy wspomniane narzedzia typu p-o.




PYTANIA | ODPOWIEDZI DO ,KONSTRUKCJI”
1. Uzupetnij zapis: dtugos¢ PA jest zawsze .............. od diugosci PP’. (01)
2. Opisz konstrukcje, w wyniku ktorej powstat punkt P’. (02)

3. Odlegtoscig punktu od prostej jest jego odlegtos¢ od .................. — uzupetnij ten
zapis (03)

4. Ktory to punkt? Opisz doktadnie jego potozenie (04).
5. Opisz dokfadnie potozenie tych dwdch punktow (05).

6. Czy wiesz, jak nazywa sie zbior punktéw P, ktore sg tak samo odlegte do dwoch
ustalonych punktéw F i P’ ? (06)

7. Dokonaj opisu tej konstrukcji i przeslij go na platforme. (07)

8. Co sie dzieje z krzywa, gdy zmieniamy potozenie punktu F wzgledem prostej k?
(08)

9. Jak i czym to zrobi¢ na kartce papieru? (09)

10. Czy te okregi przeciety sie? Czy zawsze przetng sie ze sobg? Od czego to
zalezy? (10)

11. lle teraz widzisz punktéw spetniajgcych rozwigzanie? Co one tworza? (11)

12. Czy elipsa ta moze by¢ okregiem? Jakie warunki poczatkowe musisz wowczas
zmieni¢ w konstrukcji tej elipsy? (12)

13. Wiaczmy dodatkowo $lad tej prostopadtej. Czym jest ta prostopadta do
dwusiecznej kata F1PF2? (13).

14. Na podstawie obserwacji uzupetnij zapis:
PC =
BP =.........

BC =........ (14)

15. Jakim trojkatem jest trojkat BP'P ? (15)
16. Czym teraz mozna zastapi¢ sume odcinkow AP + BP +CP ? (16)

17. Kiedy tamana APP”C” bedzie najkrotsza? Gdzie musisz umiesci¢ punkt P, by ta
tamana byfa najkrétsza? (17)

18. Gdzie znalaziby sie wéwczas obraz punktu P po obrocie? (18)

19. Czy P lezatby na odcinku CPP"? (19)



20. Przypatrz sie uwaznie na punkt Torricelliego i popatrz pod jakim katem przecinaja
sie ze sobg odcinki AA’, BB” i CC’? (20)

21, A co widzisz, gdy prosta m przechodzi przez srodek B mniejszego okregu? (21)

22. Czy nie przypomina Ci to konstrukcji stycznej z punktu do jakiego$ okregu? Jaki
bytby jego promien? (22)

23. Czy juz wiesz, jaka jest dtugo$¢ promienia okregu wykreslonego linig
przerywang? Przeslij swojg odpowiedz na platforme e-learningowa. (23)

24. Na podstawie obserwacji kolejnych krokow konstrukcji wykonaj doktadny jej opis
wyjasniajac cele kazdego z nich. (24).

25. lle stycznych majg dwa okregi o réznych promieniach? (25)
26. Napisz doktadny opis tej konstrukcji i przes$lij go swojemu nauczycielowi. (26)

27. Pajak spacerujacy po takiej wstedze pokona dwukrotnie diuzszg droge niz
dtugos¢ wstegi Mébiusa. Dlaczego — sprébuj to wyjasnic. (27)

28. Czy juz wiesz, dlaczego rolnicy uzywajg pas transmisyjny
w ksztaitcie wstegi Mébiusa? Wyjasnij to (28).

29.Ustal na chwile potozenie punktow P i R i przesuwaj punkt Q po odcinku AB. Czy
zmienia sie obwadd tréjkata PQR (29)?

30. Czy jest takie potozenie punktu Q, w ktérym obwadd tréjkata jest minimalny? (30)
31. Poruszaj punktem Q po odcinku AB. Co interesujgcego zauwazytes? (31)

32. A teraz jeszcze przyjrzyj sie temu trojkgtowi w trakcie zmiany potozenia punktow
PiR. Coteraz zauwazytes? (32)

33. Ale Q'C = QC. QC jest najkrétsze, gdyz jest wysokoscig tréjkata (dlaczego?)
(33),

34. Popatrz czym sag wysokosci trojkgta ABC w jego trojkgcie spodkowym PQR. (34)
35. Czy dhugosci odcinkéw moga by¢ dowolne? (35)

36. Co musisz skonstruowacé i na ktérym odcinku, by uzyskaé konstrukcje trojkata
prostokatnego? (36)

37. Jakg miare ma kat ¢ = CC'B? (37)

38. Jesli nie wiesz, jaka jest miara kata ¢ = CC'B to zastanow sie, co wiesz o
odcinkach BC' i BC? (38)



39. Mysle, ze teraz juz wiesz, jak rozwigzac to zadanie. Prze$lij jego petne
rozwigzanie. (39)

40. Czy masz jakis pomyst na jego rozwigzanie? (40)

41. Czy znalazte$ rozwigzanie zadania? Czy co$ jeszcze zauwazyte$? (41)

42. Jezeli nic dodatkowego nie zauwazyltes, to teraz mozesz to samo powtorzyé, ale
z pozostawieniem przez punkt Q sladu?

Co teraz zauwazytes$? (42)

43. Co mozna o niej powiedzie¢? Jaki kgt tworzy z prostg po ktérej porusza sie punkt

Q7 (43)

44.Dokonaj petnego opisu jego konstrukcji i przeslij na platforme e-learningowg (44).
45. A jak przedstawia sie sytuacja, gdy proste a i b sg rownolegte? (45)

46. Czy moze spotkates sie juz z zadaniem podobnym? (46)

47. Jesli wiesz, jak go rozwigzac, przeslij od razu rozwigzanie na platforme. (47)

48. Dokonaj doktadnego przegladu ilosci rozwigzan tego zadania. (48)

49. Opisz doktadnie konstrukcje tego zadania. (49).

50. Co sadzisz o ponizszych zadaniach: (50)

51. Opisz dokfadnie rozwigzania tych zadan a przede wszystkim przeprowadz
dyskusje ilosci ich rozwigzan. (51)

52.



