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1 Wstep

Geometria jest nauka podstawowaq. Jej historia siega cza-
sOw starozytnych. Przekonujemy si¢ o tym czytajac na-
zwy twierdzen Pitagotrasa, Talesa. Wszyscy Ci starozytni
filozofowie badali i poznawali pickno geometrii. W jed-
ng catos¢ starozytng wiedze z geometrii zebrat Euklides
w swoim dziele ”Stoicheia geometrias” (w Polsce nazy-
wanym "~ Elementy”). Do XIX wieku bylo to dzielo nie-
doscignione. Zresztg 1 dzis nauczana w szkole geometria
niewiele wykracza poza euklidesowe Elementy:.

W czasie tej prezentacji przekazemy Ci podstawowq
wiedze z geometrii, ktérej znajomosé utatwi Ci zdanie
matury. Jednoczesnie chcemy, abys zuwazyl(la), piekno
geometri w rozumieniu sity metody dedukcyjnej 1 sity
rozumowania formalnego opartego na logice. Po zdefinio-
waniu poje¢ droga Scistego rozumowania wyprowadzane
sa kolejne twierdzenia. Jest to cecha charakterystyczna
dojrzatych teorii matematycznych.

Zatem nie pozostaje nam nic innego jak zyczy¢ przy-
jemnej lektury.



2 Symetralna odcinka

Definicja. Symetralng odcinka nazywamy pro-
stq prostopadta do odcinka i przechodzacg przez
jego srodek.

|AS| = |BS| i |AS|+|BS| = |AB]



Twierdzenie. Symetralna odcinka jest zbio-
rem wszystkich punktéw plaszczyzny réwno
oddalonych od koncéw tego odcinka.

Dowdd. Zalézmy, ze punkt P nalezy do symetralne;
odcinka ABi P # S.

Trojkaty ASP i BSP sa przystajace (bkb), zatem
|AP| = |BP|. Gdy P = S, to |AS| = |BS)|, poniewaz
S jest srodkiem odcinka AB.

Przyjmijmy, ze punkt () nie nalezy do symetralnej od-
cinka AB. Rozwazymy dwa przypadki () € prAB lub
Q € prAB.



Q & prAB

Wowezas

[AQ| = |AR| + |RQ| = |BR[ + |RQ| > |BQ)|



lub

[BQ| = |BT| +[TQ| = [AT| +|TQ| > [AQ)]



to

Gdy
Q € prAB

AQ| #|BQ), poniewaz Q + S,




lub

[AQ| = |AB| + [BQ| > |BQ),



lub

|BQ| = |BA| +|AQ| > |AQ).

Whniosek. Symetralna podstawy trojkata rownora-
miennego zawiera wysokosc tego trojkata opuszczong na
podstawe.



3 Dwusieczna kata

Definicja. Dwusieczng kata nazywamy pol-
prosta o poczatku w wierzchotku kata, ktéra
dzieli ten kat na katy réwne (potocznie méwi-
my na polowy).

>
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Twierdzenie. Dwusieczna kata wypuktlego 1
réznego od kata potpelnego jest zbiorem wszyst-
kich punktéw tego kata, ktéore sg jednakowo
oddalone od jego ramion.

Dowéd. Zalozmy, ze punkt P lezy na dwusiecznej
kata i P # O. Niech punkty K i L beda rzutami prosto-
padtymi punktu P na ramiona kata.
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Trojkaty prostokatne OP L1 O PK sa przystajace (kbk),
wiec |PK| = |PL|. Wierzcholek O kata jest jednakowo
odlegly od ramion kata, poniewaz jego odlegtosci od ra-
mion sa rowne zero.

Przyjmijmy, ze punkt P nalezy do kata i jest rézny od
punktu O (punkt O jest jednakowo oddalony od ramion
kata i nalezy do dwusiecznej tego kata).

Punkty K 1 L sg rzutami prostokatnymi punktu P
na ramiona danego kata, a odcinek M N jest rownolegly
do odcinka K L. Zatozmy, ze punkt P jest jednakowo
oddalony od ramion kata, czyli |K P| = |LP)|.
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M

Trojkat K LP jest rGwnoramienny, wicc jego katy we-
wnetrzne przy wierzchotkach K 1 L sg réwne. Ponie-
waz proste KL i MN sa réwnolegle, to L KPM =
L LPN iwobec tego trojkaty prostokatne KM P i LN P
sq przystajace. Stad tréjkat OM N jest réwnoramienny i
|M P| = |NP|. Polprosta dzieli kat MON na katy row-
ne, poniewaz trojkaty OM P i ON P sg przystajace.

Uzasadniy, korzystajgc z cech przystawania trojkaq-
tow, ze trojkaty OMP 1+ ONP sq przystajgce.
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4 Symetralne bokéw tréjkata

Twierdzenie. W kazdym tréjkacie trzy sy-
metralne jego bokéw przecinajg sie w jednym
punkcie.
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Dowdd. Symetralne bokow AB i BC' przecinajg si¢
(proste prostopadle do prostych przecinajacych sie nie
moga by¢ rownolegle). Oznaczmy punkt przeciecia tych
symetralnych litera O. Z wiasnosci symetralnych wynika,
ze |AO| = |BO| i |BO| = |CO|. Stad |AO| = |CO| i
punkt O nalezy do symetralnej boku AC'.

Whniosek. Punkt, w ktorym przecinaja si¢ symetralne
bokow trojkata jest jednakowo oddalony od wierzchotkow
tego trojkata.
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Okrag o srodku w tym punkcie i promieniu rownym
odleglosci tego punktu od wierzchotkow trojkata prze-
chodzi przez wszystkie wierzchotki trojkata. Taki okrag
nazywamy okregiem opisanym na trojkacie.

Whiosek. Na kazdym tréjkacie mozna opisa¢ doktad-
nie jeden okrag.

Uwaga. Na plaszczyznie kazde dwa rézne punkty wy-
znaczaja prosta, a kazde trzy punkty niewspotliniowe wy-
znaczajy okrag.
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5 Dwusieczne katow wewnetrznych tréjkata

Twierdzenie. W kazdym trojkacie trzy dwu-
sieczne jego katéw wewnetrznych przecinajg
sie w jednym punkcie.
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Dowdd. Poprowadzmy w trojkacie dwusieczne katow
wewnetrznych, na przyktad kata BAC' i kata ABC' . Po-
niewaz suma tych katéw ma mniej niz 180° , to dwusiecz-
ne przetng sie w punkcie W, nalezacym do wnetrza troj-
kata. Punkt ten jest réwnoodlegly od ramion AB i AC
oraz od ramion BA i BC'. Zatem punkt ten jest réwno

odlegly od ramion AC i BC', nalezy wiec do dwusiecznej
kata BC'A.
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Whmniosek. Punkt, w ktérym przecinajg sie dwusiecz-
ne katow wewnetrznych trojkata jest jednakowo oddalony
od wszystkich jego bokow.

Okrag o srodku w tym punkcie i promieniu rownym
odlegtosci tego punktu od bokdéw tréojkata jest styczny do
bokow trojkata.

Okrag ten nazywamy okregiem wpisanym w trojkat.
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Whniosek. W kazdy trojkat mozna wpisa¢ doktadnie
jeden okrag.

Pytanie. Co mozna powiedzie¢ o symetralnej pod-
stawy 1 dwusiecznej kgta wewnetrznego przeciwlegtego
do podstawy w trojkgcie rownoramiennym?

19



6 Wysokosci w tréjkacie

20



Twierdzenie. W kazdym trojkacie trzy pro-
ste zawierajgce jego wysoko$ci przecinaja sie
w jednym punkcie.

Dowédd. Jezeli trojkat jest prostokatny, to trzy proste
zawierajace wysokosci przecinaja sie w wierzchotku kata
prostego. Zatdzmy wiec, ze trojkat nie jest prostokatny.
Poprowadzmy przez wierzchotki trojkata proste réwnole-
gte do przeciwlegltych bokéw. Kazde dwie sposrod tych
trzech prostych przecinajg sie. Punkty przeciecia oznacz-
my A, B"iC".

B, A!
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Trojkaty ABC i AB'C' sq przystajace. Trojkaty ABC
i A’BC' sa rowniez przystajace. Zatem |B'C| = |AB| i
|A'C| = |AB|. Stad |B'C| = |A'C| i prosta zawiera-
jaca wysokos¢ tréjkata ABC' opuszczona z wierzcholtka
C' jest symetralng boku A’B’ trojkata A’ B’'C’. Podobnie
postepujemy w dwoch pozostatych przypadkach. Skoro
proste zawierajace wysokosci trojkata ABC' sg symetral-
nymi bokéw trojkata A’B’'C’, to przecinajg sie¢ w jednym
punkcie.

Pytanie. Diaczego tréjkaty ABC i AB'C oraz tréj-
katy ABC i A'BC' sq przystajoce?

Punkt, w ktorym przecinaja si¢ proste zawierajace wy-
sokosci tréjkata nazywamy jego ortocentrum lub Srod-
kiem ortycznym.
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7 Prostokaty

Definicja. Prostokat to czworokat, ktéory ma
wszystkie katy wewnetrzne proste.

Jezeli trzy katy wewnetrzne czworokata sa proste, to
czwarty kat wewnetrzny jest prosty, a wiec czworokat jest
prostokatem.
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TO NIE SA PROSTOKATY

tylko jeden kat prosty tylko dwa katy proste
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Twierdzenie. Przeciwlegle boki prostokata sg
réwnolegte 1 maja ré6wne dlugosci.
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Dowdd. Poniewaz katy odpowiadajace przy prostych
AB i DC (AD i BC) przecigtych prosta AD (AB) sa
rowne, to proste AB i DC' (AD i BC') sg rownolegte.

Trojkaty ABC 1 ACD sa przystajace (kbk), zatem
|AD| = |BC|1i|AB| = |DC|.
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8 Rownolegloboki

Definicja. Ré6wnolegtobok to czworokat, kto-
ry ma dwie pary bokéw réwnolegtych.

/C

pr AB||pr DC' i pr AD|pr BC

27



Twierdzenie. Katy przeciwlegte réwnolegto-
boku sg réwne.

Whniosek. Suma katow wewnetrznych rownolegltobo-
ku ma 360°.
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Twierdzenie. Boki przeciwlegle réwnolegto-
boku majg réwne dlugosci.

Dowodd.

Poniewaz pr AB||pr DC i pr AD||pr BC, to ¢ = ¢
i 0 = e. Zatem trojkaty ABD i BDC' sg przystajace
(kbk), wiec |[AB| =|CD|i|AD| = |BC].

29



Twierdzenie. Przekagtne rownolegtoboku po-
lowig sie.

Dowad.

Trojkaty ABS 1 DC'S sa przystajace (kbk). Stad |AS| =
ISC| i |BS| = |SD|. Poniewaz |AS| + |SC| = |AC| i
|BS| + |SD| = |BD|, to S jest érodkiem odcinka AC' i
odcinka BD.

Whniosek. Prostokat jest rownolegtobokiem.
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9 Trapezy

Definicja. Trapez to czworokat, ktory ma tyl-
ko jedng pare bokéw réwnoleglych.

/N

Boki rownolegle nazywamy podstawami, a boki nieréw-
nolegte ramionami.
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Whniosek. Suma katow wewnetrznych trapezu ma 360°.

a+6 =180° i B+~ = 180°, wicc a+B+~-+8 = 360°.
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Definicja. Linig Srodkowq trapezu nazywamy
odcinek lgczacy srodki jego ramion.

E jest srodkiem odcinka AD, F' jest srodkiem odcinka
BC, odcinek F'F jest linig $srodkowg trapezu ABCD.
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Twierdzenie. Linia Srodkowa trapezu jest row-
nolegla do jego podstaw, a jej dlugos¢ jest row-
na sredniej arytmetycznej dlugosci podstaw.

Dowdd. Dowodd przeprowadzimy dla trapezu , w kto-
rym jeden z katéw wewnetrznych jest prosty.

D C
/- ;

F o,
/- j

A KB
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Poniewaz suma katow wewnetrznych w kazdym tra-
pezie ma 360°, to kat ¢ w trapezie ABEF i kat ¢ w
trapezie FEC'D sg rowne. Poniewaz sa to katy przyle-
gle, to musza by¢ proste. Skoro tak, to pr EF||pr AB i
pr EF||pr DC.

D C
N
F L E
/ ‘
A B
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/ ﬁ

A B

|[FL| = ]AK], poniewaz odcinek F'L jest linia Srod-
kowa w trojkacie AKD.

|KB| = |LE| = |DC|, poniewaz czworokaty K BEL
i LEC'D s prostokatami.

Ponadto

|\FE|=|FL|+|LE| = %|AK! +|LE| =
= J|AK]| + }(|KB| + |DC) =
= 5(|AB| +|DC|).

36



10 Czworokaty wypukte

Twierdzenie. Suma katow wewnetrznych czwo-
rokata wypuklego ma 360° .
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Przyktad.

o\ 45°

90° 4 90° + 270° + 45° + 45° = H40°

38



Twierdzenie. Na czworokagcie wypuklym moz-
na opisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy
katow przeciwleglych tego czworokata sg row-
ne.
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Twierdzenie. W czworokat wypuktly mozna
wpisaé¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy
dlugosci bokéw przeciwleglych sg réwne.
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Definicja. Trapezoid to czworokat wypukly,
ktory nie ma zadnych dwéch bokéw réwnole-
glych.

41



11 Symetria Srodkowa

Definicja. Punkty A i A’ nazywamy syme-
trycznymi wzgledem punktu S, gdy S jest srod-
kiem odcinka AA'.

IAS| + [SA'| = |AA'| i |SA| = |SA|.

42



Uwaga. Gdy odcinek AA’ jest odcinkiem zerowym
tzn. A=A toA=51A=85.

Punktem symetrycznym do punktu S wzgledem punk-
tu S jest punkt S.

Definicja. Symetrig srodkowg o srodku S na-
zywamy przeksztalcenie geometryczne, ktore
kazdemu punktowi P , przyporzadkowuje punkt
P’ symetryczny do niego wzgledem S.
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Twierdzenie. Symetria srodkowa zachowuje
odleglosc tzn. dla kazdych punktéw A, B mamy
|AB| = |A'B'|.

Dowod. Zatézmy, ze punkty A, B, S nie sa wspolli-
niowe (nie leza na jednej prostej).

Poniewaz trojkaty SAB i SA'B’ sg przystajace (bkb),
to |AB| = |A'B'|.

Jezeli punkty sg wspotliniowe, to rozpatrzymy dwa
przypadki:

. A=B,
2. A+ B.

44



W pierwszym przypadku, skoro A = B, to A’ = B’ i
|AB| =0=|A'B|.

W drugim przypadku moze by¢:

o A=S51lub
e B=S1lub
e ALSiB#S.

Przyjmijmy, ze A = B.
Wowczas

IAB| = |SB| = |SB/| = |A'B/|.

Analogicznie postapimy, gdy B = S.
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Jezeli A #£ S 1 B # S, to wystarczy przeanalizowaé
przedstawione na rysunku potozenia punktow na prostej

Co pozostawiamy jako ciekawg tamiglowke myslowa.

46



12 Srodek symetrii figury

Definicja. Punkt S nazywamy Srodkiem sy-
metrii figury geometrycznej, gdy dla kazdego
punktu A tej figury punkt A’ symetryczny do
A wzgledem S nalezy do tej figury.

Figure, ktora ma srodek symetrii, nazywamy srodko-
wosymetryczng.
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Przyktady figur, ktére majg Srodek symetrii:
1. odcinek (Srodkiem symetrii jest srodek tego odcinka),
2. okrag (srodkiem symetrii jest $rodek tego okregu),

3. prosta (srodkiem symetrii jest kazdy punkt tej pro-
stej),

4. réwnoleglobok ($rodkiem symetrii jest punkt prze-
ciecia przekatnych).

Pytanie. Czy potprosta, polplaszczyzna, kqt, troj-
kaqt, trapez majq Srodek symetrii?

Uwaga. Srodek symetrii figury nie musi do tej figury
naleze¢ (okrag). Figura moze mie¢ nieskonczenie wiele
srodkéw symetrii (prosta).
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13 Symetria osiowa

Definicja. R6zne punkty A i A’ nazywamy sy-
metrycznymi wzgledem prostej [, gdy odcinek
AA’ jest prostopadly do [ i jego $rodek nalezy
do [.

Méwimy wowezas, ze A’ jest symetryczny do A wzgle-
dem prostej [. Oczywiscie, jesli A jest symetryczny do A
wzgledem prostej [, to A jest symetryczny do A" wzgle-
dem prostej (.

Whniosek. Roézne punkty sg symetryczne wzgledem

prostej wtedy i tylko wtedy, gdy ta prosta jest symetralng
odcinka przez nie wyznaczonego.
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Definicja. Symetrig osiowg o osi [ nazywamy
przeksztatcenie geometryczne, ktére kazdemu
punktowi P, P ¢ [, przyporzadkowuje punkt P’
symetryczny do P wzgledem prostej [, a kazde-
mu punktowi P, P € [ przyporzadkowuje punkt
P.
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Twierdzenie. Symetria osiowa zachowuje od-
leglos¢ tzn. dla kazdych punktéw A, B mamy
|AB| = |A'B'|.

Dowéd.

Gdy A=B,to A =B'i|AB|=0= |A'B/|.

Zatozymy, ze A # B. Wowczas:

l.AeliBel

2. lub jeden z punktéw A, B nie nalezy do prostej [
3. lubA&liB¢&Il

o1



1. Niech Ae€liBe€l

Wowezas

AB|=|A'B/|, bo A=A i B =B

52



2. Niech jeden z punktéow A, B nie nalezy do prostej [

Trojkaty ABM i AB'M s przystajace (bkb), wiec |AB| =
|AB'| = |A'B|.
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3. Niech A¢liB¢&Il.

Przyjmijmy, ze prosta wyznaczona przez punkty A i
B nie jest prostopadta do prostej (.
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Niech punkty A i B lezg po tej samej stronie prostej
[, a punkt M jest érodkiem odcinka BB'.

Trojkaty AMB i A’M B’ sa przystajace (bkb). Stad
|AB| = |A'B’|.
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Jezeli punkty A i B leza po przeciwnych stronach pro-
stej [, to proste AB i1 A’B’ przecinajg siec w punkcie S
nalezacym do prostej [ (¢wiczenie). Mamy wowczas

|AB| = |AS| + |SB| = |A'S| + |SB'| = |A'B/.

Gdy prosta jest prostopadta do [ i przecina [ w punkcie
S, to Ai A’ oraz B i B’ s symetryczne wzgledem punktu
S. Zatem |AB| = |A'B’|.
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Definicja. Prostg [ nazywamy osig symetrii
figury f, gdy dla kazdego punktu P tej figu-
ry jego obraz P’ w symetrii osiowej wzgledem
prostej [ nalezy do f. Figure nazywamy wow-
czas osiowosymetryczng.
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Przyklady figur, ktére maja oS symetrii:

1. prosta (nieskonczenie wiele osi symetrii),
2. koto (nieskonczenie wiele osi symetrii),
3. trojkat réwnoboczny (trzy osie symetrii),

4. kwadrat (cztery osie symetrii).

Pytanie. Czy famana o dwoch bokach roznej diu-
gosci, trojkgt réznoboczny, rownolegltobok, ktory nie
jest prostokgtem, trapez nierownoramienny majq osie
symetrii?
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Definicja. Przeksztatcenia plaszczyzny, ktore
zachowuja odleglos¢ nazywajq sie izometriami.

Whniosek. Symetria srodkowa i symetria osiowa sa
1zometriami.
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Zadania do samodzielnego rozwigza-
nia

Udowodnij, ze kat zewnetrzny tréjkata jest wickszy od
obu katow wewnetrznych, ktére nie sg do niego przylegte.
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Niech a, b, ¢ beda dowolnymi dodatnimi liczbami rze-
czywistymi. Udowodnij, ze nastepujace warunki sg row-
nowazne:

DDa<b+cib<cH+aic<a-+b,

(Il) la—c| <bilb—c| <aila—0|<e,

() la — bl <c<a+blub |a —c| <b<a+club
b—c| <a<b+ec
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Dane sg trzy odcinki o dlugosciach a, b, ¢ spetniajacych
nierownoscia < b+cib < c+aic < a-+b. Skonstruuj
(za pomocg cyrkla i linijki) trojkat, ktorego bokami sg te
odcinki.
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Dlugosci bokow trojkata sa liczbami naturalnymi. Jed-
ng z tych liczb jest 1, druga 2. Oblicz obwod tego trojkata.
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Skonstruuj symetralng danego odcinka (za pomoca cyr-

kla i linijki).
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Skonstruuj srodek danego odcinka.
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Skonstruuj dwusieczna danego kata (za pomoca cyrkla
i linijki).
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Wykaz, ze suma katéw zewnetrznych trojkata (liczo-
nych jednokrotnie) ma 360°.
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Udowodnij, ze suma katow wewnetrznych w n - kacie
wypuktym ma (n — 2)180°.
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Wykaz, ze suma katow zewnetrznych wielokata wypu-
ktego (liczonych jednokrotnie) ma 360°.
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Punkt M jest punktem nalezacym do wnetrza trojkata
ABC'. Udowodnij, ze |AM |+ |MC| < |AB| + |BC|.
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Udowodnij, ze suma odleglosci punktu lezacego we-
wnatrz trojkata jest mniejsza od jego obwodu.
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nn

W n - kacie wypuktym jest % przekatnych. Czy
istnieje taki wielokat wypukty, ktory ma tyle samo bokéw
ile przekatnych?
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Krotsza przekatna rozcina trapez na trojkat réwno-
boczny 1 trojkat prostokatny. Ile stopni majg katy we-
wnetrzne tego trapezu 7
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Narysuj wielokat, w ktérym jedna z jego przekatnych
jest dtuzsza od kazdego boku.
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Narysuj wielokat, w ktorym jeden z jego bokow jest
dtuzszy od kazdej przekatnej.
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Punkty A, B, C, D sa srodkami bokéw czworokata
wypukiego. Udowodnij, ze czworokat ABCD jest réw-
nolegtobokiem.
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Skonstruuj okrag wpisany w dany trojkat.
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Skonstruuj okrag opisany na danym tréjkacie.

78



Z punktu A poprowadzono dwie styczne do danego
okregu. Udowodnij. ze odcinki taczace punkt A z punk-
tami stycznosci sg rowne.
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Jeden z katow wewnetrznych réwnolegloboku ma 140°.
Ile majq stopni pozostate katy tego rownolegtoboku?

80



Udowodnij, ze jezeli sSrodek okregu wpisanego w tréjkat
i srodek okregu opisanego na tym trojkacie sg identyczne,
to ten trojkat jest réwnoboczny:.
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Udowodnij, ze jesli srodek okregu wpisanego w czwo-
rokat jest jednoczesnie punktem przecigcia jego przekat-
nych, to ten czworokat jest rombem.
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Dany jest punkt A i prosta [. Skonstruuj punkt A’
symetryczny do A wzgledem .
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Dane sg dwa réozne punkty A i B. ZnajdZz symetrie
osiowa przeprowadzajaca jeden z tych punktéw na drugi.
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Dane sg dwie rézne proste. Znajdz symetrie osiowa
przeprowadzajaca jedna z tych prostych na druga.
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TEST

1. Kat przylegly do kata wypuktego miedzy bokiem kwadratu
i jego przekatna ma

a) 145° b) 135°
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Ja uwazam, ze b), a ty?
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2. Czy czes¢ wspolna dwdch réznych wysokosci trojkata
moze by¢ zbiorem pustym?

O TAK O NIE
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Prawidlowa odpowiedz to TAK
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3. Czy sumy katow wewnetrznych pieciokata wypuklego
1 dziesigciokata wypuklego sg rowne?

O TAK O NIE
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NIE, Nie, nie i jeszcze raz N I E.
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4. Kazdy kat wewnetrzny szesciokata foremnego ma

a) 100° b) 120°
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Tylko b)
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5. Czy czworokat, ktéry ma réwne boki
ma tez réwne katy wewnetrzne?

O TAK O NIE
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Oczywiscie, ze NIE

Wskaz przyktad.
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6. Czy kazdy wielokat mozna podzieli¢ na tréjkaty?

O TAK O NIE
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Pewnie, ze TAK
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7. Czy na kazdym czworokacie wypukltym mozna opisac¢ okrag?

O TAK O NIE
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Oczywiscie, ze NIE
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8. Czy czworokat, ktérego przekatne sg réwne
i prostopadie jest kwadratem?

O TAK O NIE
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A jednak NIE

Zobacz latawiec...
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9. Czy w kazdy prostokat mozna wpisa¢ okrag?

O TAK O NIE
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Oczywiscie, ze NIE
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10. Czy srodkiem symetrii kwadratu jest

a) punkt przeciecia przekatnych b) wierzchotek

104



Aaaaaaaaaaaaa jednak a).
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