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Powstanie i rozwdj geometrii analitycznej zawdzieczamy pracom
Fermata, Pascala i Kartezjuszowi, ktérzy zaproponowat przypisanie
kazdemu punktowi ptaszczyzny pary liczb zwanej wspotrzednymi te-
go punktu. Takie przyporzadkowanie umozliwito powigzanie tworéw
geometrycznych takich jak proste, okregi i krzywe z odpowiadajacy-
mi im zaleznosciami miedzy wspotrzednymi punktéw tych twordw.
Mimo, iz pomyst wprowadzenia uktadu wspotrzednych przypisuje sie
Kartezjuszowi, to prekursorem metody wspotrzednych w geometrii
byt Fermat, ktory pierwszy opisat rownaniami algebraicznymi proste
I krzywe stozkowe powstate z przeciecia ptaszczyznami powierzchni
stozka.
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Cwiczenie 1. Zaznacz w uktadzie wspétrzednych punkty A =
(=3,5;2), B=(2;-4,5), C=(-2,-1), D = (4,0,5).
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Problem 1. Wyznaczy¢ srodek odcinka o koncach A = (1,0, 5)
oraz B = (5;3,5).
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Odp. Srodkiem odcinka AB jest punkt S = (3,2).
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Problem 2. Wyznaczy¢ $rodek odcinka o koncach A = (x1, ;)
oraz B = (2, 12).
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Tutaj odpowiedz juz nie jest taka prosta. Sprobujmy przeanalizo-
waé ponownie poprzedni, szczegélny problem, probujac uzasadnic
otrzymane rozwigzanie. Wykreslmy dodatkowo rzuty odcinka AB
na osie uktadu wspotrzednych.
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Uzasadnienie. S S o
Niech S = (a,b) bedzie Srodkiem odcin-
ka AB o koncach A = (x1,y;) oraz B =
(x2,92). Rozwazmy rzuty tego odcinka na
osie uktadu wspotrzednych. Otrzymamy od-
cinki A1Bq, AyBy o koncach, odpowiednio
Al = (131,0), Bl = (Zﬂg,O) oraz AQ =
(0,91), B2 = (0,92).

Z twierdzenia Talesa wynika, ze rzuty S1 = (a,0), Sy = (0,0)
srodka S = (a,b) odcinka AB sa $rodkami rzutéw A;B; oraz
AsBy. Zatem

Xr1 + o

Y1+ Y2
a—T oraz b="-"2",

2
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Twierdzenie 1. Srodkiem odcinka AB o koricach A = (x1,1)
oraz B = (x9,1s) jest punkt

g _ T+ T2 Y1+ Y2
) '
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Cwiczenie 2. Wyznaczyé punkt bedacy érodkiem odcinka o kof-
cach (—3,4) oraz (2,1).
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Odp . Srodkiem odcinka o kofcach (—3,4) oraz (2,1) jest
punkt (3,2).
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Twierdzenie 2. Odlegtos¢ d(A, B) punktow A = (x1,y1)
oraz B = (x9,1s) jest rowna

d(A, B) = /(w2 — 21)* + (2 = 2)°.
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Uzasadnienie.

Niech A = (z1,y1) oraz B = (x9,ys) be- :
da dane. Wéwczas przyprostokatne otrzy-
manego trojkata prostokatnego (por. rysu-
nek) maja dtugosci, odpowiednio, |75 — 1|
oraz |y, — y1|. Wéwezas, na mocy twierdze-
nia Pitagorasa otrzymamy

d(A7 3)2 = |$2 - $1|2 + |y2 - y1\2 = (562 — $1)2 + (yz - 91)2-

Poniewaz za$ d(A, B) > 0, wiec
d(A, B) = /(z2 — :1)* + (y2 — 1)*.

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Cwiczenie 3. Obliczy¢ odlegtoéci podanych par punktéw:
a) Ay =(-3,2), B =(2,3),
b) Ay =(1,3), By = (—2,—1),
c) As = (—1,4), B = (3,—-2).
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W dalszej kolejnosci przejdziemy do opisania rownaniem prostych na
pfaszczyznie. W matematyce szkolnej pojecie prostej jest pojeciem
pierwotnym. Euklides definiowat prosta jako " dtugos$¢ bez szeroko-
sci” . Prostg na ptaszczyznie mozna zdefiniowac uzywajac odlegtosci.
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Definicja 1. Méwimy, ze punkt X lezy pomiedzy rdéznymi
punktami A oraz B, jesli

|AX|+ |XB| = |AB.

Definicja 2. Prosta na ptaszczyznie przechodzaca przez roz-
ne punkty A oraz B nazywamy zbiér wszystkich takich punktow
plaszczyzny X, ze X = A lub X = B lub A lezy pomiedzy punk-
tami X oraz B lub X lezy pomiedzy punktami A oraz B lub B
lezy pomiedzy punktami A oraz X.

X A A ¥ @
B \‘\‘\’B\ B X

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Twierdzenie 3. Réwnanie prostej [ nachylonej pod katem o +#
90° do osi OX i przecinajacej os OY w punkcie B(0,b) ma postac

l:y=ax+D, (1)

gdzie a = tg a.

a

0
0 1 0 \ 1

Na odwrét, dla dowolnych liczb rzeczywistych a oraz b, réwna-
nie (?7) opisuje prosta nachylona pod katem o # 90° do osi OX
i przecinajaca os OY w punkcie B(0,b).
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Uwaga 1. Wspétczynnik a w réwnaniu kierunkowym prostej (77)
nazywamy wspotczynnikiem kierunkowym proste;j.

A

= g(x)=—%x+2 I

‘ f(x)=2x+4

Geometryczna interpretacja wspotczynnika kierunkowego jako tan-
gensa kata nachylenia do osi OX zawarta jest rowniez w symula-

cji Ol.
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Whniosek 1. Dwie proste k oraz | opisane réwnaniami kierunko-

wymi
k:y=ax+ b,
[ : yza,gl'-i—bz,

s3 identyczne (pokrywaja sie) wtedy i tylko wtedy, gdy

ay = ay oraz by = bo.
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Przyktad 1. Napisa¢ rownanie prostej [, ktéra przechodzi przez
punkty (—1,1) i (2, —3).
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Projekt wipéifinansowany praes Unie Buropesia w samach Buropelskiego Punduszu Spolecznego
Rozwigzanie. Zaznaczajac punkty (—1,1) i (2, —3) w ukfadzie
wspotrzednych mozna sie przekonac, ze poszukiwana prosta nie jest
prostopadta do osi O X, wiec mozemy wyznaczy¢ jej rownanie kie-
runkowe. Szukamy zatem takich liczb rzeczywistych a oraz b, dla
ktérych punkty (—1,1) i (2, —3) spetniaja réwnanie

y=ax +b. (2)

Podstawiajac wspétrzedne punktéw (—1,1) i (2,—3) do réwna-
nia (??7) otrzymamy uktad réwnan

=g b
—3 = 2a+0b,
ktérego jedynym rozwiazaniem jest para liczb a = —% oraz b = — 1
3 3
Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Odp. Prosta przechodzaca przez punkty (—1,1) oraz (2, —3) ma

rownanie y = —%x — L

3
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Cwiczenie 4. Napisa¢ réwnania prostych przechodzacych przez
podane pary punktéw:

a) (2,0) oraz (0, —2),
b) (3,—1) oraz (-2, —1),
) (0,0) oraz (1,4),

d) (—2,3) oraz (1, —3),
) (
) (=

C

D

1, —2) oraz (—2,—4),

f) (—3,—5) oraz (2,6).
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Poniewaz rozwigzanie ¢wiczenia 77 nie wymaga zadnych modyfika-
cji metody pokazanej w rozwigzaniu przyktadu 77, podamy jedynie
odpowiedzi do ¢wiczenia 77.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Problem 3. Co mozna powiedzie¢ o wspoétrzednych punktow le-
zacych na prostej przechodzacej przez dwa punkty majace t3 sama
pierwsza wspotrzedna?
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Przyktad 2. Zaznacz w ukfadzie wspétrzednych punkty (1, —2)
oraz (1,3) a nastepnie narysuj prosta przechodzaca przez te punk-
ty. Wybierz trzy dowolne (ale inne od wyjsciowych) punkty lezace
na tej prostej (najlepiej takie, ktére maja wspdtrzedne catkowite).
Wypisz wspdtrzedne tych punktéw. Jaka prawidtowos¢ mozesz za-
obserwowac?
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Mozna tu oczywiscie zaobserwowac, ze wszystkie punkty na prostej
przechodzacej przez punkty (1, —2) oraz (1, 3) maja pierwsza wspdt-
rzedng réwng 1. Poczyniona obserwacja prowadzi do nastepujacego
wniosku.
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Whniosek 2. Prosta poprowadzona przez dwa rézne punkty
o wspdtrzednych (xq, 1) oraz (xg,y2) ma réwnanie

r = Xy.

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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»

Cwiczenie 5. NapisaC réwnania prostych przechodzacych przez
podane pary punktéw:

a) (2,0) oraz (2, —2),
b) (0,—1) oraz (0, 3),
c) (—1,0) oraz (—1,4).

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Woprost z interpretacji geometrycznej wspotczynnikdw rownania kie-
runkowego prostej wynika nastepujacy wniosek dotyczacy réwnole-
gtosci prostych opisanych tym réwnaniem.
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Whniosek 3. Dwie proste opisane réwnaniami kierunkowymi

k y:alx—l—bl,
[: y=asx + by,

sg réwnolegte (co zapisujemy k || 1) wtedy i tylko wtedy, gdy ich
wspofczynniki kierunkowe sa rowne, tzn.

ap = as.
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Przyktad 3. Napisaé rownanie prostej k, ktora przechodzi przez
punkt (—2,1) i jest réwnolegta do prostej nachylonej do osi OX

pod katem 60°.
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Rozwigzanie.
D: A=(-2,1) Sz: réwnanie prostej
prosta [ nachylona pod k:y=ar+0b
katem a = 60° do osi OX,
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Wiemy, ze kazda prosta [ nachylona pod katem o = 60° do osi
OX ma wspétczynnik kierunkowy a’ = tg 60° = /3. Stad, z Whnio-
sku ?7? poszukiwana prosta k£ bedzie miata taki wspotczynnik kie-
runkowy, tzn. @ = /3. Poszukujemy wiec prostej k o réwnaniu

k:y=+v3-z+b.

Wspdtczynnik b wyznaczymy podstawiajac wspotrzedne punktu A
do réwnania prostej k. Otrzymamy zatem

1=+/3-(=2)+b,

skad wyznaczymy b = 1 + 2+/3.

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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SI=<e

Miodziezouwe,

Odp. Poszukiwana prosta k ma réwnanie y = /3 - © + 1 + 21/3.




Unluersytety,

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Miodziezouwe,
-

S

et

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

_Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




Universytety
H H
KAPITAL LUDZKI g M £ UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI IV EUROPEISKI
H FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Przyktad 4. Napisa¢ rownanie prostej [, ktéra przechodzi przez
punkt (1, —2) i jest réwnolegta do prostej p zadanej réwnaniem
x+2y—3=0.
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Uwaga 2. Réwnanie z+2y—3 = 0 opisuje prosta, gdyz wykonujac
kolejno nastepujace przeksztatcenia:

x+2y—3=0
2y =—x+3
y:—%x+%

otrzymamy rownanie kierunkowe prostej.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie

&~
"




Unluersytety,

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Miodziezouwe,
-

S

et

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

_Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

iwereary
M s’ UNIA EUROPEJSKA:
IV EUROPEJSKI
] H FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Rozwigzanie.
D: A=(3,-2)
prosta p o réwnaniu
p:x+2y—3=0,

Sz:

rownanie proste;
[:y=ax+Db.
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Wiemy juz, ze prosta p mozemy zapisa¢ réwnaniem kierunkowym

Yy = —%I + %7
stad jej wspdtczynnik kierunkowy jest réwny a’ = —%. Zatem po-
szukiwana prosta [ bedzie miata taki wspdtczynnik kierunkowy, tzn.
a = —%. Poszukujemy wiec prostej [ o réwnaniu
[y = —%a: + b.

Wspédtczynnik b, jak poprzednio, wyznaczymy podstawiajac wspdt-
rzedne punktu A do réwnania prostej [. Otrzymamy zatem

_ 1
A= —Loilh

wigcb:—2+%:—%.
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[\SJ[GV]

Odp. Poszukiwana prosta [ ma réwnanie y = —%x —
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Cwiczenie 6. NapisaC rownania prostej

a) przechodzacej przez punkt (—3,—1) i nachylonej pod katem
45° do osi OX,

b) przechodzacej przez punkt (2, —3) i nachylonej pod katem 120°
do osi OX,

c) przechodzacej przez punkt (—5,0) i réwnolegtej do proste;
o réwnaniu —2z —y +4 =0,

c) przechodzacej przez punkt (2, 3) i réwnolegtej do prostej o réw-
naniu 3x + 2y — 4 = 0.
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y=—vV3 -z —3+2V3,
y = —2x — 10,
Y —%a:+6.
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Problem 4. Napisa¢ réwnanie wybranej prostej prostopadtej do
prostej y = 2. Np. takiej, ktéra przechodzi przez punkt (—1,1).
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Rozwigzanie. Problem ten mozesz rozwigzac graficznie w pro-

gramie Geogebra nastepujgco: po uruchomieniu®/| okna

; . ==
@5k o-ox]e, e

w przegladarce internetowe] (z obstuga Java) nalezy wykresli¢ prosta
prostopadta do y = 2 poprowadzong przez punkt A = (—1,1).
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Po "kliknieciu” na ikonq L z Iisty wybrac' " proste prostopadte”

|:- ABC

\e /
Proste prostopadte

~*_ Prosta réwnolegla

/
-

-

X Symetralna
Z

— Dwusieczna kata

O Styczne

) Biegunowa lub prosta zawierajaca éradnice
Linia trendu

& Wigjsce geometryczne

i myszka wskaza¢ prostg y = 2 (do ktdrej konstruujemy prosta pro-
stopadfa) oraz punkt A = (—1,1) (przez ktéry prowadzimy prosta
prostopadty).
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(7 GeoGebra

ST

Plik Edycja Widok Widoki Opcje Narzedzia Okno Pomoc

ABC Proste ...

Widok Algebry 53] Widok Grafiki =
= Obiekly swobodne
@ A=(11)

@ ky=2
= Obiekly zalezne 5
Joax=A1

Wprowads: ]
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et

Odp. Poszukiwana prosta ma réwnanie x = —1.
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Przejdziemy teraz do analizy bardziej skomplikowanego przypadku
prostopadfosci prostych opisanych réwnaniami kierunkowymi. Kon-
sekwencjg prostopadfosci wektorédw réwnolegtych do prostych jest
nastepujacy wniosek podajacy warunek réwnowazny na prostopa-
dtos$¢ prostych opisanych réwnaniami kierunkowymi.
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Whniosek 4. Dwie proste opisane rownaniami kierunkowymi

k: y=ax+ b,
[ y=asx + by,

sg prostopadfe wtedy i tylko wtedy, gdy

a1a9 = —1.
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Przykltad 5. Napisa¢ rownanie prostej k£ przechodzacej przez
punkt (—2,0) i jest prostopadtej do prostej [ o réwnaniu y =
— 3T + 2.
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Rozwigzanie.
D: A=(-2,0) Sz: réwnanie prostej
prosta [ o réwnaniu prostopadtej k : y = ax + 0.
[ y=-3x+2,




vvvvvvvvvvvv
s 5
KAPITAt LUDZKI Mg UNIA EUROPEISKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI i I 2 EUROPEJSKI
#HIMs FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Zadana prosta [ ma rownanie y = —3x + 2, wiec jej wspotczynnik
kierunkowy jest réwny @’ = —3. Stad wspdtczynnik kierunkowy
poszukiwane] prostej k bedzie réwny a = ——=. = 1. Zatem prosta

37 3
[ ma réwnanie
[ : —la:er
.y—3 .

Wspétczynnik b w tym réwnaniu wyliczymy, podobnie jak w po-
przednich zadaniach, podstawiajac wspétrzedne punktu A do réw-
nania prostej [. Otrzymujemy

- _ 2
wiec b = Z.
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Odp. Poszukiwana prosta [ ma réwnanie y = %x - %
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2] el

J\Zlece

(& Prosta prostopadia d:

Widok

Plik  Edycja Ulubione  Narzedzia  Pomoc

Prosta prostopadta do zadanej

Plik Edycjia Widok Opcje Narzgdzia Pomoc

= Obiekly swobodne
3 A=(2,0)
B Ly=3x+2
Obiekty zalezne

I
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Cwiczenie 7. Napisa¢ rownanie proste;

a) przechodzacej przez punkt (—2, —1) i prostopadfej do proste;

danej rownaniem y = —%x —1,

b) przechodzacej przez punkt (1,—4) i prostopadtej do proste;
danej rownaniem 2x — y = 4,

c) przechodzacej przez punkt (—4,1) i prostopadtej do prostej
nachylonej pod katem 30° do osi OX,

d) przechodzacej przez punkt (1,2) i prostopadtej do prostej danej
réownaniem —2y + 3x — 4 = 0.
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_5 7
_3;13—'— ,

1

Y

Yy 2
y=—V3-z+1—4/3
Y

_ 2 8

NN
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Okazuje sie, ze majac dwie proste opisane réwnaniami kierunkowymi
potrafimy wyznaczy¢ kat przeciecia miedzy tymi prostymi. Wiemy
juz, kiedy proste opisane rownaniami kierunkowymi s3 prostopadte.
Nim sformutujemy stosowna wtasno$¢ przypomnimy, jak rozumieé
nalezy kat pomiedzy dwoma przecinajacymi sie prostymi.
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Definicja 3. Dwie przecinajace sie na ptaszczyznie proste tworza
dwie pary katéw wierzchotkowych, z ktérych nie wigkszy nazywamy
katem pomiedzy dwoma przecinajgcymi sie prostymi.
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Whniosek 5. Dwie proste opisane réwnaniami kierunkowymi

k: y=azx+ b,
[ : y:a2$+b2,

ktore nie sa prostopadfe, przecinaja sie pod takim katem o, ze
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Przyktad 6. Wyznaczy¢ kat pomiedzy prostymi y = 2z + 7 oraz
U= —d —
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Rozwigzanie.
D: prosta k:y=2x+7 Sz: kat o przeciecia sie
prosta [ : y = —3x — 2 prostych k oraz [.

Z danych wynika, ze a1 = 2 oraz as = —4. Stad
2 —(=3) | B '5
1+2-(=3)|

tga:|

wiec av = 45°.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




H

SI=<e

sy
£ UNIA EUROPEJSKA
£ EUROPEJSKI
H FUNDUSZ SPOLECZNY

Modziezowe,
o

u

E KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI 3
H

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Odp. Proste w zadaniu przecinaja sie pod katem 45°.
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Zadanie 1. W trdjkacie o wierzchotkach A = (=2,1), B =
(4,—1), C = (0,5) wyznaczy¢ réwnanie prostej zawierajacej wy-
sokos¢ tego trojkata opuszczong z wierzchotka A.
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Rozwigzanie.
D: A= (—2,1) Sz: réwnanie prostej zawierajacej
B=(4,-1) wysoko$¢ trojkata ABC
C = (0,5) opuszczona z wierzchotka A.
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Mozemy teraz przystapi¢ do rozwigzania zadania. W tym celu na-
lezy stworzy¢ plan rozwigzania, tzn. musimy okresli¢, co, i w jakiej
kolejnosci musimy wyznaczy¢ lub obliczy¢. Musimy tu wyznaczyc
rownanie prostej zaznaczonej na rysunku kolorem czerwonym. Jest
ona, zawierajac wysokos¢ trojkata, prostopadta do odcinka BC.
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Plan rozwigzania:

1. wyznaczy¢ réwnanie prostej k zawierajacej bok BC,

2. wyznaczy¢ réwnanie prostej [ prostopadtej do prostej k i prze-
chodzacej przez punkt A.
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Krok 1. Wyznaczymy rownanie prostej k& przechodzace| przez punk-
ty B oraz C'. Zauwazmy, ze prosta ta nie jest prostopadta do osi OX

wiec mozemy zapisaé

k:y=ax+b.

Podstawiajac wspotrzedne punktéw B i C' do réwnania poszukiwa-
nej prostej k otrzymamy uktad réwnan

—1 = a-4+0b,
5 =a-0+b

s - - - - 3 o
ktorego jedynym rozwigzaniem jest para a = —3, b = —5. Zatem

k:y:—%x+5.
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Krok 2. Wyznaczymy réwnanie prostej [ prostopadtej do prostej & i
przechodzacej przez punkt A. Poniewaz

k:y:—%x+5,

wiec wspotczynnik kierunkowy prostej [ prostopadtej do £ jest rowny
2
a = 3. Stad
[:y= %x + b.
Niewiadomy parametr b w tym réwnaniu wyznaczymy podstawiajac
wspotrzedne punktu A do réwnania prostej [. Otrzymamy

1=2%.(-2)+5,

wiec b = %
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Odp . Prosta zawierajagca wysoko$¢ tréjkata ABC opuszczong
z wierzchotka A ma réwnanie y = %x + %
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Zadanie 2. W trdjkacie o wierzchotkach A = (—3,—-2), B =
(3,0), C' = (—1,4) wyznaczy¢ réwnanie prostej zawierajacej $rod-
kowa tego trojkata opuszczong z wierzchotka C'.
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Rozwigzanie.
D: A= (-3,—2) Sz: réwnanie prostej zawierajace;
B = (3,0) Srodkowa tréjkata ABC
C=(-1,4) opuszczong z wierzchotka C.
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Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Stworzymy plan rozwigzania tego zadania. Okreslimy co, i w jakiej
kolejnosci musimy wyznaczy¢ lub obliczy¢. Na poczatek wyznaczy-
my $rodek boku AB otrzymujac punkt D. Nastepnie napiszemy
rownanie prostej zaznaczonej na rysunku kolorem zielonym, ktoéra
przechodzi przez punkty C oraz D.
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Plan rozwigzania:

1. wyznaczy¢ srodek S odcinka AB,

2. napisa¢ réwnanie prostej k przechodzacej przez punkty C
oraz S.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




sy .
E KAPITAL LUDZKI gM £ UNIA EUROPEJSKA
EUROPEISKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI Lo VL
iﬂ M% FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Krok 1. Wyznaczymy wspétrzedne srodka S odcinka AB. Wyko-
rzystujac Twierdzenie 77 otrzymamy

—3+3 —-2+0
( 2 72

S = ) = (0, —-1).
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Krok 2. Wyznaczymy teraz rownanie prostej k przechodzacej przez
punkty C' oraz S. Prosta ta (por. rysunek) nie jest prostopadfa do
osi OX, wiec mozna przyjac

k:y=ax+b.

Nieznane parametry a oraz b wyznaczymy podstawiajac wspdtrzed-
ne punktéw C' oraz S do réwnania prostej k. Otrzymamy uktad

rownan
4 = a-(=1)+b
—1 = a-0+0b,
ktérego jedynym rozwigzaniem jest para a = —5 oraz b = —1.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie

A



NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI o 2
2 M FUNDUSZ SPOLECZNY Faant

ey
E KAPITAL LUDZKI g Mi & UNIA EUROPEJSKA [IENERE
UROPEISKI RIS

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Odp . Prosta zawierajaca $rodkowa tréjkata ABC opuszczong
z wierzchotka C' ma réwnanie y = —bx — 1.
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Przeanalizujemy dalej inny typ réwnan opisujacych proste w ukta-
dzie wspdtrzednych. Jak dobrze pamietasz, réwnaniem kierunkowym
nie mozna byfo opisac prostych réownolegtych do osi O X. Réwnanie
ogoblne prostej nie bedzie miato takiego defektu.
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Twierdzenie 4. Kazda prosta p na pfaszczyznie mozna opisac
rownaniem

p: Az + By+C =0. (3)

3

Na odwrdt, dla dowolnych takich liczb rzeczywistych A, B, C, ze
A% + B% > 0, réwnanie (?7?) przedstawia prosta prostopadta do
niezerowego wektora [A, BJO..
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Jak juz to zostato wspomniane, réwnaniem ogdlnym mozna opisaé
kazda prosta na ptaszczyznie. Tej zalety nie miato réwnanie ogol-
ne prostej. Niestety, mankamentem réwnania ogdlnego prostej jest
brak jednoznacznosci opisu, tzn. dla kazdej prostej na ptaszczyznie
mozna napisaé nieskonczenie wiele rbwnan w postaci ogdlne;.
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Przyktad 7. Narysowa¢ w uktadzie wspdtrzednych proste

k:x—2y+4=0,
[:2x —4y+8=0.

Mozesz w tym celu wykorzystaé program GeogebralJ.

Zauwazmy, ze wyznaczajac z obu réwnan zmienng y, proste te moz-
na opisac¢ jednym réwnaniem kierunkowym
1

= — 2.
Y 2x+
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Whniosek 6. Dwie proste opisane réwnaniami ogélnymi

k A1x+Bly—|—C’1:O,
[: Asx+ By + Cy =0,
pokrywaja sie wtedy i tylko wtedy, gdy

A, B G
A 4
4B O (4)

-~

przy czym warunek (??7) oznacza proporcje.
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Uwaga 3. Z interpretacji geometrycznej wspotczynnikéw réwnania
ogoblnego prostej wynika, ze prosta

p:Ar+By+C =0

jest prostopadta do wektora [A, B|. Poniewaz zas wektory propor-
cjonalne s3 réwnolegte, wiec prosta p bedzie prostopadta do kazde-
go wektora [tA,tB] =t - [A, B], gdzie t # 0. Z kolei, do wektora
[tA,tB] prostopadty jest prosta o réwnaniu

k:tAx +tBy+ C' = 0.

Zatem proste p i k s réwnolegte (jako prostopadte do dwéch wspét-
liniowych wektoréw). Poczyniona obserwacja prowadzi do nastepu-

jacego:
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Whniosek 7. Dwie proste opisane réwnaniami ogélnymi

k: Aix+ Biy+ C; =0,
[: Ayx+ Boy+ Cy =0,

sg rownolegfe wtedy i tylko wtedy, gdy

A1 B

4 = B, (proporcja)

co oczywiscie rownowazne jest warunkowi

A1B2 — AQBl = 0.
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Przyktad 8. Napisaé rébwnanie ogdlne prostej przechodzacej przez
punkt (—3,2) i réwnolegtej do prostej o réwnaniu z — 4y + 7 = 0.
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Rozwiagzanie.
D: A=(-3,2) Sz: réwnanie ogdlne proste;
prosta k:x —4y+7=0 l:Ar+ By+C =0

rownolegtej do k
Poniewaz prosta [ jest rownolegta do k, wiec mozemy przyja¢ A = 1
oraz B = —4. Stad mamy

l:x—4y+C=0.
Nieznany parametr C' wyznaczymy podstawiajac wspdtrzedne punk-
tu A do otrzymanego réwnania prostej [. Mamy wiec

—3—-4-24C=0.

Zatem (' = 11.
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Odp. Prosta réwnolegta do prostej k£ i przechodzaca przez punkt
(—3,2) ma réwnanie

l:x—4y+11=0.

ojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




Unluersytety,

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Miodziezouwe,
-

S

et

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

_Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




—
E KAPITAL LUDZKI §M H UNIA EUROPEJSKA

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI i I M( EUROPEJSKI
2 FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Cwiczenie 8. Napisa¢ réwnanie proste;j:

a) przechodzacej przez punkt A = (3, —1) i réwnolegtej do proste;
k:—2x+3y—1=0,

b) przechodzacej przez punkt B = (—1,—1) i réwnolegtej do
prostej [ : x + 2y — 5 =0,

c) przechodzacej przez punkt C' = (—1,2) i réwnolegtej do proste;
p:%x+2y—%:0.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie

&~
"




Unluersytety,

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Miodziezouwe,
-

S

et

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

_Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




U

H

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

SI=<e

rsytoty,
UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Miodziezouwe,

et

Odp.
a) 2z +3y+9=0,
b) z + 2y +3=0,
c)sz+2y—% =0.
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Uwaga 4. Réwnanie ogdlne prostej (niech to bedzie prosta k)
wyznacza jeden z wielu wektorow prostopadtych do tej proste;.
Oznaczmy go przez v = [A, B]. Naturalnym sie wiec staje, ze aby
napisaC réwnanie rodziny prostych prostopadtych do zadanej na-
lezy wyznaczyé wektor prostopadty do v. Oznaczmy do przez w.
Mozna oczywiscie sprawdzi¢, ze takim wektorem jest dla przykta-
duw = [B, —A]. Wektor ten jest réwnolegty do prostej k. Wowczas
kazda prosta [ prostopadta do wektora v (a ich réwnania potrafimy
napisaC) bedzie tez prostopadta do prostej k. Opisang procedure
mozna przesledzi¢ na nastepujacej prezentacji wykonanej w progra-
mie GeogebraOl (po wywotaniu okna przegladarki nalezy odtworzyc¢
prezentacje przyciskiem Odtworz).
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Whniosek 8. Dwie proste opisane rownaniami kierunkowymi

k A1x+Bly+01:O,
[: Asx+ Boy+ Cy =0,

sg prostopadfe wtedy i tylko wtedy, gdy
A1A2 + BlBQ = 0.

W szczegdlnosci prosta
k: Ar+ By+Cy =0

Jest prostopadfa do kazdej z prostych
ll:Bx—AerC'g:O
lo: — Bx+ Ay + C5 = 0.
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Przykltad 9. Napisa¢ rownanie prostej prostopadfej do prostej
20 — 3y — 5 = 0 i przechodzacej przez punkt (0, 2).
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Rozwigzanie.
D: A=(0,2) Sz: réwnanie ogdlne proste;
prosta k : 22 — 3y — 5 =0 l: Az +By+C =0

prostopadtej do k
Z Whiosku 7?7 wynika, ze prostg [ prostopadfa do £ mozna opisaé

réwnaniem
[:3x+2y+C=0.

zas poszukiwany parametr C' wyznaczymy podstawiajac wspotrzed-
ne punktu A do otrzymanego réwnania prostej [. Mamy zatem

3-:0+42-24+C =0.
Stad C' = —4.
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Odp. Prosta prostopadta do prostej k i przechodzaca przez punkt
(0,2) ma réwnanie

[:3x+2y—4=0.

ojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




Unluersytety,

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Miodziezouwe,
-

S

et

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

_Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




FUNDUSZ SPOLECZNY

—
E KAPITAL LUDZKI §M H UNIA EUROPEJSKA

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI o M; EUROPEJSKI
§ g
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Cwiczenie 9. Napisa¢ réwnanie proste;j:

a) przechodzacej przez punkt A = (1, —1) i prostopadtej do pro-
stej k: —x + 2y —4 =0,

b) przechodzacej przez punkt B = (3, —1) i prostopadtej do pro-
stej [ : —3x —4y+7=0,

c) przechodzacej przez punkt C' = (—1,0) i prostopadtej do pro-
stejp:%x—%y—%:().
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Odp.
a)2r+y—1=0,
b) 4o — 3y — 15 =0,
c)sz+3y+3=0.
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Zadanie 3. Przeanalizowaé wzajemne potozenie prostych

k:y=—x+3,
[: 2z —y—1=0.

ma pfaszczyznie.
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SI=<e

Miodziezouwe,
o

Rozwigzanie.
D: k: y=—2+3 Sz: wzajemne pofozenie
[: 22 —y—1=0 prostych £ i [.
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Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Stworzymy plan rozwigzania tego zadania. Musimy po kolei prze-
analizowa¢ mozliwe przypadki. W tym celu musimy obie proste opi-
sa¢ tym samym typem roéwnania. Prosta k opisana jest rébwnaniem
kierunkowy, zas prosta [ — réownaniem ogdlnym, ale mozliwe jest
opisanie rowniez tej prostej rownaniem kierunkowym. Potem nalezy
przeanalizowa¢ mozliwosci dotyczace wspotczynnikédw w obu réw-
naniach.
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Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Plan rozwiazania:

1. zapisaé prostg [ rownaniem kierunkowym,

2. zbadaé wspotczynniki kierunkowe obu prostych rozwazajac na-
stepujace mozliwosci:

a) sa réwne, a wtedy zbadaé, czy proste sie pokrywaja, czy s3
roztaczne (a wiec réwnolegte),
b) ich iloczyn jest réwny —1,

c) zadna z powyzszych dwu mozliwosci.
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Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Krok 1. Przeksztatcajac rownanie ogolne prostej [ na réwnanie kie-
runkowe otrzymamy

kE: y=—z+3,
[: y=2zx—1.

Krok 2. Widzimy, ze wspotczynniki kierunkowe prostych £ i [ s3
rézne, za$ ich iloczyn (réwny —2) jest rézny od —1, wiec proste
przecinaja sie pod katem ostrym.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Odp. Proste w zadaniu przecinaja sie pod katem ostrym.
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Zadanie 4. Przeanalizowaé wzajemne potozenie prostych

k:z—3y+2=0,
[: 24+3y—1=0.

ma pfaszczyznie.
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Wypiszemy dane w zadaniu i wykonajmy stosowny rysunek. Wyko-
nanie rysunku nie jest konieczne, ale zasugeruje odpowiedz, ktorg
nalezy poprawnie uzasadnic!

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Rozwigzanie.
D: k: x—3y+2=0 Sz: wzajemne potozenie

[: z2+3y—1=0 prostych £ i [.
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Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Stworzymy teraz plan rozwigzania zadania. Przeanalizujemy mozli-
we przypadki. Obie proste zapisane se rownaniami ogdlnymi. Potem
nalezy przeanalizowa¢ mozliwosci dotyczace wspdfczynnikow w obu
rownaniach.
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Projekt wspélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Plan rozwigzania:

1. zbadaé, czy proste k i [ s réwnolegte (patrz Wniosek ?77), i
jesli tak, to nalezy zbadac:
a) czy proste pokrywaja sie (patrz Wniosek 77),
b) czy tez nie (patrz Wniosek ?7), tzn. czy sa roztaczne,
2. jesli proste nie sg rownolegte, to zbadac, czy sg one prostopadte

(patrz Wniosek ?7); w tym przypadku, bez wzgledu na odpo-
wiedz nasze proste przecinaja sie w doktadnie jednym punkcie.
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Krok 1. Dla prostych

k:z—3y+2=0
[: z+3y—1=0,

wykorzystujac Whniosek 77, obliczamy 1-3 — 1 (=3) = —6 # 0,
wiec proste nie s3 réwnolegte (tym bardziej wiec nie pokrywaja sie!).
Krok 2. Na podstawie Wniosku ?? obliczamy 1-1+(—3)-3 = =8,

wiec proste k oraz [ nie s3 tez prostopadfe. Stad przecinaja sie pod
katem ostrym.
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Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Odp. Proste w zadaniu przecinaja sie pod katem ostrym.
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Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Cwiczenie 10. Zbadaé wzajemne pofozenie nastepujacych par

prostych

y =3z — 2,
bx — 2y —4 =0,

2r — 4y +8 =0,
y =57 +8,

dx —4y +7=0,
Az + 3y — 1 =0,

x — 2y =0,
3z +y—9o=0.
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Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Odp.

a) proste pokrywaja sie,

)
b) proste sa réwnolegte, ale nie pokrywaja sie,
c) proste s prostopadte,

)

d) proste przecinaja sie pod katem ostrym.
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Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Znajac juz procedure badania wzajemnego potozenia prostych opisa-
nych réwnaniami, zajmiemy sie geometryczng interpretacjay uktadu
rownan liniowych oraz istnieniem i liczba jego rozwigzan.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagiellofiskim oraz PWSZ w Chelmie

-

~
%



H

SI=<e

sy
£ UNIA EUROPEJSKA
£ EUROPEJSKI
H FUNDUSZ SPOLECZNY

Modziezowe,
o

u

E KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI 3
H

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Problem 5. Rozwigza¢ graficznie uktad réownan

T — 2y — 1
—2x +y = —o.
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Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Uwaga 5. Rozwiazujac graficzne ukfadu réwnan nalezy:

1. zbada¢ czy ukfad posiada rozwigzanie i okresli¢ liczbe rozwia-
zan (wynika ze wzajemnego pofozenia prostych opisanych réw-
naniami ukfadu réwnan):

a) proste sg réwnolegte i nie pokrywaja sie — uktad sprzecz-
ny,
b) proste pokrywaja sie — uktad nieoznaczony,

c) proste przecinaja sie — uktad oznaczony,
2. wykresli¢ proste i wyznaczy¢ rozwigzanie (o ile jest to mozliwe),

3. sprawdzié, czy wyznaczona para liczb spetnia ukfad réwnan.
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Rozwigzanie.
D: ukfad réwnan Sz: rozwigzanie ukfadu.

x—2y=1
—2x +y = —o.

,\,.
»
IS
o

A Vﬁ

/
kix-2y=1

2
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Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Krok 1. Zapisujemy rownania ukfadu tak, aby opisywaty proste dane
rownaniami ogélnymi. Mamy zatem

k:x—2y—1=0

l: —2x4+y+5=0,

Wykorzystujac Whniosek 77, obliczamy 1-1—(—2)-(—2) = =3 # 0,
wiec proste opisane réwnaniami naszego uktadu réwnan nie sg réw-
nolegte (tym bardziej wiec nie pokrywaja sie!). Stad uktad réwnan
jest oznaczony i wyznaczymy jego jedyne rozwigzanie.
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Krok 2. Z rysunku

K] V‘w 2 3 4 5

/
kix-2y=1

24

mozna odczytaé, ze rozwigzaniem jest para

r =3
y=1.
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Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Krok 3. Pozostaje sprawdzi¢, czy para ta spefnia rownania uktadu
(proste sprawdzenie pozostawiamy do samodzielnego przeliczenia).
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Odp. Uktad réwnan

=21
—2z +1y = —9,

ma dokfadnie jedno rozwigzanie
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Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Przyktad 10. Rozwigzac graficznie uktad rownan

—3z 4+ 2y =1,
bz — 4y = —3.
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Rozwigzanie.
D: uktad réwnan

—3r + 2y =1,
6r — 4y = —3.

Sz: rozwigzanie ukfadu.
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Zapiszemy réwnania naszego ukfadu tak, aby opisywaty proste réw-
naniami ogolnymi. Mamy wiec

Ea—sa =m0 =10}

[: 6z —4y+3=0

Na podstawie Whniosku ??, obliczamy —3 - (—4) — 6 -2 = 0,
wiec proste opisane rownaniami naszego ukfadu réwnan s3 rownole-
gte. Sprawdzimy teraz, czy te proste pokrywaja sie. Wykorzystujac
Whiosek 77 mamy _3 9 1

6 a7 3
wiec proste nie pokrywaja sie. Stad uktad réwnan nie posiada roz-
wigzania.
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Odp. Uktad réwnan

—3r+2y—1=0
6r —4dy+3=0

nie posiada rozwigzania.
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Cwiczenie 11. Rozwigzaé graficznie nastepujace uktady réwnan:

20— 3y —1
a){—x—i—Zy:S,
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.

a) uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie

z =11
y=T
b) uktad réwnain ma nieskonczenie wiele rozwigzan i wszystkie leza
na prostej y = x — 3,
c) uktad réwnan nie ma rozwiazania,
d) uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie

o=t
1y =9
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Twierdzenie 5. Odlegtos¢ punktu (xg, 1) od prostej
l: Ax+ By+ C =0,

gdzie A’ + B? > ( wyraza sie wzorem
B |A$0 + By0+C|

d((o,y0); 1) JA2 1 B2
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Przyktad 11. Wyznaczy¢ odlegtos¢ punktu (3, —5) od prostej k

opisanej rownaniem
k:y=4x — 2.
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Rozwigzanie.
D: A=(3,-5) Sz: odlegto$¢ punktu A
prosta k .y =4z — 2 od prostej k
Aby skorzystac¢ z Twierdzenia 77 musimy prosta k zapisaC jej row-
naniem w postaci ogélnej. Mamy zatem

k:dr —y—2=0.

Stad
43— (=5)—2 15 15

— V.
42 + (—1)? VIT 17
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Miodziezouwe,

g

> : - 15
Odp. Odlegtos¢ punktu A od prostej k wynosi 121/17.
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Cwiczenie 12. Wyznaczy¢ odlegtoéé:
a) punktu A = (—1,3) od prostej k : —x + 2y = 4,
b) punktu B = (2, —2) od prostej [ : y = —3z — 4,
c) punktu C' = (4, —2) od prostej p : %:13 — %y —3=0.
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~I=ZE

Miodziezouwe,
et

Odp.
a) d(A; k) = 2V/5,
b) d(B;1) = /10,
c) d(C;p) = 1.
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Definicja 4. Okregiem o $rodku S i promieniu 7 dtugosci r >
0 nazywamy zbiér O(S'; 1) wszystkich punktéw X na ptaszczyznie,

ktorych odlegtos¢ od punktu S jest rowna r, tzn.

O(S;r)={X:|SX|=r}.
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Definicja 5. Kotem o $rodku S i promieniu 7 dtugosci r > 0
nazywamy zbiér K (S;r) wszystkich punktéw X na ptaszczyznie,
ktorych odlegtos¢ od punktu S jest nie wieksza od 7, tzn.

K(S;r)={X:|SX|<r}.
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Problem 6. Zapisa¢ réwnanie okregu o srodku w punkcie S =
(2,—1) i promieniu dtugosci r = 3.
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Rozwigzanie. Niech punkt X nalezacy do okregu ma wspodt-
rzedne (z,y). Wéwczas, z definicji okregu, odlegtos¢ X od srodka
S = (2,—1) réwna jest dtugosci promienia r = 3. Stad

Ve =22+ —(-1)2=3,

i po podniesieniu stronami do kwadratu otrzymamy

(x — 2%+ (y+1)*=0.

Mozemy jeszcze wykonaé dziatania (choé nie jest to najkorzystniej-
sze) i otrzymamy

r?—dr+y*+2y—4=0.
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Odp. Okrag o srodku w punkcie S = (2,—1) i promieniu dtugo-
sci ¥ = 3 ma réwnanie

(x =27+ (y+1)*=0.
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Twierdzenie 6. Okrag o srodku w punkcie S = (a, b) i promieniu
dtugosci r ma réwnanie

(z —a)* + (y — b)* = r°.
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Uwaga 6. Rownanie okregu zapisane w postaci
(z —a)’*+ (y —b)* =12
nazywamy rownaniem kanonicznym okregu. Z tej postaci tatwo

mozna odczytaé wspétrzedne Srodka S = (a, b) okregu oraz dtugosé

promienia 7.
Okrag mozna w sposob réwnowazny opisa¢ rownaniem ogoélnym

22+ y>+ Az + By+C =0,
przy czym musi zachodzi¢ A% + B? —4C > 0. W tym przypadku
wspotrzedne Srodka S = (a, b) okregu oraz dtugosé r jego promie-
nia wyrazaj sie nastepujacymi zaleznosciami:

a=—4, b=-2 r=1/A2+ B2 —4C.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie

&~
"




Unluersytety,

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Miodziezouwe,
-

S

et

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

_Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




—
E KAPITAL LUDZKI §M H UNIA EUROPEJSKA

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI i M( EUROPEJSKI
H FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Cwiczenie 13.
1. Napisac réwnanie okregu
a) o $rodku S; = (0,0) i promieniu dtugosci 1 = 1,
7 . . . . T . 2
b) o srodku S; = (—2,1) i promieniu dtugosci 1y = £,
c) o $rodku S5 = (3,3) i promieniu dtugosci 73 = 3.
2. Sprawdzi¢, czy podane réwnania opisujg okrag. Jesli tak, to
wyznaczy¢ jego Srodek i dtugos¢ promienia:
a) v +y? — 4z + 2y =0,
b) 22 + y% 4 22 — 6y + 12 =0,
)’ +y*+x—3y—2=0.
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INIA EUROPEJSKA:
EUROPEJSKI
INDUSZ SPOLECZNY

Odp.
1.

a) 2’ + 9y =1,
b) (z+2)*+(y —1)* =3,

) (=3P + =3 =%

a) Sl — (27 _1)1 r = \/51
b) réwnanie nie przedstawia okregu,

c) S3= (272) 3\/_
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Problem 7. Opisa¢ analitycznie koto o $srodku w punkcie S =
(1,2) i promieniu dtugosci r = 2.




Unluersytety,

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Miodziezouwe,
-

S

et

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskag w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

_Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




UNIA EUROPEJSKA:
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

E KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Rozwigzanie. Niech punkt X nalezacy do kota ma wspotrzed-
ne (z,y). Z definicji kofa, odlegtos¢ X od $rodka S = (1,2) nie
przekracza dtugosci promienia r = 2. Zatem

J@ =12+ (y—2)2<2.
Podnoszac stronami do kwadratu otrzymamy

(z— 1)+ (y — 2)* < 4.
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Odp. Koto o $rodku w punkcie S = (1, 2) i promieniu dtugosci r =
2 mozna opisa¢ nierownoscia

(z— 1)+ (y—2)* < 4
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Twierdzenie 7. Kofo o srodku w punkcie S = (a, b) i promieniu
dtugosci r ma analityczny opis w postaci nieréwnosci:

(:C—a)2+(y—b)2 < r.
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Uwaga 7. Podobnie, jak w przypadku okregu, rowniez koto mozna
w sposob réwnowazny opisaé nieréwnoscia

> +y>+ Az + By + C <0,
przy dodatkowym zatozeniu A?+ B? —4C > 0. Wtedy wspdtrzedne

srodka S = (a,b) kota oraz dtugo$¢ r jego promienia wyrazaja sie
zaleznosciami (jak w przypadku okregu):

polin

a=-%4, b=-2 r=1/A2+ B>—4C.
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Cwiczenie 14. Napisaé nieréwnoé¢ opisujaca koto

a) o srodku S7 = (—1,3) i promieniu dtugosci 1 = %

NSTEN|

b) o srodku Sy = (0,1) i promieniu dtugosci 79 =

2,5,

c) o érodku S3 = (—2,2) i promieniu dtugosci r;

2 p
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Zadanie 5. Napisa¢ réwnanie okregu o Srodku w punkcie S =
(—2, —1) stycznego do prostej k : y = —3x + 1.
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Rozwigzanie.
D: §=(-2,-1) Sz: réwnanie okregu
prosta k :y = —3x + 1 o $rodku S = (—2,—1)
stycznego do prostej k.
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Stworzymy plan rozwigzania tego zadania okreslajac co, i w jakiej
kolejnosci musimy obliczy¢. Wiadomo, ze w celu napisania réwna-
nia okregu musimy znaé jego $rodek i dtugoéé promienia. Srodek
poszukiwanego okregu jest dany, wiec musimy jedynie wyznaczyc
dtugosc¢ promienia tego okregu. Jak widac¢ z rysunku, dtugosc pro-
mienia réwna bedzie odlegtosci sSrodka okregu od zadanej prostej k.
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Plan rozwigzania:

1. wyznaczy¢ odlegtos¢ srodka S okregu od prostej k,

2. napisac réwnanie okregu O(S;7) o $rodku S i promieniu dtu-
gosci 1.
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Krok 1. Wyznaczymy dtugo$¢ r promienia poszukiwanego okregu.
Aby skorzysta¢ z Twierdzenia 77 musimy napisaC rownanie ogdlne
prostej k. Przenoszac w réwnaniu opisujagcym te prosta wszystkie
zmienne i state na jedng strone otrzymamy

k:3z+y—1=0.

Wéwczas

(-2, -tpp = LI B2
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Krok 2. Napiszemy teraz réwnanie okregu o $rodku S = (=2, —1)
i promieniu dtugosci r = %\/ 10. Otrzymamy wiec

(o= (2 +y— (1) = (2vI0) |

czyli
2 2 _ 32
(z+2)°+([y+1)7 ==,
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Odp . Okrag o srodku w punkcie A i styczny do prostej k ma
rownanie

32
2P+ (y+1 ="
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/badamy teraz wzajemne potozenie prostych i okregow na ptasz-
czyznie. Zastandwmy sie wiec, jak wzgledem siebie moga by¢ na
pfaszczyznie potozone prosta i okrag. Sprébuj wykona¢ odpowied-
nie rysunki.
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Problem 8. Wykonujac odpowiednie rysunki wskaz wszystkie
mozliwe pofozenia na ptaszczyznie okregu wzgledem proste;.
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Problem 9. W jaki sposéb mozna zbadaé wzajemne potozenie
prostej i okregu?
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Problem 10. W jaki sposéb mozna zbada¢ wzajemne potozenie
prostej i okregu? Jaka jest zalezno$¢ pomiedzy odlegtoscig srodka
od prostej a dtugosciag promienia okregu na kolejnych rysunkach

7 S
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Twierdzenie 8. Niech bedzie dany okrag O(S;r) o srodku S
i promieniu dfugosci r oraz niech k bedzie prosta.

(i) Jeslid(S; k) > r, to okrag O(S;r) i prosta k nie maja punktéw
wspdlnych (sa roztaczne).

(ii) Jesli d(S; k) = r, to okrag O(S;r) i prosta k maja doktadnie
jeden punkt wspdlny (sa styczne).

(iii) Jesli d(S; k) < r, to okrag O(S;r) i prosta k maja dokfadnie
dwa punkty wspdlne (przecinaja sie).
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Zadanie 6. Okresli¢c wzajemne potozenie okregu
O:(z—2°+y+1)?*=4

| proste;

1
k:y=— 1.
Y 4x—|—
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Wypiszemy dane, szukane i wykonamy stosowny rysunek. W celu
wyrysowania okregu, z jego rownania odczytaé nalezy wspdtrzedne
Srodka i dtugos¢ promienia. Wykonany rysunek bedzie sugerowat
odpowiedz, ktorg nalezy poprawnie uzasadnic.
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Rozwigzanie.
D: okrag o réownaniu Sz: wzajemne pofozenie

O:(x—27°+@y+172=4 okregu O i prostej k.
prosta k : y = ix+1
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Plan rozwigzania:
1. wyznaczy¢ srodek S okregu,
2. obliczy¢ odlegtos¢ srodka S okregu od prostej £,

3. poréwnac obliczong odlegtos¢ srodka S okregu z dtugoscia jego
promienia 7.
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Krok 1. Z réwnania okregu odczytujemy S = (2, —1) oraz r = 2.
Krok 2. Obliczamy odlegto$¢ punktu S = (2,—1) od prostej k.
W tym celu przeksztatcamy réwnanie kierunkowe tej prostej do na-

stepujacego réwnania ogolnego

k: x—4y+4=0.

Wtedy
2—4-(—1)+14 1 10 —

R e VT AT

Na koniec mamy

1
d(S: k) = @m >,
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Odp. Okrag O : (z —2)*+ (y+1)> =4 iprosta k : y = 3o + 1
nie maja punktéw wspolnych.
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Cwiczenie 15. Zbadaé wzajemne potozenia podanych par pro-
stych o okregéw:

a) ki:y=-5x—2, Op:2°+y*—6x+4y=0,
ky:y=32x+4, Or:a’+y?—3x—2y—5=0,

ks x = -2, 03:x2+y2—2x+4y—420,

Ly = —2, Oy: 22 +1y?+ T — 4y =0,
ks:iy=—tx+3 Os:2’+y’+52+3y—3=0,

o

o

N e '
I3
e~

0O

D
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Odp.
a) prosta kp i okrag O maja dwa punkty wspdlne,

b) prosta ks i okrag O sa roztaczne,

)

)
c) prosta k3 jest styczna do okregu Os,
d) prosta k, i okrag O4 maja dwa punkty wspdlne,
)

e) prosta ks i okrag O5 s3 roztaczne.
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Pytanie 1. Srodek odcinka o koncach (1,2) i (3, —6) ma wspét-
rzedne

(a) (4,—4)
2,-8),
2,8),
2,—2)

(b) (
(c) (=
(d) (
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Pytanie 2. Odlegtos¢ punktéw (1, —2) oraz (—3, 1) na ptaszczyz-
nie wynosi
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Pytanie 3. Prosta o rownaniu x — y + 1 = 0 jest nachylona pod

katem
(a) 30°,
(b) 45°,
(c) 60°,
(d) 90°,
do osi OX.
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Pytanie 4. Proste k oraz [ zadane rownaniami

k: y=2xr—1,
[: y:%erl,

(a) przecinaja sie pod katem prostym,
(b) sa réwnolegte, ale nie pokrywaja sie,
(c) przecinaja sie pod katem ostrym,
(d) pokrywaja sie.
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Pytanie 5. Sposrdd prostych o réwnaniu y = 2x + b przez punkt
(—2,2) przechodzi prosta
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Pytanie 6. Prosta o rownaniu 2z — 3y + 1 = 0 jest
(a) prostopadta do wektora [2, —3],

(b) prostopadta do wektora [2, 3],

(c) réwnolegta do wektora [2, —3],

(d)

d) réwnolegta do wektora [2, 3].
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Pytanie 7. Proste k i [ zadane réwnaniami

kE: 2z —y+1=0,
l: —2x+y—1=0,

a) przecinaja sie pod katem prostym,
s3 réwnolegte, ale nie pokrywaja sie,

(a)
(b)
(c) przecinaja sie pod katem prostym,
(d) pokrywaja sie.
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Pytanie 8. Jedna z prostych prostopadtych do proste;j
—3r+2y—5=0

jest opisana rownaniem
(a) 3x +2y — 1 =0,
(b) 3z — 2y —3 =0,
(c) 2+ 3y =0,

(d) 22 — 3y — 2 =0.
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Pytanie 9. Okrag o $Srodku w punkcie (1, —3) i promieniu dtugosci
r = 2 opisany jest rownaniem
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Pytanie 10. Okrag opisany réwnaniem z2 4 y? — 4z + 2y = 11
(a) ma srodek w punkcie (2, —1) i promien o dtugosci r = 4,
2,—1) i promien o dtugosci r = /11,

ma $rodek w punkcie )i
2,1) i promien o dtugosci r = /11,
)i

(
(b) (
(c) ma $rodek w punkcie (—
(d) (—

d) ma Srodek w punkcie (—2, 1) i promien o dtugosci r = 4.
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Klucz odpowiedzi:

1(d), 2(c), 3(b), 4(c), 5(a), 6(a), 7(d), 8(c), 9(d), 10(a).
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