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1 Wstep

Rysunek 1: Euklides

Geometria jest naukg podstawowa. Jej historia sicga
czasOw starozytnych. Przekonujemy sie o tym czytajac
nazwy twierdzen Pitagotrasa, Talesa. Wszyscy Ci staro-
zytni filozofowie badali i poznawali piekno geometrii. W
jedng cato$¢ Starozytna wiedze z geometrii zebrat Eu-
klides w swoim dziele ”Stoicheia geometrias” (w Polsce
nazywanym ” Elementy”). Do XIX wieku bylo to dzielo
niedosScignione. Zreszta 1 dzisiaj geometria nauczana w
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szkole niewiele wykracza poza euklidesowe elementy.

W czasie tej prezentacji przekazemy Ci podstawowq
wiedze z geometrii, ktérej znajomos¢ powinna ultatwic
zdanie matury. Jednoczesnie chcemy, abys zuwazyl(la)
piekno geometrii w rozumieniu sity metody dedukcyjnej i
sity rozumowania formalnego opartego na logice. Po zdefi-
niowaniu pojec¢ droga scistego rozumowania wyprowadza-
ne sa kolejne twierdzenia. Jest to cecha charakterystyczna
dojrzatych teorii matematycznych.

Zatem nie pozostaje nam nic innego jak zyczy¢ przy-
jemnej lektury.



2 Pojecia wstepne

Planimetria jest dzialem geometrii elementarnej, ktory
zajmuje sie badaniem figur zawartych w plaszczyznie i
przeksztatcen tej ptaszcezyzny. Do jej podstawowych pojec
nalezg punkt, prosta i odleglos¢.

Definicja. Punkty nazywamy wspétliniowy-
mi (kolinearnymi), gdy istnieje prosta, do kto6-
rej te punkty naleza.




Na ptaszczyznie jest okreslona odleglosé, kto-
ra kazdej parze punktow A i B przyporzadkowuje do-
ktadnie jedna liczbe |AB| i przyporzadkowanie to ma
nastepujace wiasnosci:

1. |[AB| > 0,
2. |AB| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A = B,
3. |AB| = |BA],

4. dla kazdych punktéw A, B, C' zachodzi |AC| <
[AB| + |BC|,

5. dla kazdych punktow A, B i C punkty te sa wspotli-
niowe wtedy i tylko wtedy, gdy |AB| = |AC|+|C B]
lub |[AC| = |AB|+ |BC| lub |BC| = |BA| + |AC.



Definicja. Niech punkty A, B, (' beda rdézne.
Moéwimy, ze punkt C' lezy miedzy punktami A
i B, gdy |AB| = |AC|+ |CB|.

Definicja. Odcinkiem AB, gdzie A # B, nazy-
wamy zbiér utworzony ze wszystkich punktéow
lezacych miedzy punktami A i B oraz punktow

A i B. Odcinek AB bedziemy oznacza¢ symbo-
lem AB.

Uwaga. Jezeli A = B | to zbiér AA = { A} bedziemy
nazywali odcinkiem zerowym (trywialnym).



Definicja. Punkt S nazywamy Srodkiem od-
cinka AB, gdy |AS| = |SB| = }|AB].

Latwo wykazaé (éwiczenie), ze punkt S jest srodkiem
odcinka AB wtedy i tylko wtedy, gdy |AS| = |SB]| i
|AS| + |SB| = |ABj.



Twierdzenie. Kazdy odcinek ma doktadnie
jeden srodek.

Kazdy punkt prostej dzieli prostag na dwa
zbiory rozlaczne i niepuste. Zbiory te nazywa-
my stronami punktu na proste;j.




Definicja. Strone punktu A wraz z tym punk-
tem nazywamy polprosta. Punkt A nazywamy
poczatkiem tej potprostej.

Twierdzenie. Jezeli punkty A i B nalezg do
réznych stron punktu P, to punkt P lezy mie-
dzy punktami A i B.




Definicja. Figure nazywamy ograniczong, gdy
istnieje kolo zawierajace te figure.




Figurami nieograniczonymi sa na przyktad:

pétprosta

pas wyznaczony przez dwie proste rownolegte

Pytanie. Pédlprosta jest figurg nieograniczong. Czy
kazda figura zawierajgca co najmnie] jednq polprostq
jest nieograniczona?
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3 Poéiplaszczyzny, katy, wielokaty, figury wy-
puktle

Prosta dzieli (rozcina) plaszczyzne na dwa zbio-
ry rozlaczne i niepuste. Kazdy z tych zbioréw
nazywamy strong prostej.
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Definicja. Pélptaszczyzna o krawedzi [ nazy-
wamy sume prostej [ i jednej strony tej prostej.
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Whnioski:

| —

. Kazda prosta jest wspolng krawedzig doktadnie dwoch
polplaszezyzn.

2. Odcinek taczacy punkty nalezace do roznych stron
prostej ma z ta prosta doktadnie jeden punkt wspol-

ny.
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3. Odcinek taczacy punkty nalezace do jednej strony
proste] zawiera sie w tej stronie.
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Dwie ré6zne pétproste o wspoélnym poczatku
dzielg (rozcinaja) ptaszczyzne na dwa niepuste
podzbiory.

Definicja. Katem nazywamy kazdy z pod-
zbior6w na jakie dwie ré6zne polproste o wspél-
nym poczatku rozcinaja plaszczyzne wraz z ty-
mi poétprostymi.
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Pélproste nazywamy ramionami kata, a ich wspoélny
poczatek wierzchotkiem kata.

Kat zawierajacy si¢ w pewnej potplaszczyznie nazywa-
my katem wypuklym. W przeciwnym razie méwimy, ze
kat jest katem wklestym.
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Definicja. Kat, ktérego ramiona dopelniaja
sie do prostej nazywamy katem poélpetlnym.
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Do rodziny katow dotaczamy polprosta (jako kat ze-
rowy, ktérego ramiona pokrywaja si¢) oraz plaszezyzne
(jako kat pelny, ktorego ramiona tez pokrywaja sie).

- e
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Wez teraz otowek 1 kartke papieru i wykonaj nastepu-
jace Czynnosci:

1. Narysuj na plaszczyznie dowolny niezerowy odcinek

AB .

2. Wybierz punkt C' nie lezacy na prostej AB 1 narysuj
odcinek BC'.

3. Wybierz punkt D nie lezacy na prostej BC' i narysuj
odcinek C'D.

4. Wybierz punkt E nie lezacy na prostej C'D i narysuj
odcinek DFE.

5. Wybierz punkt F' nie lezacy na prostej D E 1 narysuj
odcinek E'F.
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Otrzymale$s w ten sposéb lamang ABCDEF.
Odcinki AB, BC, CD, DE i EF to jej boki, a punkty
A, B, C, D, E., F towierzcholki tej lamanej.

Narysuj tamane o dwoch, trzech, czterech, szesciu, sied-
miu bokach.

Niezerowy odcinek to tez lamana - o jednym boku.
Pierwszy wierzchotek to poczatek tamanej, a ostatni wierz-
chotek to koniec tamane;.
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Wsréd tamanych wyrézniamy tamane zwyczajne i ta-
kie, ktore nie sa zwyczajne.

~

EAMANE ZWYCZAJNE FAMANE, KTORE NIE SA ZWYCZAJNE
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Definicja. L.amana nazywamy zamknieta, gdy jej po-
czatek 1 koniec pokrywaja sie.

AN
o <X
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Famana zwyczajna zamknieta dzieli (rozci-
na) plaszczyzne na dwa niepuste podzbiory.
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Definicja. Wielokatem nazywamy ograniczo-
ny podzbiér wyciety z plaszczyzny przez la-
mang zwyczajng zamknietg wraz z tg lamang.

Te tamang nazywamy brzegiem wielokata, a pozostala
czes¢ wnetrzem wielokata.

O

\V
e
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Boki tamanej nazywamy bokami wielokata, wierzchot-
ki tamanej (wspolne konce bokéw) wierzchotkami wielo-
kata.

Odcinek, ktory taczy dwa wierzchotki wielokata i nie
jest bokiem nazywamy przekatna wielokata.

Definicja. Kgtem wewnetrznym wielokata na-
zywamy kat, ktérego ramiona zawierajq sasied-
nie boki wielokata i ktéry ma punkty wspélne
z wnetrzem wielokata.
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Definicja. Figure geometryczng nazywamy wy-

pukla, gdy wraz z kazdymi dwoma punktami
zawiera odcinek, ktérego koncami sg te punk-

ty.

te figury nie sg wypukte

te figury sg wypukite

Whniosek. Kazda polplaszezyzna jest figurg wypukla.
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Twierdzenie. Czes¢ wspdlna figur wypuktych
jest figura wypukls.

Twierdzenie. Kat wypuktly jest zbiorem wy-
puklym.
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Uwaga. Kat wypukly jest czescig wspolng dwoch pot-
plaszczyzn.
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Twierdzenie. Wielokat jest zbiorem wypu-
klym wtedy i tylko wtedy, gdy lezy po jed-
nej stronie kazdej prostej zawierajacej bok te-
go wielokata.

Definicja. Wielokat nazywamy foremnym, gdy
ma wszystkie boki ré6wne i wszystkie katy we-
wnetrzne rowne.
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4 Katy przy dwéch przecinajacych sie pro-
stych

Zalozmy, ze prosta k przecina prosta (.

Definicja. Katem dwoéch przecinajacych sie
prostych nazywamy kazdy z katéw wypuklych,
ktoérych ramiona zawierajg sie w tych prostych,
a wierzcholkiem jest punkt ich przeciecia.
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Definicja. Katy przylegte to takie dwa ka-
ty wypuktle, ktére majg jedno ramie wspodlne,
a pozostatle dwa ramiona uzupelniajag sie do
prostej.

Katy £LAOB i £ BOC' sg katami przylegtymi.

Definicja. Kat przylegly do kata wewnetrz-
nego wielokagta nazywamy katem zewnetrznym
tego wielokata.
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Definicja. Katy wierzchotkowe to takie dwa
katy wypuktle, ktorych ramiona uzupelniajg sie
do prostych.

Katy LAOB i LCOF sa katami wierzchotkowymi.
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Suma katow przylegltych ma 180° . Katy wierzchotkowe
sa rowne.

a+ [0 =180°1a' + [ =180° stad a = .
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5 Katy przy dwéch réznych prostych na ptasz-
czyznie przecietych trzecig prosta

7

/ :
e Katy takie jak 0 i 1) nazywamy katami naprzemian-

legtymi zewnetrznymi.

o Katy takie jak v i ¢ nazywamy katami naprzemian-
legtymi wewnetrznymi.

e Katy takie jak a1 ¢ nazywamy katami odpowiada-
jacymi.

o Katy takie jak 31 ¢ nazywamy katami jednostronnie
wewnetrznymi.
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Definicja. Proste k i [ zawarte w plaszczyznie
nazywamy réwnoleglymi, gdy £ nie ma punk-
tow wspélnych z [ lub k& = |.

Twierdzenie. Jezeli dwie rézne proste prze-
tniemy trzecig prosta i jakies katy naprzemian-
legle zewnetrzne przy tych prostych sg réwne,
to te dwie przeciete proste sa ré6wnolegte.

A
/

! KATY NAPRZEMIANLEGLE
ZEWNETRZNE
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Twierdzenie. Jezeli dwie rozne proste prze-
tniemy trzecig prosta i jakies katy naprzemian-
legle wewnetrzne przy tych prostych sg réwne,
to te dwie przeciete proste sa ré6wnolegte.

KATY NAPRZEMIANLEGLE
WEWNETRZNE
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Twierdzenie. Jezeli dwie rozne proste prze-
tniemy trzecig prostg i jakie$ katy odpowiada-
jace przy tych prostych sg réwne, to te dwie
przeciete proste sa roGwnolegte.

L

KATY ODPOWIADAJACE
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Twierdzenie. Jezeli dwie rozne proste prze-
tniemy trzecig prosta i katy jednostronnie we-
wnetrzne przy tych prostych dopelniajg sie do
kata polpelnego, to te dwie przeciete proste sa
rownolegte.

/KATY JEDNOSTRONNIE
WEWNETRZNE
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Prawdziwe jest takze nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Jezeli dwie rézne proste rowno-
legle przetniemy trzecig prostg, to kazde dwa
katy naprzemianlegle zewnetrzne, kazde dwa
katy naprzemianlegle wewnetrzne i kazde dwa
katy odpowiadajgce sa rowne, a kazde dwa ka-
ty jednostronnie wewnetrzne dopelniaja sie do
kata poétpelnego.
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6 Trojkaty

Definicja. Trojkat jest wielokatem o trzech
bokach.

Trojkat o wierzchotkach A, B, C' bedziemy oznacza¢ AABC.
Boki AB, BC', C'A oznaczamy odpowiednio maltymi li-
terami alfabetu tacinskiego ¢, a, b zas katy wewnetrzne
LABC, £BCA, £CAB malymi literami alfabetu grec-
kiego 3, v, a lub £ B, £C, L A. Jezeli nie prowadzi to
do nieporozumien, to literami a, b, ¢ lub «, 3, v oznacza-
my dlugosci odpowiednich bokéw lub miary (rozwartosci)
odpowiednich katow wewnetrznych tego trojkata.

Kazdy kat wewnetrzny tréjkata jest mniejszy od kata
poltpelnego.
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Podzial tr6jkatow ze wzgledu na katy

1. trojkat ostrokatny (wszystkie katy wewnetrzne tego
trojkata sa ostre),

2. trojkat prostokatny (jeden kat tego trojkata jest pro-
sty),

3. trojkat rozwartokatny (jeden kat tego trojkata jest
rozwarty).

—

TROJKAT OSTROKATNY TROJKAT PROSTOKATNY TROJKAT ROZWARTOKATNY

a

40



Podzial tr6jkatow ze wzgledu na boki

1. trojkat rownoboczny (wszystkie boki tego trojkata sa
rowne),

2. trojkat rownoramienny (dwa boki tego trojkata sa
rowne),

3. trojkat réznoboczny (zadne dwa boki tego trojkata
nie sg rowne).

TROJKAT ROWNOBOCZNY  TROJKAT ROWNORAMIENNY TROJKAT ROZNOBOCZNY

Uwaga. W tréjkacie rownoramiennym réwne boki na-
zywamy ramionami, a trzeci bok podstawa tego tréjkata.

Pytanie. Czy trojkqt rownoboczny jest trojkgtem
rownoramiennym?

41



Trojkaty sg cegietkami, z ktorych budujemy inne figury
geometryczne. W szczegolnosci kazdy wielokat jest suma
skonczonej ilosci trojkatow.

Podzial wielokata na tréjkaty w taki sposob, ze kazde
dwa trojkaty podziatu majg wspélny co najwyzej wierz-
chotek lub bok nazywamy triangulacja tego wielokata.
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7 Cechy przystawania tréjkatow

Definicja. Dwa trojkaty nazywamy przysta-
jacymi, gdy maja odpowiednio réwne wszyst-
kie boki i katy wewnetrzne.

Zatema=da b=V, c=cd oraza=ao/,3=0,v="7
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Gdy w szkole podstawowej lub gimnazjum konstru-
owalismy tréjkaty, to wykonywalismy te konstrukeje, gdy
znalismy

e trzy boki trojkata lub
e dwa boki i kgt miedzy nimi zawarty lub
e bok i katy przyleglte do tego boku.
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Aby stwierdzi¢, ze trojkaty sa przystajace nie musimy
porownywac wszystkich bokow 1 wszystkich katow.

Pytania. Jakie znasz cechy przystawania trojkaq-
tow?

Co oznaczajq skroty (bbb), (bkb), (kbk)?
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Cechy przystawania trojkatow

Twierdzenie. Jezeli dwa trojkaty maja trzy
boki odpowiednio réwne, to sg przystajace.

Twierdzenie. Jezeli dwa trojkaty majag dwa
boki i kat miedzy nimi zawarty odpowiednio
rowne, to sg przystajace.

Twierdzenie. Jezeli dwa trojkaty maja bok i
dwa katy do niego przyleglte odpowiednio réw-
ne, to sg przystajace.

46



Uwaga. Nie muszg by¢ przystajace takie dwa troj-
katy, ktére majg rowne dwa boki i réwny kat nie lezacy
miedzy tymi bokami.

Trojkaty ABC' 1 ABD nie sg przystajace, chociaz | BC| =
IBD|, |AB| = |AB| i KCAB = £ DAB.
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Twierdzenia o katach tréjkata I

Twierdzenie . Jezeli o, (3, 7 sa katami we-
wnetrznymi tréjkata, to o+ 3+ v = 180° .

Dowdd. Poprowadzmy przez wierzcholek C trojkata
ABC prosta réwnolegly do boku AB.

Suma katow LACM, L BCN, v ma 180°. Poniewaz
LACM = a, LBCN = 3, to a+ (+ v = 180°.
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Przyktad 1. Wyznacz katy zaznaczone na rysunku:

45° 65°
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Rozwigzanie.

45°

65°

0 = 180° — 110° = 70°.
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Przyktad 2. Wyznacz katy zaznaczone na rysunku:

30°

o1



Rozwigzanie.

a = 180° — 30° = 150°,
a = H0°
2c0 = 100°

52
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Twierdzenia o katach tréjkata II

Definicja. Katem zewnetrznym tréjkata na-
zywamy kat przylegly do kata wewnetrznego
tego tréjkata.

Twierdzenie. Kat zewnetrzny trojkata jest
rowny sumie katéw wewnetrznych do niego nie-

przyleglych.

d=a+7y
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Przyktad. Wyznacz katy zaznaczone na rysunku:

80°

50°

o =7
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Rozwigzanie.

80°

50°

0 =50°+80° = 130°

95



Przyktad. Wyznacz katy zaznaczone na rysunku:
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Rozwigzanie

B =180° — 70° = 110°, v = 180° — 110° — 50° = 20°,

o7



8 Twierdzenia o bokach tréjkata

Twierdzenie. Jezeli a, b, ¢ sa dlugosciami bo-
kow trojkata, toa <b+cib<c+aic<a+b.

Dowoéd. Rozwazmy trojkat ABC' . Wierzcholki tego
trojkata nie sa wspotliniowe, zatem

IBC| < |AC| + |AB]
IAC| < |AB| + | BC|

|AB| < |BC|+ |AC.
Wstawiajac
|BC| =a, |AC| =b, |AB| =c,

otrzymujemy teze.
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Twierdzenie. Jezeli dtugosci trzech odcinkow
spelniajg warunek a < b+cib<c+aic<a+b,
to istnieje tréjkat, ktérego boki majg dtugosci
a, b, c.
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Przyktad. Czy istnieje trojkat, ktorego boki miatyby
dlugosci 2, 3, 57

Nie poniewaz 2 + 3 = 5.
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Przyktad. Czy istnieje trojkat, ktorego boki miatyby
dtugosci 3, 5,67

Tak, poniewaz 3 <5+6ib5<34+616<3+8.
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9 Bokii katy tréjkata

Twierdzenie. (pons asinorum). W tréjkacie
réownoramiennym katy wewnetrzne przy pod-
stawie sg rowne.

Dowdd. Zalozmy, ze w trojkacie ABC' jest |AC| =
|BC|. Punkt D niech bedzie srodkiem odcinka AB.
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Trojkaty ADC' 1 BDC' sg przystajace na mocy cechy
(bbb). Zatem katy wewnetrzne przy wierzchotkach A1 B
sa rowne.
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Z twierdzenia o katach przy podstawie w trojkacie row-
noramiennym wynikajg dwa wazne twierdzenia.

Twierdzenie. W tréjkacie naprzeciw dtuzsze-
go boku lezy wiekszy kat wewnetrzny.

Dowdd. Zalézmy, ze w trojkacie ABC' jest |AC| >
|BC.
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Na boku AC' wezmy punkt D taki, ze |BC| = |CD|.
Katy przy podstawie w trojkacie rownoramiennym BDC
sg rowne 0. Oczywiscie a < 0 (9 jest katem zewnetrznym
w trojkacie ABD) i < (. Zatem « < (3, co nalezalo
udowodnic.
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Twierdzenie. W trojkacie naprzeciw wieksze-
go kata wewnetrznego lezy dluzszy bok.

Dowdd. (nie wprost). Zalozmy, ze o < (1 przy-
puscémy, ze |[AC| < |BC/|. Jezeli |[AC| < |BC|, to na
podstawie poprzedniego twierdzenia musi by¢ 6 < a.
Gdy |AC| = |BC|, to z twierdzenia pons asinorum ma-
my a = 3. UzyskaliSmy wynik sprzeczny z zalozeniem, a
wice dowdd twierdzenia zostal zakonczony:.
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Uwaga. Pons asinorum - osli most. Pierwsze trud-
niejsze twierdzenie w Elementach Euklidesa, przez ktore
nietatwo przebrnaé¢ nieukom.
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10 Katy w kole (okregu)

Definicja. Cieciwg okregu nazywamy nieze-
rowy odcinek, ktérego konce nalezg do tego
okregu. Srednicg okregu nazywamy cieciwe, do
ktorej nalezy Srodek okregu. Cieciwa ($redni-
ca) kola nazywamy cieciwe ($rednice) okregu
tego kola.

Pytanie. Czy w danym okregu mozna znaleZc cie-
ciwe diuzszq od Srednicy?
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Definicja. Kt wypukly, ktérego wierzchotek
lezy na okregu kota, a ramionami sg pétpro-
ste zawierajagce cieciwy tego kola, nazywamy
katem wpisanym.
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Definicja. Kat, ktérego wierzchotkiem jest
srodek kola, a ramionami sg po6lproste zawie-
rajace promienie tego kola, nazywamy katem
srodkowym.
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Definicja. Luk okregu, bedacy czescig wspol-
ng kata wpisanego lub srodkowego z kotem na-
zywamy tukiem, na ktérym dany kat jest opar-
ty.
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Twierdzenie. Jezeli kat sSrodkowy i kat wpisa-
ny sg oparte na tym samym tuku, to kat srod-
kowy jest dwa razy wiekszy od kata wpisanego.

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy w przypadku, gdy
jedno z ramion kata wpisanego przechodzi przez srodek

kota.

Kat 3 jest katem zewnetrznym trojkata rownoramien-
nego OBE, w ktorym katy przy podstawie sg réwne «.
Zatem 3 = a + a = 2a.
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Whniosek. Katy wpisane oparte na tym samym tuku
sa rowne.
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Whiosek. Kat wpisany oparty na potokregu jest pro-
sty.

Uwaga. Kat wpisany oparty na pétokregu nazywamy
takze katem opartym na srednicy.
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Whmniosek. Suma katow wpisanych, opartych na tu-
kach dopelniajacych sie do okregu, jest rowna katowi pot-
pelnemu.
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11 Styczna do okregu

Twierdzenie. Prosta i okrag na ptaszczyznie
sg rozlaczne lub maja dokladnie jeden punkt
wspolny, lub majg dwa rézne punkty wspodlne.

© Op
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Definicja. Prosta, ktéra ma z okregiem tyl-
ko jeden punkt wspdlny, nazywamy styczng do
okregu.

Definicja. Punkt wspdélny okregu i stycznej
do tego okregu nazywamy ich punktem stycz-
nosci.
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Definicja. Prostg, ktéra ma z okregiem dwa
punkty wspdllne, nazywamy sieczng okregu.
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Twierdzenie. Styczna do okregu i1 promien
tego okregu, ktéorego koncem jest punkt stycz-
nosci, sg prostopadte.
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Twierdzenie. Kat stycznej do okregu z cie-
ciwg przechodzaca przez punkt stycznosci jest
rowny katowi wpisanemu opartemu na tym sa-
mym luku co cieciwa i lezgcemu po przeciwnej
stronie cieciwy niz ten tuk.
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Dowdd.

Poniewaz ao + 3 =90°i v+ 8 = 90°, to a = 7.
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12 Wysokosci

Definicja. Wysokoscia trojkata nazywamy od-
cinek, ktorego konncami sg wierzchotek tréjkata
i punkt, w ktérym prosta prostopadla popro-
wadzona z tego wierzchotka do przeciwleglego
boku przecina ten bok lub jego przedluzenie.
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Moéwimy, ze wysoko$¢ jest opuszezona (z wierzchotka)
na bok trojkata. Ten bok nazywamy wowczas podstawg
trojkata.

Punkt, w ktorym prosta poprowadzona z wierzchotka
trojkata prostopadle do przeciwlegtego boku przecina ten
bok lub jego przedtuzenie nazywamy spodkiem wysoko-
sci.

Punkt D na rysunku jest spodkiem wysokosci opusz-
czonej na bok AB, ktory wowezas nazwiemy podstawa.
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Przyktad.

Dlugosé wysokosci opuszczonej z wierzchotka np. C'
na bok |AB| jest réwna odleglodci tego wierzchotka od
prostej |[AB].
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Twierdzenie. (odwrotne do twierdzenia pons
asinorum). Jezeli w tréjkacie dwa katy wewnetrz-
ne sg réwne, to tréjkat jest r6wnoramienny.

Dowéd. Odcinek C'D jest wysokoscig w trojkacie ABC.

Uzasadniy korzystajgc z cech przystawania trojkq-
tow, ze trojkaty ADC 1 BDC sq przystajgce. jesli
nie wiesz jak to kliknij tu

Trojkaty ADC' 1 BDC' sa prostokatne, wiec katy £ AC'D
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i L BC'D sarowne. Zatem trojkaty ADC 1 BDC' s przy-
stajace (kbk).
Powrdt na poprzednig strong

Zatem |AC| = |BC.
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13 Srodki bokéw tréjkata i srodkowe I

Definicja. Liniag Srodkowa tréjkata nazywa-
my odcinek, ktérego koncami sg srodki dwéch
réznych bokéw tréjkata.

K jest srodkiem odcinka AC

L jest srodkiem odcinka BC

Kazdy tréjkat ma trzy rozne linie srodkowe.
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Twierdzenie. Prosta poprowadzona przez Sro-
dek jednego boku tréjkata rownolegle do dru-
giego, polowi trzeci bok tego tréjkata. Odcinek
tej rownolegtej, wyznaczony przez boki tréjka-
ta jest potowa drugiego boku.

Dowdéd przeprowadzimy dla tréjkata ABC, w ktorym
£LABC jest prosty.
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Dowéd.
Zaltozenie: |AD| = |DC|.
Teza: |BE| = |EC|i|DE| = }|AB|.

/7]

Prowadzimy odcinek | D F'| prostopadly do odcinka |AB].
Trojkaty |AFD| i |DEC| sa przystajace (kbk).

Czworokat FFBED jest prostokgtem. Zatem |BE| =
|FD| = |EC|. Poniewaz |DE| = |AF|i|DE| = |FB|=,
to |DE| = 3|AB].

Analogicznie prowadzimy dowéd, gdy zalozymy, ze | BE| =
|EC|.
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Twierdzenie. Odcinek , ktorego koncami sg
Srodki ré6znych bokéw tréjkata ( linia srodko-
wa trdjkata) jest réwnolegly do trzeciego bo-
ku i jego dlugosé jest r6wna potowie dlugosci
trzeciego boku.
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Trzy linie sSrodkowe dziela trojkat na cztery przystajace
trojkaty. Ten podzial jest triangulacja danego trojkata.
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14 Srodki bokéw tréjkata i srodkowe II

Definicja. Srodkows tréjkata nazywamy od-
cinek, ktérego konncami sq wierzchotek tréjkata
i Srodek boku przeciwlegltego temu wierzchot-
kowi.

|BD| = |DC|

Kazdy tréjkat ma trzy rézne srodkowe.

Pytanie. Co mozna powiedziec o srodkowej podsta-
wy 1t wysokoSci opuszczonej na podstawe w trojkgcie
rownoramiennym.
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Twierdzenie. W kazdym tréjkacie srodkowe
przecinajg sie w jednym punkcie, ktéry dzie-
li kazda Srodkowa w stosunku 2 : 1 (liczac od
wierzchotka).
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Dowdd.

W trojkacie ABC prowadzimy dwie jego sSrodkowe AD
i BE. Przecinajg si¢ one w punkcie M (z wlasnosci pot-
plaszezyzn dopelniajacych sie do plaszezyzny). Polaczy-
my odcinkami srodki £ i D oraz srodki F''i G odcin-
kow AM 1 BM . 7 twierdzenia o linii Srodkowej trojkata,
zastosowanego do trojkatow ABC 1 ABM, wynika, ze
odcinki ED i F'G sa réwnolegle i réwne.

Uzasadniy, korzystajgc z cech przystawania trojkaq-
tow, ze trogkgty FGM 1+ EDM sq przystajgce.
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Wobec tego |FM|=|MD|i|GM|=|ME|.
Stad

AM| = |AF| + |FM| = 2|MD|,

IBM| = |BG| + |GM| = 2| ME|.

Podobnie pokazujemy, ze sSrodkowa AD i srodkowa po-
prowadzona z wierzchotka C' przecinaja sie w punkcie M,
ktory dzieli je w stosunku 2 : 1. Punkty M 1 M’ dzielg
odcinek AD w stosunku 2 : 1, wiec M = M’.
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Definicja. Punkt przeciecia sie srodkowych
trojkata nazywamy srodkiem ciezkosci tego tréj-
kata.

Uwaga. Model trojkata, wyciety z kartonu, podparty
w Srodku ciezkosci jest w rownowadze.
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Zadania do samodzielnego rozwigza-
nia

Jakim podzbiorem ptaszczyzny moze by¢ czesé wspol-
na

a) dwoch polplaszezyzn tej plaszezyzny,

b) trzech poéiplaszezyzn tej plaszezyzny.
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Dane sa dwie rézne proste rownolegle przecicte trzecig
prosta. Udowodnij, ze

a) dwusieczne katow odpowiadajacych sa rownolegle,

b) dwusieczne katéw naprzemianlegltych (wewnetrznych
lub zewnetrznych) sa réwnolegle,

¢) dwusieczne katéow jednostronnie wewnetrznych sa
prostopadie.
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Udowodnij, ze dwusieczne dwoch katow przyleglych sa
prostopadie.
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Oblicz katy wewnetrzne tréjkata, w ktorym jeden z
katow jest dwa razy wickszy od drugiego, a ich suma jest
réwna trzeciemu katowi.
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TEST

1. Czy warunek |AX| = | X B| okresla na plaszczyznie érodek odei

O TAK O NIE
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Oczywiscie, ze NIE
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2. Czy niepusta czes¢ wspolna dwoch potplaszezyzn
moze by¢ zbiorem ograniczonym?

O TAK O NIE
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Pewno, ze NIE
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3. Czy katy odpowiadajace przy dwoch prostych réwnoleglych
przecictych trzecia prosta moga mie¢ po 135°7

O TAK O NIE
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TAK, a my$lates(as), ze NIE
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4. Czy dwie rozne srodkowe trojkata zawsze sie przecinaja?

O TAK O NIE
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5. Ile osi symetrii moze mie¢ trojkat?

a) doktadnie dwie b) trzy
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Oczywiscie, ze b)
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6. Kat wpisany w koto moze mie¢

a) 179° b) 181°
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Ja obstawiam a)

Kat wpisany w koto to potowa kata Srodkowego.
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7. W trojkacie réwnoramiennym srodkowe ramion sa

a) wysokosciami b) réwne
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Jak narysowatem to wyszlo, ze b)
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8. Czy do przystawania trojkatow wystarcza
rownos¢ dwoch bokow i jednego kata?

O TAK O NIE
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Popatrz na cechy przystawania trojkatow.
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9. Czy trzy punkty niewspotliniowe
zawsze naleza do jakiegos okregu?

O TAK O NIE
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A jednak TAK
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10. Jeden z katow trojkata rownoramiennego ma 60°.
Pozostate dwa katy maja

a) 30°, 90° b) 60°, 60°
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Narysuj i zobaczysz, ze b)
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