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Czesto mamy do czynienia ze zbiorami. Gdy elementy zbioru sa wypisa-
ne, to fatwo mozemy znalez¢ ich liczbe. Czasami jednak zbidr jest podany w
formie bardziej skomplikowanej i nie jest oczywiste, ile ma elementéw. Z po-
moca przychodzi kombinatoryka - dzial matematyki zajmujacy si¢ zbiorami
skoriczonymi oraz odwzorowaniami miedzy nimi. Powstata dzigki grom ha-
zardowym, a swoj rozwoj zawdziecza rachunkowi prawdopodobienstwa, teorii
graféw, teorii informacji i innym dzialom matematyki stosowanej.

Kombinatoryka zajmuje sie wyznaczaniem liczby elementéw zbiorow skon-
czonych utworzonych zgodnie z okreslonymi zasadami. Najwazniejszym jej
zadaniem jest konstruowanie spetniajacych pewne okreslone warunki odwzo-
rowan jednego zbioru skonczonego w drugi oraz znajdowanie wzoréw na licz-
be tych odwzorowan. Wprowadzona teoria uzupetniona jest przyktadami, a
podsumowana zadaniami do samodzielnego rozwigzania i testem koncowym.



Podstawowe pojecia, ktorymi postuguje sie¢ kombinatoryka:
Silnia: n! dla n € N oznacza iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do
n, czyli

nl=1.2-3....-n.

Przyjmujemy dodatkowo, ze
ol =1.



n

Symbol Newtona: ( I

) dla n,k € Ni0 < k < n oznacza liczbe

okreslong wzorem:



1 Zasada mnozenia

Elementarng metoda kombinatoryki, czesto stosowang intuicyjnie jest tak

zwana reguta mnozenia.
Najpierw zapoznamy sie zasada mnozenia dla zbioru 2-elementowego i 3-

elementowego.



Rozwazymy zbiér A = {a, b} sktadajacy sie z 2 réznych elementéow oraz
zbiér B = {x,y, z} skladajacy si¢ z 3 réznych elementéw.
Zbadamy ile mozemy utworzy¢ uporzadkowanych par (a,b), takich ze a € A
ibe B.

Zbioér takich par oznaczymy A x B, a ich liczbe oznaczymy przez A x B.

Otrzymujemy:
A x B ={(a,x),(a,y), (a, z),

(b, ), (b,y), (b, 2)}-

Co graficznie mozemy przedstawi¢ nastepujaco:

Zatem po przeliczeniu wszystkich powigzan otrzymujemy ich 2 - 3. Co
zapiszemy:




Rozszerzymy rozwazane zbiory na dwa 3-elementowe. Dla A = {a,b,c} i
B = {z,y, 2} mamy

A x B={(a,2),(a,y), (a,z),
(b,2), (b,y), (b, 2),
(¢, ), (c,y), (¢, 2)}.

Co graficznie mozemy przedstawi¢ nastepujaco:

Czyli otrzymujemy 3 - 3 przypadki. A zatem A x B=3-3=09.



Najpierw zastanéwmy sie:
Ile elementéw bedzie mial zbior A x B, gdy A ma 3 elementy, a B 4 elementy?

3-4=12.



Ile elementéw bedzie mial zbiér A x B, gdy A ma n elementy, a B k
elementy?

Mozemy juz stwierdzi¢:

Jezeli zbior A sklada sie z n réznych elementéw, a zbiér B z k réznych
elementow, to mozna utworzy¢

n-k
uporzadkowanych par (a,b), takich ze a € Aib € B, czyli

N
Sy

X B=n-k.



Jezeli
A:{a7b7c}7 B: {'r7y}7

to wybierajac najpierw jedng litere ze zbioru A, a nastepnie jedng ze zbioru
B otrzymujemy nastepujace wyrazy dwuliterowe

ax? ay? bx? by? Cx7 Cy?
czyli otrzymujemy roéznych dwuliterowych wyrazow:

3-2.

Zatem mamy 6 réoznych dwuliterowych wyrazéw dla A i B.



Ile roznych wynikow mozna otrzymac przy rzucie moneta i kostka?
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Niech A oznacza zbiér mozliwych wynikéw przy rzucie moneta, czyli skta-
da si¢ z orta (O) ireszki (R): A = {O, R}. Natomiast B niech bedzie zbiorem
elementéw reprezentujacych rezultaty rzutu kostka, czyli B = {1,2,3,4,5,6}.
Zatem otrzymujemy:

Ax B=1{(0,1), (0,2), (0,3), (0,4), (0,5), (0,6),
(R,1), (R,2), (R,3), (R,4), (R,5), (R,6)}.

Widzimy, ze mamy 2 - 6 mozliwosci, czyli 12.
Graficznie powyzsze rozumowanie mozemy przedstawié¢ nastepujaco:
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Zasade o mnozeniu mozemy uogolnié¢ ze wzgledu na liczbe zbio-
row, co przeanalizujmy na przyktadzie:

Ile jest liczb czterocyfrowych nieparzystych?
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Tworzymy ciag czterowyrazowy, w ktérym:

- pierwsza cyfre wybieramy z posrod zbioru 9-elementowego (odrzucamy
zero, bo nie moze sta¢ na miejscu tysiecy w liczbie czterocyfrowej),

- druga i trzecia wybieramy ze zbioru 10 cyfr,
- cyfre jednosci losujemy sposrod cyfr nieparzystych {1,3,5,7,9}, co za-
gwarantuje, ze liczba czterocyfrowa bedzie nieparzysta.

Zatem wszystkich liczb bedzie:
9-10-10-5 = 4500.
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Dla dowolnych zbiorow skonczonych A, A, . .. A, mamy

Al' ZA:n

N

n-elementowych uporzadkowanych ciagéw (aq, as, ..., a,) takich, ze
a; € Ay, ...,a, € Ay,

7

Symbol ,, 7 oznacza liczbe elemenéw w danym zbiorze.
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2 Zliczanie funkcji

2.1 Wariacje z powtdérzeniami

Na poczatek niech A i B beda dowolnymi zbiorami takimi, ze A = 3 oraz
B = 2. Rozwazmy dowolng funkcje f : A — B.

Zadamy sobie pytanie: Ile jest takich funkcji? (Aby odpowiedzie¢ na to py-
tanie musimy przypomnieé, ze funkcja kazdemu a € A przyporzadkowuje
doktadnie jeden b € B.)
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Zbadamy ile mozliwych takich przyporzadkowan jest dla ustalonego punk-
tu:
e pierwszego (zaznaczonego na czerwono)

otrzymujemy 2 mozliwosci:
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e drugiego (zaznaczonego na zielono)
***************k()lllbil**********************

otrzymujemy 2 mozliwosci:
>I<>‘r<>l<>1<>f<>l<>‘r<>l<>i<>{<>k*>l<**k()lll})5**********************
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e trzeciego (zaznaczonego na niebiesko)
***************kOHﬂJG**********************

otrzymujemy 2 mozliwosci:
***************konﬂ)7**********************
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Teraz zbadamy ile mozliwych przyporzadkowan jest dla ustalonego zbioru
punktow:
e 7z dwoch

otrzymalismy z zasady mnozenia 2 -2 = 4,
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e 7 trzech (wszystkich)

otrzymalismy z zasady mnozenia 2 -2 -2 = 8.
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Zatem mozemy poprzednie rozwazania uog6lni¢ na A i B bedace dowolnymi
zbiorami takimi, ze A =m > 0 oraz B = n > 0. Wtedy rozwazymy dowolna
funkcje f : A — B i odpowiemy na pytanie ile jest takich funkcji?

Dla ustalonego a € A mozliwych przyporzadkowan elementu b jest tyle,
na ile sposobow mozemy wybra¢ b z B, czyli doktadnie n. Z zasady mnoze-
nia podobnie do poprzednich przypadkéw otrzymujemy, ze wszystkich funkcji
jest

mrazy

21



Inaczej méwiac otrzymaliSmy
, ktora bedziemy wyraza¢ wzorem:

gdzie m,n € N.
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Zatem z m-wyrazowymi wariacjami z powtorzeniami zbioru n-elementowego
mamy do czynienia woéwczas, gdy m razy wybieramy po jednym elemencie ze
zwracaniem z danego zbioru.

Nalezy pamigtac, ze w wariacji liczy sie kolejnos¢ ustawienia wyrazow.
Podsumowujac wariacje z powtorzeniami stosujemy, gdy chodzi o:

- losowanie m-elementow sposrod n-elementow ze zwracaniem i kolejnosé
wylosowanych elementéw jest istotna

- rozmieszczenie m-elementoéw na n-elementowych miejscach,
- losowanie m razy po jednym elemencie ze zwracaniem, sposrod n-elementow.
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Odpowiedz: Wariacje z powtorzeniami
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Na ile sposobéw mozna umiesci¢ 5 par butow w 4 szufladach.
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Rozwigzanie
Chcemy odwzorowaé zbior 5-elementowy w zbior 4-elementowy. Liczba takich
odwzorowan jest rowna liczbie wariacji 5-wyrazowej z powtorzeniami:

Wy = 4° = 1024.
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Odpowiedz: buty mozna umiesci¢ na 1024 sposoby.
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Ile jest mozliwych wynikéw rzutéw 3 monetami?
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Rozwigzanie
Przy rzucie moneta otrzymamy jeden z dwoch wynikéow: orzet (O) lub reszka
(R). Zatem tworzymy ciag trzywyrazowy (liczba monet) z wyrazéw zbio-
ru dwuelementowego (liczba mozliwych wynikéw: O lub R). Liczba takich
ciggow wynosi:
W3 =2° = 32.
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Odpowiedz: mozliwych wynikéw takiego doSwiadczenia jest 32.
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2.2 Wariacje bez powtoérzen

Zatézmy teraz dodatkowo, ze n > m i A= m,§ = n. Postawimy sobie py-
tanie: Ile jest funkcji réznowartosciowych f: A — B?

Zliczajac takie funkcje musimy przypomnieé, ze odwzorowanie réznowar-
tosciowe réznym argumentom (elementom z A), przyporzadkowuje rézne war-
tosci (elementy z B).

To znaczy, ze jezeli jakiemus$ a; € A przyporzadkowaliSmy pewien b; € B,
to kolejnemu ay # a1 nie mozemy juz przyporzadkowaé b;.
Tak wiec ilos¢ mozliwosci wyboru b z B dla a € A zmniejsza sie o 1 z kazdym
przyporzadkowaniem b € B dla kolejnego a € A.

32



Najpierw rozwazymy przypadek dla A = 2, B = 3. Zbadamy ile jest
funkcji réznowartoéciowych f : A — B?
Najpierw zbadamy ile funkcji réznowarto$ciowych jest dla ustalonego punktu
i ustalonego odwzorowania dla tego punktu:
e pierwszego (zaznaczonego na czerwono)

otrzymalismy 3 mozliwosci.
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e 7 drugiego punktu (zaznaczonego na zielono)
otrzymalismy 2 mozliwosci réznowartosciowych odwzorowan miedzy soba i
pierwszym wybranym (czerwonym) odwzorowaniem.
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Teraz zbadamy ile mozliwych funkcji roznowartosciowych jest dla ustalo-
nego zbioru punktéw:
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e 7z dwbch

ook skofofok sk sk ook ok sk ook stk sk skofok ok skokokok skokofok ok ok ok

warbezpowt3***
otrzymujemy z zasady mnozenia 3 - 2 = 6.
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Uogdlniajac poprzednie rozumowanie dla A = m, B = n i n > m otrzy-
mujemy:
e dla pierwszego wybranego punktu z A i przyporzadkowania mu pewnego
elementu z B
otrzymujemy n mozliwosci
e 7 drugiego punktu
otrzymujemy n-1 funkcji ré6znowartosciowych
e 7 trzeciego punktu
otrzymujemy n-2 funkcji réznowarto$ciowych

e 7 m-tego punktu
otrzymujemy n-m-+1 funkcji r6znowartosciowych
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Teraz zbadamy ile mozliwych funkcji roznowartosciowych jest dla ustalo-
nego zbioru punktéw:
e 7 dwoch
otrzymaliSmy z zasady mnozenia n-n — 1
e 7 trzech
otrzymaliSmy z zasady mnozenia n-(n—1) - (n — 2)

e 7 m punktow

otrzymaliSmy z zasady mnozenian-(n—1)-...-(n—m+1) = (nfin)!.
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Wyznaczong liczbe funkeji réznowartosciowych ze zbioru m-elementowego
w zbiér n-elementowy nazywamy takze wariacja m-wyrazowa bez powtorzen
utworzong ze zbioru n-elementowego (m < n).

Liczbe m-wyrazowych wariacji bez powtérzen zbioru n-elementowego wy-
razimy wzorem:

gdzien € N, m e Nim < n.
Z m-wyrazowymi wariacjami bez powtorzen zbioru ztozonego z n elemen-

tow mamy do czynienia, gdy m razy wybieramy bez zwracania po jednym
elemencie z danego zbioru.
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Oblicz, ile jest liczb pieciocyfrowych o nie powtarzajacych sie cyfrach.
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Rozwigzanie
Ze zbioru cyfr {0, 1,2, 3, ..., 9} tworzymy liczby pieciocyfrowe, czyli pigcioelementowe
wariacje bez powtoérzen zbioru dziesiecioelementowego:
10!
Vip = ————— = 30240.
107 (10 — 5)!
Sposrod tych wariacji sa takie, ktore na miejscu dziesiatek tysiecy maja cyfre
0. Ich liczba jest réwna:
9!
Vo = ———— = 3024.
2 (9—4)!
Zatem szukana ilos¢ licz pieciocyfrowych o niepowtarzajacych sie cyfrach jest

rowna
Vi — Vgt = 27216.
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Odpowiedz: mozna utworzy¢ 27216 liczb pieciocyfrowych o niepowta-
rzajacych sie cyfrach.
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Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ na 7 potkach 5 ksigzek, tak aby kazda
byta na innej poitce.
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Rozwigzanie
Chcemy wyznaczy¢ liczbe funkeji (odwzorowan) réznowartosciowych ze zbio-
ru 5-elementowego w zbidér 7-elementowy. Liczba takich odwzorowan jest row-
na:
5 7!

V2= —— = 2520.
T (7T-5)!
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Odpowiedz: ksiazki mozna umiesci¢ na potkach na 2520 sposobdw.
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3 Permutacje

n-wyrazowe wariacje bez powtorzen zbioru n-elementowego w siebie nazywa-
my permutacjami tego zbioru. Permutacja jest wiec wzajemnie jednoznacz-
nym przeksztatceniem pewnego zbioru skonczonego na siebie.

Poniewaz V" = 2 = nl. Wtedy

liczba permutacji zbioru ztozonego z n elementéw jest réwna n!.
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Na ile sposob6éw mozna ustawi¢ w kolejce 6 dziewczat, tak aby:
a) staly obok siebie w dowolnej kolejnosci,
b) dwie z dziewczat, Ala i Kasia, staty obok siebie.
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Rozwigzanie:

a) Dowolne ustawienie 6 dziewczat w kolejce traktujemy jako szescioele-
mentowg permutacje. Zatem
P = 6! = 720.

Odpowiedz: Liczba wszystkich dowolnych ustawien dziewczat w kolejce wy-
nosi 720.

48



b) Jezeli Ale i Ksie potraktujemy jako nieroztaczna pare, to dowolne usta-
wienie wszystkich dziewczyn bedzie permutacja piecioelementowa:
P; =5l
Ale Ala i Kasia mogg zmienia¢ sie miejscami miedzy sobg na 2! = 2 sposobéw
(permutacja dwuelementowa).
Zatem liczba wszystkich ustawien, w ktorych Kasia i Ala stoja obok siebie
bedzie rowna:
21 P; =215 =2-120 = 240.

Odpowiedz:

Jest 240 sposobow ustawien w kolejce, w ktorych Ala i Kasia stoja obok
siebie.
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Ile réznych liczb pieciocyfrowych, w ktorych zadna cyfra sie nie powtarza,
mozna utworzy¢ z cyfr: 0,1,2,3,47

50



Rozwigzanie:
Wszystkich mozliwych ustawien podanych pieciu cyfr mamy Ps = 5!. Z tej
grupy musimy odrzuci¢ wszystkie takie przypadki, w ktorych na pierwszym
miejscu znajduje sie zero (bo wtedy nie bedzie to liczba pieciocyfrowa).
Takich mozliwosci jest Py = 4!.
Zatem liczb pieciocyfrowych spetniajacych warunek zadania bedzie:
5l — 41 =120 — 24 = 96.
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Odpowiedz:
Takich liczb jest 96.
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4 Kombinacje

Niech A bedzie zbiorem m-elementowym.
Kombinacja k-elementowa utworzona ze zbioru m-elementowego (0 < k < m,
k,m € N) nazywamy kazdy k-elementowy podzbidér zbioru m-elementowego
A.

Kombinacja, to jedna z mozliwosci wyboru kilku elementow z wigkszego
zbioru, przy czym kolejno$¢ wyboru elementow nie ma znaczenia.

[lo$¢ podzbioréw k-elementowych zbioru m-elementowego, czyli liczba k-
elementowych kombinacji zbioru m-elementowego wyraza si¢ wzorem:

gdziem e Nt ke Nik < m.
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W zadaniach czesto bedziemy si¢ spotyka¢ z do$wiadczeniami polegaja-
cymi na losowaniu k-elementéw sposréd m-elementéw pewnego zbioru. Roz-
rozniamy przy tym dwa sposoby losowania:

- losowanie ze zwracaniem
- losowanie bez zwracania.
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Odpowiedz: Kombinacje
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Z urny, w ktérej znajduje sie 10 kul: 5 biatych, 3 niebieskie i 2 czerwone,
losujemy jednoczesnie 4 kule. Na ile sposobéw mozemy wylosowac:

a) kule tego samego koloru

b) dwie kule biate i dwie kule niebieskie

c¢) dwie kule czerwone lub dwie kule niebieskie.
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Rozwigzanie
a) Aby kule byly tego samego koloru musza by¢ biate. Zatem obliczamy liczbe
kombinacji 4-elementowych ze zbioru 5-elementowego:

4[5 5! B
CS_<4>_41-(5—4)!_5'

Odpowiedz: jest 5 sposobdéw tego losowania.
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b) Losujemy 2 kule biate sposréd pieciu biatych i 2 niebieskie sposréd 3.
e Losujemy 2 kul biate z 5:
s

e Przy kazdym losowaniu kul biatych losujemy 2 kule niebieskie C%, co przed-

stawia iloczyn:
05 * 03 - 2 : 2 = 30

Odpowiedz: kule te mozemy wylosowac¢ na 30 sposobow.
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c¢) Losujemy:
e dwie kule czerwone sposrod dwoch czerwonych i 2 kule z pozostatych 8

biatych i niebieskich: (2 - C2 = < . ) . ( : )

lu
e 2 kule niebieskie sposrod 3 niebieskich i 2 kule z pozostatych 7 biatych i

czerwonych: C3 - CF = ( 2 ) : < ; )

Zatem
O§-C§+O§-(J$=<§>-<§>+<‘;’>-<;>=91.

Odpowiedz: kule te mozna wylosowa¢ na 91 sposobdéw.
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Uwaga
Jezeli obliczajac liczbe mozliwych wynikéw pewnego zdarzenia, w toku ro-
zumowania uzywamy spojnika ”i”, to w obliczeniach wykonujemy mnozenie,
jezeli spojnika "lub”, to w obliczeniach wykonujemy dodawanie.
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Aby otworzy¢ furtke, nalezy na klawiaturze wybraé czterocyfrowy kod. Syn
wlasciciela posesji zapomniatl kodu, ale zapamiegtal, ze pierwsza i czwarta
cyfra kodu jest parzysta, a suma dwéch srodkowych cyfr jest réwna 6. Oblicz,
ile co najwyzej razy bedzie musiat wpisa¢ kod syn, aby otworzy¢ furtke.
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Rozwigzanie
Pierwsza i czwarta cyfra kodu jest parzysta, czyli jest jedng z cyfr ze zbioru
{0,2,4,6,8}.
Zatem:
Cs - liczba sposobéw wyboru pierwszej cyfry kodu,
C3 - liczba sposobéw wyboru czwartej cyfry kodu (cyfry w kodzie moga sie
powtarzac).
Poniewaz suma srodkowych cyfr jest réwna 6, to mamy do wyboru 5 mozli-
wosci:
(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1).
Zatem korzystajac z reguty mnozenia otrzymujemy, ze liczba wszystkich moz-
liwych kodéw jest réwna:
Ci.5.Cl=5.5-5=125.
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Odpowiedz: syn wprowadzi kod co najwyzej 125 razy.
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Podsumowanie
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Zadania

Zadanie 1. Oblicz sume wszystkich liczb trzycyfrowych zapisanych wytacznie
za pomoca liczb ze zbioru {0, 1,2, 3}.
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Odpowiedz: 10392
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Zadanie 2. Ile jest liczb naturalnych czterocyfrowych takich, ze w ich
zapisie dziesietnym wystepuje jedna cyfra nieparzysta i trzy parzyste?

68



Odpowiedz: 2125
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Zadanie 3. Ile jest liczb naturalnych dwucyfrowych podzielnych przez 15
lub 207
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Odpowiedz: 9
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Zadanie 4.
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Odpowiedz: 30
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Test koncowy

Zadanie 1.
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Odpowiedz:
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Zadanie 2.
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Odpowiedz:
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Zadanie 3.
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Odpowiedz:
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Zadanie 4.
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Odpowiedz:
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Zadanie 5.
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Odpowiedz:
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Zadanie 6.
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Odpowiedz:
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