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na kazdej stronie $mieszne kostki domina

"Miedzy duchem a materig posredniczy matematyka’.

HUGO STEINHAUS.

W ramach tego kursu poznamy metode sprawdzania, czy ogdlny wnio-
sek wyciagniety na podstawie kilku przypadkow jest prawdziwy. Ta metoda
rozumowania nazywa sie zasada indukecji matematycznej. Obok kilku roz-
wigzanych przyktadéw jest kilka propozycji zadan dla przeé¢wiczenia nowo
poznanej zasady przypominajacej ”zasade domina”.



CIEKAWOSTKA

Od poczatku historii ludzie borykali sie z problemami nieskonczonosci.
Proby opanowania pojecia nieskonczonosci zaczely sie juz w starozytnej Gre-
cji, w szkole pitagorejskiej, w ktorej stusznie przyjmowano, ze nieskonczonosé
to jest cos, czemu nie mozna przypisaé¢ zadnej wielkosci. W czasach Platona,
problem ten zapoczatkowat teori¢ przestrzeni, czasu i nieskonczonosci. P6z-
niej pojecie nieskonczonosci w matematyce uzyskalo sens precyzyjny i nie
wydaje sie juz nieprzejrzyste. Ma ono nawet swoj symbol: rodzaj potozonej
6semki, zwanej takze lemniskata. Zostal on wprowadzony do konwencji gra-
ficznej matematyki stosunkowo niedawno - zawdzieczamy go angielskiemu
matematykowi Johnowi Wallisowi, ktory uzyt go po raz pierwszy w 1655 r.

0

Amerykanski matematyk - Edward Kasner, chcac zaprezentowaé¢ swojemu
siostrzencowi wielkie liczby, wynalazt pewnego razu googol, liczbe réwna
1019 a wiec jedynke ze stoma zerami:

1googol = 10'°
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Hasto: dtugopis



1 Pojecie Indukcji Matematycznej

Indukcja matematyczna bedzie przez nas uzywana jako metoda dowodzenia
twierdzen. Zazwyczaj sg to twierdzenia dotyczace liczb naturalnych, ale - jak
sie jeszcze wielokrotnie przekonamy - wiele roznych twierdzen, pozornie nie
dotyczacych liczb naturalnych, mozna sformulowaé tak, by mozna byto je
podda¢ dowodowi indukcyjnemu.

Zasada Indukcji Matematycznej
Jesli T(n) oznacza pewne twierdzenie méwiace o liczbach naturalnych n, to
aby udowodni¢, ze twierdzenie to jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej
n nie mniejszej od ny (samo ny moze byé réwne 1 albo by¢ inng ustalona
liczba naturalna), wystarczy

dowiesc¢, ze:

1. Baza indukcji: zachodzi T'(ng).

2. Zatozenie indukcyjne: twierdzenie jest prawdziwe dla liczby naturalne;j
n > nyg, czyli zachodzi T'(n).

Teza indukcyjna: jest ono prawdziwe dla nastepnej liczby naturalnej
n + 1, czyli zachodzi T'(n + 1).

Chodzi bowiem o to, aby wykazaé,

Vosn,T'(n) = T(n+1).



Czesto uzywana ilustracja indukcji matematycznej jest efekt domina. Za-
t6zmy, ze utozyliémy bardzo duzo kostek domina, jedna za druga. Upewni-
lismy sie tez, ze jesli przewrdci sie dowolna z nich (zatozenie indukcyjne) to
przewrdci sie tez nastepna (krok indukcyjny). Wtedy, jesli kto§ nam powie,
ze przewrocil czwarta kostke (baza indukeji) to wiemy, iz wszystkie nastepne
(poza by¢ moze pierwszymi trzema) tez sie przewrécity. W indukeji matema-
tycznej liczby naturalne sg niejako kostkami domina utozonymi dostatecznie
blisko siebie.

Kokoskoskokok sk okok skokokskokoksk SKokoskoskokook skokokoskoskokok skokskoskokokskosk

rys upadajacego domina



PRZYKLAD
Przeprowadzimy dowdd indukeyjny, ze dla dowolnego n > 3 mamy

2n+1 < 2™,
Sprawdzamy dla n=3:

2:3+41=7<8=2
oraz przy zalozeniu: 2n + 1 < 2" pokazemy, ze 2(n + 1) +1 < 2",

2n+1)+1=2n+3 <2"+4=2"4+22 =2.2" = 2""! czyli, ze badana
nieréwnos¢ jest prawdziwa dla dowolnej liczby naturalnej wiekszej od 2.



PRZYKLAD
Aby sie przekonaé, ze dla n > 5 mamy

n? < 2.
Zauwazamy, ze dla n=>5 nierdwnos¢ jest prawdziwa
52 =25<2"=32
oraz przy zalozeniu indukcyjnym: n? < 2" i z poprzedniego przyktadu mamy

n+1)?=n*+2n+1)<2"+2"=2.2" = 2"

czyli, ze badana nieréwnosé n? < 2" jest prawdziwa dla dowolnej liczby
naturalnej wiekszej od 4.



PRZYKLAD. NTEROWNOSC BERNOULLIEGO
Udowodnimy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej a > —1 oraz dowolnego
n € N zachodzi:
(14+a)" > 1+ na.

1. Baza:
(1+a)=14+a>1+a,

2. Z zalozenia indukcyjnego (1+a)™ > 1+ na, poprzez wymnozenie stronami
przez nieujemng liczbe rzeczywista 1 + a, dostajemy teze indukcyjna:

(1+a)"™ = (1+a)"(1+a) > (14+na)(1+a) = 1+a+na+na® > 1+ (1+n)a.

Zatem na mocy indukcji matematycznej nier6wnosé (1 + a)™ > 1+ na jest
prawdziwe dla dowolnej liczby naturalne;j.
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Haslo: nierownosci
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PRZYKLAD
Jako kolejny przyktad dowiedziemy, ze dla kazdej liczby naturalnej prawdzi-
wa jest towno$é 1+ 3 +5+ ...(2n — 1) = n?

1. Sprawdzamy czy twierdzenie jest prawdziwe dla nyg = 1.
L =1= P. Czyli r6wnosc¢ jest prawdziwa.
2. Zalozenie indukcyjne: 1+ 3+ 5+ ...(2n — 1) = n? dla pewnego n € N.

3. Teza indukcyjna: 1 +3+5+..2n— 1)+ 2n+1) = (n+1)? dla
nastepnej liczby naturalnej po n, czyli n+1.
Dowod: 7 zatozenia indukcyjnego mamy:
1+3+54+..2n—1)+2n+1)=n>+(2n+1) = (n+ 1)
(na podstawie wzoru skroconego mnozenia).

W ten spos6b dowiedliémy na podstawie zasady indukcji matematycznej,
ze dla kazdej liczby naturalnej spetniona jest réwnosé 1+3+5+...(2n—1) =

n2.

12



PRZYKLAD
Teraz udowodnijmy, ze 1 +2+ 3+ ..n = w dlan € N.

Sprawdzamy prawdziwos$¢ wzoru dla n=1:
L=1=10—p
Teraz stworzymy odpowiednie zalozenie indukcyjne:
14243+ ..n= "0
Pokazemy, ze skoro dla n jest prawdziwe to bedzie prawdziwe takze dla
n + 1.
Najpierw sformutujemy teze indukcyjna:
14+2+3+..n+ (n+1) = e,

Dowod tezy indukcyjnej:

14243+.n+(n+1)=

nn+1) 2n+1) (n+1)(n+2)
_|_
2 2 2
Czyli L = P.

Poniewaz stwierdzilidémy, ze wzor jest prawdziwy dlan = 1, a takze z prawdzi-
wosci wzoru dla n wynika prawdziwos¢ wzoru dla n + 1, wiec dzieki zasadzie
indukcji matematycznej rozwazany wzor jest prawdziwy dla kazdej liczby
naturalne;j.
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Zasade indukcji matematycznej mozemy takze stosowa¢ w zadaniach z
podzielnoscia.

PRZYKLAD
Wykazemy, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi:

2|n? + n,

gdzie alb, gdy istnieje liczba naturalna c taka, ze ac = b dla a,b € N.
Baza indukcji: dla n = 1 mamy 2|2 oraz dla n = 2 mamy 2|6.

Zalozenie indukcyjne: dla pewnego n € N mamy 2|n? + n.

Teza indukcyjna: 2|(n + 1)% +n + 1.

Dowdd.

(n+1)*+n+l=mn+D[n+D)+1]=n+Dn+2) =nn+1)+2(n+1).

Z zalozenia indukcyjnego n(n + 1) podzielne jest przez 2 i 2(n + 1) jest
podzielne przez 2, czyli 2|(n + 1)* + n + 1.
Zatem dla dowolnej liczby naturalnej n mamy

2|n* + n.
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PRZYKLAD
Udowodnimy, ze dla n € N liczba

10" +4" -2
jest podzielna przez 3.

Sprawdzamy czy dla n=1 liczba 10" + 4™ — 2 jest podzielna przez 3:
10! + 4! — 2 =12, a liczba 12 jest podzielna przez 3.

Zatozmy, ze dla pewnego n € N liczba 10" + 4™ — 2 jest podzielna przez
3, czyli 10" + 4™ — 2 = 3k, gdzie k € N.

Wykazemy, ze 10"+t + 471 — 2 = 35, gdzie s € N.
Korzystajac z réwnania z zatozenia i mnozac je stronami przez 10 mamy:
10(10™ + 4™ — 2) = 10 - 3k.
Nastepnie otrzymujemy
10"+ 410 - 4" — 10 - 2 = 30k
10" + 64" +4-4" — 2 — 18 = 30k
10" +4 4" — 2 =30k —6-4" + 18
10" 444" — 2 = 3(10k — 2 - 4" + 6)
dla 10k — 2 - 4™ + 6 = s otrzymujemy teze.

Zatem dla dowolnej liczby naturalnej n liczba 10™ + 4™ — 2 jest podzielna
przez 3.
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Zadanie 1. Metoda indukcji matematycznej wykaz, ze dla kazdej liczby na-
turalnej n zachodzi rownos¢:

1+7+13+ ...+ (6n—5) =n(3n—2).

Zadanie 2. Korzystajac z zasady indukcji matematycznej wykaz, ze dla
kazdej liczby naturalnej n > 5 prawdziwa jest nieréwnosc:

2" >n?4n—1.

Zadanie 3. Korzystajac z zasady indukcji matematycznej wykaz, ze dla kazdej
liczby naturalnej n mamy

3 1
2+5+8+...+(3n—1):§n2+§n.
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Zadanie 1. Sprawdz czy prawda jest ze dla n € N:

n(3n —1)

L4474+ (Bn—2) = =

a) tak,  b) nie
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odp. a)
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Zadanie 2. Sprawdz czy prawda jest ze dla n € N:

P4+22+. . +n°=(1+2+..+n)
a) tak, b) nie
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odp. b)

20



Zadanie 3. Sprawdz czy prawda jest ze dla n € N liczba
n3 4 2n
jest podzielna przez 3.

a) tak, b) nie
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odp. a)
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Zadanie 4. Sprawdz czy prawda jest ze dla n € N liczba
=1
jest podzielna przez 4.

a) tak, b) nie
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odp. b)
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