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1 Wstep

Funkcje trygonometryczne nalezg do tematéw, uwaza-
nych przez wielu uczniéow za trudne, niezrozumiate, za-
gmatwane... W ich opinii sg one takie “inne”. Niestety,
trzeba im przyznac racje. Pierwszg zasadniczg rdznicy
tych funkcji od innych poznawanych w szkole jest ich
okresowos¢, a drugg - duza liczba ciekawych zaleznosci
miedzy nimi, czyli tzw. tozsamosci trygonometrycznych.
Ta druga wtasnosé¢ sprawia, ze zadania z trygonometrii
sprawiajg ktopoty - trzeba troche wprawy, zeby wiedzie¢
jaki wzor pasuje do danego zadania. Mamy nadzieje, ze
po lekturze tego opracowania i wspoélnej pracy czytelnik
lub czytelniczka owg “wprawe” bedzie posiadac.



2 Historia funkcji trygonometrycznych

Pierwszy odpowiednik funkcji trygonometrycznych praw-
dopodobnie pojawil sie w starozytnej Grecji, a byla to
cieciwa, odpowiadajaca danemu tukowi. Dla danego okre-
gu i jego czesel (tuku) cigeiwa jest prosta, ktora przecina
okrag na koncach huku. Dla tej funkcji stworzono pierw-
sze tabele wartosci (II wiek p.n.e.), z ktorych korzysta-
li astronomowie. Wiele z twierdzen trygonometrycznych
byto znanych starozytnym Grekom, jednak w postaci od-
powiednikoéw operujacych dlugosciami tukéw i cieciw, a
nie miarami katow i1 stosunkami dtugosci bokow trojkata.

W okresie V — XII w.n.e. indyjscy matematycy i astro-
nomowie zamiast pelnej cieciwy wprowadzili jej potowe,
co odpowiada wspotczesnej definicji sinusa. Symetralna
odcinka cieciwy mieszczacego sie wewnatrz kota przecho-
dzi przez jego srodek i dzieli tuk (i tym samym kat) na
pol. Polowa diugosci cigciwy to dla okregu jednostkowego
sinus potowy kata, czyli

crd 6 = 2sin g.

Nastepnie Abu al-Wafa (940 - 998) - perski matematyk i
astronom zdefiniowat funkcje trygonometryczne tangens,
cotangens, secans i cosecans, korzystajac z kota trygono-

metrycznego. Poza tym zastynal on opracowaniem mate-
matycznych, 8-cyfrowych tablic sinusow i tangensow oraz
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odkryciem nierownomiernosci w ruchach Ksiezyca.



Wspolczesne nazwy tych funkcji byly wprowadzone
przez roznych europejskich matematykow w okresie
XV — XVII w. Na przyklad nazwe “tangens” (z lac.
“styczna”) wprowadzil niemiecki astronom i matematyk
XV wieku Johann Muller (1436 — 1476) z Koenigsbergu
(Dolna Frankonia), znany pod zlatynizowanym nazwi-
skiem Regiomontana (Joannes de Regio Monte). Oko-
lo 1464r. powstalo jego najwicksze dzielo matematycz-
ne “De triangulis omnimodis libri quinque” (“O tréjka-
tach wszelkiego rodzaju ksiag piecioro”); w druku uka-
zalo sie w Norymberdze dopiero w r. 1533. Korzystajac
7z dorobku matematykéw greckich (Ptolemeusz) i arab-
skich Regiomontan podal w nim (z wieloma dopetnienia-
mi, wlasnymi dowodami i metodycznymi ulepszeniami)
systematyczny wyklad trygonometrii plaskiej (ksiegi I —
IV) i sferycznej (ksiega V). Dyscyplina stanowiaca nie-
uporzadkowany zbior regul, twierdzen i tablic do celow
astronomicznych stata si¢ odtad dyscypling catkowicie sa-
modzielna, niezalezng od astronomii. W tej nowej postaci,
ktora nadatl jej Regiomontan, trygonometria przetrwala
w zasadzie bez zmian do wieku XVIII. Jedynymi funk-
cjami trygonometrycznymi, jakich uzywal Regiomontan
w swym gtownym dziele, byly sinus i cosinus. Dopiero
po6zniej utozyl on tablice tangensow. Ciekawym jest tak-
ze fakt, ze Regiomontan kilkakrotnie spotkal sie z Marci-
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nem Bylicg z Olkusza, wybitnym przedstawicielem kra-
kowskiej szkoty astrologiczne;j.



W XVI w. dunski matematyk Thomas Fincke (1561
— 1656) w swojej najwazniejszej ksigzce “Geometriae ro-
tundi” (1583) wprowadzit nazwy funkcji trygonometrycz-
nych tangens i sekans. Poza tym to wilasnie dzigki te-
mu uczonemu mezowi korzystamy obecnie ze skrotowych
nazw funkcji trygonometrycznych, piszac sin zamiast si-
nus, a w miejsce tangensa - tg ... Nazwy funkcji cosinus
i cotangens (z lac. complementum - uzupelnienie) wpro-
wadzil znany angielski astronom i matematyk Edmund
Gunter (1581 — 1626).

Mozna pokusi¢ si¢ o stwierdzenie, ze najwickszy wkiad
w r0zw0] wspotczesnej teorii funkeji trygonometrycznych
mial wybitny szwajcarski matematyk Euler. Dzigki swo-
im licznym i szeroko rozpowszechnionym podrecznikom,
zainicjowal 1 spopularyzowal on kilka konwencji zapisu;
w  szczegolnosci, wprowadzit pojecie funkeji oraz jako
pierwszy zastosowal zapis f(x) dla oznaczenia funkeji f
argumentu x. Byl tez autorem nowoczesnego oznaczania
funkeji trygonometrycznych, litery e jako podstawy loga-
rytmu naturalnego (obecnie znanej takze jako liczba Eu-
lera), zastosowania greckiej litery 3 dla oznaczania sumy
oraz litery ¢ do wyrazenia jednostki urojonej (i* = —1).
Uzycie greckiej litery m dla oznaczenia stosunku obwodu
okregu do jego Srednicy nie byto wprawdzie jego autor-
stwa, ale zostalo przez niego rozpropagowane.
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Jeden z najbardziej znanych wzoréw matematycznych,
noszacych imi¢ Eulera, ma postaé

e’ =cosx +isinz,

gdzie x € R, zas 17 jest jednostka urojona. Jest to bardzo
wazny wzOr matematyczny z teorii funkeji zespolonych,
laczacy w zaskakujacy sposéb funkcje trygonometryczne
z wyktadnicza. Zamieszczony wzor pojawit sie w tym hi-
storycznym wprowadzeniu bardzo “na wyrost”, ale mo-
zecie mie¢ pewnosé, ze jezeli wybierzecie sie na studia
wyzsze o kierunkach scistych, na pewno poznacie go bli-
zej 1 bedziecie wykorzystywali na réznych przedmiotach.

Tyle z historii, a teraz - do dzietal



3 Pojecia wstepne

Zacznijmy klasycznie - od wprowadzenia funkceji trygono-
metrycznych w trojkacie prostokatnym, nastepnie zamie-
scimy podstawowe definicje 1 twierdzenia, niezbedne do
przedstawienia tematu. Aby Cie nie zanudzi¢, jak zwykle
do teorii dodamy przyktady - zarowno rozwigzane, tak i
do samodzielnej pracy:.



3.1 Funkcje trygonometryczne w tréjkacie
prostokatnym

a, (3 — katy ostre w trojkacie prostokatnym:;

¢ — przeciwprostokatna;

a — przyprostokatna przeciwlegla katowi o, (przylegla 3);
b — przyprostokatna przeciwlegla katowi 3, (przylegta ).

b

Rysunek 1: Wprowadzenie funkcji cos z, sinx w trojkacie prostokatnym.



Sinusem kata ostrego a w tréjkacie prostokatnym na-
zywamy stosunek dlugosci przyprostokatnej przeciwleglej
temu katowi do dlugosci przeciwprostokatne;j:

a

sin @ = —.
C
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Cosinusem kata ostrego a w trojkacie prostokatnym
nazywamy stosunek dlugosci przyprostokatnej przylegiej
do tego kata do dtugosci przeciwprostokatne;:

b

COS ¥ = —.
C
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Tangensem kata ostrego a w trojkacie prostokatnym
nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnej przeciwle-
glej temu katowi do dtugosci drugiej przyprostokatnej:

a

tg a=—.
ga=y
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Cotangensem kata ostrego a w trojkacie prostokat-
nym nazywamy stosunek dlugosci przyprostokatnej przy-
legtej do tego kata do dtugosci drugiej przyprostokatnej:

b
ctg o = —,
a
1

ctg a = ——.
tg
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Przykltad 3.1. Tangens kata ostrego trojkata pro-
stokatnego wynosi %, a dlugos¢ przyprostokatnej, lezacej
naprzeciw tego kata, wynosi 5. Oblicz dlugosé drugiej
przyprostokatne;.
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Rozwiagzanie To zadanie tatwiej bedzie rozwiazac,
jezeli sporzadzimy rysunek pomocniczy:

B

X

Rysunek 2: Rysunek pomocniczy do przyktadu 3.1.

Z: tresci zadania 1 z rysunku mozemy zapisac, ze:

2 5
tga = -, tga=—,
3 x
stad:

Odpowiedz: Diugosé¢ drugiej przyprostokatne;
wynosi x =7, 0.
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Przyktad 3.2.
Narysuj kat, tangens ktérego jest réwny 1,5.
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Rozwigzanie.
Wystarczy narysowac¢ dowolny tréjkat prostokatny, w kto-
rym tangens jednego z katow wynosi 1,5 :

a 15 2

YTy T YT 0 3
2

g:—:>a:3,b:2.
b 3

Mozemy wybra¢ dowolne wielkosci a 1 b takie, aby spet-
niony byt warunek § = %, (na przyklad: a = 610 = 4).

Nastepnie rysujemy kat prosty, na jego ramionach za-
znaczamy odpowiednie odcinki i taczymy ich konce. W
otrzymanym trojkacie prostokatnym szukany kat lezy na-
przeciwko boku o dlugosci 3 cm.
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Przyktad 3.3.

Nachylenie stokow gér, dachéw domow, schodow czesto
podawane jest w procentach. Na pewno widzieliscie znak
drogowy, ostrzegajacy przed stromym podjazdem - ta-
bliczka na tym znaku wskazuje nachylenie drogi do po-
ziomu, podane w procentach. Na przyktad nachylenie wy-
noszace 15% oznacza, ze tangens kata nachylenia drogi do
poziomu wynost 0, 15.

10m
03

100 m

Rysunek 3: Kat z nachyleniem 10%
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Cwiczenie.

a) Nachylenie pewnego zbocza wynosi 25%. Narysuj kat,
ktory odpowiada takiemu nachyleniu.

b) Pod jakim katem bytoby nachylone zbocze géry, gdyby
jego nachylenie wynosito 100%?

19



3.2 Wprowadzenie funkcji trygonometrycznych
sin x i cos z na okregu

Mozemy wprowadzi¢ funkcje trygonometryczne w inny
sposOb — na okregu o promieniu r = 1 ze srodkiem w
punkcie o wspotrzednych (0, 0). Wyobrazcie punkt, kto6-
ry porusza si¢ tylko po okregu. Jezeli punkt porusza sie
w kierunku, przeciwnym ruchu wskazowek zegara, to kat
mierzony od dodatniego zwrotu osi OX do wektora wo-
dzacego naszego punktu ma znak dodatni, a w kierunku
zgodnym z ruchem wskazéwek zegara — ujemny. Wspot-
rzedna x punktu da nam wartosé cos a, a wspotrzedna
y — wartos¢ sin .

Rysunek 4: Okrag o promieniu r = 1.
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Taki sposob wprowadzenia funkcji pozwala na odczy-
tanie z rysunku nie tylko pewnych wtasciwosci funkcji
cos «, sin «, a rowniez na latwiejsze zapamictanie war-
tosci tych funkeji dla wybranych katéw, czesto pojawiaja-
cych sie w zadaniach, oraz “wizualizacje” wzorow reduk-
cyjnych. Na kolejnych slajdach pokazemy, jak korzystac z
takiego sposobu prezentacji funkcji trygonometrycznych.
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3.3 Wartosci funcji trygonometrycznych wybranych
argumentow

Korzystajac z okregu o promieniu = 1, odczytamy war-
tosci funkeji sin o, cos @ wybranych katéw. Odczytane i
obliczone wartosci zestawimy w tabeli.

s

B

V)
(|

o3

Rysunek 5: Okrag trygonometryczny z zaznaczonymi wartosciami
sin « i cos v dla wybranych katow.

r (0| | 7135 35 | ™ |27
0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 180° | 360"
sinx | 0 % \f ‘ég 1 0 0
cosx | 1 \f \f % 0 | —1 1
tgz |02 1 V3 - 0 0
ctex| — V3] 1 \ég 0| — —
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Pokazemy wam jeszcze krotki sposob zapamietywania
wartosci funkeji trygonometrycznych wybranych katow.

Na poczatek zapamigtajmy zalezno$¢ pomiedzy miarg
tukowa a stopniowq. Jest ona bardzo tatwa.

Po pierwsze: jesli wezmiemy okrag o promieniu 1, to jego
obwod wynosi dokladnie 2.

Po drugie:jak narysujesz w tym okregu promien, to zoba-
czysz ze masz kat pelny. Miara stopniowa kata pelnego
to 360°.

Teraz juz tylko korzystasz ze znanej proporcjonalnosci
prostej np. dla kata 30°

21 = 360°
x = 30°

Stad juz tatwo wyliczy¢, ze

30° 5 T

X

= 7'(' :
360° §

PrzejdZzmy teraz do zapamictywania
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Rysujemy prostg tabelke wartosci nastepujaco:

r |01 G 15 l315
0% 1309 | 459 | 60 | 909

Sin x

CoS T

24



w puste miesca stawiam wszedzie kreske utamkowa

s [0]:3]3]3

0% 130% | 45" 60 | 90
simx | — | — | — | — | —
cosT |— | — | — | — | —

25



Wszedzie w mianowniku pisze liczbe 2:

T T T T

v |0l s 131313
091300 | 459|609 90°

ST 15 15 13 |5 | 3
COST |5 | 5 | 9| 23 | 32

26



Wszedzie w liczniku wstawiam znak pierwiastka:

c 0131313

0° | 30° | 45" | 60° | 90°
e e e el
cosx | Yy | Y | Y- [ Y | Y

27



A poniewaz liczy¢ umiemy, to wpisujemy kolejno licz-
ny 0, 1, 2, 3, 4 dla sinusa i odwrotnie dla kosinusa:

e JOTE 51515
0Y 1309 | 45° | 60° | 90

- 0 VI | V2| V3| V4
31 V2 | v/1 | /0

COST |5 |5 |9 |2 |2

28



Teraz po skroceniu otrzymamy dobrze znang nam ta-
bele wartosci funkeji trygonometrycznych wybranych ka-

tow:
r 10015713515
09 1309 | 45° | 60Y | 90°
sinx | 0 % \f \ég 1
V3 | V2 | 1
cosx | 1 S5 3 0

29



Zobaczmy jak powstaje wykres funkcji sin x.
TU WSTAWIC PLIK WIDEO image6
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[ jeszcze inny sposob rysowania wykresu funkceji sin .

TU WSTAWIC PLIK WIDEO image
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Teraz bardziej zrozumiate bedg wykresy funkeji trygo-
nometrycznych sin x i cos .

Rysunek 6: Wykresy funkcji y = sinx, y = cos .

Miejsca, w ktérych wykresy funkeji przecinajg os OX
sa to miejsca zerowe funkcji y = sinx, y = cos x.
Prosze zwroci¢é uwage na zaznaczony wektor, ktory jest
skierowany tak samo, jak dodatni zwrot osi OX, a je-
go dhugos¢ wynosi 3. Jezeli przesuniemy o taki wektor
wykres funkcji y = cosx, to otrzymamy wykres funkeji
Yy = sin .

Po przedstawieniu wzorow redukcyjnych prosze wrocié
do tego rysunku i zastanowic sie, ktore z nich mozemy
zilustrowac za jego pomoca?
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3.4 Definicje i wykresy funkcji y =tgzr i y =ctgx

N
N
X

Il Il
37 r 3r

N

N

N
N

Rysunek 7: Wykres funkcji tgz = 2% g £ T2k +1), ke

cosx’
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N
N
SE

Rysunek 8: Wykres funkcji ctgr = <52z #£ kn k € Z.

sinz’
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Przyktad 3.4.

Nie wykonujac obliczen, odpowiedz, ktéra z podanych
liczb jest najwicksza, a ktéra najmniejsza:

tg 76°  tg 220 tg27.5" tg 1 tg 39"

35



Rozwigzanie.

W pierwszej kolejnosci trzeba sprawdzic, czy wszystkie
podane katy spelniaja warunek:

—90" < o < 90°.

Nastepnie uwzgledniajac, ze funkcja y = tga w poda-
nym przedziale jest funkcja rosnaca, szeregujemy rosnaco
dane nam wartosci tangensow:

tg 1Y tg 22" tg 27,50 tg 39" tg 76"

Odpowiedz: Najmniejsza liczba jest tg 19,
a najwicksza - tg 76".
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Cwiczenia.

a) Tangens pewnego kata ostrego jest réwny 1. Jaka mia-
re ma ten kat?

b) Nie wykonujac obliczen, odpowiedz, ktéra z podanych
liczb jest wieksza od 17

tg 370 tg 46° tg 80" tg 1 tg 89"

37



c) Ktory z katow, a czy 3, jest wiekszy, jesli: tg v = 2
1tg B = %
d) Czy 7z tego, ze tangens pewnego kata « jest 2 razy
wiekszy od tangensa kata [ wynika, ze kat o ma miare
dwa razy wicksza od miary kata (37 Sporzadz odpowiedni
rysunek.

e) Skonstruuj kat « wiedzac, ze:

1.tgoz:§, 2.tga = 3, 3.tgoz:2%, 4. tga =0,4.
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3.5 Jedynka trygonometryczna

Jest to jeden z najbardziej znanych wzoréw trygonome-
trycznych, jest prawdziwy dla dowolnej liczby rzeczywi-
stej. Ten wzor jest czesto wykorzystywany przy rozwia-
zywaniu rownan, nierownosci oraz w celu uproszczenia
matematycznych wyrazen, zawierajacych funkcje trygo-
nometryczne.

sin? + cos? x = 1

39



Przyktad 3.5.

W tréjkacie prostokgtnym jedna z przyprostokatnych ma
dlugosc 6, a cosinus kata przy tej przyprostokatnej wy-
nosi %. Jakg dlugos¢ ma przeciwprostokatna?

40



Rozwigzanie.

Sporzadzmy rysunek pomocniczy:

6

Rysunek 9: Rysunek do przyktadu 3.5.

_ 3 : _ 6
cosae=7% 1 cosa=_ stad
=0=4=23.

3
4 a

Odpowiedz: a = 8

41



3.6 Okresowos¢ funkcji

Funkcje trygonometryczne sg funkcjami okresowymi:
sinz = sin(x 4 2km),

cos x = cos(x + 2km),

tgxr = tg(x + k),

ctgx = ctg(z + kn),

odzie k = 0,41, 42, 43...

42



3.7 Funkcje wielokrotnosci katow

Najczescie] w zadaniach wykorzystywane sg wzory kata
podwodjnego, te wzory nalezy zna¢ na pamiec, reszte wzo-
row zalgczyliSmy pogladowo. Wystarczy je kojarzyc¢ i w
razie potrzeby siegnaé¢ do tablic matematycznych.

sin(2x) = 2sinx cosx

2 2

cos(2x) = cos’x —sin*x =1 — 2sin*x = 2cos’ x — 1
tg(2x) =2 tgx /(1 — tg*x)
ctg(2x) = (ctgx —tgx)/2 = (ctg?x — 1)/(2ctg x)

sin(3x) = 3 sinx — 4sin’ z

cos(3x) =4 cos®x — 3cosx

tg(3x) = (3 tgx —tegdx)/(1 — 3 tg? )
ctg(3x) = (ctg’x — 3 ctgw)/ (3 ctg*x — 1)

sin(4x) =8 cos®x sinx — 4 cosx sinz

cos(4z) = 8costw — 8cos?w + 1

tg(4x) = (4 tgx —4tgdx)/(1 — 6 tg?x + tg' 2)
ctg(4x) = (ctgtax — 6 ctg?z + 1)/(4 ctg®x — 4 ctgx)

43



3.8 Wzory redukcyjne

Zestawienie wzoréw redukcyjnych przedstawmy
w postaci tabeli.

sin & COS T

sin(—a)) = —sin« cos(—a) = cos
Sin(2m — ) = —sin« | cos(2m — ) = cos
sin(2r + ) =sina | cos(2m + a) = cos
sin(m — ) = sin« cos(m — ) = —cos
sin(m 4+ ) = —sina | cos(m + ) = — cosa
sin(; — a) = cos o cos(y —a) =sina
sin( + a) = cos a cos(§ +a) = —sina
sin(*f — a) = —cosa | cos(F — a) = —sina
sin(*f + a) = —cosa | cos(¥ + a) = sina

Pierwsze 2 wzory jednoczesnie méwig nam o nieparzy-
stosci funkeji sin x 1 parzystosci cos x.
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A teraz przedstawimy podobna tabele ze wzorami re-
dukeyjnymi dla funkcji tgz 1 ctg x.

tgx ctgx

tg(—a) = —tga ctg(—a) = —ctga
tg(m —a)=—tga |ctg(r —a) = —ctga
tg(m + ) =tga ctg(m + ) = ctg a
tg(5 —a) = —ctga|ctg(; —a) = —tga
tg(5 +a) =ctga |ctg(f+ o) =tga

Tak duzo tych wzorow, ze az w gltowie si¢ kreci... Chy-
ba jednak jest za co nie lubi¢ funkcji trygonometrycz-
nych! Ale prosze sie nie martwic, jak juz wspominalismy
- wszystkich wzorow nie trzeba zna¢ na pamie¢, wazne
jest pamictac¢ podstawowe, potrafi¢ rozwigzywac proste
réwnania, zawierajace funkcje trygonometryczne i poznaé
podstawowe sposoby postepowania przy rozwiazywaniu
zadan z trygonometrii.
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3.9 Funkcje sumy i r6znicy katow
sin(x + y) =sinx - cosy £ cosx - siny,
cos(x £ y) = cosx - cosy Fsinx - siny,
ta(e ) = (55

T 1Ftgatgy’

_ ctgz-ctgyFl
Ctg(fl? + y) - ctgytctgx

46



4 Zadania do tematu

W tym rozdziale zamiescimy zadania rozwigzane i do sa-
modzielnej pracy. Na poczatku, jak zwykle, zadania be-
dg tatwe, a w miare zdobycia doswiadczenia pojawig sie
trudniejsze. Jezeli bedziecie mieli jakiekolwiek problemy
ze zrozumieniem ktéregos, warto do niego wréci¢ po ja-
kim§ czasie 1 sprobowac rozwiazaé¢ samodzielnie.

A teraz - do dzietal
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Przyktad 4.1.
Okregli¢, jaki znak ma;

a)sin 1797 b)cos 280" ¢)tg 145% d)ctg 288,
e) cos 410 f)tg 500 g)sin (=75%); h)cos (—1169).

48



Rozwigzanie.
a) Kat 179 znajduje si¢ w II éwiartce, poniewaz jest on
wickszy od kata 90" i mniejszy od 180°. Wiadomo, ze si-

nusy katow, lezacych w II éwiartce, sg wieksze od 0.

Odpowiedz:sin 179" > 0;
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¢)Kat 145° znajduje sie w II éwiartce, poniewaz jest
on wickszy od kata 90 i mniejszy od 180°. Wiadomo, ze
tangensy katow, lezacych w II ¢wiartce, sg mniejsze od 0.

Odpowiedz: tg 145° < 0;
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e) Funkcja cos « jest funkcja okresowa;
cos (o + k360") = cos a, k € Z.
Stad
cos 410° = cos (50" 4 360") = cos 50"

Kat 50" znajduje sic w I éwiartce, poniewaz jest on wick-
szy od kata 0° i mniejszy od 90Y. Wiadomo, ze cosinusy
katow, lezacych w I ¢wiartce, sa wieksze od 0.

Odpowiedz: cos 4109 > 0
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f) Rozwiazujac ten przyklad, prosze przypomnieé¢ so-
bie, ile wynosi okres funkcji tg a.

Reszte przyktadow prosze rozwiazaé¢ samodzielnie.
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Przyktad 4.2.
Obliczy¢:

a)sin 3907; b)cos 420Y; ¢)tg 5407; d)ctg 450°.
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Rozwigzanie.

a) Uwzgledniajac okresowosé funkcji sin «r, odejmijmy od
argumentu pelny obrét, czyli 3609

1
sin 390" = sin (390" — 360") = sin 30" = >

Odpowiedz:sin 390" = %

7, reszty zadan poradzicie sobie bez problemu, ale jeszcze
raz przypominamy: sprawdzcie okresowosc funkeji tg a, ctg a.
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Przyktad 4.3.
Wyznaczy¢:

a)sin (—307); b) cos (—60°); ¢)tg (—459); d) ctg (—30Y).
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Rozwigzanie.

a) Funkcja sin « jest funkcjg nieparzysta, czyli
sin (—a) = — sin a.

Stad:
1
sin (—30") = —sin 30" = —5

Odpowiedz: sin (—30") = —1.

Reszte zadan prosze rozwiazaé¢ samodzielnie.
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Przyktad 4.4.
Obliczy¢:

a)sin (—720%); b) cos (—405); ¢)cos (=780Y); d) ctg (—1110°).
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Rozwigzanie.
W tym zadaniu trzeba jednocze$nie uwzgledni¢ okreso-
wosC 1 parzystosé/nieparzystosé funkeji trygonometrycz-

nych. Dla przyktadu a) wyglada to nastepujaco:

sin(—720%) = — sin 720" = —sin(2-360"4-0°) = —sin 0% = 0.

Odpowiedz: sin (—720") = 0.

7, reszta zadan na pewno poradzicie sobie samodzielnie.
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Przyktad 4.5.
Okresli¢ znak iloczynow:

a)sin 1307 - cos (—15Y) - tg (=100 Y);
b)sin 8 - cos 0,2 - tg (—6, 2).
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Rozwigzanie.

Po wczesniej rozwigzanych przyktadach nie powinniscie
mie¢ najmniejszych probleméw z tymi zadaniami.
Przypuszezamy, ze z zadaniem a) w tym przykladzie
poradzilicie bez problemu. Zadanie b) moglo przyspo-
rzy¢ niektorym osobom trudnosci ze wzgledu na to, ze
argumenty funkcji trygonometrycznych nie sa wyrazone
w stopniach, a sg zapisane w radianach! Aby rozwigzac
zadanie, trzeba przypomnieé, ze 360° = 27, a ™ ~ 3, 14.

60



Rozwiazmy ten przyktad. Okreslmy znak kazdego wy-
razenia w iloczynie, uwzgledniajac przy tym okresowoscé
i parzysto$¢/nieparzystos¢ funkeji:

sin 8 /& sin(2- 3,14 + 1,72) ~ sin 1, 72.

Zmak sin 1,72 jest dodatni, poniewaz kat 1,72 radianéw
lezy w II ¢wiartce:

157<1j2<apgww%:gz1ﬁn.

cos 0, 2 tez ma znak dodatni, bo kat 0,2 radianow lezy w
[ ¢wiartce:

0<0,2<1,57.

Uwzgledniajac nieparzystos¢ tangensa:
tg (—6,2) = —tg 6, 2.
Kat 6,2 radianéw nalezy do IV éwiartki:
&ﬂ<62<62&@mO=zKV$ﬂL

tangens w IV ¢wiartce ma znak ujemny, stad tg (—6, 2)
ma znak dodatni.

Ze wzgledu na to, ze wszystkie trzy czynniki danego
iloczynu maja znak dodatni, iloczyn tez bedzie miat znak
dodatni.
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Odpowiedz:sin 8 - cos 0,2 - tg (—6,2) > 0.

Prosze zwrécic szezegdlng uwage na powyzsze zadanie
ze wzgledu na czeste problemy z okresleniem katéw w ra-
dianach, a jak widzicie,— “nie taki diabel straszny, jak go
malujg...”

Mamy nadzieje, ze dotychczasowe zadania byty na tyle

proste, ze nie zniechecity was do dalszej pracy. Przejdzmy
do kolejnych.
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Przyktad 4.6.

Sprawdzi¢, czy dla danego kata a wartosci sin a1 cos «
mogg jednoczesnie przyjmowacé wartosci:

a)sin o = 0,4; cos a = —0, 7,
b)sin a = —0, 1; cos a = 0, 3.
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Rozwigzanie.

To proste zadanie nalezy rozwiazac, korzystajac ze wzoru:

sin® o + cos? o = 1.
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Przyktad 4.7.

Obliczy¢ wartosci wyrazen dla a = 7
a) 3 sin (20z + D — 2cos (304 — D ;
b) sin <oz + 32”) ccos (a+m) —2tg (—a).
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Rozwigzanie.

a) Podstawmy a = § w dane wyrazenie. Skorzystajmy ze
wzorow redukeyjnych dla sinusa, a dla cosinusa po prostu
obliczmy warto$¢ argumentu:

T T T T
n (2§20 0 -
3sm< 4—1—4 COS 34 1

3 Cos (Z) — 2¢o8 (g) = 3\2/5

5

Odpowiedz: a) ?
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Przyktad 4.8.

Obliczy¢ wartosci trzech pozostatych funkeji trygonome-
trycznych, jezeli dane jest:

a) kat znajduje si¢ w II ¢wiartee i jego cos a = —%;
b) kat znajduje sie w I11 éwiartce i jego tg a = %2
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Rozwigzanie.

a) W Il ¢éwiartce sinus kata jest dodatni. Stad wyzna-
czamy wartos¢ sinusa, korzystajac ze wzoru na jedynke
trygonometryczna, stawigc przed pierwiastkiem kwadra-
towym znak “+7:

1
sin @ = V1 — cos? :‘1—2653:2.

Wartos¢ tangensa wyznaczymy z definicji:

sin 3 ( 4) 3
tg a = =2 (—2) ===
cos @ D 5 4
Kotangens jest odwrotnoscig tangensa:
. 1 4
ctga=——=—-,
& tg 3
Odpowiedz: a)sin o = %, tg o = —%, ctg a = —%.
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Przyktad 4.9.

Obliczy¢ wartos¢ wyrazenia:

cos a-+ctg o _ 1 3.
a)—ctga ,co8 = —3, T <<
02 2
sin“ a—4 cos* o _ 3
) 2sin? a+3cos? o’ tg = 4-
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Rozwigzanie.

Pewnie bez problemu rozwigzaliscie przyktad a).
Przyktadowi b) poswiecimy troche wiecej uwagi. Naj-
latwiejszym sposobem rozwigzania tego zadania jest po-
dzielenie licznika i mianownika danego utamka przez cos® a,
w wyniku czego w wyrazeniu pojawia sie tangensy:
tgfa—4 -4 9-064 55 5

2tefa+3 P43 18448 66 6

Ten sposob warto dobrze zapamicta¢, poniewaz jest on
czesto wykorzystywany przy rozwiazywaniu rownan try-
gonometrycznych.

Odpowiedz: b)—2> — 7.
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Przyktad 4.10.
Uprosci¢ wyrazenia;

a) cos* a(1 + tg? a) + sin’ a;

) th a—sin? o |

ctg2 a—cosZ a’

C) 1—2cos? o
cos v—sin a°
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Rozwigzanie.

Rozwiazmy przyklad a). Dokonajmy prostych przeksztal-
cen:

9 1
l+tg"a=—5—.
COs® (v
Podstawiajac do przeksztalcanego wyrazenia, otrzymuje-
my:
4 1 .92 2 .9
cos” Q- +sin“ a = cos” a +sin” «a = 1.

cos? oy

Odpowiedz: a)l; b)tga; c)—(cos a+sin «).
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Przyktad 4.11.
Obliczy¢:

a) cos 79" - cos 34% + sin 79" - sin 34°;

b) 2sin 170%4-cos 40V |
cos 1300 !

c)4sin 25° - sin 35" - sin 85Y;

d) ctg 709 - ctg 50V - ctg 10°.
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Rozwigzanie.

a) Dane wyrazenie jest prawa strong wzoru na réznice
kosinusow dwoch katow:

cos 79" - cos 34° + sin 79° - sin 34Y =

2
= cos(79" — 34") = cos 45" = \2[

¢) Po wielokrotnym zastosowaniu wzoréw na przedstawie-
nie iloczynu funkcji trygonometrycznych w postaci sumy
oraz wzorow redukcyjnych, otrzymujemy:
4sin 25" - sin 35" - sin 85" =
1

=4 5 (cos 10 — cos 60%) - sin 85" =

= 2cos 10" - sin 85" — sin 85" =
= sin (85" — 10") + sin (85" + 10") — sin 85" =
= sin 75" + sin 95" — sin 85° =
— sin 75" = cos 15° = cos(45” — 30") =
— cos 45" - cos 30" + sin 45" - sin 30" =

V2 V3 V2 1 VE+V2
T Ty Ty

Odpowiedz: a)¥%2; b)—v/3; o Yov2, )3,



Przyktad 4.12.

Udowodni¢ tozsamos$é:

V1 =t (F+a);

b) sin(a+0) =t a+tg 3:

cos « cos 3

¢)sin a + sin G + sin 7 = 4085 cos 5 Cos 5,

a+0B+y=m «a B,v>0.
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Rozwigzanie.

Mamy nadzieje¢, ze nie przestraszyliscie si¢ czasownika
“udowodni¢” w tresci zadania. Ogolna uwaga, dotycza-
ca rozwigzywania takiego typu zadan, jest nastepujaca:
przed rozpoczeciem zadania przeanalizujcie, przeksztal-
cenie ktorej ze stron tozsamosci do postaci drugiej jest ta-
twiejsze! Czasami korzystniejsze jest przeksztalcenie pra-
wej strony i sprowadzenie jej do wyrazenia, znajdujacego
sic po lewej stronie.
Wspdlnie rozwiazemy tylko trudniejsze zadanie c).
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¢) Zacznijmy od przeksztalcenia sumy dwoch pierw-
szych sinuséw po lewej stronie:

: : . o+ o —
sin a + sin 8 = 2sin ﬁcos ﬁ:

. (T
2 sin ( — ) COS =
2 2 2

(po zastosowaniu wzoréw redukeyjnych mamy)
voa—pf

— 2C0S — COS
2 2

Do przeksztatcenia sin v zastosujemy wzory na sinus
podwdjnego argumentu:

: 6 v
sin 7y = 2sIn — €os —;
2 2
sin oz+sinﬂ+sin”y:2cosg(cos&;ﬁ+sin ;)

Rozpatrzmy osobno wyrazenie w nawiasach i przeksztalé-

my go do postaci iloczynowej. Zacznijmy od zastosowania

wzorow redukcyjnych, przeksztalcajac sinus w kosinus:
a—p gl

+sin £ =
9 Sln2
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a—pB+m+ry a—0F—m+7
| COS | =

= 2 cos

— QCOSQCOS—.
2 2

Podstawiajac otrzymane wyrazenie w miejsce nawiasu,
otrzymamy pozadany wynik.
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5 Roéwnania trygonometryczne

Niestety, ten temat tez nie nalezy do lubianych przez
uczniow. Problemy w rozwigzywaniu réwnan trygonome-
trycznych wynikaja z braku konkretnego schematu, ktéry
mozemy zastosowa¢ do wszystkich réwnan. Sukces w du-
zej mierze zalezy od znajomosci wzorow trygonometrycz-
nych, poznaniu czesto stosowanych przeksztatcen, ale i
tak najwazniejsze jest doswiadczenie. Zacznijmy wiec od
rozwiazywania najtatwiejszych przyktadéw. Mimo tatwo-
sci trzeba dobrze zrozumie¢, w jaki sposob wyznaczamy
rozwigzania rownan trygonometrycznych réznego typu,
tym bardziej ze program matematyki w liceum nie obej-
muje odwrotnych funkcji trygonometrycznych:

arc cos x, arcsin x, arctg x, arcctg x,

ktére sa bardzo pomocne w zapisywaniu rozwigzan row-
nan trygonometrycznych. Ale c6z — bedziemy szukali in-
nych sposobow.

Ze wzgledu na to, ze w czasie rozwigzywania rownan
trygonometrycznych dazymy do sprowadzenia tych row-
nan do najprostszej postaci, trzeba dobrze wiedzie¢, jakie
sg rozwigzania najprostszych rownan. Aby ulatwi¢ zrozu-
mienie, zamiescimy odpowiednie rysunki.
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5.1 Ogollne rozwigzanie réwnania sinz = a
Zacznijmy od rozwiazania réwnania

sinx =a, J|a| <1

Ay: sin x

Rysunek 10: Wizualizacja pierwiastkéw rownania sinx = a.

Réwnanie ma nieskonczenie wiele rozwigzan (co wyni-
ka z okresowodci funkcji), zapisujemy je w taki sposob:

xr1 = 1o + 2k,
To =1 — x0 + 2k,

lub taczac obydwa wzory w jeden:
= (—1)fzg+kn, k=0, £1, £2...
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Przyktad 5.1.

Rozwigza¢ roéwnanie sin x = —
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Rozwigzanie.

Na tym przykiadzie przedstawimy jeszcze jeden sposéb
wizualizacji rozwigzan rownan typu sinx = a. Wykorzy-
stamy do tego koto trygonometryczne. Sinus przyjmuje
wartosci ujemne dla katow, lezacych w III 1 IV ¢wiart-

kach.

Rysunek 11: Wizualizacja przyktadu 5.1.

7, wykresu odczytujemy wartosci katow 1 nie zapomi-
namy o dodaniu do nich krotnosci okreséw 27 - inaczej
zgubimy nieskonczenie wiele rozwigzan. Zapisujemy roz-
wigzania:
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%1:—%4—2]{77',
33'2:7T+%+2]€7T,

lub taczac obydwa wzory w jeden:

= (=)o + kr k=0, £1, £2...
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5.2 Ogollne rozwigzanie réwnania cosx = a
Teraz rozwigzmy réownanie:

cos T =a, |a] <1,

Rysunek 12: Wizualizacja pierwiastkéw rownania cosx = a.

Rownanie ma nieskonczenie wiele rozwigzan (wynika
to z okresowosci funkcji), zapisujemy je w taki sposob:

x=*+xg+2km, k=0, £1, +2...
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Przyktad 5.2.
Wyznaczy¢ pierwiastki réwnan: cosx = —1; cosx = 1.
Uwaga: Zaznaczmy ze —1 1 1 sg to odpowiednio naj-
mniejsza i najwicksza wartos¢, ktorg moze osiggaé funk-

cja y = cosx, wige tres¢ zadania mogta by¢ taka;

Wyznacz katy dla ktorych funkcja y = cos x przyjmuje
wartosci najmniejsze (najwieksze).

85



Rozwigzanie.

To zadanie tez poprzedzimy przygotowaniem odpo-
wiedniego rysunku. Tym razem na jednym potaczymy
obydwa sposoby wizualizacji funkcji trygonometrycznych
- schemat kolowy i1 wykres kotangensa.
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Na wykresie kotowym szukamy takich punktow, dla
ktorych wspolrzedna * = —1 1 x = 1. Sa to punkty
wspolne okregu o promieniu r = 1 z osig OX. Punkto-
wi zaznaczonemu na okregu kolorem czarnym odpowia-
daja katy * = 2km, k = 0, &1, £2... 1 sg to rozwig-
zania rownania cosx = 1. Czerwony punkt na okregu

obrazuje rozwigzania réwnania cosx = —1, sa to katy
x=m+2km, k=0, £1, £2...

Rysunek 13: Wizualizacja pierwiastkow rownan: cosxz = 1, cosx = —1.

Odpowiedz:cosz =1, x = 2km, k=0, 1, £2...,
cosx =—1, x=n+42km, k=0, £1, £2....
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5.3 Ogodlne rozwigzanie réwnania tgzr = a

Teraz rozwigzmy réwnanie: tg x = a. Prosze zwroci¢ uwa-
ge na brak ograniczen dla wartosci parametru a - moze
to by¢ dowolna liczba rzeczywista.

6‘ y=tg X

IN
—

e

N

N

Rysunek 14: Wizualizacja rozwigzania réwnania tgz = a.

Odczytanie z wykresu i zapisanie rozwigzan tego pod-
stawowego réwnania jest bardzo proste:

r=x+ km, gdzie —5 < w9 < 5, k=0, £1, £2...

Uwaga. Prosze nie zapominac, ze okres funkcji

y=tgx

rowna si¢

k.

88



Przyktad 5.3.

Rozwigza¢ rownanie tgx = 1.
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Rozwigzanie.

Rozwigzujac to rownanie mozemy odczytaé z tablic tan-
gensow wartos¢ kata, dla ktorego tgx = 1 i dodac okres
mn, jezeli nie mamy przy sobie tablic, mozemy szukac
rozwiazanie w taki sposob.

Wiadomo, ze tgx = =%, Poniewaz tgx = 1, to
’ COS T )

12— 1) a to z kolei ma miejsce, jezeli sinxz = cosz.

COS T
Wiadomo, ze ostatnia réwnoé¢ zachodzi dla z = 7§ (pa-

migtamy, aby wybra¢ —7 < x < 7).

Odpowiedz: z =7 +km, k=0, £1, £2...

90



5.4 Ogollne rozwigzanie réwnania ctgxr = a

Teraz rozwiazmy rownanie: ctgx = a. Prosze zwrocic
uwage na brak ograniczen dla wartosci parametru a -
moze to by¢ dowolna liczba rzeczywista.

6" = ctg X

IN

Rysunek 15: Wizualizacja rozwiazania réwnania ctgz = a.

Odczytanie z wykresu i zapisanie rozwigzan tego pod-
stawowego réwnania jest bardzo proste:

x=ux0+ km, gdzie 0 < xog <, k=0, £1, £2...
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Przyktad 5.4.

Wyznaczy¢ pierwiastki réwnania ctg z = /3.
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Rozwigzanie.

Rozwigzanie tego rownania jest bardzo proste - wystar-
czy w tablicach matematycznych odszuka¢ miare kata,
cotangens ktorego réwna sie /3 i zapisa¢ wynik, nie za-
pominajac uwzgledni¢ w odpowiedzi okresowosé¢ cotan-
gensa. Od razu podamy

Odpowiedz: =z = ¢ +km, k=0, £1, £2...
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Przyktad 5.5.

Rozwigzac¢ réwnania, sprowadzajac je do rownania
kwadratowego wzgledem wybranej funkeji trygono-
metrycznej:

a)l —sin'z — 2 cos’z = 0.
b)cosz — v/2sin% = 1.

¢)8 costw — cos 4z = 1.
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Rozwigzanie.

a) Stosujac wzory:

2 1

sin”x = 2(1 — cos 2x),

cos’ x = 2(1 + cos 2x),

1 wzory skréconego mnozenia,otrzymamy réwnanie kwa-
dratowe wzgledem cos 2z :

5
4 — (1 —cos 2z +cos? 21) — 3(1 + cos 2z 4 cos® 2z) = 0,

PO Uproszczeniu:

2cos? 2r + cos 20 — 1 = 0.

Po rozwiazaniu réwnania kwadratowego otrzymujemy:
1
1) cos 2z = 3,

20 = +3 + 21k = 11 = +§ + 7k;

2) cos 2x = —1,
2r =7 + 21k = 19 = § + k.

Odpowiedz: vy = +¢ + 7k;
Ty =5 +mk, k=0,=%£l, £2..
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b) Stosujac wzor:
o X

cosx =1 —2sin” —,
2

1 podstawiajac go do rownania, otrzymamy réwnanie
X

kwadratowe wzgledem sin §

Dalsze obliczenia sg bardzo tatwe, prosze wykonac je
samodzielnie.

Odpowiedz: x1 = 2k,
Ty = (—1)" . 3T 4 2k k=0, £1, £2...
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c) W tym przykladzie stosujac wzory:

cos’ & = 2(1 +cos 2x), cosdw = 2cos? 2r — 1,

1 podstawiajac je do réwnania, otrzymamy:

2 (14 2cos 22 + cos® 2x) — 2cos” 2x + 1 = 1,

1
coS2r = ——,
2
7
= +— + k.
x 3 7

Odpowiedz: x = £3 + km, k=0, £1, £2...
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Cwiczenie.

Rozwiaza¢ réwnania, sprowadzajac je do rownania
kwadratowego wzgledem wybranej funkcji trygono-
metryczneyj:

4

Ntz T _ D
a)sin® § + cos® § = 3.

b) 1 + sin2x = sinz + cos x.

¢)8 cos’z =3+ 5 cos 4.
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Odpowiedz: a)z ==+] + 7k, k=0, £1, +2...
b)l)x = —T +km, 2)x = —F + 2k,
c)x =2km, n=0,£1, £2...
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6 Zakonczenie

Mamy nadzieje, ze po uwaznej lekturze 1 samodzielne;
pracy udalo si¢ rozwigzac ostatnie w tej prezentacji za-
dania. Troche wykraczaja one za ramki programu pod-
stawowego, ale zamiescilismy ich z premedytacja — moze
spodobaja Wam si¢ przeksztalcenia wzorow trygonome-
trycznych i gtowkowanie nad poszukiwaniem rozwigzan,
bez watpienia jest to interesujaca tamiglowka. Jezeli od-
powiedz jest twierdzaca, to zapraszamy do lektury drugiej
czescl prezentacii, ktora jest przeznaczona dla osob, ktore
wybraly poziom rozszerzony, badz po prostu zaintereso-
wali si¢ tym tematem.
A wiec do kolejnego spotkanial
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