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ZADANIA OTWARTE

Zadanie 1. - 6 p.

Adam, Bogdan i Cezary pracujg jako architekt, bankier i lekarz (niekoniecznie w podane;j
kolejnosci). Najstarszy z nich zarabia najwiecej. Cezary zarabia 75% tego, co najstarszy, za$

bankier § tego, co Cezary. Lacznie zarabiaja 18 000 zt. Stosunek wieku tych trzech mezczyzn jest

réwny 2:3:4, a acznie majg 108 lat. Pan, ktéry jest najmtodszy, nie jest architektem i nie zarabia
najmniej. Najstarszy z panow nie ma na imie Adam. Ile zarabia, ile ma lat i w jakim zawodzie
pracuje kazdy z mezczyzn?

Rozwigzanie:

Obliczymy najpierw ile panowie zarabiajg. Oznaczmy przez x pensje najstarszego z nich (z
warunkow zadania wynika, Ze jest ona najwyzsza). Wtedy Cezary zarabia 75% x = %x, za$
bankier% : %x = %x. Mamy wiec x + %x + %x = 18 000, a stad x = 8000. Najstarszy z panéw

zarabia wiec 8000 zi, Cezary zarabia 6000 zt, zas bankier zarabia 4000 zt.

Obliczymy teraz, w jakim wieku sg panowie. Niech 4y oznacza wiek najstarszego z nich, 3y -
wiek ,$redniego”, za$ 2y - wiek najmtodszego. Wtedy mamy 4y + 3y + 2y = 108, czyliy = 12.
Stad panowie majg kolejno 48, 36 i 24 lata.




Wszystkie informacje mozna zebra¢ w tabelce
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Adam -
Bogdan
Cezary - - + - -
Architek - -
t
Bankier - + - - -
Lekarz
4000 zt - - + -
6000 zt + - R
8000 zt - - +
24 lata - - -
36 lat
48 lat - - - - - +

Analizujgc te dane mozna uzupetnic tabele i otrzymamy wtedy:
Adam ma 36 lat, jest bankierem i zarabia 4000 zt,
Bogdan ma 48 lat, jest architektem i zarabia 8000 zt,

Cezary ma 24 lata, jest lekarzem i zarabia 6000 zt.




Zadanie 2. - 4 p.

0d dwdch kawatkéw stopu o réznej zawartosci procentowej miedzi wazacych 10 kg (stop )i 8
kg (stop II) odcieto jednakowe wagowo kawatki. Odciety kawatek pierwszego stopu stopiono z
resztg drugiego stopu, za$ odciety kawatek drugiego stopu stopiono z reszta pierwszego.
Okazato sie wowczas, Ze zawarto$¢ procentowa miedzi w obu otrzymanych stopach jest
jednakowa. Ile wazyt kazdy z odcietych kawatkéw?

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez w wage odcietego kawalka (w kg). Niech dalej x% oznacza zawarto$¢
procentowg miedzi w [ stopie, za$ y% - zawarto$¢ procentowg miedzi w Il stopie. Z warunkéw
zadania mamy, ze x # Y.

Wtedy zawarto$¢ procentowa miedzi w odcietym kawatku I stopu wynosi x% - w, zas§ w
odcietym kawatku II stopu wynosi y% - w.

Po stopieniu odcietego kawatka I stopu z resztg Il stopu otrzymamy stop, w ktérym procentowa
zawarto$¢ miedzi bedzie wynosi¢

Y% -(B8—-—w)+x% w
8 )

za$ po stopieniu odcietego kawatka Il stopu z reszta [ stopu otrzymamy stop, w ktérym
procentowa zawarto$¢ miedzi bedzie wynosié¢
x% - (10 —w) +y% -w
10 )

Za zatoZenia te zawartoSci procentowe s3 réwne, a wiec

y%-(8—w)+x%-w_x%-(lO—W)+y%-W
8 - 10 '

Otrzymujemy stad
40y —x) = 9w (y — x).

Poniewaz x # y, to mozemy podzieli¢ obustronnie przez (y — x) i otrzymujemy wtedy w = ?.

Odciety kawatek kazdego ze stopéw wazyt wiec % kg.




Zadanie 3. -6 p.

Udowodnij, Ze dla dowolnych liczb rzeczywistych g, b, a = 0 zachodzi nier6wnos¢

a® +b° s
> 3ab® —16.

Rozwiazanie:
Zapiszmy nier6wno$¢ w rownowaznej postaci

a®+b° + 64 5
———>3ab

i dalej

a® +b° +64 s
———— > 4abd.

Stosujagc nieréwno$¢ miedzy $rednig arytmetyczng i geometrycznag dla liczb a3, b°, 64
otrzymujemy

a® +b° + 64
—23/a3-b9-64,

3
czyli r6wnowaznie

a® +b° + 64 s
————— > 4ab",

co byto do udowodnienia.




Zadanie 4. -5 p.

Niech f(x) = x. Znajdz wszystkie liczby rzeczywiste a spetniajace réwnanie

1
"~ £(0,01)

1
@)+ £(F@®) + 16f ()

Rozwiagzanie:

Wykorzystujac podany wzdr funkcji f zapisujemy réwnanie w postaci

1 1
V4 + /\/a4+16 — = :
a? 0,01

Wida¢, ze musi by¢ a # 0.

Przeksztatcajgc r6wnanie rownowaznie otrzymujemy

1
2+ |a] + 16— = 10

|al
i dalej
la]?> — 8la] + 16 = 0,
awiec
(lal —4)* =0,
czyli
lal = 4

i ostateczniea =4 lub a = —4.




Zadanie 5. -4 p.

Wewnatrz duzego kwadratu umieszczono maty
kwadrat (o bokach réwnolegtych do bokéw
duzego kwadratu). Udowodnij, Ze suma pél
zacieniowanych trapezéw jest r6wna sumie pol
trapezow niezacieniowanych.

Rozwiazanie:

Niech x oznacza dtugo$¢ boku duzego kwadratu,
dtugos¢ boku matego kwadratu, niech dalej hq, h,
oznaczaja dtugosci wysokosci zacieniowanych
trapezow, zas hs, h, wysokosci
niezacieniowanych trapezéw. Oznaczmy ponadto
przez P;, P, pola zacieniowanych trapezéw oraz

przez P, P, pola niezacieniowanych trapezow.
Mamy wtedy
h1+h2 :x—y:h3+h4.

Stad dostajemy

_ G+ +hy  x+ (i thy)  +—y)  (k+y)hz+hy)
Ptb =yt = 2 B 2 B 2 B

(x +y)hs + (x +y)hy




KONKURS ,ZOSTAN EUKLIDESEM”

KLUCZ ODPOWIEDZI

1. Jezeli uczen popekit btgd w obrebie jednego z kryterium, to otrzymuje za to kryterium 0
punktow.
2. Jezeli uczen pomimo tego btedu tok rozumowania ma poprawny, to otrzymuje dalsze
punkty zgodnie z kryteriami.
3. Jezeli uczen poprawnie rozwigzat zadanie inng metoda, niz zaproponowana w kluczu,
otrzymuje za to zadanie maksymalna liczbe punktow.

Numer Odpowiedzi Liczba
zadania punktow
1 Obliczenie zarobkéw wszystkich osdb: 1

Oznaczmy przez x pensje najstarszego z nich (z warunkéw zadania

wynika, Ze jest ona najwyzsza). Wtedy Cezary zarabia 75% x = %x, zas

bankier%- gx = %x. Mamy wiec x + %x + %x = 18000, a stad x = 8000.
Najstarszy z pandw zarabia wiec 8000 zt, Cezary zarabia 6000 zi, zas

bankier zarabia 4000 zt.

Obliczenie wieku wszystkich oséb: 1

Niech 4y oznacza wiek najstarszego z nich, 3y - wiek ,$redniego”, zas 2y -
wiek najmlodszego. Wtedy mamy 4y + 3y + 2y = 108, czyliy = 12. Stad
panowie maja kolejno 48, 36 i 24 lata.




Zebranie danych z tresci zadania i otrzymanych w wyniku obliczen (np. w 3
tabeli - lecz niekoniecznie) i ich analiza:
2. | |
A EIE IR IR I IR
S| 2|32 53|38 |S|x|9o|=
<< [aa) ] << /M = <t \O ® N o =t
Adam -
Bogdan
Cezary - - + - -
Architekt - -
Bankier - + - - - -
Lekarz
4000 zt - - + - -
6000 zt + - -
8000 zt - - +
24 lata - - -
36 lat
48 lat - - - - - - +
Podanie poprawnej odpowiedzi: 1
Adam ma 36 lat, jest bankierem i zarabia 4000 zt,
Bogdan ma 48 lat, jest architektem i zarabia 8000 z1,
Cezary ma 24 lata, jest lekarzem i zarabia 6000 zt.
Razem 6 pkt.
Wprowadzenie oznaczen: 1

Oznaczmy przez w wage odcietego kawatka (w kg). Niech dalej x%
oznacza zawarto$¢ procentowa miedzi w I stopie, zas$ y% - zawartos$¢
procentowg miedzi w I stopie. Z warunkéw zadania mamy, ze x # y.

Wtedy zawartos¢ procentowa miedzi w odcietym kawatku I stopu wynosi
x% - w, za$§ w odcietym kawatku II stopu wynosi y% - w.
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Obliczenie zawartosci procentowych miedzi w nowych stopach:

Po stopieniu odcietego kawatka I stopu z resztg Il stopu otrzymamy stop,
w ktérym procentowa zawarto$¢ miedzi bedzie wynosic

v%-(B8—-w)+x%-w
8 )

za$ po stopieniu odcietego kawatka Il stopu z resztg [ stopu otrzymamy
stop, w ktérym procentowa zawarto$¢ miedzi bedzie wynosic¢

x%-(10—w)+y% - -w
10 '

Zapisanie i rozwiazanie rownania:

Za zatozenia te zawartoSci procentowe s3 réwne, a wiec

y%-B-w)+x% -w  x%-(10-w)+y% w
8 B 10 '

Otrzymujemy stad
40(y —x) = 9w (y — x).
Poniewaz x # y, to mozemy podzieli¢ obustronnie przez (y — x) i

otrzymujemy wtedy w = %.

Odciety kawatek kazdego ze stopoéw wazyt wiec % kg.

Razem

4 pkt.

Przeksztatcenie nieréwnosci do rownowaznej postaci:

Zapiszmy nierdwno$¢ w rownowaznej postaci

a® +b° + 64 s
———>3ab

i dalej

a® +b° + 64
f > 4ab3.

Zauwazenie mozliwo$ci zastosowania nieréwno$ci  miedzy S$rednia
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arytmetyczng i geometrycznag:

Stosujemy nieréwno$¢ miedzy Srednig arytmetyczng i geometryczng dla
liczb a3, b°, 64.

Zastosowanie nieréwnoSci miedzy Srednig arytmetyczng i geometryczna:

Stosujac nieréwnos¢ miedzy Srednig arytmetyczng i geometryczng dla
liczb a3, b®, 64 otrzymujemy

a’ +b° + 64
—————>13a® b° 64,

3

czyli rbwnowaznie

co byto do udowodnienia.

Razem

6 pkt.

Zapisanie réwnania w odpowiedniej postaci:

Wykorzystujac podany wzdr funkcji f zapisujemy réwnanie w postaci

/ 1 1
4+ [\Ja*+16 | == '
Va 1’az V0,01

Réwnowazne przeksztalcenie réwnania:

Przeksztatcajac rownanie rOwnowaznie otrzymujemy

1
2+ |al + 16

— =10
|al

i dalej

la]?> — 8la|] + 16 = 0,

Rozwigzanie réwnania:
Mamy wiec
(lal —4)* =0,

czyli
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la] =
i ostateczniea =4 lub a = —4.
Razem 5 pkt.
Wprowadzenie oznaczen: 1
Niech x oznacza dtugos¢ boku duzego kwadratu, y dtugos$¢ boku matego
kwadratu, niech dalej h4, h, 0znaczaja dtugosci wysokosci zacieniowanych
trapezéw, za$ hs, h, wysokos$ci niezacieniowanych trapezéw. Oznaczmy
ponadto przez P;, P, pola zacieniowanych trapezéw oraz przez Ps, P, pola
niezacieniowanych trapezéw.
Zauwazenie zaleznoSci: 1
Mamy wtedy
h1+h2 :x—y:h3+h4.
Obliczenie odpowiednich sum pdl i udowodnienie ich réwnosci: 2
Stad dostajemy
(x+yh  +yh,  x+y)(hi+h)  x+y)x-y)
Pl + P2 = + = =
2 2 2 2
_(x+y)(hs+hy)
2
x +y)h x+y)h
( }’)3+( y)4=P3+P4.
2 2
Razem 4 pkt.
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