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TEST WIELOKROTNEGO WYBORU -
ROZWIAZANTIA

W tescie wielokrotnego wyboru oceniamy kazda z trzech mozliwych od-
powiedzi. Do kazdego zadania sg podane trzy odpowiedzi. Obok kazdej z nich
nalezy wpisa¢ TAK jesli odpowiedz jest poprawna lub NIE jesli odpowiedz
jest niepoprawna. Uczen otrzymuje 0,5 pkt za kazda poprawnie zaznaczona
odpowiedz.

Numer pytania | (a) (b) (c)
1 NIE | NIE | TAK
2 TAK | NIE | TAK
3 TAK | NIE | TAK
4 TAK | TAK | NIE
5 TAK | NIE | NIE
6 TAK | TAK | NIE
7 NIE | NIE | TAK
8 NIE | TAK | TAK
9 NIE | TAK | NIE
10 TAK | TAK | NIE
11 TAK | NIE | TAK
12 TAK | NIE | NIE
13 NIE | NIE | TAK
14 NIE | NIE | NIE
15 TAK | TAK | TAK
16 TAK | TAK | TAK
17 NIE | TAK | NIE
18 NIE | NIE | TAK
19 NIE | NIE | NIE
20 TAK | TAK | TAK




TEST WIELOKROTNEGO WYBORU

1. Wiadomo, ze liczba m = g;g jest pierwiastkiem réwnania ax? + bx +

¢ = 0, gdzie a, b, ¢ sa liczbami wymiernymi i a # 0. Wynika z tego, ze :

(a) roéwnanie to nie ma innych pierwiastkéw NIE
(b) a=1,b=—10,c=1  NIE

(¢) drugim pierwiastkiem réwnania jest liczba - TAK

2. Niech f(x) = az® + bx + ¢, przy czym a # 0. Jesli f(n) > 0 dla kazdej
liczby naturalnej n, to:
(a) a>0 TAK
(b) b>0  NIE
(c) ¢>0 TAK

3. Uktad réwnan zy = a? i 22 + y? = b?, gdzie a, b sg liczbami rzeczywi-

stymi, moze w zaleznosci od wartosci parametrow a, b:

(a) nie mieé¢ rozwiazan TAK
(b) mie¢ doktadnie jedno rozwiazanie NIE
(c¢) mie¢ doktadnie dwa rozwiazania TAK

4. Rozwigzaniem nieréwnosci ax? + bz + ¢ < 0 jest przedzial (a, 3). Wow-
czas dla a, b, o, B # 0 zachodzi:
(a) a>0 TAK
(b) a-p=¢ TAK
(c) a+p=2 NIE
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. W réwnaniu 2% + 2x + ¢ = 0 wspo6lezynnik ¢ jest dodatni oraz A > 0.
Woéwcezas:

(a) z1 <0ixze <O TAK

(b)$1>01[[‘2>0 NIE

(C)$1<01I2>0 NIE

. Dana jest funkcja f(x) = Vo — 22. Wowcezas:

(a) dziedzina tej funkcji jest przedzial (0, 1) TAK
(b) zbiorem wartosci tej funkcji jest przedziat (0, 5) TAK

(c) f(1) =37  NIE

4 4

. Funkcja f(r) = 2?4+ ax+b ma ten sam niepusty zbiér miejsc zerowych,
co funkcja g(x) = ax + b. Warunek ten:

(a) oznacza, ze zbiorem miejsc zerowych jest {0} NIE
(b) oznacza, ze b =0 NIE
(c) nigdy nie jest spelniony TAK

. Zbiér liczb niewymiernych spetniajacych nieréwnoséé z(z —3)(z* —3) <
0:

(a) ma element najwiekszy NIE
(b) ma element najmniejszy TAK

(c) jest ograniczony z gory TAK

. Wielomian 2" + 2" 1 + ... + 2 + 1 jest podzielny przez wielomian 2™ +
™+ 1 jedli:

(a) n dzieli sie przez m NIE
(b) n+ 1 dzieli sie przez m + 1 TAK
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(c) liczby m i m sa obie parzyste lub obie nieparzyste NIE

10. Dane sa wielomiany W (z) = z* + az? + (a + 6)x + 3 oraz V(z) =
23 — 2% + (a+ 1)x + 4, gdzie a jest pewnag liczba rzeczywista. Wowczas:

(a) jesli dla pewnej wartosci parametru a wielomiany te maja wsp6lny
pierwiastek, to jest on liczba catkowity TAK

(b) jesli dla pewnej wartosci parametru a wielomiany te maja wspolny
pierwiastek, to jest on réwny 1 TAK

(c) istnieja co najmniej dwie wartosci parametru a, dla ktérych te
wielomany majg wspolny pierwiastek NIE

11. Pierwiastkami réwnania 2® + az® + bz +c¢ = 0 sg 2 i 3. Jedli trzeci
pierwiastek rownania jest liczba catkowita, to:

(a) b* —4dac >0 TAK
(b) 2a+3b>c¢ NIE
(c) c jest liczba caltkowita podzielna przez 6 TAK

12. Niech W (x) = z* + 4. Wowczas:

(a) wielomian W nie ma pierwiastow rzeczywistych TAK

(b) wielomian W nie jest iloczynem wielomianéw o wspélezynnikach
rzeczywistych stopni nizszych niz 4 NIE

(c) liczba W(0) jest najwigksza wartocia funkcji f(x) = W (x) + 4z?
NIE

13. Niech f(z) = T2£2 Wowczas:

(a) jesli &1 i 9 sa rézne od —1 oraz x1 < o, f(x1) < f(22) NIE

(b) dla kazdej liczby rzeczywistej a istnieje taka liczba rzeczywista b,

ze a = f(b) NIE



14.

15.

16.

17.

(c) wykres funkeji f przecina obie osie uktadu wspotrzednych TAK

W czworokacie wypukltym ABCD przekatne przecinaja sie w takim
punkcie P, ze pola tréjkatow ADP i BC'P sa réwne. Wynika z tego,
ze czworokat ten jest:

(a) kwadratem NIE

(b) rombem NIE

(c) trapezem réwnoramiennym NIE

Oznaczmy przez a, b, ¢ dtugosci bokéw trojkata prostokatnego; przez r
dhugos¢ promienia okregu wpisanego w ten trojkat; zas przez R dtugosé
promienia okregu opisanego na tym tréjkacie. Wowczas:

(a) jesli 2R = ¢, to bok o dtugosci ¢ jest przeciwprostokatna tego
trojkata TAK

(b) jesli r(a+b+c) = ab, to boki o dtugosciach a, b sa przyprostokat-
nymi tego trojkata TAK

(c) jesli boki o dtugosciach a,b sa przyprostokatnymi tego tréjkata,
toa+b=2r+2R TAK

Na kazdym boku kwadratu o boku dtugosci a wybieramy po jednym
punkcie tak, by stanowity one wierzchotki pewnego rombu. Wéwczas:

(a) $rodek symetrii takiego rombu pokrywa sie ze $rodkiem symetrii
kwadratu TAK

(b) kazdy taki romb jest kwadratem TAK

(c) najmniejsza wartosé pola takiego rombu wynosi “2—2 TAK

Miary czterech katéw, ktore w sumie tworza kat pelny, pozostaja w
stosunku 2 : 1:5: 4. Wowcezas:

(a) jeden z tych katow jest prosty NIE



(b) katy te moga by¢ wszystkimi katami wewnetrznymi pewnego tra-
pezu TAK

(c) trzy z tych katéw moga by¢ wszystkimi katami wewnetrznymi
pewnego trojkata NIE

18. Niech ha, hp, he oznaczaja dtugosci wysokosci trojkata ABC. Mozna
zbudowaé trojkat z odcinkéw o dtugosciach:
(a) hA,hB,hC NIE
(b) K,k h2  NIE

(c) i, i,% TAK

19. Dwa czworokaty wypukte sa przystajace, jesli:
(a) dtugosci bokéw jednego z nich sa rowne dlugosciom odpowiednich
bokéw drugiego z nich NIE
(b) dlugosci odpowiadajacych sobie przekatnych sa sobie rowne NIE
(c) miary odpowiadajacych sobie katow sa réwne NIE

20. W tréjkacie ABC punkty A’ B', C” sa srodkami jego bokéw. Wowezas:

(a) wysokosci tréjkata A’B'C’ zawieraja sie w odpowiednich syme-
tralnych bokéw trojkata ABC TAK

(b) jesli srodek okregu opisanego na trdojkacie ABC' nie nalezy do
trojkata ABC, to réwniez srodek okregu opisanego na trojkacie
A’'B'C" nie nalezy do trojkata A’B'C’ TAK

(c) promieri okregu opisanego na tréjkacie ABC jest dwa razy dtuzszy
od promienia okregu opisanego na tréjkacie A'B'C’ TAK



ZADANIA OTWARTE - KLUCZ ODPO-
WIEDZI

1. Jezeli uczen popeli btad w obrebie jednego kryterium, to otrzymuje
za to kryterium 0 punktéw.

2. Jezeli uczen pomimo tego btedu ma poprawny tok rozumowania, to
otrzymuje dalsze punkty zgodnie z kryteriami.

3. Jezeli uczen poprawnie rozwigze zadanie inng metoda, niz zapropono-
wana w kluczu, to otrzymuje za to zadanie maksymalng liczbe punktow.

Zadanie 1. (4 punkty)

Funkcja kwadratowa
flz)=2>+pr+q

ma dwa rézne miejsca zerowe. Znalezé wzér funkeji kwadratowej g, ktorej
miejsca zerowe sg liczbami o 1 wiekszymi od miejsc zerowych funkcji f.

Rozwigzanie - punktacja.

1. Wykorzystanie wzorow Viete’a dla funkcji f - 1 punkt

Oznaczmy przez x1, Ty miejsca zerowe funkcji f(z) = 2 + pr + q. Ze
wzorow Viete’a mamy wtedy

T1+ Ty =—p, T1°T2=4q.

2. Wykorzystanie wzoréw Viete’a dla szukanej funkcji g - 1 punkt

Niech szukana funkcja g dana bedzie wzorem
g(r) = 2% + bz + c.

Jej miejscami zerowymi sg z zatozenia liczby x1 + 1, x5 4+ 1. Ponownie
korzystajac ze wzoréw Viete'a dostajemy, ze

(x1+ 1)+ (za+1)==b, (117+1) (z24+1)=c.



3. Wyznaczenie wspotczynnikéw szukanej funkeji g - 1 punkt

Mamy wiec
T1+x2+2=—-b x1- 22+ (x1+22)+1=c
Otrzymujemy stad, ze
b=p—-2, c=q—p+1,
a wiec szukana funkcja g jest postaci

g@) =2+ (p—-2)z+ (¢—p+1).

4. Wyznaczenie wszystkich funkcji spelniajacych warunki zadania - 1 punkt

Zauwazmy, ze warunki zadania spetnia kazda funkcja postaci

g(x)=a(z®+ (p—2)x+ (¢—p+1)), ac R\ {0}.

Zadanie 2. (6 punktéw)
W okrag wpisano trapez réwnoramienny o dtuzszej podstawie bedace;j
Srednicag okregu oraz trojkat o bokach réwnolegtych do bokow tego trapezu.

Udowodnié, ze trapez i tréjkat maja réwne pola.

Rozwigzanie + punktacja.

1. Wykonanie odpowiedniego rysunku - 1 punkt

Rysunek 1. przedstawia figury z tresci zadania.



Rysunek 1.
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2. Zauwazenie, ze kat przy podstawie trapezu i kat przy podstawie trojkata

maja rOwne miary oraz, ze kat miedzy przekatna trapezu a jego bokiem
jest katem prostym - 2 punkty

Zauwazmy, ze poniewaz trapez i trojkat maja boki réwnolegte, to ZDAB
i ZGEF maja réwne miary (oznaczmy je przez «), a tym samym tu-
ki DCB i GCF maja rowne dlugosci, stad bok tréjkata i przekatna
trapezu maja tez rowne dtugosci (oznaczmy je przez d).

Ponadto ZADB, jako kat wpisany oparty na srednicy okregu, jest ka-
tem prostym.

3. Obliczenie pola trojkata - 1 punkt

Pole trojkata EFG jest rowne
1 ) 1 : 2 .
Py :§|EF||EG| -Slna:§-2d-cosoz-d-smoz:d -sin « - cos a.

4. Obliczenie pola trapezu - 2 punkty




Pole trapezu ABCD jest z kolei réwne

Py (IAB[ +|CDI) - h,

gdzie h oznacza dlugo$é wysokosci tego trapezu. Z tréjkata prostokat-
nego ABD otrzymujemy, ze

d 2
, h= d-sin(g—a) =d-cosa, |AH| = h-cot a = d-cos a-cot @ = d- o8 a

|AB| = — —,
sin « sin v
a stad mamy, ze

CD| = |AB| - 2- |AH],

a wiec
d 2 2.d-(1— 2
|AB|+|CD| = 2:|AB|—2|AH| = 2-———2.4.°> % _ (- cos*a) _
SN & SN ¢« sin o
2.d-sin?
:$=2-d-sina.
sin «
Pole trapezu jest wiec réwne

1
P2:5~2~d-sina~d-cosa:d2~sina-cosa.

Pokazalismy w ten sposob, ze
Pl = P2a

czyli trojkat i trapez z tresci zadania majg réwne pola.

Zadanie 3. (4 punkty)

Dany jest wielomian

W(z) = a* + 22° — 2* — 21

Udowodni¢, ze warto$¢ W (n) tego wielomianu dla dowolnej liczby naturalne;j
n jest podzielna przez 12. Dla jakich naturalnych n liczba W (n) nie jest
podzielna przez 607

Rozwigzanie - punktacja.
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. Zapisanie wielomianu w postaci iloczynowej - 1 punkt

Zapisujac wielomian W w postaci iloczynowej otrzymujemy
Wi(z)=(z—Da(x+ 1)(z+2).

. Zauwazenie, ze liczba W (n) jest podzielna przez 12 dla wszystkich n - 1 punkt

Dla dowolnej liczby naturalnej n (przyjmujemy, ze N = {1,2,3,...})
liczba
W(n)=mn-1)nn+1)(n+2)

jest iloczynem czterech kolejnych liczb naturalnych, wsrod ktorych jest
na pewno liczba podzielna przez 3 i liczba podzielna przez 4, a wiec
W(n) dzieli sie przez 12.

. Zauwazenie, dla jakich n liczba W (n) nie jest podzielna przez 60 - 2 punkty

Aby liczba W (n) nie byta podzielna przez 60, wsrdd liczb
n—1,n n+1 n+2
nie moze by¢ liczby podzielnej przez 5. Warunek ten bedzie spetniony,
jesli np.
n—+2=>5k—1,
gdzie k jest liczba naturalng, czyli
n = 5k — 3,

gdzie k jest liczba naturalng.

Zadanie 4. (5 punktéw)

Dla jakich wartosci parametru a dziedzing funkcji

1

flo) = \/(a2 —1Da?+2(a—1)x+2

11



jest zbidr liczb rzeczywistych?
Rozwigzanie - punktacja.
1. Zauwazenie, ze dziedzing funkcji f bedzie zbior liczb rzeczywistych, jesli

funkcja podpierwiastkowa bedzie przyjmowaé¢ wartosci dodatnie
dla wszystkich rzeczywistych x - 1 punkt

Oznaczmy funkcje podpierwiastkows przez g. Mamy wtedy

1 _ 1
\/(a2 —Da?+2(a—1)x+2 g(x)

fz) =

Dziedzing funkcji f bedzie zbidr liczb rzeczywistych, jesli funkcja g
bedzie przyjmowaé¢ wartosci dodatnie dla dowolnej liczby rzeczywistej
x.

2. Rozwazenie przypadku, gdy funkcja podpierwiastkowa jest funkcjg liniowa
- 1 punkt

Zauwazmy, ze jesli
a’>—1=0,

to funkcja g jest funkcja liniows.

Dla a = 1 otrzymujemy g(x) = 2, a wiec a = 1 spelia warunki zadania.
Dla a = —1 mamy z kolei g(x) = —4x + 2, a wiec a = —1 nie spelnia
warunkéw zadania.

3. Rozwazenie przypadku, gdzy funkcja podpierwiastkowa jest funkcjg kwadratowa
- 2 punkty

Jesli
a®—1+#0,

to funkcja g jest funkcjg kwadratowa. Bedzie ona przyjmowacé wartosci
dodatnie dla kazdej liczby rzeczywistej x, jesli

(a>—1>0)A(A<0).

12



Pierwszy z warunkéw jest spetniony dla
a € (—oo,—1) U (1,00).

Obliczajac wyréznik tréjmianu kwadratowego (a? — 1)z +2(a— 1)z +2
otrzymujemy

A =4(a—1)*-8(a*~1) = —4a*>~8a+12 = —4(a*+22—3) = —4(a—1)(a+3).
Warunek drugi jest wiec spetniony dla

a € (—o0,—3) U (1,00).

4. Wyznaczenie tych warto$ci parametru a, ktore spetniaja warunki zadania - 1 punkt

Ostatecznie dziedzing funkcji f jest zbior liczb rzeczywistych dla

a € (—o00,—3)U(1,00).

Zadanie 5. (6 punktéw)

Przez punkt wewnetrzny @) trojkata ABC poprowadzono proste réwno-
legte do bokow trojkata. Proste te dziela trojkat na szes¢ czesci, z ktorych
trzy sa trojkatami o polach Py, Py, P3. Obliczy¢ pole trojkata ABC.

Rozwigzanie - punktacja.

1. Wykonanie rysunku i wprowadzenie oznaczen - 1 punkt

Wewnatrz trojkata ABC wybieramy punkt @ (jak na rysunku 2). Przez
punkt ) prowadzimy proste réwnolegle do bokéw trojkata. Oznaczmy
punkty przeciecia tych prostych z bokami tréjkata przez A, As, By, By, Cy, Cs.

13



Rysunek 2.

Przyjmijmy, ze pole trojkata ABC' jest réwne P, pole trojkata A1 AsQ)
jest réwne Py, pole trojkata By Bo(@) jest réwne P, za$ pole trojkata
C1C05Q jest réwne Pj.

2. Zauwazenie podobienstwa trojkata ABC' do trojkatéow powstatych z jego podziatu
i wyznaczenie skali tych podobienstw - 2 punkty

Zauwazmy, ze trojkat QA As jest podobny do trojkata ABC w skali

|QA1| _ 7T
|AB| |AB|’

trojkat Bo@ B jest podobny do trojkata ABC w skali

[B2Ql _y
|AB| |AB|’
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zas trojkat C1CyQ jest podobny do tréjkata ABC w skali
|0102| z

|AB|  |AB|

. Zauwazenie zaleznosci pomiedzy polami tych trojkatéw - 1 punkt

P (e R (v R =
P \|AB|) > P \|AB|) > P \|AB|)

. Wyznaczenie pola trojkata ABC' - 2 punkty

Stad

Pierwiastkujac stronami te réwnosci otrzymujemy

VA 2 VB y VB =
VP _IAB VP _JAB]' VP _ [AB|

Dodajac stronami powyzsze rownosci dostajemy

VA VP VB _w+y+: |AB|
vP VP VP~ IAB| T |4B

P1+\/Fz+\/1;3=\/ﬁ
P=(VP+ P2+\/E)2.

L,

a stad

1 ostatecznie
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