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TEST WIELOKROTNEGO WYBORU

1. Réwnanie 5 - C2 — C,, = 0 spelnia liczba:

(a) 3 TAK
(b) 7 NIE
() 14  TAK

2. Dane sa cztery odcinki o dtugosci z, cztery o dtugosci y (x # y). Losowo
wybieramy cztery odcinki. Wtedy:

(a) prawdopodobienstwo, ze mozna z nich utworzy¢ réwnolegtobok

nie bedacy rombem wynosi 5 TAK

(b) prawdopodobiefistwo, ze mozna z nich utworzy¢ romb wynosi %

TAK
(¢) prawdopodobienstwo, ze nie mozna z nich utworzy¢ deltoidu wy-

nosi % TAK

3. Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu jest ¢wiartks kota o pro-
mieniu R = 2. Wtedy:
(a) objetosé stozka jest réwna ’”ﬁ TAK
(b) kat miedzy osia stozka a jego tworzaca ma miare 30° NIE
(c) pole podstawy stozka jest rowne 7 TAK

4. Jezeli AN B = (), to:
(a) P(A) < P(B') TAK
(b) P(B) < P(4) TAK
(¢c) P(A)+ P(B)=0 NIE



5. Dana jest plaszczyzna 7 i roztaczna z ta plaszczyzna prosta k. Zbior
wszystkich punktéw, ktorych odlegtosé od prostej £ jest rowna odle-
glosci od ptaszcezyzny 7

(a) jest prosta NIE
(b) jest ptaszczyzna NIE

(c) jest zawarty w pewnej plaszczyznie NIE

6. Zdarzenia A i B sa niezalezne i P(A) = P(B) = p. Wéwczas:
(a) P(AUB) =2p—p? TAK
(b) P(AU B) = p? NIE
(¢) P(ANB) = p? TAK

7. Prawdziwy jest nastepujacy wzor:

(a) (3) -
0) (1) + (1) = (55)  TAK
(© (1)=(1) 5 TAK

k k+1 n+1

n—=k

(") =0  TAK

8. Wierzchotkom szescianu mozna przypisaé liczby catkowite w taki spo-
sob, ze suma liczb przypisanych:
(a) wierzchotkom kazdej Sciany jest réwna 0 TAK
(b) wierzchotkom kazdej $ciany jest réwna 1 TAK

(¢) dowolnym dwém wierzchotkom, ktérych nie taczy krawedz, jest
nieparzysta NIE

9. Z réwnosci P(AN B) = P(A/B) wynika, ze:

(a) PLAUB)=1  NIE
(b) ACB  NIE



10.

11.

12.

13.

(c) zdarzenia A i B sa niezalezne NIE

Dane sg dwa nieskoniczone ciagi arytmetyczne liczb naturalnych, pierw-
szy o réznicy ry, drugi o réznicy ro. Zadna liczba nie jest jednoczes$nie
wyrazem obu ciaggow. Wynika z tego, ze:

(a) 11 =19 NIE

(b) 71 iy sa obie parzyste lub obie nieparzyste NIE

(¢) 71 1 7re nie maja wspolnych dzielnikéw réznych od 1 NIE

Wierzchotki czworoscianu foremnego Cy sg srodkami ciezkosci Scian
czworos$cianu foremnego C. Wtedy:

(a) wysokosé czworodcianu Cy jest 2 razy krétsza od wysokosci czwo-
roscianu C NIE

(b) objeto$¢ czworoscianu Cy jest 27 razy mniejsza od objetosci czwo-
roscianu C TAK

(c) pole powierzchni czworoscianu Cy jest 9 razy mniejsze od pola
powierzchni czworoscianu C TAK

Ciag (a,) okreslony wzorem a,, = n* + (—1)" — 2013:

(a) jest rosnacy TAK
(b) ma wyraz réwny 11 TAK
(¢) ma wyraz podzielny przez 13 TAK

W sze$cian o krawedzi diugosci 1 wpisano kule, w te kule wpisano
szescian, w niego znow kule itd. Objetosci kolejnych tak otrzymanych
szescianow oznaczono Vi, Vo, Vi, ... Wtedy:

(a) ciag (V,) jest monotoniczny TAK

(b) i+ Vo+Vi+...=2 NIE

(c) granica ciagu (V},) jest 0 TAK



14.

15.

16.

17.

18.

Wykres funkcji y = log,  mozna przeksztatci¢ przez pewng symetrie
osiowa na wykres funkcji:

(a) y =logy(—z)  TAK
(b) y = logs x TAK
(c) y=2" TAK

Dhugosci kolejnych bokéw pewnego czworokata wypuktego tworza ciag
arytmetyczny. Wynika z tego, ze:
(a) na czworokacie tym da sie opisaé¢ okrag NIE

(b) jesli w ten czworokat da sie wpisa¢ okrag, to jest on kwadratem

NIE
(c) pewne dwa boki tego czworokata sa prostopadite NIE

Réwnanie log,(—z) = 2%

(a) jest sprzeczne NIE
(b) ma doktadnie jedno rozwiazanie ujemne TAK

(¢) ma doktadnie jedno rozwiazanie TAK

Dtugosci bokéw pewnego trojkata tworza ciag geometryczny o ilorazie
q, ktory jest liczba wymierna. Wynika z tego, ze:

(a) trojkat ten jest rownoboczny NIE

(b) cosinus kazdego kata wewnetrznego tego trojkata jest liczba wy-
mierng TAK

(c) ¢ < @ TAK

Jezeli suma pierwiastkéw tréjmianu kwadratowego y = az? +bx +c jest
rowna log,2 c-log . a, to odcieta wierzchotka paraboli bedacej wykresem
tego tréjmianu kwadratowego:



TAK
(b) jest réwna NIE
(c) jest wieksza od 1 NIE

(a) jest réwna

= 0ol

19. Niech P bedzie punktem wewnetrznym czworoscianu foremnego o boku
dhugosci 1, zas d niech bedzie sumg odlegtosci punktu P od wszystkich
Scian czworo$cianu. Wtedy:

(a) d nie zalezy od potozenia punktu P TAK

(b) wysoko$¢ czworoscianu ma dtugosé d TAK

() d=8  TAK

20. Istnieje ciag majacy nieskonczenie wiele wyrazéw ujemnych oraz nie-
skonczenie wiele wyrazow dodatnich i réwnoczesnie:
(a) bedacy ciagiem arytmetycznym NIE
(b) beda ciagiem geometrycznym TAK
(c) majacy granice réwna 1 NIE



TEST WIELOKROTNEGO WYBORU - ROZ-
WIAZANIA

Numer pytania | (a) (b) (c)
TAK | NIE | TAK
TAK | TAK | TAK
TAK | NIE | TAK
TAK | TAK | NIE
NIE | NIE | NIE
TAK | NIE | TAK
TAK | TAK | TAK
TAK | TAK | NIE
NIE | NIE | NIE
NIE | NIE | NIE
NIE | TAK | TAK
TAK | TAK | TAK
TAK | NIE | TAK
TAK | TAK | TAK
NIE | NIE | NIE
NIE | TAK | TAK
NIE | TAK | TAK
TAK | NIE | NIE
TAK | TAK | TAK
NIE | TAK | NIE
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ZADANIA OTWARTE - ROZWIAZANIA

Zadanie 1. (4 punkty) Rozwiazaé nier6wnosé

() (),

(o) + G2
Rozwigzanie.

7 tredci zadania wynika, ze n > 4. Wykorzystujac wlasnos¢ symbolu

Newtona
n n n+1
+ =
k kE+1 k+1
mozna dowodzong nierownos¢ zapisac w postaci
n+1
(n2)
(")

7 definicji symbolu Newtona mamy dalej

> 2.

(n+1)!
(n—2)!3!

> 2.

n!

(n—3)13!
Wykorzystujac wlasnosci silni dostajemy

(n—2)!(n—1)n(n+1)
(n—2)13! 9

(n=3)!(n—2)(n—1)n = =
(n—3)!3!

Po skréceniu mamy
n+1 S
n—2"

a wiec po uwzglednieniu zalozenia n > 4 otrzymujemy ostatecznie

2,

n € {4,5}.



PROPOZYCJA PODZIALU PUNKTOW

Wyznaczenie dziedziny (zauwazenie, ze n > 4) - 1 punkt.

Wykorzystanie definicji i wtasnosci symbolu Newtona i zapisanie rowna-
nia w rownowaznej postaci - 2 punkty.

Rozwigzanie otrzymanego rownania z uwzglednieniem dziedziny - 1 punkt.

Zadanie 2. (6 punktéw) Udowodnié,ze

logs 4 + log, 3 > log, 5 + log; 4.

Rozwigzanie.

WprowadZzmy oznaczenia
log, 3 =a,log, 5 = 0.
7 monotonicznosci funkcji logarytmicznej mamy
0<a<hb.

Wykorzystujac wtasnos¢ logarytmow

1
log, «

log, y =

i wprowadzone oznaczenia mozemy dowodzong nier6wnos¢ zapisa¢ w postaci

(i”) _ <b+2> > 0.

Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy réwnowazna postaé dowo-
dzonej nieréwnosci
(b—a)(1 — ab)
ab

> 0.



Poniewaz 0 < a < b, wystarczy udowodnic¢, ze 1 —ab > 0, czyli ze ab < 1.
Z nieréwnosci miedzy S$rednig geometryczng i arytmetyczna dla réznych
liczb dodatnich a, b mamy

b
m&;,

a+b)’
b < .
Dostajemy stad

2 2
ab < log, 3 + log, 5 _ log, 15 “1
log, 16 log, 16

a wiec

co konczy dowdd nieréwnodci.
PROPOZYCJA PODZIAEU PUNKTOW
Wprowadzenie oznaczen, wykorzystanie wlasnosci logarytmow i zapisanie

dowodzonej nieréwnosci w réwnowaznej postaci - 3 punkty.

Wykorzystanie nieréwnosci miedzy srednig geometryczng i arytmetyczng
- 2 punkty.

Wyciagniecie ostatecznych wnioskéw (po wykorzystaniu wtasnosci loga-
rytméw) - 1 punkt.

Zadanie 3. (4 punkty) Obliczy¢ pole powierzchni i objeto$é wieloscia-
nu, ktérego wierzchotkami sg wszystkie srodki krawedzi czworos$cianu forem-
nego o boku dtugosci a.

Rozwigzanie.

10



Wielo$cian, ktérego wierzchotkami sa wszystkie srodki krawedzi czworo-
Scianu foremnego o boku dtugosci a, to oSmioscian, w ktérym kazda Sciana
jest trojkatem réwnobocznym o boku diugosci g, a wige pole jego powierzchni
jest réwne

(2)V3 a3

4 2

Os$mioscian ten powstaje z czworo$cianu foremnego o boku dhugosci a
przez ”Sciecie” czterech naroznych czworosciandéw foremnych o boku dhugosci
5, stad jego objetosc jest rowna

po V2

g GPV2_ V2
12 12 24

PROPOZYCJA PODZIALU PUNKTOW

Zauwazenie, ze wieloscian, ktorego wierzchotkami sg wszystkie $rodki kra-
wedzi czworoscianu foremnego o boku dhugosci a, to osSmioscian, w ktorym
kazda Sciana jest trojkatem rownobocznym o boku diugosci § - 1 punkt.

Obliczenie pola powierzchni tego o$mioscianu - 1 punkt.

Zauwazenie, ze osmioscian ten powstaje z czworoscianu foremnego o boku
dhugosci a przez "Sciecie” czterech naroznych czworo$cianéw foremnych o

L
boku ditugosci § - 1 punkt.
Obliczenie objetosci tego o$mioécianu - 1 punkt.

Zadanie 4. (5 punktow) Udowodnié, ze wszystkie trojkaty prostokatne,
ktorych dtugosci bokéw tworza cigg arytmetyczny, sa podobne.

Rozwigzanie.

11



Pokazemy, ze wszystkie trojkaty prostokatne, ktorych diugosci bokéw
tworzg ciag arytmetyczny, sa podobne na podstawie cechy "kk”.

Oznaczmy dtugosci przyprostokatnych przez a,a + r, zas dtugosé prze-
ciwprostokatnej przez a+ 2r, gdzie a, r sa liczbami rzeczywistymi dodatnimi.
7 twierdzenia Pitagorasa mamy wtedy

(a+2r) =a®>+ (a+71)?%

a wiec
3r? 4+ 2ar — a* = 0.

Wyznaczajac z tego rownania » w zaleznosci od a i uwzgledniajac, ze
r > 0 dostajemy

r=_—.

3
Oznaczmy miare kata lezacego naprzeciw krotszej przyprostokatnej przez

a. Mamy wtedy
a 3

a+2r 5
Wida¢, ze miara tego kata nie zalezy od dtugosci bokow trojkata, a wiec
wszystkie trojkaty prostokatne, ktorych diugosci bokow tworza cigg arytme-
tyczny, maja katy réwnej miary, a tym samym sa podobne.

sino =

PROPOZYCJA PODZIAEU PUNKTOW
Zauwazenie, ze podobienstwo trojkatow z zadania mozna wykazac¢ na pod-
stawie cechy "kk” - 1 punkt.

Whprowadzenie oznaczen (wykorzystanie definicji ciagu geometrycznego),
wykorzystanie twierdzenie Pitagorasa - 2 punkty.

Rozwiazanie otrzymanego rownania kwadratowego - 1 punkt.

Wykazanie, ze miary katow rozwazanych trojkatow nie zaleza od dtugosci
ich bokéw i wyciggniecie ostatecznych wnioskéw - 1 punkt.

12



Zadanie 5. (6 punktéw) W turnieju szachowym rozgrywanym syste-
mem "kazdy z kazdym” startuje 14 zawodnikow. W kazdej rozegranej partii
za zwyciestwo otrzymuje sie 1 punkt, za remis %, za porazke 0. Czy jest moz-
liwe, by w tym turnieju kazdy z zawodnikéw uzyskal dwa razy wiecej remiséw
niz porazek?

Rozwigzanie.

Poniewaz w kazdej rozegranej partii za zwyciestwo otrzymuje sie 1 punkt,

za remis %, za porazke 0, to taczna liczba punktéw uzyskanych przez wszyst-

kich graczy razem w catym turnieju jest rowna liczbie rozegranych partii i

WYynosi
14\ 01
5 )=

Oznaczmy przez 2y, 1y, pr odpowiednio liczbe zwycigstw, remiséw i pora-
zek k-tego zawodnika, k € {1,2,...,14}.
Kazdy z zawodnikéw rozegrat 13 partii, stad
2 =13 = (1 + i)
Przypu$émy, ze dla kazdego k € {1,2,...,14} mamy
T = 2- Pk

Wtedy liczba punktéw zdobytych w calym turnieju przez k-tego zawod-
nika wynosi

1 1
O’pk+§‘rk+1'zk:§'Tk+13_<rk+pk):13_2‘pk-

bLaczna liczba punktow uzyskanych przez wszystkich zawodnikéw jest wiec
réwna

(13—2p1)—|—(13—2p2)—|—+(13—2p14) =182—-2- (pl +p2+...+p14).

Poniewaz wiemy, ze liczba ta wynosi 91, otrzymujemy

13



P1 +p2 + ... +p14 - 4575a

co dowodzi sprzecznosci postawionej hipotezy.
Ostatecznie wnioskujemy, ze nie jest mozliwe, by w tym turnieju kazdy z
zawodnikow uzyskal dwa razy wiecej remiséw niz porazek.

PROPOZYCJA PODZIALU PUNKTOW
Obliczenie liczby partii rozegranych w turnieju (a tym samym tacznej

liczby punktow uzyskanych przez wszystkich zawodnikéw) - 1 punkt.

Wprowadzenie oznaczen (oznaczenie liczby zwyciestw, porazek i remiséw
kazdego gracza) i wyznacznie zaleznosci miedzy nimi - 2 punkty.

Postawienie hipotezy, ze kazdy z graczy uzyskat dwa razy wiecej remisoéw
niz porazek - 1 punkt.

Wykazanie sprzecznosci postawionej hipotezy (np. obliczenie tacznej licz-
by porazek wszystkich graczy) - 2 punkty.
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