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EKSPERYMENT1
Obliczmy objetos¢ walca powstatego przez obrét prostokgta o wymiarach 6 x 10 cm
wokot prostej w ktorej zawiera sie odcinek diugosci tego prostokagta — rys. 1.

i ' 1
Rys. 1 Rys. 2
Znajgc wymiary prostokata tatwo jg wyznaczyc¢:
vV . =-6"-10

walca

Ale przedstawmy wynik w troche innej postaci:

Vwalca = 6107[23 :POZeprostOk'z'ﬂ-':S
Vwalca - POZeP”OStOk. ObWédkoio o proms

Okazuje sie, ze objetos¢ tego walca to iloczyn
pola prostokata, ktory obracalismy wokot jego
dtuzszego boku przez obwdd kota, ktére zakresli
w przestrzeni srodek ciezkosci S tego prostokata
—rys.2i3.

W ten sposob odkrylismy na konkretnym
przyktadzie zasade, ktérg odkryt na poczatku
XVIlI wieku szwajcarski matematyk i astronom
Paul Guldin (wlasc. Habakkuk Guldin) (1577 —
1643) —rys. 4

Jego zasada zwana pierwszg regutg Guldina ——
. L ys. 4

brzmi nastepujgco:

1 REGULA GULDINA

Objetos¢ bryty powstajgcej przez obrét figury ptaskiej dookofa nie przecinajgcej jej osi

jest rowna iloczynowi pola tej figury przez dtugosc¢ okregu, jaki vzakresla przy tym

obrocie jej Srodek ciezkosci.

EKSPERYMENT 2

Obliczmy pole walca powstatego przez obrét prostokgta o wymiarach 6 cm x 10 cm
wokot prostej w ktérej zawiera sie odcinek diugosci tego prostokata.

| znowu fatwo wyznaczy¢ pole catkowite walca:

S —=2-7r-6"+2-7-6-10

walca



Ale po matych przeksztatcenia przyjmie ono inng postaé:
Svita=27-3-2-6+2-7-3-2-10=
=27-3-(2:3+2-10)=27-3-=
= Obwdd, -0bwdd,

ofo o proms rostok

ktéra przedstawia drugg powierzchniowg regute Guldena:
2 REGULA GULDINA

Pole powierzchni, powstatej przez obrot ptaskiej linii dokota osi lezacej w
ptaszczyznie tej linii i nie przecinajgcej jej, jest rowne dtugosci tej linii pomnozonej
przez dtugos¢ okregu, jaki przy obrocie zakre$la Srodek ciezkosci danej linii

Do czego mogg sie przydac te reguty? Otéz jak widac fizyk moze dzieki niej okreslic
doktadnie srodek ciezkosci ptaskiego obszaru, jesli potrafi znalez¢ pole lub objetosc
bryty powstatej z obrotu tego obszaru wokét osi nie przecinajgcej go w zadnym
punkcie.

Matematyk zas moze wyznaczy¢ pole lub objetos¢ bryty obrotowej, pod warunkiem,
ze zna srodek ciezkosci ptaskiej figury, ktora po obrocie data ksztatt tej bryty.

POLE | OBJETOSC TORUSA

Wykorzystajmy te reguty w wyznaczeniu pola i objetosci torusa — rys. 5.

Wydaje sie to tatwe z uwagi na fakt, ze torus powstaje z obrotu kota a jego srodek
ciezkosci jest jego srodkiem. Wszystko zalezy wiec od wielkosci tego kota i
odlegtosci jego srodka od osi obrotu.

Przyjmijmy:

r = promien kofa tworzgcego torus

s =odlegtos¢ Srodka ciezkosci od osi obrotu (rys. 6

Rys. 5 Rys. 6

Oto wyznaczone wartosci:

P

torusa
WYZNACZANIE SRODKA CIEZKOSCI

Chcemy wyznaczy¢ $rodek ciezkosci figury w ksztafcie litery T, ktérej wymiary
ilustruje rysunek 7:

=2-r-2mr-s=47%r-s V =x-r? 275 =27%rs

torusa



Jom | K. .
e o 1cm
I~ A
-
—=1ecm=
Rys. 7 —

Rys. 8 Rys. 9

Gdybysmy obrocili te figure wokoét prostej prostopaditej do osi symetrii figury
przechodzgcej przez punkt O, wowczas otrzymalibysmy bryte w ksztaicie walca z
wycietymi w niej dwoma walcami —rys. 8 i 9.

Objetosc tej bryty tatwo wyznaczy¢:
2 2
Vo=V _ . -2V =z-3.3-2.7.2*1=197

Wedtug reguty Guldena ta sama objeto$¢ wynosi:

V.=5-2m-s

Porownujgc obie wartosci otrzymamy rownanie:

5-27-s =197

alcal alca?

Skad:
s=19 cm

Czy taki sam wynik otrzymamy stosujgc 2 regute Guldina?
P.=P +2.P, =273 +27-3-3)+2-27-2 =
187 +187 +87 =44r

To samo pole wyznaczone regutg Guldina wynosi:
P.=12-27-s
Poréwnujgc obie wartosci otrzymamy

s = ﬁcm =1,833
24

oczne_walca?2

SRODEK CIEZKOSCI CZWOROKATA



Sposob wyznaczania srodka ciezkosci trojkata jest na ogdt znany. Znajdujemy go
jako punkt przeciecia sie jego srodkowych.

Dla czworokata sprawa sie nieco komplikuje. Srodek ten wyznaczamy wedtug opisu
ponizszej konstrukcji:

D . D

52

‘ | /
- [ =3 |

‘B B :!
Rys. 10 Rys. 11 Rys 12

prowadzimy w czworokgcie ABCD jedng z jego przekatnych,

podzielita ona czworokat na dwa tréjkaty ABC i ACD,

wyznaczamy Srodek ciezkosci kazdego nich,

tgczymy odcinkiem wyznaczone srodki ciezkosci,

prowadzimy w czworokgcie ABCD drugg z jego przekatnych,

podzielita ona czworokagt na dwa tréjkaty ABD i BCD,

wyznaczamy srodek ciezkosci kazdego nich,

tgczymy odcinkiem wyznaczone $rodki ciezko$ci,

punkt przeciecia obu odcinkdéw jest srodkiem ciezkosci catego czworokata
ABCD.

Reguta Guldina pozwala wyznaczy¢ $rodek ciezkosci dowolnego czworokata.
Wyznaczmy go w konkretnym przypadku:

Niech czworokat ma wierzchotki A(0,0), B(0,8), C(6,2) i D(2,2).

‘D‘(Z.Z‘} e ‘C(‘E.Z)‘

Ao . . . . . . . . . . . . . B0

Wspotrzedne srodka ciezkosci trojkgta mozna wyznaczy¢é szybko jako $rednie
arytmetyczne jego odpowiednich wspotrzednych wierzchotkdw.

Sl(AACD)=(O+§+6,0+§+2j=@,gj



S,( €)= 0+8+6,0+0+2 _ Ez
3 3 3°3
S.( D) = 0+8+2’0+O+2 _ Q’g
3 3 3°3
S.(ABCD) = 8+6+2’0+2+2 _ E,i
3 3 3°3

D (2.2

A (0,0)

Prosta $1S2 ma réwnanie:
8 4

T3 s (Y22 (2A) 8 o gy
14 8 2 4 33_y33 y_3

Prosta S3S4; ma réwnanie:
10 2
3 Vs
2
3

16 10 4
3 3 3

- (B = o

Rozwigzujgc uktad tych réwnan

otrzymamy x=4, y=§

Po obrocie trapezu uzyskamy bryte
obrotowg ztozong z walca i dwoch
przystajgcych stozkow.

Objetos¢ bryty obliczona tradycyjnie
WYNosi:

V:7z-22-4+2%-275-2:%7r




Ta sama objetos¢ obliczona na zasadzie
reguty Guldina wynosi:

V:@+®

-2-(27z-s)=247z-s

Porownujgc obie wartosci

64
V= 3 T V=24-r-s
mozemy wyznaczy¢ odlegtosc s srodka ciezkosci od dtuzszej podstawy trapezu:
8
S =—
9

Co w poroéwnaniu z geometrycznym srodkiem symetrii trapezu rownoramiennego
daje doktadny rezultat:

CZY ZAWSZE STOSUJEMY REGULE GULDINA?

Rozwazmy w tym celu pewien problem

optymalizacyjny. Jest dany arkusz kartki,

ktérg zwijamy na dwa sposoby tak, by

uzyskac za kazdym razem powierzchnie

walca.

W jednym przypadku bedzie to szeroki = ——
walec o matej wysokosci, a w drugim h_
waski 0 duzej wysokosci.

Ktory z nich ma wiekszg objetos¢?

Na pierwszy rzut oka wydaje sig, ze ten szerszy jest wiekszy, ale gdy kartka, z ktorej
zwijamy walce zblizona jest swym ksztaltem do kwadratu, wowczas trudno
rozstrzygnac, ktory z walcow ma wieksza objetosé.

Niech kartka prostokgtna ma wymiary
diugos¢ =a
szerokos¢ =b

Wdéwczas szerszy walec ma objetosc:
2 2
AP N IS U
2 4 4

Zas wezszy ma objetosé:

V

walca2

b Y b’a ab
=T | — a:—:b-—
27 47 4

, e . . ab
Dla obu rozwigzan pojawia sie ten sam wspoétczynnik: .
T



Zatem: ten walec ma wiekszg objeto$¢, ktérego wartos¢ obwodu (a lub b) jest
wieksza.

Poniewaz w naszym przypadku a>b, wiec walec o obwodzie a ma wiekszg objetosc.

Wartos¢ objetosci kazdego z tych walcow obliczona metodg Guldina nie wyrazi sie
poprzez dtugos$¢ ani szerokos$¢ kartki papieru, ktérg zwijamy w walec. Ta reguta
niestety nie nadaje sie do rozwigzania tego problemu.



