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Przygotowanie uczniow do nowej matury z matematyki
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Projekt wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Opracowano na podstawie materiafu z konferencji dla nauczycieli doradcow metodycznych
| konsultantow organizowanych przez CKE . Zadania pochodzq gtdwnie z propozycji
prof. Wojciecha Guzickiego i Piotra Ludwikowskiego
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Rodzaje zadan egzaminacyjnych w arkuszu
maturalnym na poziomie rozszerzonym:

e Zadania zamkni¢te (wielokrotnego wyboru lub prawda falsz)

* Zadania z kodowang odpowiedzig
e Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi
Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi.
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Podstawa programowa z komentarzami
Tom 6.
Edukacja matematyczna i techniczna w

szkole podstawowej, gimnazjum i liceum
yka, zajecia techniczne, zajecia

matemat
‘ komputerowe, informatyka
e _:::___
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MATEMATYKA
GIMNAZJUM | LICEUM

Cele ksztatcenia — wymagania ogdlne
I. Wykorzystanie i tworzenie informacji.
Il. Wykorzystywanie i interpretowanie reprezentac;ji.
lll. Modelowanie matematyczne.
IV. Uzycie i tworzenie strategii.

V. Rozumowanie i argumentacja.
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Najwazniejsze zmiany dla zakresu podstawowego

Tresci, ktére przeszty z gimnazjum:
* wzory skréconego mnozenia (a * b)2oraz a2 — b2
* nierdwnosci pierwszego stopnia z jedng niewiadoma
* funkcja i jej wtasnosci
(w gimnazjum tylko odczytywanie wtasnosci funkcji z wykresu)
e funkcja liniowa
egraniastostupy pochyte
ecechy podobienstwa tréjkatow
*interpretacja graficzna uktadu réwnan

Tresci nowe:
» wiasnosci poteg i funkcje wyktadnicze w opisie zjawisk fizycznych, chemicznych

itp.
e symetria w ukfadzie wspoétrzednych
* przekroje prostopadtosciandw ptaszczyzna
erozszerzenie zakresu funkcji trygonometrycznych do katdéw rozwartych
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Najwazniejsze zmiany dla zakresu rozszerzonego

Tresci, ktoére przeszty z gimnazjum:
* twierdzenie Talesa

Tresci nowe:

* granice ciggoéw liczbowych typu 1/n, 1/n2

* suma szeregu geometrycznego zbieznego

* rachunek rézniczkowy (granice funkcji, pochodne funkcji wymiernych, pochodna
jako narzedzie do wyznaczania przedziatdw monotonicznosci oraz ekstremoéw

funkcji, zadania optymalizacyjne
z uzyciem pochodnej)
* prawdopodobienstwo warunkowe i catkowite
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Uniwersytety

3 V] 5 UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI S 3 EUROPEJSKI
(Vi FUNDUSZ SPOEECZNY

3 s

NARODOWA STRATEGIA SPOINQSCI

Tresci przesuniete miedzy poziomami

Tresci przesuniete z podstawowego do rozszerzonego:

» warto$¢ bezwzgledna (interpretacja na osi liczbowej)
e dziatania na wyrazeniach algebraicznych: wzory skréconego mnozenia na (a £ b)3 oraz

a3 + b3, rozktad wielomianu na czynniki, dziatania na wielomianach i wyrazeniach

wymiernych
 uktady réwnan prowadzgce do réownan kwadratowych

erodwnanie okregu
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PODSTAWA PROGRAMOWA PRZEDMIOTU MATEMATYKA
Il etap edukacyjny 6. Elementy algebr}r. Uczen:

1) korzysta z nieskomplikowanych wzorow, w ktorych wystepuja
I oznaczenia literowe, zamienia wzor na torme slowna;

| P=1/2ab

2) stosuje oznaczenia literowe nieznanych wielkosci liczbowych i zapi-
suje proste wyrazenie algebraiczne na podstawie informacji osadzo-
nych w kontekscie praktycznym;

3) rozwiazuje rownania pierwszego stopnia z jedna niewiadoma wy-
stepujaca po jednej stronie réownania (poprzez zgadywanie, dopel-
nianie lub wykonanie dzialania odwrotnego).

Ill etap edukacyjny

3) redukuje wyrazy podobne w sumie algebraicznej;

4) dodaje i odejmuje sumy algebraiczne;

I (a+3b) - (4+6d) I 5) mnozy jednomiany, MNozy sume algebraiczng przez jednomian oraz,
w nietrudnych przyvkladach, mnozy sumy algebraiczne;

6) wylacza wspélny czynnik z wyrazow sumy algebraicznej poza nawias;

s=(a-t?):2

5= (25 ) tz) 7) wvznacza wskazang wielkos¢ z podanvch wzorow, w tym geome-
' tryvcznych i fizycznych.

IV etap edukacyjny

1) uzywa wzorow skroconego mn
zenia na (@ = b)* oraz a* - b2,




MATEMATYKA

Il etap edukacyijny: klasy IV-VI

2x+5=11 3) rozwiazuje rownania pierwszego stopnia z jedna niewiadoma wy-
x=3 stepujaca po jednej stronie réwnania (poprzez zgadvwanie, dopel-
nianie lub wykonanie dzialania odwrotnego).
lil etap edukacyiny
2) wskazuje na osi liczbowej zbiér liczb spelniajacych warunek typu:
2x+5=11+x ) . J PEITAS ok
X=3,x <D
2x-x=11-5 3) rozwiazuje réwnania stopnia pierwszego z jedna niewiadoma;
X=6
7) za pomoca rownan lub ukladow rownan opisuje i rozwiazuje zadania
osadzone w kontekscie praktycznym.
IV etap edukacyjny
3) rozwigzuje nierownosci pierw- 2x+5>11+X
szego stopnia z jedna niewiado-
m_g piua z jediiq flewlac 2x-x>11-5

X>6
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 Interpretujac dowolne sformutowanie z podstaw,
nalezy stosowac tez zasade:

o (III) Jezeli w podstawach zapisane jest jakies
wymaganie A, to rOwniez wymaga si¢
wszystkiego, co w oczywisty sposob jest
niezbedne dla A.

* Nie obejmuje to jednak uogolnien pojec
wykorzystywanych w A, an1 bloku wiedzy
teoretycznej z nimi zwigzane;.
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Komentarz do podstawy programowej przedmiotu matematyka—
Zbigniew Semadeni, Marcin Karpinski, Krystyna Sawicka, Marta
Jucewicz, Anna Dubiecka, Wojciech Guzicki, Edward Tuta;:

,,O tym, jaka bedzie wykladnia podstawy programowe;,
zadecyduje praktyka nauczania 1 praktyka egzamindw
maturalnych. Po kilku latach funkcjonowania nowej podstawy
programowe], w wyniku wspotdziatania szkoty, komisji
egzaminacyjnych 1 uczelni wyzszych, ustali si¢ pewien poziom
interpretowania 1 realizowania obowigzujacych wymagan.”
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Przyktady zadan przedstawione podczas warsztatow dla
nauczycieli doradcow metodycznych i konsultantow przez
zespot pod kierunkiem profesora Guzickiego pracujacy
w ramach CZEM
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Zadanie 1.

Oblicz granice ciagu: 1 3n+7 3n—4
g ¢ c1agu: lim o2 o s

n—>o0

Zadanie 1.a

Uzasadnij, ze [j 3n+7+3n—4
) m 8n+4 6n+5

n—>0

_7
.
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Zadanie 2. Granica ciagu
0 =21 + 3n
. . + — 3 , o
Oblicz granice lim - — —. Zakodu) odpowiedz.
n—ol+2n+3n-+4n” +5n" + 61

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz Paristwowg Wyzszg Szkotg Zawodowg w Chetmie




Uniwersytety

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

W

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINQSCI

2UzADW2]0

Miodziezowe
|
<

Zadanie 2. Granica ciagu (rozwiazanie)

Obliczamy granicg

s(, 2 3
s 3 n|l=—+— |
. =21 +3n g non 1
' 1 2 3 4 5 6

n>o | 4 2n+3n" + 4 + 51" + 61 n—so
n|—+—+—5+—5+—+6

W arkuszu odpowiedzi nalezy zakodowac¢ cyfry 0.1.6.
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Zadanie 3. Granica ciagu

To—1)n" =3 pn+2
(7p ) 1‘?:) P dla n=11p#0 . Oblicz, dla

M - 4 T : 1 e J—
Ciag (a, ) okreslony jest wzorem a,, = .
1+ pn

jakiej wartosci p granica ciagu (a,, ) jest rowna 0. Zakoduj odpowiedz.
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Zadanie 3. Granica ciagu (rozwiazanie)

Wyznaczamy granice ciagu ( a,, ) w zaleznosci od p:

~3p 2p)
) . Tp—1——£ _
- (7p-1)n" =3pn+2p ‘ P non J 7p—1
lim _ 3 = lim Z
1+ pn nz‘_2+p‘ yZ
.n jl

Rozwiazujemy rownanie
Tp—1
P
p

P=3

W arkuszu odpowiedzinalezy zakodowac cyfry 0.1.4.
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Zadanie 4. Granica ciagu
: 3
Ciagi (a, ), (b, ) okreslone sa nastepujaco: «,, = %nz —2 orazh, = & ;“HS cdlanz=1.
' in

Oblicz granicg lim (g, —b,, ). Zakoduj odpowiedz.

H—a0
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Z.adanie 5.
. oS =2n+3n . ,
Granica lim 1 5 jestrowna
n—>o12+5n" +6n
1
A. —00 B. — 5 C 0 D. +00
Rozwiazanie
Obliczamy granice
2 3
] 3 l’l8 1——5+—7 l’l3 1——5+—7
limn—2n +3n_1. nwoon 1 nwon')_
e 12450 +61°  moe (12 5 o (125 |
n|—+—+6 —+—+6
n on n o n
Odp.: D
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Zadanie 6. Szereg geometryczny

2
— . Suma
’%

Dany jest nieskonczony ciag geometryczny (a, ) okreslony dla 721, o ilorazie g =

wszystkich wyrazow tego ciagu jest rowna —6. Oblicz a; —qy.

Zakoduy odpowiedz.
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Zadanie 6. Szereg geometryczny (rozwigzanie)

]

Ze wzoru na sume wszystkich wyrazow nieskonczonego ciagu geometrycznego S = "

(dla|g|<1) obliczamy a, :

—6 = al_ .stad ay =-2.
.2
==
2
5 4 8
aﬁ=a 'C_r= —2 b — = ——
3 1 ] ( )9
8 |

Zatem a; —a = ———(=2) =1~
atem a; —a == (-2) 5

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz Paristwowg Wyzszg Szkotg Zawodowg w Chetmie




Unlujersutetu

gM 5 UNIA EUROPEJSKA

KAPITAL LUDZKI S et EUROPEJSKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI ° 4[" Mc FUNDUSZ SPOLECZNY
ZAKRES PODSTAWOWY ZAKRES ROZSZERZONY

11, Rachunek rozniczkowy. Uczen:

1) oblicza granice funkeji (i grani-
ce jednostronne), korzystajac
z twierdzen o dzialaniach na gra-
nicach i z whasnodci funkcji cia-
glych;

2) oblicza pochodne funkeji wy-
miernych;

3) korzysta z geometryczne] i fi-
zyczne] interpretacji pochodnej;

4} korzysta z wlasnoéci pochodnej
do wyznaczenia przedzialow
monotonicenoscl funkeji;

5) znajduje  ekstrema  funkcji
wielomianowych i wymiernych;

6) stosuje pochodne do roswigzy-
wania zagadniefi optymalizacyj-
nych.
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Z.adanie 7. Granica funkcji

2—x° o
dla x = -2 . Granica lm f(x) jest

Dana jest funkcja fokreslona wzorem f(x)=
0 x+2 2
rowna
|
A —o B. —— C.0 D. +w
2
Rozwiazanie:

Obliczamy f(2).

. 2—4 l

2 = = ——
F2)=575773
Odp.: B
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Z.adanie 8. Granica funkcji

. 2x , . - ,
= dla x = 3. Granica lim f(x) jestréwna

Dana jest funkcja fokreslona wzorem f (x)= ;
X—: x—3
A —o B. 0 C.6 D. +w
Rozwiazanie:

Obliczamy granice:

= —0

. S . 2x
lim /' (x)=lm h
=30 T 2=y —13

Odp.: A.
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Zadanie 9.
2
Dana jest funkcja f okreslona wzorem: f (x) 32c+37,
X +

dla kazdej liczby

1
rzeczywistej x. Oblicz wartos$¢ pochodnej tej funkcji w punkcie x = ~3

Zadanie 9.a
2x+7
Dana jest funkcja f okreslona wzorem: f (x) = ch 3
X +

1) 2
rzeczywistej x. Uzasadnij, ze f —5 = Kog

dla kazdej liczby
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Zadanie 10.
Dana jest funkcja f okreslona wzorem f (x) =x’—3x+1ilezacy na

wykresie tej funkcji punkt 4 o wspolrzednej x rownej 2. Wyznacz
rownanie stycznej do wykresu funkcji fw punkcie A.

Zadanie 10.a
Dana jest funkcja f okreSlona wzorem f (x) =x’=3x+1ilezacy na

wykresie tej funkcji punkt 4 o wspolrzednej x rownej 2. Uzasadnij, ze
styczna do wykresu funkcji fw punkcie A ma rownanie y =9x-—1S5.
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Rozwigzanie
Styczna do wykresu funkcji o wzorze y= f (x) w punkcie

A= (xo, f (xo)) ma rownanie postaci y =ax+ b, gdzie wspolczynnik
kierunkowy a jest rowny a = f ’(xo). W naszym przypadku

f(x) =x’-3x+1oraz x,=2.

Mamy zatem f '(x) =3x’ -3, skad dostajemy a =9. Punkt 4 ma
wspolrzedne (2, f (2)), czyli A= (2, 3). Prosta o rownaniu

y =9x+ bma przechodzi¢ przez punkt A. Zatem b=—15 i ostatecznie
rownanie stycznej ma posta¢ y =9x—185.
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Z.adanie 11. Monotonicznos¢

Funkcjafdana jest wzorem f(x)= % X +mx’ +4x+1.

Wykaz, ze dla m € {1, 3) funkcja f jest rosnaca w calej dziedzinie.
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Zadanie 12.
Dany jest wykres funkcji kwadratowej f (x) = x” oraz punkt

A= (3,0). Znajdz punkt na wykresie funkcji f lezacy najblizej

punktu A.

Zadanie 12.a
Dany jest wykres funkcji kwadratowej f (x) = x’ oraz punkt 4= (3,0).

Uzasadnij, ze punktem na wykresie funkcji f lezacym najblizej punktu
A jest punkt o wspolrzednych (1,1).
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Rozwigzanie
Dowolny punkt lezacy na wykresie funkcji f ma wspolrzedne: (x,xz). Obliczamy

odleglos¢ takiego punktu od punktu A: d = \/(x - 3)2 + (x2 - 0)2 .

Wezmy funkcje g(x)=(x- 3)2 + (x2 — 0)2 =x"+x*—6x+9, gdzie x jest liczba

rZeczywistq.
Obliczamy pochodng tej funkcji i rozkladamy na czynniki:
g'(x) =4x’ +2x—-6= 2(2x3 + x—3) = 2(x—1)(2x2 + 2x+3).

Obliczamy wyro6znik tréjmianu kwadratowego 2x” +2x+3:

A=4—4-2-3<0, zatem 2x’ +2x+3> 0, wiec jedynym miejscem zerowym funkcji
g'(x) jest x=1.

Zauwazamy rowniez, ze:

g'(x) <0dla x<1,

g'(x)>0dla x>1,

A wig¢c funkcja g ma minimum w punkcie x=1.
Zatem punktem na wykresie funkcji f lezacym najblizej punktu A jest punkt (1,1).
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Zadanie 13.
Dana jest funkcja f okreslona wzorem f (x) = x" dla dowolnej liczby

rzeczywistej x. Wyznacz punkt P = ( D> p3) lezacy na wykresie funkcji f

najblizej punktu A= (4,0).
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Rozwiazanie
Wystarczy rozpatrywac¢ punkty P = ( D> p3) dla p>0, gdyzdla p <0 punkto

wspolrzednych (0,0) lezy blizej punktu A niz punkt P: |AP|>|AC|>|AB].

AP| dla p>0 jest réwna |AP|= \/(p—4)2 +(p3 )2 .

Odleglos¢
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Mamy zatem znalez¢ p >0, dla ktorego wielomian
w(p)=p°+(p- 4)2 = p®+ p’ —8p+16 przyjmuje najmniejsza warto§¢. Rozwazamy

zatem pochodng wielomianu W
W'(x)=6x"+2x—8=2(x-1)(3x* +3x" +3x" + 3x+4).

W'(x)<0dla xe(0,1), W'(x)>0 dla x e(1,40).
Zatem szukang wartoscia p, dla ktorej wartos¢ wielomianu W( p) jest najmniejsza, jest

p=1.Szukanym punktem P jest zatem P = (1,1) .
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Wilasnos¢ Darboux

1) Jesl funkcja ciggla przyjmuje w pewnym przedziale dwie rézine wartosci, to

przyymuje w tym przedziale rowniez wszystkie wartosci posrednie.

2) Jesli funkcja f: |a,b] — R jest ciggla oraz f(a) < f(b), to dla dowolnej liczby
y € (f(a), f(b)) istnieje takie x € (a,b), Ze f(x) =1y.
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Zadanie 14. Liczba rozwigzan rownania

2

Funkcja f okreslona jest wzorem f(x)=(x—-2)(x+6)

Wyznacz liczbe rozwiazan réwnania f(x)=12.
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Zadanie 14. Liczba rozwigzan rownania
(rozwiazanie)

Obliczamy pochodna funkeji f:
S (x) :1-[x+-:‘:})J +(x-2)(2x+12)=(x+6)(x+6+2x—4) =(x+6)(3x+2) =

=3(x+ 6)[:; + %)

Wyznaczamy ekstrema lokalne funkeji /. Miejscami zerowymi pochodnej sa liczby

—6 i —%.anriarzujemy nierownosci f'(x)>0 oraz f'(x) <0 iotrzymujemy:

f'(x)=0=xe(—=, —6)u[—§,+:c] oraz f'(x)<0<x¢€ [—6, —%] . Dla
x = —6spelniony jest warunek wystarczajacy istnienia ekstremum 1 jest to maksimum lokalne,

ktorejest rowne f(—6)=0.Dla x = —% rowniez spelniony jest warunek wystarczajacy

istnienia ekstremum 1 jest to minimum lokalne, ktére jest réwne

f[— 2} 8 [16] __28 .Funkcjaf przyjmuje wartosci dodatnietylkodla x =2 1 jest

3) 313 27

w tym przedziale rosnaca. Wynikastad, ze rownanie f (r) =12 ma dokladniejedno

rozZwiazanie.
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Zadanie 1.
Wykaz, Ze rownanie x” —9x+15 =0 ma dokladnie jedno rozwiazanie rzeczywiste.
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Rozwigzanie
Rozwarmy wielomian W(x)=x"-9x+15. Wyznaczamy pochodng tego wielomianu:

W'(x)=9x" -9, Miejscami zerowymi pochodnej sa liczby x, =-1, x, =1.
Teraz zauwazamy, ze:

l. jesli x<—1,t0 W'(x)>0,

2. jesli —l<x<l,to W'(x)<0,

3. jesli x>1,t0 W'(x)>0.
Zatemn funkcja W jest rosnaca w przedziale (—M,—1>‘._ malejaca w przedziale (—].,1) 1 rosnaca
w przedziale (1,+e<). Ponadto W (—1)=23, W(1)=7.
Stad wynika, Ze:

1. jesli x=1.to W(x)=7,

2. jesli=1=x<l,to T<W(x)=23,

3. jesh x=-1,to W(x}i 23.

Zatem dla x = -1 wielomian Ii’l[.\:] nie ma pierwiastkow, wige réwnanie nie ma rozwigzania
w przedziale {~1,+es).

W przedziale {—M,—I} wskazujemy takie dwa argumenty, dla ktorych wielomian przyjmuje
wartosci roznych znakow np. W(-2)==512+18+15<0, Wi(-1)=23>0. Poniewaz

wielomian jest funkcja ciagla, wigc ma miejsce zerowe w przedziale (-2,-1). Ponadto

wielomian W jest funkcjy rosngcq w przedziale (—m,—l}, zatem przyjmuje wartosé zero
doktadnie raz. Wobec tego réwnanie ma dokladnie jedno rozwiazanie rzeczywiste 1 nalezy
ono do przedziatu {—2, - I}.
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Z.adanie 16.
1, 1

Prosta o rownaniu y = kx przecina parabole o rOwnaniu y = Ex

w dwoch punktach 4 i B. Udowodnij, ze styczne do tej paraboli
w punktach 4 i B sa prostopadle.
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Rozwiazanie

14.

Najpierw wyznaczamy wspolrzedne punktow 4 i B. W tym celu rozwigzujemy uklad

rownan
y=kx
poled
2 2

Stad A=(k—\/k2+1,k2—k k2+1), B=(k+\/k2+1,k2+k k2+1).
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Wyznaczamy teraz wspolczynniki kierunkowe stycznych. Niech f (x) = Ex ~ 5

Wowczas mamy rownania stycznych y=a ,x+b, oraz y=a,x+b,. Poniewaz

f'(x)=x, wige aA=f'(k— k2+1) oraz aB=f'(k+\/k2+1).
aA-aB=(k— k2+1)-(k+x/k2+1)=k2—(k2+1)=—1.

Zatem obie styczne sg prostopadile.
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Zadanie 17.
Oblicz, ile jest nieparzystych liczb czterocyfrowych, w ktorych zapisie

dziesietnym wystepuje co najmniej jedna siodemka?

Zadanie 17.a
Uzasadnij, ze istnieje dokladnie 1908 nieparzystych liczb

czterocyfrowych, w ktorych zapisie dziesietnym wystepuje co najmniej

jedna siodemka.
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I sposob rozwiazania (dopelnienie)

Obliczamy, ile jest nieparzystych liczb naturalnych czterocyfrowych. Pierwsza cyfre
(tysiecy) mozemy wybrac¢ na 9 sposobow, nastepne dwie cyfry na 10 sposobow i ostatnig
(jedno$ci) na 5 sposobéw. Mamy zatem 9-10°-5=4500 liczb czterocyfrowych
nieparzystych.

Obliczamys, ile jest nieparzystych liczb naturalnych czterocyfrowych, w zapisie ktorych
nie wystepuje cyfra 7. Pierwsza cyfr¢ mozemy wowczas wybra¢ na 8 sposobow, kazda z
nastepnych dwoch na 9 sposobow i cyfre jednosci na 4 sposoby. Mamy zatem
8-9%.4=2592 takich liczb czterocyfrowych nieparzystych.

Stad wnioskujemy, ze liczb nieparzystych czterocyfrowych, w Kktorych zapisie
dziesietnym co najmniej jedna cyfra jest siodemka, jest 4500 — 2592 =1908

Uwaga

Mozemy takze zauwazy¢, ze jest 9000 liczb czterocyfrowych, a poniewaz co druga jest
nieparzysta, to istnieje 4500 liczb czterocyfrowych nieparzystych.
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Zadanie 18.
Wykaz, ze jezeli zdarzenia losowe A, B — Q) s takie, ze P(A) =0,6

oraz P(B)=0,8 to P(A|B)=0,5.(P(A|B) oznacza
prawdopodobienstwo warunkowe zajscia zdarzenia 4 pod warunkiem
zajscia zdarzenia B).
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Rozwiazanie

P(A|B)= P(ANB) . Nier6wnos¢ P(A|B)20,5 jest réwnowazna
P(B)

P(ANB)

nierownosci > 5, wiec wystarczy wykazac, ze

P(ANB)20,4.

Poniewaz P(AU B)<1oraz P(AUB)=P(A4)+P(B)-P(ANB),
wiec P(ANB)20,6+0,8—1=0,4.

Co nalezalo udowodnic.
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Zadanie 19. |
Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktorym |E| |

Przeciwprostokatna BC ma dlugosé a, dwusieczna AD kata prostego
ma dlugosé d. Udowodnij, ze pole trojkata ABC jest rowne

pP= %(d2 +dd? + 24 )

A
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Rozwiazanie
Oznaczmy, tak jak na rysunku: ‘AB‘ =c, ‘AC ‘ =b

Pole trojkata ABC jest rowne: P = b_zc, skad bc=2P.

cd\/z bd\/_

Obliczamy inaczej pole trojkata ABC: P = 2 = (b c)

\/5
4
Chcemy obliczy¢ b+c. Zauwazamy, ze (b+ c)2 =b*+ 2bc +c’.

Z twierdzenia Pitagorasa: b* + ¢’ =a’, wiee(b+ c)2 =a’ +2bc. Zatem
(b+ c)2 =a’+4P, czyli b+c=+a’ +4P. Wobec tego

P=(b+c)-¥ =a’*+4P -#, czyli P=+/a*+4P # Chcemy z tego réwnania

wyznaczy¢ P.
2

Otrzymujemy kolejno: P’ = (a2 + 4P) e 8P’ —4d*P—a’d’ = 0.

d’ +d\d* +2a’
Rozwigzujemy to rownanie kwadratowe: P = 2 - (drugie rozwigzanie

odrzucamy, gdyz jest ujemne). To konczy dowdd.
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Zadanie 21.
Ramie¢ AD trapezu ABCD (w ktorym AB || CD) przedluzono do punktu £

. Punkt M lezy na podstawie AB oraz |AM | =2

MB

takiego, ze |AE | =2. |AD
Odcinek ME przecina przekatng BD w punkcie P . Udowodnij, ze |BP| = |PD

E
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I sposob rozwiazania

Niech N bedzie punktem przeci¢cia odcinka EM z prosta DC.
E

P

y M B
Poniewaz AB || CD , wiec odcinek DN jest rownolegly do AM, a poniewaz D jest
srodkiem odcinka AE, wiec N jest Srodkiem odcinka ME . Oznacza to, ze odcinek DN
1
laczy $rodki bokéw AE i ME tréjkata AME. Stad wnioskujemy, ze |DN|= 2 |AM|.

Stad i z zalozenia |AM|=2-|MB| wynika, ze |DN|=|MB| .

Rownoleglos¢ odcinkow DN i MB oznacza, ze [] [ il [ ,
a wiec trojkaty PDN i PBM sa przystajace. Stad wynika, ze ‘BP‘ = ‘PD‘ .

To wlasnie nalezalo udowodnic.
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Z.adanie 22.

Okregi o rownaniach x>+ y* =625 i (x— 36)2 + (y— 15)2 =1600 maja
dwa punkty przeciecia: 4 i B. Oblicz dlugos¢ odcinka AB.

Zadanie 22.a
Okregi o rownaniach x* + y* =625 i (x—36)" +(y—15)° =1600 maja

dwa punkty przeciecia: 4 i B. Uzasadnij, ze |AB| =48.
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I sposob rozwiazania

Oznaczmy:

srodek pierwszego okregu — O,
srodek drugiego okregu — P,
punkty przeciecia okregow — A i B.
Niech C bedzie punktem

przeci¢cia odcinkow AB i OP,

|AC|=h, |0C|= x.

36

\
Zauwazmy, ze ‘AB‘ =2h oraz ‘OP‘ = 39. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa

otrzymujemy: h* = 25% — x* oraz h* =40” — (39— x)2 . Rozwiazujemy réwnanie

25" — x? =40” — (39— x)’, otrzymujac x =7. Zatem i’ =25>—7* =576,
stad i =24, czyli |AB|=2h=48.
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I1 sposdb rozwiazania ze wzoru Herona

Oznaczamy wszystko tak jak w sposobie 1. Boki trojkata oznaczamy tak jak na
rysunku. Obliczamy pole trojkata OPA z wzoru Herona.

Niech p oznacza polowe obwodu trojkata OPA. Wtedy p=52, p—a=13, p—b=27,

1
p—c=121i h12+Za2 =b’.

1
Z drugiej strony P,,, = 3 39-h. Zatem h=24, czyli |AB|=2h=48.

Uwaga. Pole trojkata OPA mozna obliczy¢ rowniez z twierdzenia cosinusow:
25+1600-1521 4 44

25% 440> —2-25-40cosa = 39%, stad c0s05=6 S+1600-1521_ 704 _ .
2000 2000 125

11 1 11
Zatem sina = —7 Obliczamy pole trojkata OPA: P,,, =—-25-40- a7 _ 468.
125 2 125
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I11 sposob rozwiazania punkty przeciecia okregu
Rozwiazujemy uklad rownan, aby znalez¢ punkty przeciecia dwoch okregow:

x*+y* =625
(x-36)" +(y—15)" =1600
Odejmujgc stronami drugie rownanie od pierwszego otrzymujemy rownanie:

1-12
12x+5y=091. Stad y= 9Tx wstawiamy do pierwszego rownania i rozwigzujemy
2
1-12
réwnanie kwadratowe: x* + (9—x - 3) = 625.
Po uporzadkowaniu otrzymujemy rownanie kwadratowe: 169x° —2184x—7344=0,
ktorego pierwiastki to x, = _3¢ X, = 204
gop 1 13’ T 13
2 204 253
Mamy zatem 2 punkty przeciecia: A= —E,ﬁ oraz B = 0 y— .
13 13 13 13

Obliczamy odleglo$¢ miedzy nimi: ‘AB‘Z =48*. Zatem ‘AB‘ =48.
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Zadanie 23.
Dany jest trojkat ABC, w ktorym A = (0,0), B = (6,0), C= (6p,6q)a

1
gdzie p,q > 0 oraz p#i.

Punkt H jest punktem przeciecia wysokosci (ortocentrum) tego
trojkata.

Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tym trojkacie.

Punkt § jest srodkiem ci¢zkosci tego trojkata.

Wyznacz rownanie prostej OH i wykaz, ze punkt .§S' lezy na tej prostej.
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Rozwigzanie

Oznaczmy, tak jak na rysunku:

E — srodek odcinka AC

F — srodek odcinka AB

BD i CG — wysokosci trojkata ABC.

Zauwazmy, ze: E = (3p,3q), F = (3,0), G =(6p,0).

Rownanie prostej AC ma posta¢ y =ax. Punkt C lezy na tej prostej, wiec 6g=a-6p,

zatem a= 1. Stad wynika, ze prosta AC ma rownanie: y = 1
P P

X,
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Rownanie prostej EO ma postaé: y= —L.x+cdla pewnego c. Punkt E lezy na tej

3p* 3P +e
prostej, wiec 3q=—£-3p+c.Stad c=3q+ b _ ( )
q q q
3 2+ 2
Prosta EO ma zatem rownanie: y=—£-x+ (p 1 )
q q

Prosta FO ma rownanie: x =3. Stad punkt O ma wspoilrzedne:
3p 3P +q 3\ +q - p

L ( ),czyli0= 3, ( )

q q q

0=|3,-

Rownanie prostej BD ma postaé y= -7, x+d dla pewnego d. Punkt B lezy na prostej

6 6
BD, wi¢c 0= P64 d,stad d = 2P prosta BD ma zatem réwnanie: y= P 2P
q q q q
Prosta CG ma rownanie x =6p. Zatem punkt A ma wspolrzedne:
6(p-p
H =| 6p, ( ) .

q
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Wreszcie S = (0+ 63+ op ) 0+ 03+ 6q), czyli §'= (2p+ 2,2q).

Wyznaczamy rownanie prostej OH. Rownanie to jest postaci: y=ax+b.

3\ P +q - p 6(p-p’
0O=|3, ( ) oraz H =| 6p, ( ) spelniaja to rownanie, zatem:
q
3\ +q’ -p 6(p-p’°
( )=a-3+b oraz ( )=a-6p+b.
q q
3p-3p'—-¢* , 6p(P +q" -1
Rozwigzaniem tego ukladu rownan jest: a = P~ P —4 4_ ( )
q(2p—1) q(2p—1)

3p=3p°-¢* _, 6p(p*+4’-1)
q(2p—1) q(2p—1)
Sprawdzamy, ze wspolrzedne punktu S spelniaja to rOwnanie, tzn. ze zachodzi
3p-3p*—-¢° 6p(p°+q -1
rownosc: 2g = P=°p — 4 ~(2p+2)+ ( )
q(2p—1) q(2p—1)
Po wykonaniu dzialan i uporzadkowaniu wyrazen otrzymujemy rownos¢ prawdziwa,
co konczy dowod, ze wspolrzedne punktu S spelniaja rownanie prostej OH.

Zatem prosta OH ma rownanie: y =
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Zadanie 24.

W ostrostupie prawidlowym czworokatnym krawedz podstawy jest
rowna 10cm, a kat nachylenia Sciany bocznej do plaszczyzny podstawy
jest rowny 60 stopni. Ostroshup ten przecieto plaszczyzng przechodzaca
przez krawedz podstawy i nachylona do plaszczyzny podstawy pod
katem 30 stopni. Oblicz pole otrzymanego przekroju.

Zadanie 24.a

W ostrostupie prawidlowym czworokatnym krawedz podstawy jest
rowna 10 cm, a kat nachylenia sciany bocznej do plaszczyzny podstawy
jest rowny 60 stopni. Ostrostup ten przecieto plaszczyzna przechodzaca
przez krawedz podstawy i nachylong do plaszczyzny podstawy pod
katem 30 stopni. Uzasadnij, ze pole otrzymanego przekroju

jest rowne P = ?\/5
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Rozwiazanie

Przekrojem, ktorego pole nalezy obliczy¢, jest trapez rownoramienny BCLK.
Rozwazmy przekradj ostroshlupa plaszczyzng przechodzaca przez wierzcholek § i Srodki
E, F krawedzi AD i BC. Poniewaz ‘D 60°, wiec trojkat rownoramienny FES jest
trojkatem rownobocznym o boku 10, stad wysokos¢ PF przekroju BCLK (jako

wysokos¢ trojkata FES) jest rowna 5J3. Punkt P jest spodkiem wysokosci trojkata
rownobocznego FES, czyli jest Srodkiem odcinka ES. Odcinek KL jest rownolegly do

AD, stad K jest sSrodkiem odcinka A4S.
Z. twierdzenia o odcinku laczacym Srodki bokow trdjkata otrzymujemy: KL =5. Pole

przekroju jest zatem rowne P = %(10+ 5) 53 = ?\/5
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Mi%dmezowe

Zadanie 25.
Rozwigz rownanie sin4x —cos5x =0 w przedziale (0,90°>.
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I sposob rozwigzania
Rownanie mozemy zapisa¢ w postaci rOownowaznej sin4x = cosSx.
Poniewaz cosSx = sin(90° — Sx), wiec rownanie mozemy zapisac

w postaci sin4dx = sin(90° — Sx).

Zatem x=10°+k-40° lub x=-90°—-k-360°, gdzie k jest liczba
calkowitq.

Wybierajac te rozwigzania, ktore naleza do przedzialu <0,90°>,
dostajemy: x=10°, x=50°, x=90°.

Warszawa, 24 -25 marca 2012 Konferencja dla doradcéw metodycznych i konsultantéw ds. matematyki



Uniwersytety

M

W

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

Mtodziezowe
ﬁ
2UzADW2]0

I1 sposob rozwiazania
Poniewaz cosSx = sin(90° — Sx), wiec rownanie mozemy zapisac

w postaci sin4x — sin(90° — Sx) = (). Ze wzoru na roznice sinusow

4x+90°-5 4x—(90°-5x
otrzymujemy 2cos X > Y sin ( ) =0

Stad cos(45° — %) =0 lub sin(%x — 45°) = 0.

Zatem x=-90°—k-360° lub x=10°+ k-40°, gdzie k jest liczba

calkowita.
Wybierajac te rozwiazania, ktore naleza do przedzialu <0,90°>,

dostajemy: x=10°, x =50°, x =90°.
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M%mezowe

Zadanie 26.
Udowodnij, ze jesli a > 0, to dokladnie jedna liczba rzeczywista x

spelnia rownanie
X’ +ax’ +a(a+1)x—(a+1)2 = 0.
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Rozwiazanie.

I sposob. Zauwazamy, ze 1 jest pierwiastkiem tego rownania, wi¢c rOwnanie mozemy
zapisa¢ w postaci: (x - 1)(x2 + (a + l)x + (a + 1)2) =0.

Stad x=1 lub x* +(a+1)x+(az+1)2 =0.

Réwnanie x” + (a + l)x + (a + 1)2 = (0 nie ma rozwigzania, gdyz A = —3(a + 1)2 <0.

Zatem jedyna liczba x, ktora spelnia rownanie x° +ax’ + a(a + 1) X — (a + 1)2 =0, jest

x=1.

II sposob. Niech f(x) =x*+ax’ + a(a + l)x - (a + 1)2 .

Obliczamy pochodna funkcji f; f'(x)=3x"+2ax+a(a+1).

Obliczamy wyroznik tej funkcji kwadratowej: A = —4a(2a + 3).

Poniewaz z zalozenia a > 0, wiec A <0. Zatem dla kazdego a >0 pochodna f '(x) >0,

czyli funkcja f jest rosnaca, a wiec ma co najwyzej jedno miejsce zerowe. Poniewaz
f (1) =0, wi¢c f ma dokladnie jedno miejsce zerowe. To konczy dowod.
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Zadanie 27.
. e . s x+3
Wyznacz zbior wartosci funkcji f okreslonej wzorem f (x) = a7
dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Zadanie27.a
: : . x+3 s 1
Dana jest funkcja f okreslona wzorem f (x) = a7 dla kazdej liczby
X +
rzeczywistej x. Uzasadnij, ze zbior wartosci funkcji f jest przedzialem
1 1
domkni¢tym {(——,—).
W AT1a72
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I sposdéb rozwiazania
° L] 1 4 [ 4 r Ld [ X1 x + 3
Zauwazamy, ze aby wyznaczy¢ zbior wartosci funkcji f (x) =——— Wwystarczy
x“+7
e r LJ (3 r LJ r LJ x + 3 [J LJ
sprawdzic, dla jakich wartosci parametru m rownanie ——— » = m ma rozwigzanie.
X +

Przeksztalcamy to réwnanie i zapisujemy w postaci rownowaznej mx’ —x+7m—-3=0.

Dla m =0 réwnanie mx’ — x+7m —3 =0 ma rozwiazanie x =-3.

Dla m # 0 jest to rownanie kwadratowe, wystarczy zatem sprawdzic¢, dla jakich m # 0

o e - : (o : 11 :
wyroznik jest nieujemny. Zbiorem rozwigzan jest przedzial ~12’2 z wylaczeniem

liczby 0.
Ostatecznie stwierdzamy, ze zbiorem wartosci funkcji f (x)=sz3_’7 jest przedzial
X+
11
14°2
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I1 sposob rozwiazania

w zbiorze liczb

3
Znajdujemy najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkcji f (x)= x2+ Z
X+

rzeczywistych. Wyznaczamy pochodna tej funkcji '( )_—x2—6x +7
ywistych. Wy yp 3 tej fu fo_(x2+7)2

Naste¢pnie znajdujemy miejsca zerowe tej pochodnej: x, =-7, x, =1.
Teraz zauwazamy, ze jesli x<—7 i x>1, to f'(x) <0, jesli -7<x<1, to f'(x) >0,

Zatem funkcja f jest malejaca w przedziale (—o,—7), rosnaca w przedziale (-7,1)

1 1
i malejaca w przedziale <1,+oo). Nastepnie obliczamy f (—7) = e f (1) = 2
Ponadto jesli x<-7,to f(x)<0,jesli x>1,to f(x)>0.

1 1
Stad wynika, ze jesli x<—7, to —ﬂs f(x)<0, jesli x=1,t0 0< f(x)si.

11
Z. ciaglosci funkcji f wynika, ze zbiorem jej wartosci jest przedzial <_ﬁ’5>
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Dziekuje za uwage
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