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Zadanie 1. Dany jest czworoScian ABCD. Poprowadzié
przez punkt A takq plaszczyzne, aby rzut prosrokqtny czwo-
roscianu ABCD na te plaszczyzne byl rownolegtobokiem.
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Niech B’, C’, D' bedg odpowiednio rzutami wierzchotkéw B, C' i
D czworoscianu na plaszczyzne o przechodzaca przez wierzchotek
A czworoscianu. Zauwazmy, ze rzutem srodka M krawedzi AC
jest érodek M’ odcinka AC’, a rzutem $rodka N krawedzi BD
jest srodek N’ odcinka B'D’ (rysunek 1).




Czworokat AB'C’'D’ bedacy rzutem czworo$cianu ABC'D na
plaszczyzne o jest réwnolegtobokiem wtedy i tylko wtedy, gdy
punkty M’ i N’ pokrywaja sie. Wowczas pokrywaja sie rowniez
proste rzutujace MM’ i NN’ kierunkiem rzutowania jest za-
tem kierunek prostej M N (punkty M i N sg zawsze rézne, gdyz
A, B,C, D nie lezg w jednej plaszezyznie).




Szukang plaszczyzng jest zatem plaszczyzna poprowadzona przez
punkt A prostopadle do prostej M N. Zadanie ma zawsze rozwig-
zanie.




Zadanie 2. W prostopadtoscianie ABCDAB1C1D; dane sq
dtugosci krawedzi AA, = a, AB = b, AD = c. Na $cianie
A1B1C1 Dy obrano punkt M w odlegtosci p od boku A1B1, a
w odlegtosci q od boku A1Dy i zbudowano réwnolegtoscian o
podstawie ABC'D i krawedzi bocznej AM. Oblicz pole scian
bocznych tego rownolegtoscianu.







Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku obliczmy pole réwnolegto-
boku AM QD bedacego sciang ronolegioscianu ABC DM N PQ).
Rownoleglobok AM@D i prostokat AK LD majg wspolna pod-
stawe AD 1 wysokos¢ AK, zatem

pole AMQD = poleAKLD = AK-KL .




Lecz AK = \J(AA)2+ (A1K)?2 = Va2 + @2 oraz KL = AD =

c; stad
poleAMQD = cya?+ ¢? .

Analogicznie obliczamy, ze

poleAMNDB = bya? + p? .




A oto wykorzystanie rozwigzanego zadania 2, do policzenia odle-
glosci prostych skosnych np. pr.AM i pr. BC', ktory to problem bez
znajomosci rozwigzania poprzedniego zadania, mlodziezy srednio
zaawansowanej matematycznie mogtby wydawac sie bardzo trud-
nym.




Zadanie 3. Przy zalozeniach zadania 2 oblicz odlegtosc pro-
stych skosnych AM 1 BC.




Prosta BC jest rownolegia do piaszczyzny ADM, gdyz jest Tow-
nolegta do prostej AD w niej zawartej. Niech x bedzie odleglo-
Scig prostej BC' od plaszezyzny ADM (jest to zarazem szuka-
na odleglosé¢ prostych skosnych AM i BC'). Objetosé rownole-
gloscianu ABC'DM N P() réwna jest objetosci prostopadioscianu
ABCDA;B:C1Dq i wynosi abc. Biorac jednak za podstawe row-
nolegtobok AM(Q) D, wobec wyniku poprzedniego zadania, mamy
rownanie

cya?+ ¢?-x = abe,

stad




Zadanie 4. Dane sq trzy proste a,b,c parami skosne. Czy
mozna zbudowac taki rownolegtoscian, ktorego krawedzie lezZq
na prostych a,b,c?
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Rozwigzanie zadania opiera si¢ na spostrzezeniu;
Jezeli a 1 b sg prostymi skosnymi, to:

1) istnieje para plaszczyzn rownolegtych, z ktorych jedna zawiera
prosta a, a druga prosta b,

ii) taka para plaszczyzn jest tylko jedna.




Rozwiazanie. Trzy proste a, b, c parami skosne wyznaczajg jedno-
czesnie trzy pary plaszezyzn (w parach) wzajemnie réwnoleghych.
Mozliwe sa przypadki:

1) plaszczyzny jednej z par plaszezyzn réwnoleglych sa réwno-
legle do plaszezyzn innej pary (jest tak gdy proste a, b, ¢ lezg
w trzech plaszczyznach wzajemnie réwnoleglych),

2) plaszezyzny kazdej z par plaszezyzn réwnoleglych przecinaja
plaszczyzny obu innych par. Kazda plaszczyzna przecina 4 z
pozostatych , wobec tego mamy 12 prostych przeciecia (patrz

67'4 = 12), wsrdéd ktoérych znajduja sie proste a, b, c.




Odpowiedz. Jezeli dane sa trzy proste a, b, ¢ parami skosne, to row-
nolegtoscian, ktérego 3 krawedzie lezg na prostych a, b, c mozna
zbudowac¢ wtedy i tylko wtedy, gdy proste a, b, ¢ nie lezg na trzech
plaszczyznach wzajemnie rownoleglych. Rownolegloscian taki jest
tylko jeden.




Zadanie 5. Dane sq dlugosci krawedzi czworoscianu ABCD.
Znajdz dlugosé odcinka tgczgcego srodek krawedzi AB ze srod-
kiem krawedzi CD.







Rozwigzanie. Zauwazmy, ze srodki M, N, P, Q,R,S krawedzi
AB,BC,AC,AD,BD i CD czworoscianu ABC'D s3 réznymi
punktami. Na mocy twierdzenia o odcinku taczacym srodki dwoch
bokéw tréjkata mamy (patrz rysunek 4)

1
MR|AD||PS i MR=PS= §AD ;
podobnie

1
MP|BC||RS i MP=RS=_BC.




Czworokat M PSR jest rownoleglobokiem; wg. twierdzenia o su-
mie kwadratow przekatnych rownolegtoboku mozemy zapisac

1 1
MS?+ PR?>= MR?>+ PS?+ MP?+ RS? = 2AD2 + 2302 .




Analogicznie

1 1
PR’ + NQ* = 2AB2 + -CD?

2
2 2 1 2 1 2
NQ"+ MS :§A(J +§BD :

Zpowyzszych trzech réownan latwo obliczy¢ diugosci odcinkow
MS, PR i N@. Otrzymujemy np.

1
MS? = 4(A02 + AD?* 4+ BC* 4+ BD?> — AB* — CD?) .




cos (180°-01 ) = — caver

AB = DC




UZUPELNIENIE (tw. o sumie kwadratéw przekatnych réwnole-
toboku).

Z, twierdzenia cosinuséw zastosowanego do rownolegtoboku
ABCD (patrz rysunek 5) mamy

AC? = AB?> + BC? +2AB - BC - cos

AC? = AD? + DC? + 2AD - DC' - cos
BD? = AB%> + AD?> —2AB - AD - cosa
BD? = BC? + DC? —2BC - DC - cos o




Dodajac stronami ostatnie cztery rownosci wyliczamy, ze
AC?+BD? = AB*+DC*+AD*+BC*+2AB-BC-cos a—2DC"-B
co, wobec AB = DC'i DC = AB, po redukeji daje ostatecznie

AC? + BD* = AB*> + DC* + AD* + BC* .
Uzyskalismy twierdzenie

Twierdzenie 1. Suma kwadratow przekgtnych rownolegtobo-
ku rowna sie sumie kwadratow jego czterech bokow.




Uwaga. W sposob naturalny @ prosty uzyskujemy to twier-
dzenie wykorzystujgc wiasnosci tloczynu skalarnego wektorow.
Jesl bowiem rownoleglobok jest rozpiety na wektorach a 1 g,
todi+bib—a sq przekgtnymi tego rownolegtoboku, a droga
dowodu jest naturalna bo fizycznie dodawanie i odejmowanie
wektorow odbywa sie witasnie na zasadzie réwnolegtoboku.




