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Zadanie:

Sformutuj i udowodnij przestrzenny odpowiednik nastepujgcego
twierdzenia:

Jezeli trojkat jest prostokgtny, to suma pol kwadratow zbudowanych
na przyprostokgtnych jest rowna polu kwadratu zbudowanego na

przeciwprostokgtne.

«Jak moze wyglgdac przyktadowe rozwigzanie tego zadania?

«Jakie tworcze aktywnosci matematyczne moze uczen rozwijac
podczas rozwigzywania powyzszego zadania?

*Czy rozwaza Pan/Pani tego typu zadania z uczniami?
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Gtoéwne cechy tworczej aktywnosci:

‘Przeksztatcanie zjawisk, rzeczy, procesow
dziatan lub ich obrazow poglgdowo-zmystowych

lub myslowych;

‘Nowos¢, oryginalnosc¢: wytworow dziatalnosci,
wzorcow lub narzedzi i srodkoéw, stosowanych w
trakcie tej dziatalnosci;

*Poszukiwanie ,,nieznanych a istniejacych
zwigzkow” miedzy rozwazanymi obiektami.
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W. Nowak (1989):

aktywnos¢ matematyczna ucznia to praca umystu
ukierunkowana na ksztattowanie pojec i rozumowania typu
matematycznego, stymulowana przez sytuacje prowadzgce
do formutowania i rozwigzywania problemow teoretycznych i

praktycznych.

A.Z. Krygowska (1977, 1982):
Rodzaje aktywnosci matematycznej

Aktywnos¢ specyficznie tworcza
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Matematyka

. Dziedzina specyficznej
Gotowa wiedza dziatalnosci intelektualnej
cztowieka
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Koncepcja ksztattowania i rozwijania
tworczej aktywnosci matematycznej

Podstawowe rodzaje TAM Zadania wieloetapowe

Laboratorium TAM

Pewne zfozone procedury
wystepujgce w tworczej
pracy zawodowych

matematykow ]
uczen:
Znalez¢ sie w sytuacji zblizonej do tej, w
jakiej pracujg matematycy tworczy

Nauczyciel:
Swiadome kierowanie procesem
pracy uczniow
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Podstawowe rodzaje tworczej aktywnosci matematycznej TAM

e stawianie hipotez i ich weryfikacja (w szczegdlnosci stawianie
hipotez nieréwnosciowych w oparciu o dane empiryczne),

 transfer metody (przeniesienie metody rozumowania czy
rozwigzania problemu na zagadnienie podobne, analogiczne,
ogolniejsze, otrzymane przez podniesienie wymiaru, szczegolny
czy tez graniczny przypadek),

* tworcze odbieranie, przetwarzanie i wykorzystywanie informacji
matematycznej,

e dyscyplina i krytycznos¢ myslenia,
* generowanie problemoéw w procesie transferu metody,

* przedtuzanie problemow, stawianie probleméw w sytuacjach

otwartych
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M. Klakla (2002) wyodrebnia 1 charakteryzuje rodzaje TAM na bazie
odpowiednio dobranych przyktadéw w trzech aspektach:

® Aspekt intelektualny — pod katem opisu procesow intelektualnych
zachodzacych w trakcie podeymowania danego rodzaju aktywnosci
przez ucznia,

® Aspekt dydaktyczny — pod katem opisu propozycji dydaktyczne;
(projektu dydaktycznego) majacej na celu spowodowanie podjecia
przez uczniow danego rodzaju aktywnosci matematycznej,

® Aspekt ewaluacyjny — pod katem problemow zwigzanych z
badaniem umigjetnosct podejmowania przez uczniOw danego
rodzaju aktywnosci matematyczne;.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz Panstwowg Wyzszg Szkotg Zawodowg w Chetmie




wUniUJGI’Sl.JthlIJ

3 UNIA EUROPEJSKA

KAPITAL LUDZKI S EUROPEJSKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI Q3 < FUNDUSZ SPOLECZNY
L (WY

W20y

Zadania wieloetapowe

* to specyficzna struktura ciggéw zadan, problemow
1 sytuacji dydaktycznych,

* sg oparte na sytuacjach problemowych,

* wigzg ze sobg rdézne rodzaje tworcze] aktywnosci
matematycznej w zlozonych, bogatych sytuacjach
matematyczno-dydaktycznych,

» stanowi1g dla uczniow swoiste laboratorium TAM.
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Charakterystyka zadania wieloetapowego wg M. Klakli

a) daje okazje do podejmowania roznych rodzajow aktywnosci
(np. dostrzegania prawidiowosci, stawiania hipotez i ich
weryfikacja, specyfikacja, dostrzeganie i wykorzystywanie
analogii jako srodka do formutowania hipotez, dostrzeganie i
formutowanie problemow),

b) daje sie sensownie przedtuza¢ w roznych kierunkach, dopuszcza
uogolnienia,

c) stwarza mozliwos¢ wykorzystania rdéznorodnych metod

matematycznych (rozumowania redukcyjne, dedukcyjne,
dowdd nie wprost, indukcja matematyczna itp.),
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d) tresci matematyczne wystepujgce w zadaniu sg roznorodne
(z roznych dziatbw matematyki) i w innym uktfadzie niz
w programie szkolnym,

e) realizacja zadania wieloetapowego moze byc¢ roztozona
w czasie, np. do pewnych czesci zadania powraca sie dopiero
po pewnym czasie, gdy uczen w trakcie normalnej nauki
szkolnej zdobedzie odpowiednig baze matematyczng, aby
podjac te problematyke,

f) tzw. ,mapka” zadania wieloetapowego umozliwia
nauczycielowi objecie ,jednym rzutem oka” catej
problematyki i wybor tej czesci, ktora na danym etapie moze
by¢ realizowana w klasie.
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FRAGMENT ZADANIA WIELOETAPOWEGO ,,PRZEDtUZANIE BOKOW
WIELOKATA”

Problem 1 — sytuacja wyjsciowa.

Dany jest trojkat ABC. Skonstruuj trojkat A’B°C’ poprzez przedluzenie
kazdego z bokow trojkata ABC o jego dtugos¢ w tej samej orientacji. Ile
wynosi stosunek pol trojkatow ABC 1 4°B°C™?

e

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz Paristwowg Wyzszg Szkotg Zawodowg w Chetmie




Uniwersytety

M

W

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINQSCI

Mtodziezowe
)j“
2UzADW2]0

Dalsze pytania, ktore mozna postawic:

*Czy wynik zalezy od rodzaju trojkgta ABC?

*Czy skonstruowany trojkgt bedzie miat ,taki sam ksztatt” jak
wyjsciowy?

*Czy wybor ,orientacji przedtuzania” wptywa na wynik?

*Co sie dzieje, gdy bedziemy kazdy bok trojkata przedtuzac 2-krotnie,
3-krotnie, n-krotnie?
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PROBLEM WYJSCIOWY
Dyskusja nad trescig zadania
DiK i . . .
1 jak wykona¢ poprawny Rozwigzanie
rysunek B—
™ 2-krotne przedtuzanie bokow )
- A
3-krotne przedtuzanie bokow ﬂ
azy
Rozwigzanie
3 razy l PZ
3 yazy
™
Rozwigzanie
n-krotne przedtuzanie bokow
Zaleznos$ci pomiedzy
™ PZ liczbami — warto$ciami

- / wielomianu 3n2+3n+1

Rozwigzanie
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fa natbaineses e rmezaazagwazyc?

Pose S _ 1 _ 1
Py S+n-S-(n+1)-3 1+3n(n+1) 3n*+3n+1

Dalsze pytania, ktére mozna postawic:
*Czy w mianowniku otrzymywanych utamkow zawsze znajdujg sie liczby nieparzyste?

*Czy w mianowniku otrzymywanych utamkow znajdujg sie zawsze liczby pierwsze?
*Wypisz wartosci otrzymanego wielomianu
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PROBLEM WYJSCIOWY
Pz lraz 1raz
Czworokat dowolny — 1-krotne
przedtuzanie bokow 1
raz
lraz
™
PZ
Rozwigzanie
Czworokat dowolny — ™ Rozwiazanie

2-krotne przedtuzanie bokow

- |

Czworokat dowolny —
3-krotne przedhuzanie bokow

Pz

n rn7\'l

|

Rozwigzanie

Czworokat dowolny —
n-krotne przedhuzanie bokoéw

x

DiK

Rozwigzanie
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PROBLEM WYJSCIOWY

"
Kwadrat jako przypadek

Tréjkat rownoboczny > ‘| k
jako przypadek szczegolny czworokata
szczegolny

Pieciokat foremny

/ ~

Rozwigzanie
™

I

Pz DiK

n- kat foremny

A 4
n dazy do nieskornczonosci

Rozwigzanie

DiK SH

Rozwigzanie

WH
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Jak sformutowac problem wyjsciowy w przestrzeni?

Trojkat .
o Czworoscian
Przedtuzanie jednokrotne . .
Przedtuzanie jednokrotne Scian

bokow e
Stosunek pdl Stosunek objetosci
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Problem - sytuacja wyjsciowa
Niech a, b sg liczbami dodatnimi (a>0, b>0)

a+b

S,(a,b) =

S, (a,b) =Jab

2 2ab
B I R

a b
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PROBLEM WYJSCIOWY
Definicje
$redniej arytmetycznej S, (a, b)
I_i'redniej geometrycznej S, (a, b)
SH, . . .
$redniej harmonicznej S, (a, b)

DiK \ H

Interpretacja geometryczna
Srednich liczb a, b

ZaleznoS$ci pomiedzy
Srednimi

SH
WH

Oszacowywanie Sredniej geometrycznej
za pomoc3 Srednich arytmetycznej i
geometrycznej

\L DiK

Ciagi srednich
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Problem 1
Znajdz zaleznosci pomiedzy srednimi arytmetyczng, geometryczng i

harmoniczng dwaoch liczb.

Hipoteza 1
Dla dowolnych a>0, b>0:  S;(a,b) 2 S, (a,b) = S;(a,b)

Uzasadnienie:
Niech a>0 i b>0. Zachodzg nastepujgce rownowaznosci:

atb >Jab < (a+b)* >4ab <= a’ +2ab+b* —4ab>0<= a* —2ab+b* 20 <= (a—b)* 20

Jab =29 (a+b)ab = 4ah> <> (a® +2ab +b>Yab —4a’h> > 0 <> ab(a® —2ab +b>) > 0 < ab(a—b)? >0
a +

Wobec zatozen oczywiste sg nieréwnosci  (@—5)*20  ab(a-b)* 20

Stad a;bZ@Z 2ab

awiec S (a.h)>S-(ab)>S.(a.b) dla dowolnych liczb dodatnich a. b.
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Pytanie dodatkowe
Dla jakich a, b ich srednie arytmetyczna, geometryczna i harmoniczng bedg

sobie rowne?

Rozwigzanie:

b
%ﬁE@(a—b)z:O f_zil;@ab(a _hY) =0

Stad wynika, ze

S,(a,b) =S8,(a,b)=55(a,b)=>a=>b
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Hipoteza 2
Odwrotnosc¢ sredniej harmonicznej liczb dodatnich a i b jest srednig

arytmetyczng odwrotnosci tych liczb, a wiec
1 1 1

— Sl (_ > _)

S, (a,b) a b

Uzasadnienie:
Niech a>0,b>0

Zachodzg nastepujgce rownosci:

atb 1 1
1 1 a—+b ab b a 1 1
2 2 a b

S5 (a,b) ~ 2ab 2ab
a—+b
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Hipoteza 3
Srednia harmoniczna odwrotnosci liczb dodatnich a i b jest odwrotnoscig
sredniej arytmetycznej, a wiec 11 1
S;(—,—)=——
() S, (a,b)
Hipoteza 4
Odwrotnosc¢ sredniej geometrycznej dwoch liczb dodatnich a i b jest srednig
geometryczng odwrotnosci tych liczb, a wiec I g (1 1)
S,(a,b) a’b
Hipoteza 5

Kwadrat sredniej geometrycznej dwoch liczb dodatnich a i b jest iloczynem
sredniej arytmetycznej i harmonicznej tych liczb, a wiec

S5 (a,b) = S,(a,b)- Ss(a,b)
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Problem 2
Niech dany bedzie trapez ABCD, w ktorym AB||DC oraz |AB|=ai

|DC|=b . Znajdz odcinki réwnolegte do podstaw trapezu, ktérych
konce nalezg do ramion trapezu, a ich dtugosci rowne sg srednim
arytmetycznej, geometrycznej i harmonicznej liczb a i b.

Problem dodatkowy:
Zaktadajac, ze a>b uzasadnij, ze

a>S,(a,b)=S8,(a,b)=S;(a,b)>b
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Hipoteza 6
Dtugosc odcinka tgczacego srodki ramion trapezu o

podstawach a i b jest rowna Sredniej arytmetycznejliczbaib .

\-—-U

A!
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Hipoteza 7
Dtugosc¢ odcinka rownolegtego do podstaw trapezu a i b, ktérego

konce nalezg do jego ramion, przechodzgcego przez punkt przeciecia
sie przekatnych trapezu jest rowna sredniej harmonicznej liczb a i b.

Pytanie dodatkowe:
Gdzie znajduje sie odcinek rownolegty do podstaw trapezu, ktérego konce

nalezg do ramion trapezu, a ktérego dtugosc jest rowna sredniej
geometrycznej dtugosci tych podstaw?
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Problem 2a
Czy powtarzajgc powyzszg konstrukcje dla trapezu A'B’C’D’ otrzymamy

lepsze oszacowanie sredniej geometrycznej liczb a i b, tzn. czy bedzie
spetniony warunek:
S, (S, (a,b),S;(a,b)) > S, (a,b) > S;(S,(a,b),S;(a,b))
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Problem 2b
Czy srednia geometryczna liczb a i b bedzie zawsze zawarta

miedzy srednimi arytmetycznymi i harmonicznymi otrzymanymi
przez nieskonczone kontynuowanie omowionych powyzej
konstrukcji?

Dalsze pytania, ktére mozna postawic:

«Zdefiniuj Srednig arytmetyczna, geometryczng i harmoniczng trzech
liczb dodatnich a, b, c.

«Jakie problemy mozna rozwazyc¢ odnosnie sredniej arytmetycznej,
geometrycznej i harmonicznej trzech liczb dodatnich a, b, ¢c? Czy beda

zachodzi¢ odkryte zaleznosci?
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FRAGMENT ZADANIA WIELOETAPOWEGO ,MOTYL II1 RODZAJU”

Problem 2 — sytuacja wyjsciowa.

Niech dany bedzie trojkat ostrokatny ABC. Przez
dowolny punkt P nalezgcy do wnetrza trojkata
poprowadzono proste réownolegte do kazdego z
jego bokow. Proste te dzielg trojkat ABC o polu S
na szesc czesci, z ktorych trzy s trojkgtami o C
polach 81, 2, S3. Figure, bedacg sumg trzech,
powstatych w wyniku opisanej konstrukcji,
trojkagtow o wspolnym wierzchotku P nazywamy
,motylkiem”. Zas troéjkaty sktadajgce sie na
,motylka” jego ,skrzydetkami”. / \
A / \ B
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Ksiezycami Hipokratesa zbudowanymi na trojkacie
prostokgtnym ABC o kgcie prostym C bedziemy
nazywac obszary ograniczone tukiem ACB okregu
opisanego na tym trojkacie i tukami potokregow o
srednicach rownych dtugosciom przyprostokgtnych
trojkata i srodkach w srodkach przyprostokatnych.
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Dany jest trojkat ABC.
Punkt A’ jest symetryczny do punktu P wzgledem prostej BC,

punkt B’ jest symetryczny do punktu P wzgledem prostej AC,
punkt C’ jest symetryczny do punktu P wzgledem prostej AB.
Sformutuj pewne istotne pytania zwigzane z sytuacja
zaprezentowang na rysunku i sprobuj na nie odpowiedziec.
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Zadanie:

Sformutuj i udowodnij przestrzenny odpowiednik nastepujgcego
twierdzenia:

Jezeli trojkat jest prostokgtny, to suma pol kwadratow zbudowanych
na przyprostokgtnych jest rowna polu kwadratu zbudowanego na

przeciwprostokgtne.

«Jakie tworcze aktywnosci matematyczne moze uczen rozwijac
podczas rozwigzywania powyzszego zadania?

*Czy rozwaza Pan/Pani tego typu zadania z uczniami?

«Jak moze wyglgdac przyktadowe rozwigzanie tego zadania?
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