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Wyniki miedzynarodowych testow wcigz
wskazujg, ze kompetencje matematyczne
uczniow polskich szko6t mieszczg sie w ,strefie
stanow srednich”.
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Matematyka - $rednie wyniki

2003 2 0 0 6 2 0 0 9 sig i wynosi 495 punktow.
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Makao (Chiny) 527 Liechtenstein 525 Japonia 529 ny &
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ST Wi 491 - . . .
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Poziomy umiejetnosci

Poziomy umiejetnosci w zakresie matematyki
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Polska w poréwnaniu z OECD ma wiecej uczniow na Srednich, a mniej na skrajnych
poziomach umiejetnosci. Oznacza to, Ze w Polsce jest mniej uczniow stabych niz Srednio
w krajach OECD, ale niestety réwniez mniej uczniow dobrych i bardzo dobrych.
Finlandia ma ponad dwa razy wiecej niz Polska uczniow na dwu najwyzszych poziomach

umiejetnosci i ponad dwa razy mniej uczniow na dwu najnizszych poziomach.
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Grupa uczniow zajmujacych najwyzsze
punktacje jest wcigz bardzo waska, w
porownaniu z innymi krajami. Niezaleznie
od krytycznej oceny formy testowania
wiadomosci | umiejetnosci naszych
gimnazjalistow i licealistow, warto sie
zastanowic jaki sg wskazania w kierunku
poprawy tego stanu rzeczy.
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Niektorzy okreslajg MG (mathematical giftedness) jako synergiczny
potencjat, w ktéorym mozna wyrozni€¢ dwa odmienne aspekty:

a) umiejetnosci matematyczne

b) ogdlne cechy osobowosciowe

L Ciekawos¢ intelektualna
Wrazliwos¢
m ate matyczn a mathematical

sensibility

intellectual

curiosity Cheé pOﬂOSZGnia

PamiecC mathematic wilingness of wysitku
matematyczna n;athtema'cgical Abilities PGe“e"‘:-'h josiin problem- SatySfakCJa Z
structurin specific to ersonality solving . . 7
Matematyczne - Mathematics Trait rozwigzywania zadan
mathematica persevernace

generalizing

strukturyzowanie

version of math. frustration tolerance trwa*Oéé
Matematyczne processes Wy
uogolnianie iy
. Odpornosc¢ na stres
Kontrolowanie
procesow
matematycznych
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A.W. Krutiecki (1968) uwaza, ze zadatki wrodzonych uzdolnien

matematycznych mozna dostrzec juz u dzieci. Nie jest jednak
jasne, czy ma na mysli dzieci w wieku przedszkolnym, czy uczniéw

klas poczatkowych. Twierdzi tez, ze gdy owe predyspozycje bedg
wiasciwie rozwijane, przybiorg forme opisang w jego modelu
uzdolnien matematycznych.
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W. A. Krutiecki rozréznia uzdolnienia typu szkolnego i typu
naukowego. Konstruujgc model uzdolnien matematycznych typu
szkolnego Krutiecki postuguje sie okresleniem syndrom uzdolnien
specjalnych do uczenia sie matematyki. Twierdzi, ze uczen moze
0siggnagc wybitne sukcesy w zakresie matematycznej dziatalnosci,
jezeli charakteryzuje sie nastepujgcymi cechami osobowosci:

* wysokim poziomem zamitowania do matematyki i dgzeniem do
zajmowania sie tg dziedzing wiedzy;

« pracowitoscig, dobrg organizacjg pracy i samodzielnoscig, a takze
stabilnoscig obranych celow, silng motywacjg poznawczg, radoscig
tworzenia i odczuwaniem zadowolenia z napiecia emocjonalnego;

* wysokg zdolnoscig do skupienia sie i doskonatym samopoczuciem
w trakcie dziatalnosci matematycznej;

« odpowiednim zakresem wiadomosci i umiejetnosci
matematycznych;

* uzdolnieniami matematycznymi, czyli pewnymi cechami umystu,
ktore pozwalajg tatwo i skutecznie uczy¢ sie matematyki.
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Przyjrzyjmy sie wskaznikom uzdolnien matematycznych.
Poniewaz uwidoczniajg sie one w trakcie rozwigzywania
zadan — tak przynajmniej jest w szkolnym okresie zycia
cztowieka — prezentujgc je Krutiecki opart sie na etapach
rozwigzywania zadan, wokot ktorych wyszczegolnit

wspomniane wskazniki.
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percepcja matematycznych informaciji: zdolnos¢ do postrzegania i
rozumienia sformalizowanych matematycznych informacji. Ten
wskaznik uzdolnien nazywa fatwoscig chwytania formalnej

Struktury zadania;
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przetwarzanie informaciji matematycznej;,:

a) zdolnos¢ do logicznego myslenia w sferze stosunkéw
iloSciowych, przestrzennych, symboli matematycznych (chodzi
mu tu gtéwnie o zdolnos¢ do swobodnego myslenia symbolami
matematycznymi),

b) zdolnos¢ do bystrego i rozlegtego uogdlniania matematycznych
faktow, stosunkow i dziatan (sprawnos¢ w wychwytywaniu
regularnosci, tworzeniu pojec itd.),

c) zdolnos¢ do postugiwania sie w rozumowaniu zredukowanymi
strukturami,

d) zdolnos¢ do obejmowania uwagag wielu informaciji, tatwosc¢
kojarzenia ich na wiele sposobow dla uzyskania sensownych
wnioskow (gietkosc¢ intelektualnych proceséw w matematyczne;
dziatalnosci),

e) dazenie do rozwigzan prostych, jasnych, ekonomicznych i
racjonalnych,

f) zdolnos¢ do sprawnego i swobodnego ,przestrajania” procesu
rozumowania tzn. przechodzenia z ustalonego na przeciwny
(odwrotny) tok rozumowania;
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przechowywanie matematycznych informaciji: tatwosc¢
zapamietywania wielkosci, relacji, typowych
charakterystyk, schematoéw rozstrzygnie¢ i dowodow, regut
I metod rozwigzywania probleméw matematycznych, a
takze sprawne korzystanie z takich zasobow

pamieciowych;
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syntetyczny komponent, ktorym jest matematyczne
nastawienie umystu. Wyraza sie w dgzeniu do
matematyzowania zjawisk w otaczajgcym swiecie, w tendencji
do zwracania uwagi na matematyczng strone badanych
problemow i akcentowania przestrzennych oraz liczbowych
stosunkow i zaleznosci. Matematyczne nastawienie umystu
okresla jako sktonnoSc¢ do widzenia Swiata matematycznymi
oczami i przypisuje mu szczegolng role w uzdolnieniach

matematycznych.
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Badania prowadzone wsrod 4-, 5-, 6-, 7- latkdw przez E.Gruszczyk-
Kolczynska

Obszary

wysokich
kompetencji

llos¢ 4latki  Slatki 6 latki 7 latki
obszarow n =41 n=40 n=59 n=232

1 17 6 11 32
2 7 2 7 7
3 - 4 3 3
51 wigce] 2 8 14 4
5 1 wiece] 5% 20% 19% 12,5%
w %
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Co nauczyciele sadza o uzdolnionych matematycznie dzieciach?

Wyniki analizy ankiety przeprowadzonej wsroéd nauczycieli dotyczgcej
oceny intelektualnej i osobowosciowej swoich ucznidéw wskazujg na
zadziwiajgco silng tendencje do niedoceniania mozliwosci
intelektualnych uzdolnionych matematycznie dzieci. Swiadczg o tym

nastepujgce ustalenia:

— pieciolatki: tylko dwoje z osmiorga wybitnie uzdolnionych
matematycznie dzieci nauczyciele ocenili jako znakomite,
wyrozniajgce sie pod wzgledem intelektualnym;

— szesciolatki: piecioro na czternascioro dzieci wybitnie uzdolnionych
nauczyciele ocenili jako znakomite, wyrozniajgce sie intelektualnie;

— siedmiolatki: jedno na czworo wybitnie uzdolnionych dzieci
nauczyciele ocenili jako znakomite, wyrozniajgce sie.
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Kompetencje ogélno-matematyczne dzieci uzdolnionych:

- zdecydowanie szybciej przechodzg od konkretow do
uogolnien. Wczesniej od rowiesnikéw rozumuja
operacyjnie na poziomie konkretnym (w sensie J.
Piageta) i wykazuja sie w tym wiekszg precyzja

- majq zadziwiajace poczucie sensu i dotyczy to giéwnie
sytuacji zyciowych oraz zadan, ktére wymagaja liczenia i
rachowania, porzadkowania, ustalania zaleznosci itp.

- sg stanowcze w dazeniu do rozwigzania zadania i nie
zniechecajq sie, gdy kolejno podejmowane préby nie
przynoszg spodziewanego rezultatu.

- same wyszukujg sytuacje, w ktorych trzeba liczyé¢,
rachowacé, mierzy¢ i sensownie organizowac otoczenie.
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Charakterystyka Krutieckiego
czesto jest przeinterpretowywana,
niektore elementy sg podkreslane,

niektore inne - gubione

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz Paristwowg Wyzszg Szkotg Zawodowg w Chetmie




Q}UniUJGfSl}thlIJ

3 M § UNIA EUROPEJSKA T ot
KAPITAL LUDZKI 2 EUROPEISKI - e
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI g;J—' Mg FUNDUSZ SPOLECZNY * 4 K
=3 3

Uczniowie, ktorzy myslg o problemach matematycznych w oryginainy
lub innowacyjny sposéb czesto charakteryzujg sie nastepujgcymi
cechami:

« elastycznie korzystajg z informac;ji: tatwo przestawiajg sie (przeskakujg) z
symbolicznych obliczen na graficzne wizualizacje, jesli jest to konieczne w
trakcie rozwigzywania problemow,

« procesy odwrotne- potrafig przejs¢ od myslenia ,wprost” do myslenia
,odwrotnego (od analizy do syntezy i na odwrot),

« charakteryzuje ich oryginalnos¢ pomystow, rozwigzujg zadania w unikalny
Sposob, nie odwotujg sie do rutyny,

« dagzg do matematycznej eleganciji i jasnosci w wyjasnieniu rozumowania,

« sg ciekawi matematycznych zwigzkow i relacji, pytajg - "dlaczego"i "co
jesli,

* majg site i wytrwatos¢ w rozwigzywaniu skomplikowanych problemow

» dagzg poza powierzchowne rozwigzania, badajg problem rowniez po tym,
gdy wstepny problem zostat juz rozwigzany.
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Z tej listy wynikajg pewne dyrektywy pracy z uczeniem zdolnym:

« Pogtebianie rozumienia — do tego stopnia, by podstawowe pojecia
matematyczne byty odkrywane i rozwijane

* Biegtos¢é — duza liczba réznych prawidtowych odpowiedzi, metod,

rozwigzan, umiejetnosc stawianie nowych pytan

» Elastycznos¢ — duza liczba odpowiedzi réznych kategorii, réznych

metod, pytan

» Oryginalnosé — rozwigzan, metod czy pytan, czesto nietypowych

« Opracowanie lub elegancja — jakos¢ wyrazania mysli, wtgczajac w

to zapis na tablicy, planszach, grafach, modelach, wypowiedzi stowne

» Uogodlnienia — zauwazanie regularnosci, stawianie hipotez

weryfikowanie ich

* Przedluzanie — pytania sugerujgce dalsze badanie, gtownie te typu

,dlaczego” oraz , a co jezeli... ,
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Z tej listy wynikajg pewne dyrektywy pracy z uczeniem zdolnym:

« Pogtebianie rozumienia — do tego stopnia, by podstawowe pojecia
matematyczne byty odkrywane i rozwijane

* Biegtos¢é — duza liczba réznych prawidtowych odpowiedzi, metod,

rozwigzan, umiejetnosc stawianie nowych pytan

» Elastycznos¢ — duza liczba odpowiedzi réznych kategorii, réznych

metod, pytan

» Oryginalnosé — rozwigzan, metod czy pytan, czesto nietypowych

« Opracowanie lub elegancja — jakos¢ wyrazania mysli, wtgczajac w

to zapis na tablicy, planszach, grafach, modelach, wypowiedzi stowne

* Uogolnienia — zauwazanie regularnosci,

stawianie hipotez weryfikowanie ich
* Przedluzanie — pytania sugerujgce dalsze badanie, gtdwnie te typu
,dlaczego” oraz , a co jezeli... ,
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R. Zazkis (2008), powotujgc sie na Usiskina (1999)
podkresla, ze tradycyjne nauczanie matematyki nie
wspiera rozwoju fundamentalnych komponentow
matematycznych zdolnosci, opisanych przez Krutetskiego.

Dodatkowo stwierdza, ze “cechy, ktdre wspierajg
matematyczne uzdolnienia sg ignorowane przez programy

nauczania ,,
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Na ile rzeczywistoscC szkolna daje
szanse na realizowanie tych zatozen
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Analiza podstawy programowej ksztatcenia ogolnego pod kgtem
rozwijania szczegolnych kompetencji matematycznych, a przede
wszystkim — pod katem zdobywania przez uczniow umiejetnosci
uzasadniania stwierdzen ogolnych w matematyce

Pamietajmy, ze podstawa programowa to zapis tego, czego panstwo
polskie zobowigzuje sie nauczyc¢ przecietnie uzdolnionego ucznia
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| etap edukacyjny — edukacja wczesnoszkolna:

Ogodlnikowe stwierdzenie, ze edukacja matematyczna na tym etapie ma na
celu ,wspomaganie rozwoju umystowego dzieci” Jedyne miejsce gdzie w
dokumencie stwierdza sie cos o mysleniu, to podkreslenie koniecznosci
prowadzenia z dzieCmi rozumowan przyczynowo - skutkowych

|l etap edukacyjny — szkota podstawowa

W czwartej, ostatniej grupie celow (,rozumowanie i tworzenie strategii”) jest
zapis: uczen prowadzi proste rozumowania sktadajgce sie z niewielkiej
liczby krokéw, ustala kolejnos¢ czynnosci (w tym obliczen) prowadzgcych do
rozwigzania problemu, potrafi wyciggng¢ wnioski z kilku informacji podanych

W roznej postaci.

Zauwazmy, ze nie ma tutaj sformutowan typu: uzasadnianie,
argumentowanie, przekonywanie, uzasadnianie
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lll etap edukacyjny — gimnazjum

W ostatnim z celéw ,, rozumowanie i argumentacja” jest zapis:
Uczen prowadzi proste rozumowania, podaje argumenty uzasadniajgce

poprawnosc¢ rozumowania

(a tutaj w praktyce szkolnej pojawia sie po raz pierwszy sformutowanie typu
JLwierdzenie” ,dowdd”)

IV etap edukacyjny — liceum, technikum

Poziom podstawowy: , uczen prowadzi proste rozumowanie,
sktadajgce sie z niewielkiej liczby krokow”
Poziom rozszerzony: ,uczen tworzy tancuch argumentacji i uzasadnia

jego poprawnosc”

W dalszym ciggu brak sformutowan typu dowodzenie, rozumowanie
dedukcyijne itp.
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A co w programach nauczania?, na co tam zwraca sie uwage w kwestii
argumentowania, uzasadniania, dowodzenia?

Zanalizowano programy:
| etap edukacyjny: 1. Wesota szkota i przyjaciele (J. Hanisz)
2. Szkota na miare (T. Janicka-Panek ....)
3. Witaj szkoto (A. Korcz, D. Zagrodzka)
4. Nasza klasa (Cz. Cyranski, E. Misiorowska)
[I'i [l etap edukacyjny : 1. Matematyka z kluczem (M.Braun, A. Mankowska.. )
2. Matematyka wokot nas (H. Lewicka, M. Kowalczyk
3. Matematyka 2001 (M. Dgbrowski , P. Piskorski ...)
4. Matematyka z plusem (M, Jucewicz, M. Karpinski, J.Lech)
IV etap edukacyjny: 1. Matematyka. Poznac, zrozumiec¢ (A. Przychoda. Z. taszczyk)
2. MATeMAtyka (D.Ponhczek)
3. Prosto do matury (P. Grabowski)
4. Matematyka z plusem (M.Karpinski, M.Baun, J.Lech)
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Program Wyjasnianie | Uzasadnianie Dowodzenie | tgcznie
| etap

edukacyjny

Wesota 1 0 0 1
szkota i

przyjaciele

Szkota na 0 0 0 0
miare

Witaj szkoto 0O 0 0 0
Nasza klasa 1 0 0 1
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A jak to jest u innych....

o Lwsiine_Luzsainine|oawoscne_ucine

Chiny
lzrael 15 0 0 15
Szwecja 18 0 0 18
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Program A ERIELIE Uzasadnianie Dowodzenie tacznie
Il etap
edukacyjny
Matematyka z 3 (wstep) 1 (geometria) 2 (wstep) 13
kluczem 2 (algebra)
5 (elementy
statystyki)
Matematyka 5 (wstep) 0 0 5
wokot nas
Matematyka 2 (wstep) 3 (wstep) 0 20
2001 2 (algebra) 2 (geometria)

3 (arytmetyka) 5 (elementy
3 (elementy statystyki)
statystyki)

Matematyka z 3 (wstep) 0 0 3
plusem
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A jak to jest u innych....

o Lwsiine_Luzsainine|oawoscne_ucine

Chiny
lzrael 45 2 0 47
Szwecja 16 0 0 16
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Program Wyjasnianie Uzasadnianie Dowodzenie tacznie
Il etap
edukacyjny
Matematyka z 16 (wstep) 1 (geometria) 0 17
kluczem
Matematyka 5 (wstep) 1 (geometria) 1 (geometria) 7
wokot nas
Matematyka 9 (wstep) 8 (wstep) 11 (wstep) 44
2001 2 (algebra) 3 (geometria)

8 (geometria)

2 (elementy

statystyki)
Matematyka z 2 (wstep) 1 (geometria) 0 3
plusem
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A jak to jest u innych....

o Lwine_Luzsainine|owosene_ucne

Chiny
lzrael 31 4 68 103
Szwecja 12 0 0 12
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Program Wyjasnianie Uzasadnianie Dowodzenie tacznie
IV etap
edukacyjny
Zakres
podstawowy
Matematyka. 2 (wstep) 1 (Logarytmy) 1 (wstep) 33
Poznac, 1 (arytmetyka) 13 (geometria) 1 (arytmetyka)
zrozumiec 1 (geometria) 2 (funkcje) 4 (geometria)

3 (ciagi) 1 (algebra)

3 (ciagi)

MATeMAtyka 2 (wstep) 2 (wstep) 1(wstep) 9

1 (arytmetyka)
3 (geometria)

Prosto do 2 (wstep) 0 3 (wstep) 7
matury 2 (geometria)
Matematyka z 2 (wstep) 2 (wstep) 9 (wstep) 21
plusem 1 (funkcje) 1 (algebra)
1 (el. 3 (geometria)
Statystyki) 2 (funkcje)
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Program
IV etap

edukacyjny
Zakres
rozszerzony

Matematyka.
Poznaé,
zrozumiec

MATeMAtyka

Prosto do
matury

Matematyka z
plusem

Wyjasnianie

4 (wstep)

5 (arytmetyka)
1 (geometria)
1 (algebra)

3 (wstep)

2 (wstep)

2 (wstep)

2 (funkcje)

1 (algebra)

2 (el. statystyki)

Uniwersytety
Sn a =

Uzasadnianie

1 (wstep)

1 (Logarytmy)
17 (geometria)
4 (ciagi)

1 (el. Statystyki)

2 (wstep)

3 (wstep)

1IMIA C1HIDADE ICIFA

tacznie

Dowodzenie

2 (wstep) 68
1 (arytmetyka)

14 (geometria)

3 (algebra)

3 (ciagi)

1 (Logarytmy)
3(wstep) 12
3 (geometria)

3 (wstep) 8
3 (geometria)

14 (wstep) 32
1 (algebra)

1 (arytmetyka)

4 (geometria)

2 (funkcje)

*
*
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Whiosek;

Marginalizowanie pewnych tematow w zapisie podstawy
programowej ma wptyw na minimalizowanie tych tematow rowniez

w niektérych programach nauczania.
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M%mezowe

Na ile typowe lekcje z matematyki wspierajg postawe
dociekliwosci, szukania odpowiedzi na pytanie ,dlaczego’, ...

Badania A. Zeromskiej (82 nauczycieli z gimnazjum)

5 roznych szkicow konspektow lekcji ,\WWprowadzenie

Twierdzenia Pitagorasa
- Zadania dla nauczycieli:
- Przeanalizuj te konspekty
- Odpowiedz na dwa pytania:
Ktéra z przedstawionych propozyciji jest najblizsza
twojej koncepcji pracy nad tym tematem?
Ktorg z przedstawionych koncepcji uwazasz za

najlepszg?
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Wersja b.

Twierdzenie Pitagorasa; W dowolnym trojkgcie prostokgtnym ABC z
przeciwprostokgtng dtugosci ¢ oraz przyprostokagtnymi dtugosci a i b zachodzi
rowno$c¢ a*+ b=c?  (Rysunek)

Zadanie 1 Narysuj trojkaty prostokgtne o przyprostokatnych rownych a i b [cm]
tak jak w tablce. Zmierz dtugosci boku c i przekonaj sie, ze zachodzi

Twierdzenie Pitagorasa. __m_

b 8 28 12 24

Zad. 2 <
Wypetnij tabelke stosujgc twierdzenie Pitagorasa. Sprawdz mierzeniem na

Dt. przyprostokatnej 30
Dt. przeciwprostokatnej C=V..

Zad.3. Uzupetnij tabelke, robigc obliczenia za pomocg kalkulatora. Wybrany
trojkat narysuj i sprawdz mierzac, czy dobrze obliczytes. (tu tabelka)
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Wersja e
Zad. 1 Czy mozemy ustawiC szafe w pokoju tak, jak na obrazku?

25m

Problem: Jaka jest zaleznos¢ dtugosci przeciwprostokgtnej c w
prostokatnym trojkgcie o przyprostokatnych dtugosci a i b?
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Zad. 2. Narysuj trojkaty prostokatne o zadanych dtugosciach przyprostokgtnych a
i b (tak jak w tabelce. Zmierz za kazdym razem dtugosc¢ boku c i wypetnij tabelke

a3 6 8 |5 7 10
b 4 3 15 12 24 24

Hipoteza zostaje postawiona przez uczniéw na podstawie obserwacji
tabeli z zadania 2

Skonstruuj swoj dowolny przyktad — lub kilka przyktadow- trojkata
prostokgtnego, zmierz odpowiednie boki i przeprwadz sprawdzenie

hipotezy za pomocg kalkulatora
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Zadanie 3. Uzasadnij rownos¢ sformutowang w naszej hipotezie.
Pomoz sobie ponizszymi rysunkami

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz Panstwowg Wyzszg Szkotg Zawodowg w Chetmie




@Uniwersutetl,l

‘M 5 UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI S 3 EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI _D;}J_' M%’ FUNDUSZ SPOLECZNY
= 3

Liczbowy rozktad odpowiedzi na pytania:
- Ktoéra z przedstawionych propozycji jest najblizsza twojej
koncepcji pracy nad tym tematem?
- Ktorg z przedstawionych koncepcji uwazasz za

najlepszg?
T Teyanie1 | pytaniez
Wersja a 15 9
Wersja b 37 16
Wersja ¢ 15 9
Wersja d 5 8
Wersja e 10 40
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M%mezowe

Psychologiczno — pedagogiczna
wiedza nauczyciela na temat
przebiegu procesow poznawczych i
konstytuowania sie poje¢ naukowych

Uczen — uczestnik

procesu
poznawczego

Nauczyciel —
organizujacy
przebieg lekcji

tasna znajomos¢ matematyki i
zasad uznawania prawdziwosci
stwierdzen matematycznych oraz
znajomosci rygorow dowodowych

Obraz matematyki szkolnej i poglady
na potrzeby i mozliwosci ksztattowania

uczniowskich umiejetnosci typu
dowodowego
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