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Zadanie 1. Dowie$é, ze jezeli istnieje kula styczna do wszyst-
kich krawedzi czworoScianu, to sumy przeciwleglych krawedz
czworoscianu S¢ rowne 1 ze prawdziwe jest twierdzenie odwrot-
ne.







Dowod w prawo jest bardzo prosty. Niech O bedzie srodkiem kuli,
r promieniem. Kazdy z odcinkéw wychodzacych z wierzchotka A
styczny do kuli ma dlugos¢ x = v AO? — r2. Analogicznie od-
cinki wychodzace z pozostalych wierzchotkéw styczne do kuli sg
odpowiednio sobie réwne (patrz rysunek 1).




Teraz

AB+CD=z+4+y+z4+u i AC+BD=zx+z+4+y+u

4

AB+(CD = AC+ BD.

Uwzgledniajac pozostate pary przeciwlegtych krawedzi czworoscia-
nu otrzymujemy istotnie

(1) AB+CD=AC+ BD = AD + BC.




Dow6d w lewo. Niech w czworoécianie ABC' D zachodzi warunek
(1). Wykazemy, ze istnieje kula styczna do wszystkich krawedzi
czworoscianu.

Wezmy pod uwage okregi C i Cy o srodkach O 1 Oy wpisane
odpowiednio w trojkaty BC'D i AC'D. Niech C styka sie z kra-
wedzia CD w punkcie M, a okrag Cy w punkcie M’. Stosujac
znane wzory na odlegtos¢ wierzchotka od punktu stycznosci okre-
gu wpisanego wiemy, ze (patrz rysunek 2)
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(2) CM = 2(BC’—|—C’D—BD) oraz OM' = 2(AC’+CD—AD)

zatem

CM —CM' ==(BC+AD — AC — BD) =0,

1
2
(wobec (1)) skad wynika, ze punkty M i M’ pokrywaja sie, tj.
okregi C7 1 Cy sy styczne do krawedzi C'D wtym samym punkcie
M. W takim razie istnieje kula K, ktérej powierzchnia przechodzi
przez okregi C 1 Ch.




Plaszczyzna O105M jest prostopadia do C'D (krawedzi przeciecia
plaszezyzn BC'D i ACD) a wiec jest tez prostopadia do plasz-
czyzn BCD i AC'D . Prostopadle wystawione w punktach Oq i
O, do tych plaszczyzn lezg w plaszezyznie O10O9 M i przecinaja sie
w punkcie O. Punkt O ma te¢ samg odlegtos¢ OM od wszystkich
punktow okregow C 1 Cy, wiec powierzchnia kuli K o srodku O i
promieniu O M przechodzi przez okregi C i Cy. Kula K jest stycz-

na do krawedzi BC, BD, AC, AD, C'D. Nalezy jeszcze wykazac,
ze jest styczna do krawedzi AB .




Otdéz powierzchnia kuli K przecina plaszezyzne ABC wzdiuz
okregu (5 stycznego do krawedzi BC'i AC w tych samych punk-
tach co okregi C' 1 Cy. Dowod bedzie zakonczony, gdy wykazemy;,
ze (' jest okregiem wpisanym w trojkat ABC' .




Przy oznaczeniach odcinkéw na krawedziach BC', BD, AC, AD,
C'D wyznaczonych przez okregi C7 1 Cy tak jak poprzednio mamy
BC =y+z BD =y+u, AC =xz+2, AD = xz+u, CD = z+u.
Wedtug zatozenia AB+CD = AC+ BD jest AB = AC+BD —
CDcezyi AB=(z+2)+(y+u)—(z+u)=x+y.




Okrag Cy wpisany w trojkat ABC wyznacza na bokach BC' i AC
przy wierzchotku C odcinki o pewnej dlugosci powiedzmy z1; przy
czym (wobec wzoru (2))

zlz;(BC’JrAC—AB):;[(y+z)+(x+z)—(x+y)}:z,

skad wynika, ze okrag Cy pokrywa si¢c z okregiem C's i kula K jest
styczna do wszystkich krawedzi czworoscianu ABCD.




A oto wykorzystanie udowodnionej réwnowaznosci do rozwigzania
zadania, ktore bez znajomosci warunku z poprzedniego zadania
wydawaé sie moze bardzo trudnym.

Zadanie 2. Wewngtrz czworo$cianu ABCD obrano punkt
M, przy czym okazato sie, ze dla kazdego z czworosciandow
ABCM, ABDM, ACDM, BCDM istnieje sfera styczna do
wszystkich jego krawedzi. Udowodnicé, Ze istnieje sfera styczna
do wszystkich krawedzi czworoscianu ABCD.




ABCM mg wl W =2 Ap+CM=RgC4 AN = BM 4+ AC
ACH o wl, N = CUr M =cHesd
BN ma wl, N = CJ +5M =cH +5®




Niech W bedzie wlasnoscig czworoscianu taka, ze istnieje sfera
styczna do wszystkich jego krawedzi.
W zadaniu poprzednim wykazalismy iz

PQRS ma wilasno$¢ W <— PQ+RS = PR+QS = PS+QR.




Wykorzystujac ten warunek do trzech wybranych czworosciandw
np. ABCM, ACDM i BCDM mamy w szczegdlnosci

AB+ CM = BC + AM = BM + AC,
CD+AM =CM + AD, CD+ BM =CM + BD.




Wobec tego
AB+CD - AC - BD =(BM —CM)+ (CM — BM) =0,

czyli
AB+CD = AC+ BD ,

jak rowniez
AB+CD—-BC - AD =(AM —CM)+ (CM — AM) =0,

czyli
AB+CD = BC+ AD.




Dowiedlismy zatem, ze
AB+CD=AC+ BD =BC+ AD,

co oznacza, ze czworoscian ABC'D ma wilasnos¢ W tj. istnieje
sfera styczna do wszystkich jego krawedzi.

Uwaga . W przedstawionym rozwigzaniu nie korzystalismy
z zatozenia, Ze istnieje sfera styczna do wszystkich krawedzi
czworoScianu ABDM . Rozumujgc podobnie mozna wiec wy-
kazac, ze jezeli kazdy z trzech sposrod czterech czworoscianow

ABCM, ABDM, ACDM, BCDM ma wtasnosé W, to ma
ja rowniez czworo$cian ABCD.




Zadanie 3. Dane sqg dwie proste skosne m 1 n. Na prostej
m odmierzono odcinek AB o danej dlugosci a, a na prostej n
odmaierzono odcinek C'D o danej dtugosci b. Dowiesc, zZe ob-
jetosé czworoscianu ABCD nie zalezy od potozenia odcinkow
AB 1 CD na prostych m 1t n.




Figure utworzong przez dwie proste skosne m i n najdogodnie]
przedstawi¢ na rysunku przy pomocy rzutéw na dwie plaszczyzny
prostopadle. Za rzutni¢ pozioma obieramy dowolng plaszczyzne
rownolegta do prostych m i n. Rzutami pionowymi danych pro-
stych bedg wowczas proste réwnolegle m” 1 n”,| ktérych odleglodé
d réwna jest odlegtosci prostych skosnych m i n. Rzuty poziome
m’ 1 n’ beda dwiema przecinajgcymi sie prostymi, tworzacymi kat
@ réwny katowi miedzy prostymi skosnymi m i n. Rzuty pozio-
me odcinkow AB i C'D réwnoleglych do rzutni poziomej, maja
dhugoéei A’B' =ai C'D’' = 0.




Aby obliczy¢ objetosé¢ czworoscianu ABC D, rozwazmy najpierw
pewien rownolegtoscian ,opisany 7 na tym czworoscianie a mia-
nowicie rownolegloscian, dla ktérego odcinki AB i C'D sa prze-
katnymi dwoch §cian przeciwlegtych. Drugimi przekatnymi tychze
Scian rownolegtoscianu sa: odcinek EF' = b, rownoleglty do odcin-
ka C'D i majacy z odcinkiem AB wspolny srodek M, oraz odcinek
GH = a, réwnolegly do odcinka AB i majacy wspolny srodek N,
z odcinkiem C'D.




A =0
A=k
£mn) = ¢
S@nlm)zd




Objetos¢ V' zbudowanego w ten sposob réownolegloscianu réwna
sie iloczynowi pola Sciany AEBE przez jej odlegltosé od Sciany
przeciwlegtej, tj. przez d.

Ale pole réwnolegtoboku AE BF', ktorego przekatne maja diugosci
a ibitworzg kat ¢ rowna si¢ %ab sin ; zatem

1
V = iabd sin .




Czworoscian ABC'D powstaje z réwnolegloscianu przez obcie-
cie czterech naroznych czworoscianow AEBD, BFAC, CGDA i
DHCB. Objetos¢ kazdego z nich, ktérych podstawy sa dwa razy
mniejsze od podstaw rownolegloscianu, a wysokos¢ rowna sie d,
WYnosi %V.

Zatem objetos¢ czworoscianu ABC'D réwna sie %V = %abd sin © ;
jest wiec zalezna tylko od dlugosci a, b, d i kata ¢, a nie zalezy od

polozenia odcinkéw AB i C'D na prostych m i n.




Dziekuje za uwage




