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Praca z uczniem uzdolnionym w zakresie geometrii trzeciego wymiaru to nie tylko
wyjécie poza program nauczania, ale ukazywanie momentow, w ktérych uczen
znajdzie rado$¢ z poznawania nowej wiedzy i pobudzi motywacje do kolejnych,
samodzielnych dziatan, rownoczesnie ksztaltujgc wyobraznie przestrzenng i logiczne
myslenie, pracujac z tekstem matematycznym i uczac sie prowadzenia dyskusji w
grupie rowiesniczej. Uzycie komputera moze skutkowac przeniesieniem naszych
dziatah na samodzielng tworczg pracg w zaciszu domowym.

Wyobrazmy sobie, ze na poprzedniej lekcji uczen otrzymat dwa zadania do

rozwigzania w domu. Przeanalizujmy na kazdym zadaniu, co moze zrobi¢ uczen.

Zadanie 1

V=1592em’ v=30.5em’®

H=89¢m h=51cm

Czy istniej g takie dwa podobne
sto zki, aby stosunek ich obj etosci
. . {H/h)*3 = 5.20
stanowit  1/3  stosunku ich

wysoko Sci?

Uczen widziat na poprzedniej
lekcji eksperyment pokazujacy, ze
taka sytuacja moze zaistniec.

Ale kiedy?

Wprowadzmy odpowiednie
oznaczenia: V,v,H, hiRr.

Uczenh zaczyna rachowac:

V _47RH 3 :(Ef(ﬂj
Y 3 4mrr*h Ur ) Uh

Zatem skoro Y = 3(%} to znaczy, ze TR =33
v

Zadanie okazato sie catkiem fatwe. Teraz az chciatoby sie sprawdzi¢, ze tak
faktycznie (przynajmniej w przyblizeniu) jest. Jesli uczen dysponuje programem Cabri

3D, oblicza dodatkowo R/r i odczytuje to w przyblizeniu.



W tym wszystkim nie chodzi o to, by to proste zadanie rozwigzac¢, ale o to, by
uczen widziat, jakimi drogami mozna do takich zadan dochodzi¢, w jaki sposob
eksperyment staje sie zrodtem odkry¢ interesujgcych problemow, jak prowokowaé do
ich rozwigzywania i uzasadniania stawianych tez. Bez eksperymentow nie byto by
wspotczesne) fizyki, mechaniki, elektroniki i jak wida¢ réwniez elementow

matematyki.

Zadanie 2 . V(ostr)/V (kuli) = 2.7127837664

Kiedy stosunek obj etosci ity A B
uln = L4 e

prawidtowego ostrostupa czworok  g-
tnego o zmieniaj gcej si @ wysoko sci do
objetosci kuli wpisanej w niego jest

najmniejszy? —rys. 2

Zadanie to podobnie jak ponizsze
dwa inne zadania rozwigzuje sie przy
uzyciu rachunku rézniczkowego, ktory
nie jest juz obecny w programie szkoty

Sredniej.



Zadanie3i 4

W stozek o zmieniaj gcej sie wysoko $ci i statym promieniu R podstawy

umieszczono kul e. Kiedy stosunek obj etosci sto zka do obj etosci kuli jest
najmniejszy?
Podobnie — kiedy stosunek pola tréjk gta réwnoramiennego o statej

podstawie do pola kota wpisanego w ten trojk gt jest minimalna?

" Sffrdikata) = 27 3192520776 cm’
. S(kola)= 135642473960 cm®
S(trojkata)/S(kola) = 2.0140632414

Vistozka) = 94.7 e’
wikuii) = 47.3 cm’

Vv =2.00

rys. 3 rys. 4

Rola programow Cabri w tych zadaniach nie polega na ich rozwigzaniu, lecz na

wizualizacji tego rozwigzania i zweryfikowania go z pewnym przyblizeniem.

Szescian uczniowie ogladaja najczesciej w postaci rzutu ukosnego. Takie rzuty
preferujg podreczniki i takie rzuty sg najtatwiejsze do kreslenia. Ale z wielu powodow
warto kresli¢ szescian w pozycji diagonalnej, czyli takiej, w ktérej jego gtdwna
przekatna jest ustawiona pionowo. Uczniom moze sprawi¢ trudno$é wykreslenie
takiego szescianu, ale warto, by posiedli te umiejetnosc.

Zacznijmy od rozwigzania problemu:




Zadanie 5.

Wykre $l sze $cian wpisany w kul e.

. To zadanie to analogia do wpisania kwadratu w koto. A jednak heurystyka
zadania dwuwymiarowego nie przydaje sie do niczego. Zauwazmy, ze po podzieleniu
gtéwnej przekatnej na trzy réwne odcinki otrzymamy takie punkty przekatnej, ze jesli
poprowadzimy przez nie ptaszczyzny prostopadte do tej przekatnej, to w przecieciu
ich z kula, przechodzaca przez konce przekatnej otrzymamy dwa tréjkaty
réwnoboczne symetryczne $rodkowo wzgledem $rodka przekatnej — rys. 5. Po
potgczeniu odpowiednio ich wierzchotkdéw i koncéw przekatnej otrzymamy diagonalny

rzut szes$cianu — rys. 6.

rys. 5
A teraz kolejny problem:

Zadanie 6.

Wyznacz odlegto §¢ dwoch sko snych przek gtnych s gsiednich  $cian
szescianu .

Takimi przekatnymi dwoch sasiednich Scian szesScianu sg odcinki AB i CD na
rysunku 7. Wida¢ wyraznie, ze odlegto$¢ tych przekatnych to 1/3 diugosci przekatnej

szescianu.



Zadanie 7

Co zobaczymy, gdy wprowadzimy sze $cian diagonalny w obrét wokét jego
przek gtnej?

Powstanie pewna bryla obrotowa. Na to pytanie uczniowie najczesciej
odpowiadajg dwa stozki i jeden $ciety. Okazuje sie, ze dwa stozki faktycznie
uzyskamy z czworoscianow odcietych z szescianu ptaszczyznami. Natomiast
Srodkowa czeS¢ szedcianu stanowigca osmioscian $rodkowosymetryczny (ale nie
foremny) w wyniku obrotu pozostawi $lad w postaci powierzchni zwanej w

matematyce hiperboloidg jednopowtokowg — rys. 8.

rys. 8

Skad wzieta sie taka powierzchnia? Wystarczy wykonaé pewne doswiadczenie,
np. w programie Cabri Il Plus, ktére wyraznie przekonuje nas, ze nie moze to byé
stozek sciety. Jesli konce odcinka lezace na brzegu dolnej i gérnej Sciany szescianu
obracajgcego sie wokoét osi przechodzacej przez srodki jego dolnej i gérnej Sciany,
beda leze¢ rownolegle do osi obrotu, to $lad tych odcinkdéw wykresli powierzchnie
boczna walca (rys. 9a), jesli bedzie przecina¢ 0$ obrotu — stozek (rys. 9b), a jesli
bedzie sko$ny do osi obrotu — hiperboloide jednopowtokowag (ksztatt klepsydry
piaskowej — rys. 9c¢). Tak wiec nie kazdy odcinek obracajacy sie wokot pewnej prostej

wykres$la stozek, czego uczniowie nie zawsze sg Swiadomi.
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rys.9a, b, c

Bardzo wdziecznym tematem dla ucznia szkoty ponadgimnazjalnej moze byc¢
poznawanie za pomocg programu Cabri 3D rodzin wieloscianow i ich whasnosci,
ktGre powstajg na bazie znanych uczniowi wieloscianow foremnych, zwanych
platonskimi.

Wielosciany platoniskie sg opcjonalnie zainstalowane w programie Cabri 3D

Narzedzie odcinania z danego wieloscianu jego czesci po wczesniejszym jej
wyznaczeniu przez dowolny przekroj tego wieloscianu moze rodzié pytanie:

Zadanie 8

Jakie wielo sciany iile mo zna uzyska ¢ z wielo scian6w foremnych przez takie
ich rozci ecia, ktére daj g w wyniku wielok gty foremne, niekoniecznie tego
samego rodzaju.

Takich wieloscianow jest doktadnie trzynascie (czternasty jest enancjomorficzny z
trzynastym) i te znane juz bylty Archimedesowi. Jesli uczen za pomocag rozcieé
odnajdzie ich choc¢by potowe, to zrobi spory krok naprzéd w poszerzeniu swojej
wiedzy o wieloscianach. Poniewaz wielosciany te sg wypukte, mozna przy okazji
sprowokowaé uczniow do odkrycia wzoru Eulera: W + S — K = 2 (gdzie W — ilos¢

wierzchotkéw, S ilos¢ Scian, a K - krawedzi).

rys. 10



Uczniowie przy pomocy programu Cabri 3D moga pod kierunkiem nauczyciela
odkrywaé inne klasy wieloscianow i ich stelacji.

Stelacje wieloscianu powstajg w wyniku przedtuzenia jego scian az do momentu
przeciecia. Historia matematyki zna niemal dwiesécie lat liczacg dyskusje nad iloscig
stelacji dwudziestoscianu foremnego, ktérych liczbe 59 stelacji zamknieto w 1938 r.

Jesli znajdzie sie uczen, ktory lubi tematyke wieloscian6w, ma ochote je sklejac,
posiada wyobraznie przestrzenng i duzo wytrwatosci, to warto go zainteresowacé
dwunastos$cianem, jego wlasnosciami i czterema stelacjami odkrytymi w 1947 roku
przez Luke Dormana. Tematyka zaje¢ moze by¢ realizowana w takiej kolejnosci:

* uzyskanie z szeScianu (a potem rowniez z osmioscianu) dwunastoscianu
rombowego (wieloScian odkryty w 1609 r przez Johannesa Keplera),

» skonstruowanie go w programie CABRI 3D kilkoma sposobami: jako sume
rombowych $&cian, jako zamkniety wieloscian, jako suma szeScianu i
odpowiednich ostrostupow,

* wyznaczenie jego siatki i sklejenie,

» poszukiwanie réznych rozcie¢ dwunastoscianu rombowego i uzyskanie z nich
kilku interesujgcych puzzli do sktadania (odkrycie autora artykutu z 1995 roku),

* rozklad czworoscianu foremnego na cztery przystajgce czworosciany — w
programie Cabri 3D i na sklejonym modelu dynamicznym,

* uzyskanie dwunastoscianu rombowego z o$mioscianu foremnego i dwoch
czworoscianow rozktadajgcych sie na cztery przystajace czworosciany — na
komputerze i na modelu dynamicznym (odkrycie rosyjskich matematykow w 2005
roku),

» préba stelacji dwunasto$cianu rombowego i odkrycie, ktére w 1947 dokonat Luke
Dormann,

» poszukiwanie kolejnych dwdch stelacji dwunasto$cianu rombowego - réwniez

dzielo Dormanna.

rys. 11 rys. 12 rys. 13 rys. 14



Projekt zamyka sie kolekcjg kilku interesujgcych modeli i puzzle 3D (rys. 11-14),
ktére warto umiesci¢ w pracowni matem tycznej, by ksztaicity nastepne pokolenia
uczniow uzdolnionych i cieszyty ich oko. Okazuje sie, ze wszystkie bryly Dormanna
wykonane sg przez sklejenie ze sobg tego samego wieloscianu.

Grupie ucznidw zajmujgcej sie tym problemem, mozna zaproponowaé
powtdrzenie tego samego projektu rozpoczynajgc go tym razem od dwunastoscianu
foremnego a nie szeScianu. W ten sposéb uczniowie odkryjg trzydziestoscian
rombowy a przy okazji calg mase interesujgcych obiektéw 3D.

Innym projektem pracy z uczniem uzdolnionym moze by¢ poznanie
wieloscianéw jednorodnych. Ta klasa wielo$cianéw, liczaca doktadnie 75, powstaje
rowniez z wieloscianéw foremnych. Tym razem poszukujemy czesci wieloscianu
foremnego zawartej miedzy wszystkimi mozliwymi kombinacjami przekrojow tego

wieloscianu, ktore sg wielokatami foremnymi.

made by B. Pabich

rys. 17
rys. 15 rys. 16

Mozna je stworzy¢ na bazie czworoscianu (tylko 1) — rys. 15, szescianu (jest ich 9
—rys. 16,17), dwunastoscianu (jest ich 43). Pozostate to znane juz 5 platonskich, 13
archimedesowskich i 4 Keplera — Poinsota. W 1975 profesor Uniwersytetu w
Cambridge John Skilling udowodnit, ze poza 75-ma nie ma wiece] wieloscianow
jednorodnych.

Wielosciany omoéwione tutaj mozecie Panstwo obejrze¢ w wersji wirtualnej na
stronie:

www.pabich.interklasa.pl

Wyktady dla uczniéw, kursy dla nauczycieli i publikacje serii CABRISTA mozna

zamowi¢ rowniez pod adresem internetowym pabich@interklasa.pl




