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WYSOKIE OSIAGNIECIA VERSUS (WYSOKO) UZDOLNIENI
UCZNIOWIE W MATEMATYCE

Istnieje wielka roznica pomiedzy  wysokimi
osiggnieciami w matematyce a wysokimi uzdolnieniami
do matematyki: bycie uzdolnionym nie musi koniecznie
doprowadzi¢ do wysokich osiggnie¢ w tym zakresie, z
drugiej strony — wysokie osiggniecia w matematyce
niekoniecznie sg zwigzane z wysokimi uzdolnieniami.
Wszystko zalezy od kontekstu w ktorym pojecie
,matematyka” oraz matematyczne uzdolnienia sg
konstruowane.
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Jednakze, w codziennej pracy w szkole dominuje styl
identyfikowania i (nie-) promowania uzdolnien na
podstawie intuicji. Biorgc pod uwage  specyfike
powstawania tej oceny, nauczycielska opinia o
zdolnosciach matematycznych (MG) moze sie réznic
od tej, ktorg posiadajg rodzice albo profesjonalni
matematycy.
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Przyktad:

K jest niedbatym, 9-letnim uczniem, bardzo niestarannie prowadzgcym
zeszyty. W opinii nauczyciela jest to uczen ponizej przecietnej, nie
zmotywowany do pracy na lekcji i nie przyktadajgcy sie do pracy.

W jednym z zadan badawczych prowadzgcy badanie dat K do
rozwigzania zadanie zwigzane ze stronami z czasopisma. Strony byty
ponumerowane: 35, 36, 109, 110.

Pytanie brzmiato:

lle stron ma to czasopismo?
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Uczen przygladnat sie czasopismu, by zorientowac sie, jaka jest
zasada numerowania stron.

Badacz zasugerowat pewng prostg algebraiczng symbolike oraz
uporzgdkowanie numeracji stron w tabelce

n — liczba stron

m — iloS¢ arkuszy

f — numer pojawiajgcy sie na stronie frontowej 4-stronnego ark.
b - numer pojawiajgcy sie na stronie tylnej 4-stronnego ark.

| — numer pojawiajgcy sie na lewej stronie 4-stronnego ark.

r- numer pojawiajgcy sie na prawej stronie 4-stronnego ark.
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K byt w stanie sformutowacC pewne uogodlnienia

typu

f / r b
. , 1 2 71 72
I I b sg zawsze parzyste’, 4 69 70
T+b=n+ 2 oraz 5 6 67 68
‘ 0 7 8 65 66
f+r=n.

i tak dalej ...

Potrafit rowniez wyjasnic, dlaczego ta ostania
formuta moze byc¢ zastosowana dla kazdego
czasopisma, wiedziat rowniez, ze muszg to
byC czasopisma, gdzie na jednym arkuszu
drukowane sg cztery strony.
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Poniewaz nie ma jasnosci co do tego co oznacza |
jaka jest natura matematycznych uzdolnien, istnieje
pilna potrzeba przyjecia jakichs podstaw do pracy z
uczniem zdolnym. Chodzi tutaj o wskazanie jakiegos
typu identyfikowania oraz sposobu oceniania poziomu

uzdolnien.
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Group
WG# Group name Leader and WG Leadership Team
PC Liaison
Viviane Viviane Durrand-Guerrier {France)
Durrand- vdurand@math.univ-montp2.fr
{Gllgjrzrr:f;} Bettina Pedemonte (Italy)
1 Argumentation and proof = pedemonte@itd.cnr.it
PC Liaison: Hans Miels Jahnke (Germany)
Maria njahnke@uni- due.de
Alessandra Kirsti Hemmi {Sweden)
Mariotki kirsti.hemmi@mai.liu.se
Tescting and learning of e ook
number systems and Susanne precsy ' i
arithmetic Pradiger Joke Torbeyns {Belgium)
2 (including operations in the pEeN L) _]c:l-:e_.tnrbeyns@ped.kuleuven_.be
. S Marja van den Heuvel-Panhuizen
number systems, ratio and | PC Liaison:
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B Applications and modelling

Gabriele
Kaiser
(Germany)

PC Liaison:
Carl Winslgw

Gabriele Kaiser (Germany)
gabriele . kaiser@uni-hamburg.de

Geoff Wake (UK)
geoff.wake@manchester.ac.uk
Susana Carreira (Portugal)
scarrei@ualg.pt

Thomas Lingefjard {Sweden)
thomas.lingefjard@qgu.se

Mathematical potential,
creativity and talent.

Roza Leikin (Israel)
rozali@construct.haifa.ac.il

Roza Leikin
(including the didactics of | (Israel) Andreas Ulovec (Austria)

7 teaching high-attaining PC Ligison: arjdreas.u_Invec@unwle_.ac.at
students, and the Markky Mihaela Singer (Romania)
promotion of creativity in Hannula mikisinger@gmail.com
the mathematics Demetra Pitta-Pantazi (Cyprus)
classrooms.) dpitta@ucy.ac.cy

Marilena Pantziara {Cyprus)
Marilena marilena.p@cytanet.com.cy
_ Pantziara Wolfgang Schloeglmann (Austria)

g Affect and mathematical (Cyprus) Wolfgang.Schloegimann@ijku.at
thinking PC Liaison: Kjersti Weege (Norway)

Markku kjersti.wage@plu.ntnu.no
Hannula Pietro Di Martino (Italy)

dimartin@mail.dm.unipi.it
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W modelu inteligencji wielorakich Gardner (2000) wyroznit kilka
roznych rodzajow inteligencji, ktore sg relatywnie niezalezne i
autonomiczne

Jednym z typow inteligencji jest inteligencja ‘logiczno-
matematyczna”, ktéra zawiera zarowno analize (systematyczne i
logiczne  rozumowanie) oraz synteze (rozpoznawanie
regularnosci oraz specyficzne uogolnianie)

Te dwa kluczowe aspekty matematycznych mozliwosci oddajg
waznosc¢ zarowno myslenia analitycznego jak i syntetycznego w
matematyce.

Dwie strony myslenia matematycznego mozna fatwo
zidentyfikowaC¢ w wielu réznych opisach charakteryzujgcych
myslenie matematyczne o0sob uzdolnionych matematycznie.
(DfEE, 2000: 4; Kennard, 2001: 100; Krutetskii, 1976: 350-1).
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W  odniesieniu do ucznidbw  szczegolnie  uzdolnionych
matematycznie, badacze zwracajg szczegolng uwage na
specyficzne elementy charakterystyczne dla myslenia
matematycznego. Bardzo duze znaczenie (mimo uptywu lat) majg
wyniki Krutietskiego (1976). Wymienit on szereg elementow
charakteryzujgcych uzdolnienia matematyczne:

» umiejetnosci logicznego myslenia w odniesieniu do zwigzkow
iloSciowych i przestrzennych

* umiejetnos¢ postugiwania sie symbolikg matematyczng
*umiejetnosc¢ szybkiego i szerokiego uogolniania matematycznych
relacji i operacji

* elastycznosc¢ procesow myslowych

epamieC matematyczna
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Zgodnie z wynikami innych badan (Hartas,
Lindsay & Muijs, 2008), istotne jest zwrdocenie
uwagi na pewne cechy osobowe uczniow (np.

wytrwatosc¢, elastycznosc), motywacja,
zainteresowanie.
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pamiee Umiejetnosci
matematyczna
typowe dla
matematygzne matematyki
strukturyzowanie

matematyczne Cechy
personalne

uogolnianje

krytyczRosSC w stosunku do
procedur matematycznych
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Zdefiniowanie zdolnosci matematycznych wydaje sie
bardziej kontrowersyjne niz w innych obszarach, gdyz
z jednej strony istniejg autorzy ktorzy zaprzeczajag
istnieniu takich zdolnosci (Folsch, 1977; Treumann,
1974) a z drugiej strony sg autorzy, ktorzy testujg
specyficzne dyspozycje do matematyki, bazujgc na
danych empirycznych (a. 0. Greenes, 1981; KruteskKil,
1976; KielRwetter, 1992; Kapnick, 1998). Wiekszosc¢
badaczy jednak sktania sie do przyjecia okreslonych
modeli, okreslajgcych rézne aspekty typowe dla
uzdolnien matematycznych.
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Chociaz przez wiele dekad uwazano, ze wysoki
|IQ jest decydujgcym wyznacznikiem uzdolnien,
w ostatnich latach zauwazono znaczne odejscie
od tego pogladu. Mianowicie, generalnie
przyjmuje sie, ze srodowisko ma olbrzymi wptyw
na wzrost inteligencji. (Hartas, Lindsay & Muijs,
2008). Jak to zwykle bywa, istniejg wyniki ktore
podwazajg waznos¢ | zdolnosC wptywu
czynnikow kulturowych i spotecznych na wyniki
pomiarow standaryzowanych takich jak 1Q
(Black, 2001).
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Podejscie poprzez Teorie Systemowa

Jedna z teorii, podana przez Brandl (2010) bazuje na
Jprawie kulturowego roznicowania” (Law of cultural
differentiation, Irvine & Berry, 1988) oraz tzw. podejsciu
antropologicznym (Sternberg, 1996).

System MG (Mathematical Giftedness) jest postrzegany jako
otwarty myslowy dyspozycyjny system otoczony przez
srodowisko matematyczne, ktére cechuje konieczne
sprzezenie pomiedzy systemem a jego srodowiskiem;
dodatkowo funkcjonuje wplyw filozoficznych, ekonomicznych i
spotecznych wyobrazen o matematyce na okreslenie czym sg

matematyczne zdolnosci.
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Matematyka
reprezentuje
,2Ssrodowisko
27, to jest
Swiat, ktory
nadaje sens
temu
systemowi
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Pozostate

czynniki

srodowiskowe

Matematyk.a ktére w istotny
reprezentuje Sposob
,Srodowisko wptywajg na
27, to jest MG, ale
SWIat., ktory niekoniecznie
nadaje sens wprowadzaja
temu | do systemu
systemowi nowe
znaczenia

znajdujg sie w

,Srodowisku

1
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Dalszy model pochodzi z prac Heller i inni (2002) oraz Ulm (2010) i dotyczy
zwigzkow przyczynowych pomiedzy matematycznymi zdolnosciami uczniow
a ocenianiem majgcym systematyczny charakter. Otwarty konstrukt
myslowy, jakim jest MG, zawierajgcy niektore cechy osobowosciowe
(rys.1) zalezy od pewnych dominujgcych w okreslonych sytuacjach pojec i
procedur matematycznych oraz od tak zwanego srodowiska 1. Osoba,
ktdra posiada takie MG moze rozwija¢c matematyczne kompetencje, co
moze doprowadzi¢ do matematycznych osiggniec i ich oceny. Na
rzeczywiste formowanie sie obserwowalnych osiggnie¢ oraz kompetenc;ji
majg wptyw wtérne cechy osobowosciowe (takie jak strategie uczenia sie
| pracy, motywacja do uczenia sie i do pracy, umiejetnos¢ koncentrowania
sie, umiejetnoS¢ pokonywania stresu, ...) oraz wtoérne czynniki
srodowiskowe (takie jak wsparcie rodziny, jakos¢ nauczania w klasie,
szkolna i klasowa atmosfera , praca w grupach, krytyczne odniesienie sie do
witasnych doswiadczen ,( ...) ktére funkcjonujg jako zmienne moderujgce.
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Ogodlne cechy osobowosciowe
(wtérne)

< <= | Ocena

dziatalnosc¢

Srodowisko
(poq_stawc_)_we)

&

Czynniki sSrodowiskowe (wtorne)
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Jak to wskazuje diagram 3 nie ma rdéwnowaznosci pomiedzy
dziatalnoscig matematyczng a matematycznymi uzdolnieniami (GM):
strzatka od MG do matematycznych kompetencji wskazuje jedynie
jeden kierunek. Jednak, ogolnie wiadomo, ze wszystkie zaleznosci nie
powinny byC traktowane jako absolutne, ale raczej jako bardzo
prawdopodobne, stgd uczniowie zdolni na ogot osiggajg wyzsze wyniki.
Moze sie jednak zdarzyC, ze uczen jest zdolny, ale srodowisko nie
oczekuje od niego wykazywania sie wysokimi wynikami. Z drugiej
strony, uczniowie osiggajacy wysoki poziom umiejetnosci niekoniecznie
muszg by¢ szczegdlnie uzdolnieni. Srodowisko szkolne moze
umozliwiC uczniowi uzyskiwanie wysokich ocen z matematyki, ale te
oceny mogg zalezeC od wielu czynnikow i nie musza byc¢ wyktadnikiem
wysokich uzdolnien. General Prsonalty Trts (secondan)

malhe- MG Math. Math.

d . Assessment
atics Competencies Performance

Environment
(primary)

Environmental Factors (secondary)
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Przetozenie teorii
na praktyke

1. MG jako takie

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz Paristwowg Wyzszg Szkotg Zawodowg w Chetmie




Uniwersytety

M

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

2U2MoWwa230W

M%mezowe
f

i KAPITAL LUDZKI
NARODQWA STRATEGIA SPOINOSCI

Sumujgc wypowiedzi roznych osob
mozna podac nastepujgce charakterystyki
odrozniajgce myslenie matematycznie
uzdolnionych osob od myslenia osob
o innych predyspozycjach
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*Szybko ,chwytajg” nowy materiat.

* Bez obaw uzywajg matematycznej symboliki, szybko
przechodzg od konkretu do abstrakcji

» Majg sktonnosci do tworzenia powigzan miedzy roznymi
fragmentami wiedzy.

« Szybko wychwytujg formalng matematyczng strukture
problemu.

* Spontanicznie uogodlniajg regularnosci (patterns) i zwigzki.

« Sg w stanie odtworzyc¢ ogolne wyniki, zasady i metody.
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*Uogolniajg sposob rozwigzywania zadania | rozpoznajg, kiedy
moze byC on wykorzystany do rozwigzania innego problemu.

*Czesto ,przeskakujg” etapy, kiedy rozwigzujg znany sobie
problem.

*Sg gotowi atakowac problem z wielu réznych kierunkow,
wytrwale dgzg do znalezienia rozwigzania.

* Myslg elastycznie, nie poddajg sie rutynie i stereotypowym
procedurom.

 Potrafig podac logiczne argumenty aby wyttumaczy¢
matematyczny rezultat.
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Przyktad — opisany w Z. Krygowska ,Zarys dydaktyki
matematyki” t. 3, s. 119 — 121

Udowodnic, ze jezeli a, b, ¢ oznaczajg dtugosci
bokow zas a, B, y mary tukowe przeciwlegtych katow
trojkata, to

T aa +bB+cy _ T

3 = = 2

a +b +c

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz Paristwowg Wyzszg Szkotg Zawodowg w Chetmie




Uniwersytety

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

W

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

2UzADW2]0

Miodziezowe
] <
<

Proba pierwsza:

- Wykorzystanie warunku: a + 3+ vy = T
« Stworzenie zaleznosci a+b+c _
a+tb+c

- Doprowadzenie do postaci:

ag +bB+cyv + ba+tca 4+ aB+cB 4+ _av+tby o
a+b+c

a+b+c a+b+c a+b+c
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Proba druga:
Zalozenie:y< B <a

Po przeksztatceniach:

aa +ba+ca

ay +tby+cy < aa+bpB+cy <
ay +tby+cy aa+bpB+cy aa +ba+ca
a +b +c a +b +c = a +b +c

IA
Q

y < aa+bf+cy
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Proba trzecia:

Wykorzystywanie roznych wzorow na pole trojkata i promien kota

opisanego na trojkgcie.
Promiei okregu wpisanego () Promieri okregu opisanego ( 2
Tréjkat
dowolny G =R -
L ~ 4P
2P
r [ ¥ B
(74 1 - at+b+c P T
~ 2sina 2sinf  2sin¥
|4B|=c, |4C|=b, |BC|=a
v ¢
Trojkat et i3
réwnoboczny %0
: o a3 . $
A B %
h — dlugosé wysokosci tréjkqta
rownobocznego, 2 o
a — diugosé boku tréjkqta réwnobocznego, =§ ‘h= 3

a=|4B|=|BC|=|cA].
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Proba czwarta

Powrdt do nierdwnosci uzyskanej w pierwszej probie

Przeksztatcenie lewej strony nieréwnosci z zadania w postaci
rownowazne;:

2aa +2bB+2cy
a +b +c

< T

Wykorzystanie pierwszej nierdbwnosci z pierwszej proby i za jej
pomocg wykazanie, ze nierownosc¢ z zadania jest rownowazna
nierdwnosci:

(a+b-c)a + (b+c-a)pB +(a+c-b)y >0,
ktora jest prawdziwa z twierdzenia o dtugosciach bokow trojkata.
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Ogolny schemat pracy nad obydwoma czesciami zadania:

oMo e
e o

gatbBicy g7
L "a+b+c <—2—'

e T aa+bp+cy
%‘"3 < a+b+¢

e TONOWOZNO0SC przy zatoieniu y < p<a
{nie umniejszajacym ogolnoséi rozumowania)
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Jakie elementy charakteryzujgce
dziatania ucznia zdolnego
matematycznie wystgpity w pracy
tego ucznia?
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Przetozenie teorii
na praktyke

2. Srodowisko 1

Praca z uzdolnionymi
matematycznie uczniami
w Czeskiej Republice
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Historia pracy z uczniem zdolnym w Czechach

W latach 60. i 70. w niektorych czesciach kraju zaczety powstawac klasy
matematyczne.

W roku 1974 powstaty pierwsze 4 klasy matematyczne w gimanzjum -
pod patronatem Szkot Wyzszych — Praha, Bilovec, Bratislava, KoSice.

W dalszych latach powstawaty nastepne klasy maTematyczne, tak, ze w
kazdym wojewodztwie byt jedna taka szkota — w sumie 11 szkot.

Tygodniowa ilos¢ godzin — 5 do 6.
Dodatkowe dwie godziny.

Specjalne materiaty do nauki — dzisiaj czesciowo sg uzywane w Szkotfach
Wyzszych.

Powstawaty nastepne dobrowolne seminaria z matematyki .

Uczestniczenie we wszystkich matematycznych konkursach — czasami i
obowigzkowo.

Przy szkotach byty organizowane internaty dla uczniow.

Miasta byty zainteresowane tym, by takie matematyczne oddziaty
powstawaty.
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Po przemianach ustrojowych polityka sie zmienita — uczniowie
utalentowani zaczeli by¢ integrowani z tzw. ,normalng” klasa.

Zaczeta sie zmieniac liczba klas matematycznych; w szkotach
podstawowywch takie przestaty istnieC, w gimnazjach pozostaty juz

tylko takie dwie (Brno, Bilovec).

Gorsze wyniki miedzynarodowych testow kompetencji PISA a
TIMSS uswiadomity, ze konieczne jest przywrdocenie matury z

matematyki.

Wocigz trwajg dyskusje jednak, jak ma ta matura wygladac, i jaki ma
miec¢ cel (gtowny problem dyskutowany — sposdb oceny).
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Obecnie podstawg pracy w szkole jest tzw. Program Ramowy,
okreslany ministerialnie (u nas — podstawa programowa?)

Kazda szkola moze okreslic swoj wkasny program, swoj uktad godzin,
sposob realizacji programu (kolejnos¢) , wymagania.

Jest to nowosc¢, gdyzdo 2000 roku szkoty obowigzane byty realizowac
w miare jednolity system.

Nowe podstawy programowe wymuszajg zmiane metod i sposobow
pracy w klasie.
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Uczniwie uzdolnieni sg kwalifikowani do grupy ,ucznidow specjalnej
troski“ — troche tak, jak dzieci uposledzone, czy chore.

S3g rozrzuceni po réznych szkotach; ale np. na Stowacji wcig¢
fukcjonujg szkoty dla uczniow uzdolnionych matematycznie.

Na ogol nie ma juz systemu troskliwej opieki nad dzieckiem zdolnym.
Szkoty majg obowigzek przygotowania programu dla uczniéw
zdolnych, ale ten wymaog nigdzie nie jest kontrolowany, ani
ewidencjonowany.

Woptynelo to w sposd wyrazny na poziom osiggnie¢ czeskich uczniow
— nie jest on juz tak wyrazny jak kiedys.

Spadto rowniez zainteresowanie matematykag — rodzic, ktéry zauwazy
u dziecka zdolnosci do matematyki, raczej poszerza mu zakres nauki
o jezyki, posyta na ekonomie albo na inne ,stusznie” kierunki.
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Legislacyjny sposob pracy w klasach o rozszerzonej nauce matematyki

Plan lekcyjny— w innych przedmiotach liczba godzin taka sama jak w
nowrmalnych klasach, w klasach 5-6 zwiekszona liczba godzin z
matematyki, ale uczniowie majg na ogot tylko jeden obcy jezyk.
Zakres materiatowy— inny niz inne klasy, ale i to sie powoli zaciera.

Podreczniki— nie ma nowych specjalnie dla nich pisanych, jezel
naucyzciel nie ma innych podrecznikow — uczy z tradycyjnych.

Egzaminy wstepne— na ogot funkcjonujg, ale na ogol sg to pisemne
sprawdziany, dawniej funkcjonowaty rowniez ustne egzaminy.

Egzamin maturalny— jest obowigzkowy.
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Inne formy opieki nad uczniami uzdolnionymi matematycznie

«  Wytapywanie uczniow zdolnych i praca znimi we wszystkich klasach,
nie tylko z poszerzong naukg matematyki.

« Olimpiada matematyczna

« Kangur matematyczny

« Kangur biologiczny

« Bobr informatyczny

- Pitagoriada

. Kokrgfpondencyjne seminarium Uniwersyteckie dla uczniow srednich
szko

« Korespondencyjne seminarium dla uczniow gimnazjum

« Korespondencyjne seminarium dla uczniow szkot podstawowych

« Specyficzne konkursy miast (Bratislavsky naboj, Prazska strela)

* Obozy matematyczne.
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Najpiekniejsze odczucia wyplywaja
z zadziwienia. Sg to te odczucia, ktore
stojg u kolebki prawdziwej sztuki i
prawdziwej nauki. Czlowiek, ktory nie
zna tego uczucia, cztowiek, ktory nie
potrafi sie dziwic i ktory nie umie
zdumiec sie, jest martwy.

Jest jak zgaszona swieca.

Albert Einstein
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