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Wst¦p

Niniejsza publikacja zawiera zadania z zawodów matematycznych organizowa-
nych podczas obozów naukowych dla laureatów konkursu �Zosta« Euklidesem�.
Uczniowie uczestnicz¡cy w zaj¦ciach Mªodzie»owych Uniwersytetów Matematycz-
nych rywalizowali w latach szkolnych 2010�11, 2011�12 oraz 2012�13. Konkurs jak
i projekt byª �nansowany przez Program Operacyjny Kapitaª Ludzki Unii Euro-
pejskiej. Caªe przedsi¦wzi¦cie realizowaª Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie
z Uniwersytetem Jagiello«skim i Pa«stwow¡ Wy»sz¡ Szkoª¡ Zawodow¡ w Cheªmie.

Na obóz kwali�kowano po okoªo 15 najwy»ej sklasy�kowanych w konkursie
�Zosta« Euklidesem� uczniów z województw obj¦tych dziaªaniem MUM, czyli z wo-
jewództw: lubelskiego, maªopolskiego, podkarpackiego. �¡cznie w zaj¦ciach roz-
szerzaj¡cych z matematyki uczestniczyªo na ka»dym z obozów okoªo 45 uczniów
podzielonych na cztery grupy. Niektórzy obozowicze rywalizowali dodatkowo w za-
wodach matematycznych. Zadania konkursowe wybierali i oceniali autorzy niniej-
szego opracowania przy pomocy pozostaªych prowadz¡cych zaj¦cia rozszerzaj¡ce.
Dwie lub trzy serie zada« udost¦pniano uczniom, którzy rozwi¡zywali je w czasie
wolnym (je»eli chcieli), a nast¦pnie przekazywali jurorom. Poziom trudno±ci za-
da« dobierano tak, aby stanowiªy one wyzwanie dla rozwi¡zuj¡cych. Preferowano
zadania nieszablonowe, których rozwi¡zanie wymaga pomysªowo±ci, a nie du»ej
wiedzy. Problemy te pochodziªy z ró»nych ¹ródeª. Najcz¦±ciej wykorzystywano
zadania z prywatnego archiwum autorów oraz odpowiednio dostosowane zadania
z Moskiewskich Olimpiad Matematycznych (zobacz opracowania cytowane w spisie
literatury). Wiele zada« zmody�kowano na potrzeby konkursu.

Niniejsza praca zawiera listy zada« oraz rozwi¡zania zredagowane w oparciu
o pomysªy zaproponowane przez uczniów. Za ka»dym razem podajemy nazwisko
ucznia (uczniów), którego praca stanowiªa ¹ródªo, na podstawie którego opra-
cowano odpowied¹. W wielu przypadkach ze wzgl¦du na konieczno±¢ zachowania
matematycznej ±cisªo±ci i klarowno±ci rozwi¡zania te musiaªy by¢ mocno zmienione
przed ich opublikowaniem.

Od Autorów:
Serdecznie dzi¦kujemy naszym Kolegom: Jackowi Chudziakowi, Andrzejowi G¦-
barowskiemu oraz Wojciechowi Jabªo«skiemu, którzy pomagali nam w organizacji
konkursu. Dzi¦kujemy tak»e wszystkim uczestnikom obozów zarówno uczniom
jak i kadrze opiekunów oraz prowadz¡cym zaj¦cia i organizatorom za wspaniaª¡
atmosfer¦ jak¡ stworzyli. Startuj¡cym w konkursach i ich kibicom dzi¦kujemy
szczególnie. Dzi¦ki Waszemu entuzjazmowi przygotowanie zada« i ich ocena byªo
dla nas fantastycznym do±wiadczeniem. Wszystkim »yczymy dalszych wspaniaªych
sukcesów!

Dominik Kwietniak
Leszek Pieni¡»ek



Cz¦±¢ I

Listy zada« z konkursów zadaniowych



Kudowa Zdrój

Seria pierwsza

1. Udowodni¢, »e w kwadrat o boku 2,75 cm mo»na wpisa¢ pi¦¢ rozª¡cznych kwa-
dratów o boku 1cm.

2. Znajd¹ najwi¦ksz¡ pi¦ciocyfrow¡ palindromiczn¡ (czyli tak¡, »e czytana od
ko«ca jest taka sama jak czytana od pocz¡tku, np. 12321) liczb¦ podzieln¡
przez 101.

3. Niech a1 = 1 oraz dla k > 0 niech ak+1 = ±ak ± ak−1 ± . . . ± a2 ± a1 dla
dowolnego wyboru znaków + i − (czyli a2 = a1 = 1 lub a2 = −a1 = −1;
a3 = a2 + a1, a3 = a2 − a1, a3 = −a2 + a1 lub a3 = −a2 − a1). Ile warto±ci
mo»e przyjmowa¢ liczba an?
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Kudowa Zdrój

Seria druga

1. Udowodni¢, »e je»eli ustawimy na szachownicy 4×4 co najwy»ej 6 pionków, to
zawsze znajdziemy takie dwa wiersze i dwie kolumny, w których stoj¡ wszystkie
pionki. Poda¢ przykªad takiego ustawienia 7 pionków na tablicy 4 × 4, »e po
usuni¦ciu z planszy wszystkich pionków stoj¡cych w dwóch dowolnie wybra-
nych wierszach i dwóch dowolnie wybranych kolumnach na planszy zostanie co
najmniej jeden pionek.

2. Jaki jest stosunek pola czworok¡ta A′B′C ′D′ do pola czworok¡ta ABCD?

A

D

C

B

A'

D'

C'

B'

3. Tablic¦ 6× 6 pokryto klockami 2× 1. Pokaza¢, »e mo»na znale¹¢ prost¡, która
rozcina tablic¦ na dwie niepuste cz¦±ci i nie przecina »adnego klocka 2× 1.

4. Udowodni¢, »e w dowolnym ci¡gu 39 kolejnych liczb naturalnych znajduje si¦
co najmniej jedna liczba, której suma cyfr podzielna jest przez 11.
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Kudowa Zdrój

Seria trzecia

1. Sze±cian podzielono na czworo±ciany. Jaka jest najmniejsza liczba czworo±cia-
nów, które mo»na otrzyma¢ w ten sposób? Odpowied¹ uzasadni¢.

2. Dany jest 45-k¡t foremny. Mamy do dyspozycji 10 kolorów. Czy jest mo»liwe
takie pokolorowanie wierzchoªków przy pomocy tych 10 kolorów, aby dla ka»-
dej pary ró»nych kolorów istniaªy dwa s¡siaduj¡ce wierzchoªki 45-k¡ta w tych
kolorach?

3. W królestwie Mnogonii »yje 65 obywateli i król. Król ma jako jedyny prawo
zgªasza¢ projekty ustaw pod gªosowanie, ale on sam nie ma prawa gªosu.
O przyj¦ciu lub odrzuceniu ustawy decyduj¡ pozostali obywatele w tajnym
gªosowaniu. Ka»dy z 65 obywateli mo»e glosowa¢ za, przeciw, lub wstrzyma¢
si¦ od gªosu. Ustawa przechodzi, je»eli wi¦cej jest gªosów za ni» przeciw. Roczne
dochody Mnogonii to 66 talarów. W wyniku niedawnej rewolucji dochody pa«-
stwa dzielone s¡ po równo miedzy wszystkich obywateli i króla, ale król nadal
mo»e poddawa¢ pod gªosowanie projekty ustaw zmieniaj¡ce podziaª dochodów.
Jak powinien post¡pi¢ król (jakie ustawy powinien podda¢ pod gªosowanie)
i ile najwi¦cej mo»e on zarabia¢, je»eli wiadomo, »e ka»dy obywatel Monogo-
nii b¦dzie glosowaª za je»eli dana ustawa przewiduje wzrost jego zarobków,
przeciw, je»eli ustawa przewiduje ich zmniejszenie oraz wstrzyma si¦ od gªosu,
je»eli ustawa nie zmieni jego zarobków. Ka»dy z mieszka«ców Mnogonii mo»e
zarabia¢ tylko caªkowit¡ i nieujemn¡ liczb¦ talarów.

4. Do Kudowy przyjechaª autobusem PKS turysta i wysiadª na przystanku koªo
poczty. Nast¦pnie przez pewien czas zwiedzaª t¦ urocz¡ miejscowo±¢ w¦druj¡c
po jej uliczkach. Zm¦czony przysiadª na kawie w restauracji hotelu Kudowa.
Po chwili odpoczynku postanowiª wróci¢ na przystanek, ale chciaª i±¢ tylko
tymi ulicami, którymi poprzednio szedª nieparzyst¡ liczb¦ razy. Czy to si¦
mu mo»e uda¢? Uwaga! Rozwi¡zania za maªo abstrakcyjne, tzn. bazuj¡ce na
rzeczywistym planie Kudowy nie b¦d¡ uwzgl¦dnione ,.
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Rumia

Seria pierwsza

1. Niech S(x) oznacza sum¦ cyfr dodatniej liczby caªkowitej x. Rozwi¡za¢ rów-
nanie

x+ S(x) + S(S(x)) = 2012.

2. Zaªó»my, »e liczba n jest sum¡ kwadratów trzech dodatnich liczb caªkowitych.
Udowodni¢, »e liczba n2 tak»e jest sum¡ kwadratów trzech dodatnich liczb
caªkowitych.

3. Dwa »etony pokerowe, czerwony i niebieski, uªo»ono w stos jeden na drugim,
przy czym czerwony znalazª si¦ na wierzchu. Zaªó»my, »e na stosie »etonów
mo»na dokonywa¢ nast¦puj¡cych operacji:
a) w dowolne miejsce stosu (czyli pomi¦dzy dowolne dwa »etony znajduj¡ce si¦

na stosie, na spód stosu lub na wierzch stosu) mo»na doªo»y¢ dwa »etony
tego samego koloru (czerwone lub niebieskie),

b) ze stosu mo»na usun¡¢ dwa s¡siednie »etony tego samego koloru.
Czy jest mo»liwe, aby po wykonaniu sko«czenie wielu takich operacji na stosie
pozostaª jeden »eton niebieski le»¡cy na »etonie czerwonym?

4. Nadworny astrolog króla �wieczka skonstruowaª kiedy± zegar analogowy (zwy-
kªy zegar wskazówkowy) o trzech wskazówkach: godzinowej, minutowej i se-
kundowej, poruszaj¡cych si¦ w sposób ci¡gªy. Astrolog twierdziª, »e dana
chwila jest szcz¦±liwa, je»eli patrz¡c w danym momencie na zegar ujrzymy
w kierunku ruchu wskazówek zegara wskazówki, kolejno, godzinow¡, minutow¡
i sekundow¡. Je»eli zobaczymy wskazówki godzinow¡, sekundow¡ i minutow¡,
to chwila jest pechowa. Czy w ci¡gu jednej doby wi¦cej czasu upªywa na
chwilach szcz¦±liwych, czy pechowych?

5. Czy istnieje sko«czony ci¡g liter alfabetu ªaci«skiego (sªowo), który nie zawiera
podci¡gu postaci xx, czyli sklejenia jakiego± sªowa (ci¡gu liter) x z nim samym
(takie sªowa nazywa si¦ czasem kwadratami, przykªadowymi kwadratami wy-
st¦puj¡cymi w j¦zyku polskim s¡ sªowa mama, kankan, rowerowe, waªowaªo,
esemesem), ale taki podci¡g zªo»ony z pary identycznych sªów zawsze mo»na
znale¹¢ po dopisaniu dowolnej litery na pocz¡tku lub na ko«cu tego ci¡gu?

6. Okr¡g o ±rodku w punkcie D przechodzi przez punkty A oraz B i przez ±ro-
dek O okr¦gu dopisanego do trójk¡ta ABC naprzeciwko wierzchoªka A (okr¦-
giem dopisanym do trójk¡ta ABC naprzeciwko wierzchoªka A nazywamy okr¡g
styczny do odcinka BC oraz do przedªu»e« boków AB i AC). Udowodni¢, »e
punkty A, B, C i D le»¡ na jednym okr¦gu.
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Rumia

Seria druga

1. Mno»¡c dwie liczby trzycyfrowe zauwa»yªem, »e wynik jest siedem razy mniej-
szy ni» liczba powstaªa przez zapisanie czynników obok siebie. Jakie liczby
mno»yªem?

2. W klasie Piotra jest, razem z nim, 29 uczniów. Ka»dy z 28 pozostaªych uczniów
przyja¹ni si¦ z inn¡ liczb¡ uczniów z tej klasy (relacja przyja¹ni jest syme-
tryczna, tzn. je»eli X przyja¹ni si¦ z Y, to Y przyja¹ni si¦ z X). Z iloma uczniami
ze swojej klasy przyja¹ni si¦ Piotr?

3. Dowolnej parze liczb rzeczywistych (x, y) przyporz¡dkowujemy liczb¦ x ? y.
Znale¹¢ liczb¦ 2012 ? 2011 je»eli wiadomo, »e

x ? x = 0 oraz x ? (y ? z) = (x ? y) + z

dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z
4. O czworok¡cie wypukªym ABMC wiadomo, »e ∠BAM = 30◦, ∠ACM = 150◦

oraz |AB| = |BC|. Udowodni¢, »e odcinek AM le»y na dwusiecznej ∠BMC.
5. Dla danej liczby rzeczywistej x przez {x} oznaczamy cz¦±¢ uªamkow¡, a przez

[x] cz¦±¢ caªkowit¡ x. Dla danych liczb rzeczywistych niech pn = [2{an+ b}].
a) Czy dla dowolnego czteroelementowego ci¡gu ω o wyrazach ze zbioru {0, 1}

mo»na znale¹¢ takie liczby a i b, »e ω b¦dzie podci¡giem ci¡gu p0, p1, p2, . . .?
b) Czy dla dowolnego pi¦cioelementowego ci¡gu ω o wyrazach ze zbioru {0, 1}

mo»na znale¹¢ takie liczby a i b, »e ω b¦dzie podci¡giem ci¡gu p0, p1, p2, . . .?
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Rytro

Seria pierwsza

1. Czy mo»liwe jest ustawienie czterech piªkarzy na boisku tak, aby odlegªo±ci
pomi¦dzy nimi wynosiªy 1, 2, 3, 4, 5 oraz 6 metrów?

2. W±ród mieszka«ców pewnej wyspy 2/3 m¦»czyzn oraz 3/5 kobiet jest w mono-
gamicznych i ró»nopªciowych zwi¡zkach maª»e«skich. Jaki procent populacji
tych wyspiarzy pozostaje w zwi¡zku maª»e«skim?

3. Na papierze w kratk¦ narysowano wypukªy wielok¡t w ten sposób, »e wszystkie
jego wierzchoªki le»¡ na przeci¦ciach linii i »adna z kraw¦dzi nie le»y na jednej
linii. Pokaza¢, »e suma dªugo±ci linii pionowych zawartych w tym wielok¡cie
jest równa sumie dªugo±ci linii poziomych zawartych w tym wielok¡cie.

4. Znale¹¢ przykªad wielomianu P stopnia 2013 speªniaj¡cego dla wszystkich liczb
rzeczywistych x to»samo±¢

P (x) + P (1− x) = 1.

5. Peªn¡ tali¦ 52 kart uªo»ono w rz¦dzie na stole. Pewna liczba z tych kart jest
obrócona koszulk¡ do góry. Gracz w ka»dym ruchu odwraca na drug¡ stron¦
pewn¡ liczb¦ s¡siaduj¡cych kart le»¡cych mi¦dzy dwiema kartami koszulk¡ do
góry (uwaga! taki blok mo»e skªada¢ si¦ z jednej karty) i ukªada je w odwrotnej
kolejno±ci (tzn. ostatnia karta staje si¦ pierwsz¡ itd.). Pokaza¢, »e bez wzgl¦du
na to jak b¦dzie graª w pewnym momencie wszystkie karty b¦d¡ odsªoni¦t¦
(odwrócone koszulk¡ do doªu).
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Rytro

Seria druga

1. Czy z ka»dej z danych o±miu równoodlegªych pªaszczyzn w przestrzeni mo»na
wybra¢ po jednym punkcie w ten sposób, »e tworz¡ one wierzchoªki sze±cianu?

2. Liczby od 1 do 2013 wypisano w rz¦dzie. Czy mo»na dopisa¢ pod spodem
kolejny wiersz zªo»ony z tych samych liczb, ale ustawionych w takiej kolejno±ci,
»e suma liczb w ka»dej kolumnie jest kwadratem?

3. W rogu szachownicy m na n ustawiono wie»¦. Dwaj gracze na zmian¦ przesu-
waj¡ j¡ po szachownicy zgodnie z reguªami gry w szachy, ale wie»a nie mo»e
zatrzyma¢ si¦ ani przej±¢ nad polem na którym staªa lub przechodziªa przez nie
wcze±niej. Przegrywa gracz, który nie mo»e ju» wykona¢ ruchu. Który z graczy
mo»e zapewni¢ sobie zwyci¦stwo i jak wygl¡da jego strategia?

4. PunktX le»y na zewn¡trz rozª¡cznych okr¦gów o1 i o2, a odcinki styczne popro-
wadzone z x do o1 i o2 s¡ równej dªugo±ci. Pokaza¢, »e przeci¦cie przek¡tnych
czworok¡ta o wierzchoªkach w punktach styczno±ci tych stycznych pokrywa
si¦ z punktem przeci¦cia takich prostych stycznych do obu okr¦gów, »e okr¦gi
o1 i o2 le»¡ po ró»nych stronach tych prostych.



Cz¦±¢ II

Rozwi¡zania



Rozdziaª 1

Kudowa Zdrój

Seria pierwsza

1. Udowodni¢, »e w kwadrat o boku 2,75 cm mo»na wpisa¢ pi¦¢ rozª¡cznych kwa-
dratów o boku 1 cm.

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Konrada Kowalaka).

√
2

1

√
2

Na podstawie rysunku wystarczy potwierdzi¢, »e przek¡tna du»ego kwadratu
jest dªu»sza ni» suma dwóch przek¡tnych i jednego boku maªych kwadratów.

2
3

4
·
√

2 > 2
√

2 + 1

3
√

2

4
> 1 /()2

18

16
> 1.

2. Znajd¹ najwi¦ksz¡ pi¦ciocyfrow¡ palindromiczn¡ (czyli tak¡, »e czytana od ko«ca
jest taka sama jak czytana od pocz¡tku, np. 12321) liczb¦ podzieln¡ przez 101.

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Mateusza B¡kaªy).
Niech x b¦dzie szukan¡ liczb¡. Wówczas x = 104 · a+ 103 · b+ 102 · c+ 10 · b+ a,
gdzie a, b, c ∈ {0, 1, 2, 3, . . . , 9} oraz a 6= 0.

Szukamy takiego x, »e 101|x. Mamy:

x = 104 · a+ 103 · b+ 102 · c+ 10 · b+ a = 10001a+ 1010b+ 100c.

Zauwa»my, »e 101|1010b. Zatem musi by¢: 101|10001a+ 100c.
Ale prawdziwe s¡ nast¦puj¡ce zale»no±ci:

10001a ≡ 2a (mod 101),

100c ≡ −c (mod 101).
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Kudowa Zdrój sierpie« 2011

Czyli musi by¢ 101|2a−c. Poniewa» 101 > |2a−c|, wi¦c 2a−c = 0, sk¡d dostajemy,
»e 2a = c.

Równo±¢ 2a = c ma tylko 4 rozwi¡zania w zbiorze {1, 2, . . . , 9}. S¡ to:{
a = 1

c = 2
∨

{
a = 2

c = 4
∨

{
a = 3

c = 6
∨

{
a = 4

c = 8
.

Wybieramy ostatnie rozwi¡zanie, poniewa» x ma by¢ najwi¦ksz¡ mo»liw¡ liczb¡.
Kªad¡c równie» b = 9, otrzymujemy

x = 49894.

Stwierdzamy, »e 101|49894 oraz liczba 49894 jest palindromiczna. Czyli liczba
x = 49894 jest najwi¦ksz¡ liczb¡ speªniaj¡c¡ warunki zadania.

3. Niech a1 = 1 oraz dla k > 0 niech ak+1 = ±ak ± ak−1 ± . . . ± a2 ± a1 dla
dowolnego wyboru znaków + i − (czyli a2 = a1 = 1 lub a2 = −a1 = −1;
a3 = a2 + a1, a3 = a2 − a1, a3 = −a2 + a1 lub a3 = −a2 − a1). Ile warto±ci
mo»e przyjmowa¢ liczba an?

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Wojciecha Rybaka).
a1 1
a2 1, −1
a3 2, 0, −2
a4 4, 2, 0, −2, −4
a5 8, 6, 4, 2, 0, −2, −4, −6, −8
a6 16, 14, 12, . . . , 0, −2, . . . , −12, −14, −16
Rozwa»ania prowadzimy dla n > 3.
Niech N(an) oznacza najwi¦ksz¡ mo»liw¡ warto±¢ liczby an. Zauwa»my, »e

N(a4) = 22 = 24−2

N(a5) = 23 = 25−2

N(a6) = 24 = 26−2.

Hipoteza: N(an) = 2n−2.
Dowód poprzez indukcj¦ matematyczn¡.

1◦ dla n = 3
N(a3) = 23−2 = 2.

2◦ Zaªo»enie: dla pewnego n zachodzi N(an) = 2n−2.
Teza: N(an+1) = 2n+1−2 = 2n−1.
Dowód:
N(an+1) = N(an)+N(an−1)+ · · ·+N(a2)+N(a1) = N(an)+N(an) = 2N(an).
Korzystaj¡c z zaªo»enia indukcyjnego

2N(an) = 2 · 2n−2 = 2n−1.

Koniec dowodu.
3◦ Na mocy zasady indukcji matematycznej hipoteza jest prawdziwa.
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Kudowa Zdrój sierpie« 2011

Post¦puj¡c analogicznie mo»na udowodni¢, »e najmniejsza mo»liwa warto±¢
liczby an (oznaczana dalej jako D(an)) jest postaci −2n−2. Zatem liczba an mo»e
przyjmowa¢ warto±ci jedynie z przedziaªu 〈−2n−2, 2n−2〉.

Zauwa»my równie», »e suma lub ró»nica liczby a1 i a2 jest zawsze parzysta,
w konsekwencji równie» liczba a3 oraz ka»da nast¦pna zawsze jest parzysta.

N(an) = N(an−1) +N(an−2) + . . .+N(a2) +N(a1).

�atwo zauwa»y¢, »e zmieniaj¡c ostatni znak �+� na �−� uzyskamy warto±¢ mniej-
sz¡ od N(an) o 2, a kolejne zmiany spowoduj¡ zmniejszenie warto±ci an o 4, 6,
8. . . , itd. przez wszystkie liczby parzyste a» do sytuacji, kiedy wszystkie znaki
b¦d¡ minusami, za± an osi¡gnie warto±¢ D(an).

Zatem liczba an mo»e przyjmowa¢ 2n−2

2
ró»nych warto±ci dodatnich, tyle samo

ujemnych oraz warto±¢ 0. W sumie 2n−2 + 1 ró»nych warto±ci. Warto zaznaczy¢,
»e wzór jest poprawny dla ka»dego n > 2, dla n = 1 an = 1.



Seria druga

1. Udowodni¢, »e je»eli ustawimy na szachownicy 4× 4 co najwy»ej 6 pionków, to
zawsze znajdziemy takie dwa wiersze i dwie kolumny, w których stoj¡ wszystkie
pionki. Poda¢ przykªad takiego ustawienia 7 pionków na tablicy 4 × 4, »e po
usuni¦ciu z planszy wszystkich pionków stoj¡cych w dwóch dowolnie wybranych
wierszach i dwóch dowolnie wybranych kolumnach na planszy zostanie co naj-
mniej jeden pionek.

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Pawªa Rzo«cy).
Przy rozmieszczeniu 6 pionków w 4 kolumnach w jednej z kolumn musz¡ si¦ znale¹¢
co najmniej dwa pionki. Je»eli w jednej kolumnie s¡ 3 lub 4 pionki, to wykre±lamy
t¦ kolumn¦ a pozostaªe co najwy»ej trzy pionki wykre±limy usuwaj¡c odpowiedni
wiersz i dwie kolumny. Je»eli »adna kolumna nie zawiera co najmniej trzech pion-
ków, to co najmniej dwie kolumny musz¡ zawiera¢ po dwa pionki. Wówczas ko-
lumnami skre±lamy po dwa, a pozostaªe dwa pionki wierszami.

• •
•

• •
• •

Ustawienie 7 pionków, aby nie daªo si¦ ich skre±li¢
dwiema kolumnami i dwoma wierszami.

2. Jaki jest stosunek pola czworok¡ta A′B′C ′D′ do pola czworok¡ta ABCD (rys. 1)?

A

D

C

B

A'

D'

C'

B'

A

D

C

B

A'

D'

C'

B'

Rysunek 1. Rysunek 2.

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Jakuba Kurlaka).

Odlegªo±ci punktu A od odcinków D′D i DC s¡ równe (rys. 2), a wiedz¡c, »e
te odcinki s¡ równej dªugo±ci, dostajemy, »e 4D′AD i 4DAC maj¡ równe pola.
Niech P4DAC = K = P4D′AD.

Analogicznie równe pola maj¡ trójki trójk¡tów:

∗ K = P4DAC = P4D′AD = P4A′AD′ .
∗ P4DCB = P4DCC′ = P4D′DC′ . Niech P4DCB = L.
∗ P4C′CB′ = P4BB′C = P4ABC . Niech P4ABC = M .
∗ P4A′BB′ = P4A′BA = P4ABD. Niech P4ABD = N .
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Wi¦c N + L = P�ABCD = K + M . Zatem pole czworok¡ta A′B′C ′D′ jest równe
3N + 3L+ 3K+ 3M − (M +K) = 6K−K+ 6M −M = 5K+ 5M . Otrzymujemy
wi¦c

P�A′B′C′D′ = 5K + 5M

P�ABCD = K +M

P�A′B′C′D′

P�ABCD

=
5K + 5M

K +M
=

5(K +M)

(K +M)
= 5.

3. Tablic¦ 6× 6 pokryto klockami 2× 1. Pokaza¢, »e mo»na znale¹¢ prost¡, która
rozcina tablic¦ na dwie niepuste cz¦±ci i nie przecina »adnego klocka 2× 1.

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Wojciecha Rybaka).

A
B
C
D
E

1 2 3 4 5

Prosta rozcinaj¡ca musi przebiega¢ wzdªu» jednej z linii
1�5 lub A�E.
Powstaje wtedy, gdy na jednej linii znajdzie si¦ 6 kra-
w¦dzi klocków jednocze±nie.

Aby pokry¢ tablic¦ 6×6 potrzeba 18 klocków. Daj¡ one w sumie 42 kraw¦dzie
(odcinki jednostkowe) pomi¦dzy klockami (18 · 6 = 108, jednak obwód tablicy to
24 pola, ponadto dwie stykaj¡ce si¦ kraw¦dzie ª¡cz¡ si¦ w jedn¡).

Nale»y zauwa»y¢, »e na jednej linii mo»e le»e¢ tylko parzysta liczba kraw¦dzi.

9

9

9

9

7

7

Nieparzysta liczba kraw¦dzi na jednej z linii powoduje, »e nie mo»na doko«czy¢
ukªadania, poniewa» zostaªo po 9 lub 7 pól do pokrycia.

Wewn¡trz tablicy mamy 42 kraw¦dzie do rozmieszczenia oraz 10 linii, na któ-
rych le»¡ kraw¦dzie. Na ka»dej linii mo»na umie±ci¢ tylko parzyst¡ liczb¦ kraw¦dzi,
zatem na co najmniej jednej z nich b¦dzie le»e¢ 6 kraw¦dzi, które utworz¡ prost¡
rozcinaj¡c¡.

4. Udowodni¢, »e w dowolnym ci¡gu 39 kolejnych liczb naturalnych znajduje si¦
co najmniej jedna liczba, której suma cyfr podzielna jest przez 11.

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Zo�i Bartyzel).
W±ród 20 pierwszych liczb 39�wyrazowego ci¡gu znajduje si¦ liczba, której cyfr¡
dziesi¡tek jest 0, ale cyfr¡ jedno±ci nie jest 9. Oznaczymy t¦ liczb¦ przez n. Kolejne
19 wyrazów ci¡gu ma posta¢ n+ 1, n+ 2,. . . , n+ 18, n+ 19.

Wyrazy od n + 10 do n + 18 maj¡ takie same sumy cyfr jak wyrazy od n + 1
do n + 9, wi¦c sumy cyfr wyrazów n, n + 1, n + 2,. . . , n + 9, n + 19 wynosz¡ N ,
N + 1,. . . , N + 10, gdzie N jest sum¡ cyfr n. W±ród 11 kolejnych liczb na pewno
znajdziemy jedn¡ podzieln¡ przez 11.



Seria trzecia

1. Sze±cian podzielono na czworo±ciany. Jaka jest najmniejsza liczba czworo±cia-
nów, które mo»na otrzyma¢ w ten sposób? Odpowied¹ uzasadni¢.

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Marcina Tomasa).
Pi¦¢ czworo±cianów mo»na otrzyma¢ ukªadaj¡c je w nast¦puj¡cy sposób:

W naro»ach umie±ci¢ 4 czworo±ciany tak, aby 3 kraw¦dzie ka»dego z nich byªy
jednocze±nie kraw¦dziami sze±cianu, za± pozostaªe 3 kraw¦dzie byªy przek¡tnymi
±cian sze±cianu. Ostatni czworo±cian tworzy 6 wykre±lonych przek¡tnych ±cian
sze±cianu (powstanie czworo±cian foremny). Opisan¡ sytuacj¦ ilustruje rysunek:

Uzasadnienie: nie mo»na wstawi¢ mniejszej liczby czworo±cianów, gdy» przy
ustawieniu ich w inny sposób zawsze znajdzie si¦ jaki± czworo±cian który b¦dzie
miaª mniejsz¡ wysoko±¢ b¡d¹ mniejsze pole podstawy ni» u czworo±cianów na-
ro»nych, a wi¦c w konsekwencji b¦dzie miaª mniejsz¡ obj¦to±¢. Czworo±cianu
o wi¦kszej obj¦to±ci ni» czworo±cian foremny o kraw¦dzie a

√
2 w sze±cian nie da

si¦ wpisa¢.
Od redakcji: Pomimo niekompletno±ci ko«cowej cz¦±ci rozwi¡zania rozumowa-

nie zostaªo zamieszczone ze wzgl¦du na ciekaw¡ ide¦ wykorzystania obj¦to±ci bryª.

2. Dany jest 45-k¡t foremny. Mamy do dyspozycji 10 kolorów. Czy jest mo»liwe
takie pokolorowanie wierzchoªków przy pomocy tych 10 kolorów, aby dla ka»-
dej pary ró»nych kolorów istniaªy dwa s¡siaduj¡ce wierzchoªki 45-k¡ta w tych
kolorach?

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Piotra Zielonki).
Mamy do dyspozycji 10 kolorów. Nazwijmy je od 1 do 10. Jedno u»ycie ustalonego
koloru Np. j = 1 tworzy co najwy»ej dwie pary wierzchoªków poª¡czonych kraw¦-
dzi¡. Wybrany kolor musi by¢ kolorem wierzchoªka s¡siaduj¡cego z wierzchoªkiem
w kolorze k dal k = 2, . . . , 10. Zatem naszego koloru musimy u»y¢ co najmniej
5 razy. Poniewa» mamy 10 kolorów i ka»dy z nich musi by¢ u»yty co najmniej
5 razy. Zatem minimalna liczba wierzchoªków wynosi 10 · 5 = 50 kolorów. St¡d
widzimy, »e nie da si¦ tego zrobi¢ dla 45-k¡ta.

3. W królestwie Mnogonii »yje 65 obywateli i król. Król ma jako jedyny prawo zgªa-
sza¢ projekty ustaw pod gªosowanie, ale on sam nie ma prawa gªosu. O przy-
j¦ciu lub odrzuceniu ustawy decyduj¡ pozostali obywatele w tajnym gªosowa-
niu. Ka»dy z 65 obywateli mo»e glosowa¢ za, przeciw, lub wstrzyma¢ si¦ od
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gªosu. Ustawa przechodzi, je»eli wi¦cej jest gªosów za ni» przeciw. Roczne
dochody Mnogonii to 66 talarów. W wyniku niedawnej rewolucji dochody pa«-
stwa dzielone s¡ po równo miedzy wszystkich obywateli i króla, ale król nadal
mo»e poddawa¢ pod gªosowanie projekty ustaw zmieniaj¡ce podziaª dochodów.
Jak powinien post¡pi¢ król (jakie ustawy powinien podda¢ pod gªosowanie) i ile
najwi¦cej mo»e on zarabia¢, je»eli wiadomo, »e ka»dy obywatel Monogonii b¦dzie
glosowaª za je»eli dana ustawa przewiduje wzrost jego zarobków, przeciw, je»eli
ustawa przewiduje ich zmniejszenie oraz wstrzyma si¦ od gªosu, je»eli ustawa
nie zmieni jego zarobków. Ka»dy z mieszka«ców Mnogonii mo»e zarabia¢ tylko
caªkowit¡ i nieujemn¡ liczb¦ talarów.

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Arkadiusza Bochniaka).
Król powinien wprowadzi¢ nast¦puj¡ce ustawy (zakªadamy, »e je»eli ustawa nie
wspomina o pewnej grupie obywateli, to oznacza, »e ich dochody pozostaj¡ bez
zmian, a zarobki króla s¡ dopeªnieniem do 66 zarobków obywateli):

Ustawa 1: Obni»amy dochody króla i 32 obywateli o 1, a pozostaªym podnosimy
o 1.

Ustawa 2: Spo±ród 33 obywateli, którym podniesiono w Ustawie 1 dochody
wybieramy 17 i podnosimy ich dochody o 1, a pozostaªym 16 redukujemy dochody
do 0. Król b¦dzie wtedy zarabia¢ 66− 17 · 3 = 15.

Ustawa 3: Spo±ród 17 obywateli, o których mowa w Ustawie 2 wybieramy 8
i redukujemy ich dochody do 0, a pozostaªym 9 z tej grupy podwy»szamy dochody
o 1 i zarabiaj¡ oni ju» po 4 talary. Dochody króla wynosz¡ ju» 66− 4 · 9 = 30.

Ustawa 4: Spo±ród 9 obywateli, o których mowa w Ustawie 3 wybieramy czte-
rech, którym redukujemy dochody do 0, a pozostaªym pi¦ciu zwi¦kszamy o 1, tym
samym zarabiaj¡ ju» po 5 talarów. Dochody króla wynosz¡ ju» 41 talarów.

Ustawa 5: Spo±ród 5 obywateli, o których mowa w Ustawie 4 wybieramy 2,
którym redukujemy dochody do 0, a pozostaªym trzem podnosimy dochody o 1,
wi¦c zarabiaj¡ ju» po 6 talarów. Dochody króla to 66− 3 · 6 = 48.

Pi¦ciu obywateli, o których mowa w Ustawie 4 oznaczmy przez A, B, C, D, E.
Po wprowadzeniu Ustawy 5 zarabiaj¡ oni nast¦puj¡co (króla oznaczamy przez K):

K A B C D E
48 0 0 6 6 6
Ustawa 6: Obni»amy do zera dochody osoby C, a podnosimy do 7 dochody

osób D i E.
Po tej ustawie mamy:
K A B C D E
52 0 0 0 7 7
Ustawa 7: Obni»amy do zera dochody osób D i E, a podwy»szamy do 1 osobom

A, B i C.
Mamy wtedy:
K A B C D E
63 1 1 1 0 0
Dalsze ruchy s¡ niemo»liwe. Ka»da próba zmniejszenia dochodów obywateli

poci¡ga za sob¡ zwi¦kszenie dochodów innych, poniewa» aby ustawa przeszªa, musi
by¢ wi¦cej gªosów za, ni» przeciw. Tak wi¦c najwy»sze zarobki króla wynosz¡ 63
talary.
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4. Do Kudowy przyjechaª autobusem PKS turysta i wysiadª na przystanku koªo
poczty. Nast¦pnie przez pewien czas zwiedzaª t¦ urocz¡ miejscowo±¢ w¦druj¡c
po jej uliczkach. Zm¦czony przysiadª na kawie w restauracji hotelu Kudowa.
Po chwili odpoczynku postanowiª wróci¢ na przystanek, ale chciaª i±¢ tylko tymi
ulicami, którymi poprzednio szedª nieparzyst¡ liczb¦ razy. Czy to si¦ mu mo»e
uda¢? Uwaga! Rozwi¡zania za maªo abstrakcyjne, tzn. bazuj¡ce na rzeczywi-
stym planie Kudowy nie b¦d¡ uwzgl¦dnione ,.

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Wojciecha Rybaka).
W¦zªem nazwijmy ka»de skrzy»owanie ulic, na którym turysta id¡cy z PKS-u do
kawiarni znalazª si¦ wi¦cej ni» raz. Zauwa»my niektóre wªa±ciwo±ci w¦zªów:

� dla ka»dego w¦zªa liczba przyj±¢ jest równa liczbie wyj±¢ (w sumie jest to liczba
parzysta);

� wyj±cie z ka»dego w¦zªa oznacza przyj±cie do kolejnego lub dotarcie do PKS-u
lub kawiarni;

� je»eli w czasie powrotu turysta mo»e doj±¢ do jakiego± w¦zªa, to mo»e go te»
opu±ci¢ (przychodzi ulic¡ o nieparzystej liczbie przej±¢, zostaje nieparzysta
liczba przej±¢, której nie da si¦ tak porozdziela¢ na ulice, aby na ka»dej znalazªa
si¦ parzysta liczba przej±¢; st¡d istnieje co najmniej jedna ulica, któr¡ mo»e
wyj±¢ z w¦zªa);

� w drodze powrotnej turysta mo»e doj±¢ do pierwszego w¦zªa przy kawiarni (do
kawiarni przyszedª tylko raz, wi¦c liczba przej±¢ jest nieparzysta).

Zauwa»my równie», »e w drodze powrotnej ka»d¡ uliczk¡ turysta mo»e przej±¢
najwy»ej raz (zmieni wtedy liczb¦ przej±¢ na parzyst¡).

Poniewa» turysta po wyj±ciu z kawiarni dojdzie do pierwszego w¦zªa, z ka»dego
w¦zªa przejdzie do nast¦pnego oraz nigdzie si¦ nie zap¦tli (wtedy musiaªby przej±¢
jak¡± uliczk¡ wi¦cej ni» raz), z pewno±ci¡ tra� on w ko«cu na dworzec PKS.



Rozdziaª 2

Rumia

Seria pierwsza

1. Niech S(x) oznacza sum¦ cyfr dodatniej liczby caªkowitej x. Rozwi¡za¢ równa-
nie

x+ S(x) + S(S(x)) = 2012.

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Macieja Wachulca).
Poka»emy, »e równanie

x+ S(x) + S(S(x)) = 2012

jest sprzeczne.

Lemat. Dla dodatniej liczby caªkowitej x zachodzi

S(x) ≡ x (mod 3).

Dowód. Niech x b¦dzie n+ 1-cyfrow¡ liczb¡ caªkowit¡

x = (an . . . a1a0)10 = an · 10n + . . .+ a1 · 10 + a0

Zachodzi 10 ≡ 1 (mod 3), a zatem dla dowolnego n > 0 mamy 10n ≡ 1 (mod 3).
St¡d

x ≡ an + . . .+ a1 + a0 = S(x) (mod 3).

Korzystaj¡c dwukrotnie z lematu otrzymujemy

x ≡ S(x) ≡ S(S(x)) (mod 3),

zatem
x+ S(x) + S(S(x)) ≡ 0 (mod 3).

Z drugiej strony 2012 ≡ 2 (mod 3), co oznacza, »e rozwa»ane równanie nie ma
rozwi¡zania.

2. Zaªó»my, »e liczba n jest sum¡ kwadratów trzech dodatnich liczb caªkowitych.
Udowodni¢, »e liczba n2 tak»e jest sum¡ kwadratów trzech dodatnich liczb caª-
kowitych.
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Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Grzegorza Gajocha).
Z zaªo»enia

n = a2 + b2 + c2

dla pewnych liczb caªkowitych dodatnich a, b i c. Bez straty ogólno±ci mo»emy
przyj¡¢, »e a > b > c. Wynika st¡d, »e

n2 = (a2 + b2 + c2)2

= a4 + b4 + c4 + 2a2b2 + 2b2c2 + 2a2c2

= a4 + b4 + c4 + 2a2b2 + (4b2c2 − 2b2c2) + (4a2c2 − 2a2c2)

= (a2 + b2 − c2)2 + (2bc)2 + (2ac)2.

Dzi¦ki zaªo»eniu a > b > c > 0 mamy a2 + b2 − c2 > 0, 2bc > 0 i 2ac > 0. Liczba
n2 jest zatem sum¡ kwadratów trzech dodatnich liczb caªkowitych.

3. Dwa »etony pokerowe, czerwony i niebieski, uªo»ono w stos jeden na drugim,
przy czym czerwony znalazª si¦ na wierzchu. Zaªó»my, »e na stosie »etonów
mo»na dokonywa¢ nast¦puj¡cych operacji:
a) w dowolne miejsce stosu (czyli pomi¦dzy dowolne dwa »etony znajduj¡ce si¦

na stosie, na spód stosu lub na wierzch stosu) mo»na doªo»y¢ dwa »etony
tego samego koloru (czerwone lub niebieskie),

b) ze stosu mo»na usun¡¢ dwa s¡siednie »etony tego samego koloru.
Czy jest mo»liwe, aby po wykonaniu sko«czenie wielu takich operacji na stosie
pozostaª jeden »eton niebieski le»¡cy na »etonie czerwonym?

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Grzegorza Bukowca).
Niech kn b¦dzie liczb¡ takich par »etonów znajduj¡cych si¦ na stosie po wykonaniu
n dozwolonych operacji, »e »eton czerwony jest nad niebieskim (par typu CN).
Z zaªo»enia wynika, »e k0 = 1. Zauwa»my, »e ka»da ka»da z dozwolonych operacji
mo»e zwi¦kszy¢ lub zmniejszy¢ liczb¦ par typu CN o liczb¦ parzyst¡:

1. Je»eli w ruchu n > 1 w dowolne miejsce stosu (czyli pomi¦dzy dowolne dwa »e-
tony znajduj¡ce si¦ na stosie, na spód stosu lub na wierzch stosu) doªo»ymy dwa
»etony czerwone, to kn = kn−1 + 2Nb, gdzie Nb jest liczb¡ »etonów niebieskich
znajduj¡cych si¦ pod dwoma doªo»onymi »etonami czerwonymi. Podobnie je-
»eli w ruchu n > 1 doªo»ymy dwa »etony niebieskie, to kn = kn−1 + 2Ca, gdzie
Ca jest liczb¡ »etonów czerwonych znajduj¡cych si¦ nad dwoma doªo»onymi
»etonami niebieskimi.

2. Je»eli w ruchu n > 1 ze stosu usuniemy dwa s¡siednie »etony czerwone (niebie-
skie), to kn = kn−1− 2Nb (kn = kn−1− 2Ca), gdzie Nb (Ca) jest liczb¡ »etonów
niebieskich (czerwonych) znajduj¡cych si¦ pod (nad) dwoma usuni¦tymi.

Wynika st¡d, »e opisane w zadaniu operacje nie mog¡ zmieni¢ parzysto±ci liczby
kn. Poniewa» w stanie ko«cowym jaki chcemy osi¡gn¡¢ liczba par typu CN wynosi
zero, wnioskujemy, »e nie jest mo»liwe, aby po wykonaniu sko«czenie wielu operacji
na stosie pozostaª jeden »eton niebieski le»¡cy na »etonie czerwonym.

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Johnny'ego B. Goode'a).
Udowodnimy najpierw pewien lemat. W jego dowodzie skorzystamy ze znanego
faktu: dla dowolnych liczb caªkowitych m > 0, a i b oraz dowolnego wielomianu
o wspóªczynnikach caªkowitych W zachodzi implikacja

a ≡ b (mod m) =⇒ W (a) ≡ W (b) (mod m).
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Lemat. Niech T (x) oznacza sum¦ cyfr stoj¡cych w zapisie dziesi¦tnym liczby
x przy nieparzystych pot¦gach 10 pomniejszon¡ o sum¦ cyfr stoj¡cych w zapisie
dziesi¦tnym liczby x przy parzystych pot¦gach 10. Dla dodatniej liczby caªkowitej
x zachodzi

T (x) ≡ x (mod 11).

Dowód. Niech x b¦dzie n+ 1-cyfrow¡ liczb¡ caªkowit¡

x = (an . . . a1a0)10 = an · 10n + . . .+ a1 · 10 + a0

Zachodzi 10n ≡ −1 (mod 11), a zatem rozpatruj¡c wielomian o wspóªczynnikach
caªkowitych W (x) = an · xn + . . . + a1 · x + a0 widzimy, »e W (10) ≡ W (−1)
(mod 11). Wystarczy teraz zauwa»y¢, »e W (−1) = T (x).

Stos »etonów mo»emy zakodowa¢ przy pomocy ci¡gu zer i jedynek (0 ozna-
cza »eton niebieski, 1 � »eton czerwony). Pierwsza cyfry kodu stosu odpowiada
wierzchoªkowi stosu. Stos »etonów jakim dysponujemy na pocz¡tku ma zatem kod
10. Kod stosu uto»samiamy z liczb¡ zapisan¡ w systemie dziesi¦tnym. Zauwa»my,
»e dla dowolnej liczby x b¦d¡cej kodem dla jakiego± stosu wykonanie dozwolonej
operacji, czyli wstawienie lub wymazanie s¡siaduj¡cych dwóch identycznych cyfr
(00 lub 11) nie zmienia warto±ci T (x). Jest tak, bo cyfry z miejsc parzystych
(nieparzystych) w zapisie dziesi¦tnym liczby x, które pozostan¡ po wykonaniu
operacji b¦d¡ nadal na miejscach parzystych (nieparzystych) w zapisie nowego
stosu. Ponadto dwie jednakowe s¡siaduj¡ce cyfry znosz¡ si¦ przy obliczaniu T (x).
Zatem warto±¢ T (x) mod 11 dla kodu stosu x jest stale równa T (10) mod 11.
Oznacza to, »e na stosie nie mo»e si¦ pojawi¢ jeden »eton niebieski le»¡cy na
»etonie czerwonym, bo kod takiego stosu (01) ma inn¡ reszt¦ z dzielenia przez 11.

4. Nadworny astrolog króla �wieczka skonstruowaª kiedy± zegar analogowy (zwykªy
zegar wskazówkowy) o trzech wskazówkach: godzinowej, minutowej i sekundo-
wej, poruszaj¡cych si¦ w sposób ci¡gªy. Astrolog twierdziª, »e dana chwila jest
szcz¦±liwa, je»eli patrz¡c w danym momencie na zegar ujrzymy w kierunku ru-
chu wskazówek zegara wskazówki, kolejno, godzinow¡, minutow¡ i sekundow¡.
Je»eli zobaczymy wskazówki godzinow¡, sekundow¡ i minutow¡, to chwila jest
pechowa. Czy w ci¡gu jednej doby wi¦cej czasu upªywa na chwilach szcz¦±liwych,
czy pechowych?

Rozwi¡zanie �rmowe.
Rozpatrzymy pozycje wskazówek T sekund po póªnocy oraz T sekund przed póª-
noc¡ tego samego dnia (T ∈ [1, 43200]). Je»eli jedna z tych chwil jest chwil¡
szcz¦±liw¡, to druga jest pechow¡. Ka»demu okresowi szcz¦±liwemu w ci¡gu jednej
doby odpowiada trwaj¡cy tyle samo czasu okres pechowy.

5. Czy istnieje sko«czony ci¡g liter alfabetu ªaci«skiego ( sªowo), który nie zawiera
podci¡gu postaci xx, czyli sklejenia jakiego± sªowa (ci¡gu liter) x z nim samym
(takie sªowa nazywa si¦ czasem kwadratami, przykªadowymi kwadratami wy-
st¦puj¡cymi w j¦zyku polskim s¡ sªowa mama, kankan, rowerowe, waªowaªo,
esemesem), ale taki podci¡g zªo»ony z pary identycznych sªów zawsze mo»na
znale¹¢ po dopisaniu dowolnej litery na pocz¡tku lub na ko«cu tego ci¡gu?
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Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Grzegorza Gajocha).
Takie sªowo istnieje. Udowodnimy, »e dla dowolnego zbioru sko«czonego A mo»na
zbudowa¢ ci¡g (sªowo) elementów A nie zawieraj¡ce kwadratu (sªowa postaci xx),
które b¦dzie zawieraªo kwadrat po przedªu»eniu go w dowoln¡ stron¦ o dowolny
element zbioru A. W dowodzie wykorzystamy indukcj¦ ze wzgl¦du na n, które
b¦dzie oznacza¢ liczb¦ elementów zbioru A.

Krok pierwszy. Niech n = 1. Zatem A = {a1} i szukanym sªowem jest w = a1.
Krok indukcyjny. Zaªó»my, »e n > 1 oraz dla alfabetu o n elementach potra�my

zbudowa¢ sªowo wn o podanych wªasno±ciach. Niech A = {a0, a1, . . . , an} b¦dzie
dowolnym alfabetem o n + 1 elementach. U»ywaj¡c liter a1, . . . , an i korzystaj¡c
z zaªo»enia indukcyjnego zbudujmy sªowo wn a nast¦pnie rozwa»my sªowo

wn+1 = wna0wn.

Sªowo to nie zawiera kwadratów, bo ka»de podsªowo wyst¦puj¡ce w wn+1 albo jest
zawarte w wn, albo zawiera dokªadnie jedno wyst¡pienie litery a0. Je»eli do sªowa
wn+1 dopiszemy jak¡kolwiek liter¦ a ∈ A i utworzymy sªowo awn+1 lub wn+1a, to
caªe nowoutworzone sªowo b¦dzie kwadratem je»eli a = a0 lub b¦dzie zawieraªo
kwadrat na mocy zaªo»enia indukcyjnego w pozostaªych przypadkach.

Na mocy zasady indukcji matematycznej nasze twierdzenie jest prawdziwe dla
dowolnego n, wi¦c w szczególnym przypadku alfabetu ªaci«skiego (n = 26) te».
Pocz¡tkowe etapy konstrukcji takiego sªowa mog¡ wygl¡da¢ tak:

a

aba

abacaba

abacabadabacaba

abacabadabacabaeabacabadabacaba.

6. Okr¡g o ±rodku w punkcie D przechodzi przez punkty A oraz B i przez ±rodek
O okr¦gu dopisanego do trójk¡ta ABC naprzeciwko wierzchoªka A (okr¦giem do-
pisanym do trójk¡ta ABC naprzeciwko wierzchoªka A nazywamy okr¡g styczny
do odcinka BC oraz do przedªu»e« boków AB i AC). Udowodni¢, »e punkty
A, B, C i D le»¡ na jednym okr¦gu.

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Macieja Wachulca).
Niech |∠CBO| = α i |∠BCO| = β. Odcinek BO jest dwusieczn¡ k¡ta zewn¦trz-
nego trójk¡ta ABC przy podstawie AC, zatem |∠ACB| = 180◦ − 2β. Rozumuj¡c
analogicznie stwierdzamy, »e |∠ABC| = 180◦ − 2α. Zatem

|∠CAB| = 180◦ − |∠ACB| − |∠ABC| = 2(α + β − 90◦).

Odcinek AO le»y na dwusiecznej k¡ta CAB zatem

|∠OAB| = α + β − 90◦

a st¡d

|∠AOB| = 180◦ − |∠ABC| − α− |∠OAB|
= 180◦ − (180◦ − 2α)− α− (α + β − 90◦)

= 90◦ − β.
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Z twierdzenia o k¡cie ±rodkowym i wpisanym opartym na tym samym ªuku

|∠ADB| = 2|∠AOB| = 180◦ − 2β = |∠ACB|.

Otrzymali±my |∠ADB| = |∠ACB|, zatem punkt D le»y na okr¦gu opisanym na
ABC.



Seria druga

1. Mno»¡c dwie liczby trzycyfrowe zauwa»yªem, »e wynik jest siedem razy mniejszy
ni» liczba powstaªa przez zapisanie czynników obok siebie. Jakie liczby mno»y-
ªem?

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Grzegorza Bukowca).
Oznaczmy szukane liczby przez a i b. S¡ to liczby trzycyfrowe, zatem 100 6 a, b 6
999. Liczba, która powstaje przez zapisanie liczb a i b jedna za drug¡, to 1000a+b.
St¡d

1000a+ b = 7ab

7ab− 1000a = b

a(7b− 1000) = b

a =
b

7b− 1000
.

Liczby a i b s¡ dodatnie, zatem 7b − 1000 > 0. St¡d b > 1000/7. Zachodzi
b1000/7c = 142 zatem b wynosi co najmniej 143. Zauwa»my, »e

7 · 143 = 1001,

zatem bior¡c b = 143 otrzymamy

a =
143

7 · 143− 1000
=

143

1001− 1000
= 143.

Nasz problem ma wi¦c co najmniej jedno rozwi¡zanie, które stanowi¡ liczby a =
b = 143. Zauwa»my teraz, »e dla b = 144 warto±¢ wyra»enia

a =
b

7b− 1000

wynosi

a =
144

7 · 144− 1000
=

144

8
= 18.

Dla b > 144 warto±¢ tego wyra»enia jest jeszcze mniejsza, zatem nigdy nie jest
liczb¡ trzycyfrow¡. Dlatego jedynym rozwi¡zaniem naszego problemu s¡ liczby
a = b = 143.

2. W klasie Piotra jest razem z nim 29 uczniów. Ka»dy z 28 pozostaªych uczniów
przyja¹ni si¦ z inn¡ liczb¡ uczniów z tej klasy (relacja przyja¹ni jest syme-
tryczna, tzn. je»eli X przyja¹ni si¦ z Y, to Y przyja¹ni si¦ z X). Z iloma
uczniami ze swojej klasy przyja¹ni si¦ Piotr?

Rozwi¡zanie (na podstawie prac Macieja Wachulca i Macieja Wo¹niaka).
Ponumerujmy uczniów klasy Piotra liczbami od 1 do 28. Niech aj oznacza liczb¦
znajomych ucznia j. Ka»dy z 28 uczniów klasy Piotra (poza nim) zna inn¡ liczb¦
osób w klasie, zatem mo»emy zaªo»y¢, »e 0 6 a1 < a2 < . . . < a28 < 28.
Ponadto osoba o najmniejszej liczbie znajomych nie mo»e mie¢ ich mniej ni» jedn¡.
Zachodz¡ wi¦c dwa przypadki:

1. Osoba o najmniejszej liczbie znajomych z nikim sie nie przyja¹ni (a1 = 0).
2. Osoba o najmniejszej liczbie znajomych zna dokªadnie jedn¡ osob¦ (a1 = 1).
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W przypadku pierwszym osoba o najwi¦kszej liczbie znajomych (a28) zna 27
osób (nie mo»e przyja¹ni¢ si¦ z uczniem 1, bo znajomo±ci s¡ wzajemne). Oznacza
to, »e liczby znajomych dla 28 uczniów z klasy Piotra wynosz¡ od 0 do 27 i zachodzi
aj = j − 1 dla j = 1, . . . , 28. Zauwa»my teraz, »e ucze« 2 musi przyja¹ni¢ si¦
z uczniem 28 (wszyscy poza 1 przyja¹ni¡ si¦ z 28, w tym tak»e Piotr), zatem 3
przyja¹ni si¦ z 27 i 28 (bo a27 = 26 wi¦c 27 przyja¹ni si¦ ze wszystkimi poza
uczniami 1 i 2). Kontynuuj¡c widzimy, »e ucze« j dla j = 2, . . . , 14 przyja¹ni
si¦ z uczniami 30− j, . . . , 28. Ucze« 15 przyja¹ni si¦ z Piotrem oraz uczniami
16, . . . , 28. Podobnie ucze« j dla j = 16, . . . , 28 przyja¹ni si¦ natomiast z Piotrem
oraz uczniami 2, . . . , j−1. Oznacza to, »e Piotr przyja¹ni si¦ z uczniami 15, . . . , 28,
czyli ma 14 znajomych w klasie.

W drugim przypadku a1 = 1. Analogicznie jak w poprzednim przypadku
wnioskujemy, »e osoba o najwi¦kszej liczbie znajomych zna 28 osób i aj = j
dla j = 1, . . . , 28. Zauwa»my teraz, »e 1 musi przyja¹ni¢ si¦ z 28, 2 przyja¹ni
si¦ z 28 i 27 i tak dalej. Ucze« j dla j = 1, 2, . . . , 14 przyja¹ni si¦ z uczniami
29− j, . . . , 28. Ucze« j dla j = 15, . . . , 28 przyja¹ni si¦ natomiast z Piotrem oraz
uczniami 1, . . . , j − 1. Oznacza to, »e Piotr przyja¹ni si¦ z uczniami 15, . . . , 28,
czyli ma 14 znajomych w klasie.

Odpowied¹: Piotr ma 14 znajomych w klasie.

3. Dowolnej parze liczb rzeczywistych (x, y) przyporz¡dkowujemy liczb¦ x?y. Zna-
le¹¢ liczb¦ 2012 ? 2011 je»eli wiadomo, »e

x ? x = 0 oraz x ? (y ? z) = (x ? y) + z

dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Johnny'ego B. Goode'a).
Korzystaj¡c z zaªo»e« widzimy, »e

2012 ? 0 = 2012 ? (2011 ? 2011) = (2012 ? 2011) + 2011, (2.1)

2012 ? 0 = 2012 ? (2012 ? 2012) = (2012 ? 2012) + 2012 = 2012. (2.2)

Przyrównuj¡c stronami (2.1) i (2.2) otrzymujemy

(2012 ? 2011) + 2011 = 2012,

a st¡d 2012 ? 2011 = 1.

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Grzegorza Gajocha).
Rozpatrzmy funkcj¦

f(x, y) = x ? y.

Z zaªo»enia wynika, »e dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z speªnione s¡ rów-
nania

f(x, x) = 0, (2.3)

f(x, f(y, z)) = f(x, y) + z. (2.4)

Dla dowolnego x mamy wi¦c

f(x, 0) = f(x, f(x, x)) (z (2.3))

= f(x, x) + x (z (2.4))

= x (z (2.3)).
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Wykazali±my zatem, »e dla dowolnego x zachodzi

f(x, 0) = x. (2.5)

Wstawiaj¡c do powy»ej równo±ci x = 0 oraz dowolne y otrzymamy

0 = f(0, 0) (z (2.5))

= f(0, f(y, y)) (z (2.3))

= f(0, y) + y (z (2.4)).

Wykazali±my zatem, »e dla dowolnego y zachodzi

f(0, y) = −y. (2.6)

We¹my teraz dowolne x oraz z i rozpatrzmy

f(x, z) = f(x,−(−z))

= f(x, f(0,−z)) (z (2.6))

= f(x, 0) + (−z) (z (2.4))

= x− z (z (2.5)).

Wykazali±my zatem, »e dla dowolnych liczb rzeczywistych x oraz z zachodzi

f(x, z) = x− z.

W szczególno±ci f(2012, 2011) = 2012 ? 2011 = 2012− 2011 = 1.

4. O czworok¡cie wypukªym ABMC wiadomo, »e ∠BAM = 30◦, ∠ACM = 150◦

oraz |AB| = |BC|. Udowodni¢, »e odcinek AM le»y na dwusiecznej ∠BMC.

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Johnny'ego B. Goode'a).

C
150◦

A

M

30◦

B

d

a

b

c

a

α
β

30◦−α

60◦−α 90◦+α

Z twierdzenia sinusów dla ∆ABM :

sin 30◦

b
=

sin β

a
,

a zatem
a

b
=

sin β

sin 30◦
. (2.7)
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Z twierdzenia sinusów dla ∆CMB:

sin(90◦ + α)

b
=

sin(α + β)

a
,

a

b
=

sin(α + β)

sin(90◦ + α)
. (2.8)

Przyrównuj¡c (2.7) i (2.8), otrzymujemy:

sin β

sin 30◦
=

sin(α + β)

sin(90◦ + α)

sin β
1
2

=
sinα cos β + cosα sin β

cosα

2 cosα sin β = sinα cos β + cosα sin β

cosα sin β = sinα cos β

sin β

cos β
=

sinα

cosα

tgβ = tgα.

Z warunków zadania α < 30◦, bo α+∠MAC+∠ACM = 180◦. Podobnie rozpatru-
j¡c trójk¡t BCM o k¡tach α+β, 90◦+α oraz ∠CBM widzimy, »e tak»e β < 90◦.
W przedziale [0, 90◦) tangens jest funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡, zatem α = β.

5. Dla danej liczby rzeczywistej x przez {x} oznaczamy cz¦±¢ uªamkow¡, a przez
[x] � cz¦±¢ caªkowit¡ x. Dla danych liczb rzeczywistych a oraz b niech pn =
[2{an+ b}].
a) Czy dla dowolnego czteroelementowego ci¡gu ω o wyrazach ze zbioru {0, 1}

mo»na znale¹¢ takie liczby a i b, »e ω b¦dzie podci¡giem ci¡gu p0, p1, p2, . . .?
b) Czy dla dowolnego pi¦cioelementowego ci¡gu ω o wyrazach ze zbioru {0, 1}

mo»na znale¹¢ takie liczby a i b, »e ω b¦dzie podci¡giem ci¡gu p0, p1, p2, . . .?

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Grzegorza Gajocha).
Udowodnimy nast¦puj¡cy

Lemat. Niech a = 1 − a dla a ∈ {0, 1}. Je»eli qn = [2{an + b + 1
2
}], to qn = pn

dla wszystkich n.

Dowód. Zauwa»my, »e

pn = 0⇐⇒ {an+ b} ∈
[
0,

1

2

)
⇐⇒ {an+ b+ 1/2} ∈

[
1

2
, 1

)
⇐⇒ qn = 1 = pn.

Zatem mamy tak»e pn = 1⇐⇒ qn = 0 = pn.

Z lematu otrzymujemy, »e je»eli ci¡g ω = ω1 . . . ωn o wyrazach ze zbioru {0, 1}
jest podci¡giem ci¡gu p0, p1, p2, . . . dla pewnych liczb a i b, to ci¡g ω = ω1 . . . ωn

jest podci¡giem ci¡gu p0, p1, p2, . . . dla liczb a i b+ 1
2
.

Na mocy powy»szej obserwacji wystarczy zatem pokaza¢, »e wszystkie ci¡gi
czteroelementowe zawieraj¡ce co najwy»ej dwie jedynki s¡ podci¡gami ci¡gu p0,
p1, p2,. . . dla pewnych liczb rzeczywistych a i b.
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Rozpatrzmy zatem nast¦puj¡ce warto±ci liczb a i b:

1. a = 0, b = 0: Wówczas

p0, p1, p2, . . . = 0, 0, 0, 0, 0, . . . = 0∞.

Zatem ci¡g 0000 pojawia si¦ jako podci¡g.
2. a = 1

2
, b = 0: Wówczas

p0, p1, p2, . . . = 0, 1, 0, 1, 0, 1, . . . = (01)∞.

Zatem ci¡gi 0101 oraz 1010 pojawiaj¡ si¦ jako podci¡gi.
3. a = 1

5
, b = 4

5
: Wówczas

p0, p1, p2, . . . = 1, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, . . . = 1(00011)∞.

Zatem ci¡gi 1000, 0011, 0110, 1100 oraz 0001 pojawiaj¡ si¦ jako podci¡gi.
4. a = 3

10
, b = 17

20
: Wówczas

p0, p1, p2, . . . = 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, . . . = 1(00011)∞.

Zatem ci¡gi 0010, 0100, oraz 1001 pojawiaj¡ si¦ jako podci¡gi.

Wykazali±my, »e wszystkie ci¡gi czteroelementowe, w których 1 wyst¦puje co naj-
wy»ej dwa razy s¡ podci¡gami ci¡gu pn dla odpowiednio dobranych a i b. Na
mocy udowodnionego wy»ej lematu wnioskujemy, »e liczby a i b mo»na dobra¢ dla
wszystkich ci¡gów czteroelementowych.

Od redakcji: Pomimo niekompletno±ci ko«cowej cz¦±ci rozwi¡zania rozumo-
wanie zostaªo zamieszczone ze wzgl¦du na ciekaw¡ ide¦. Koniec rozwi¡zania, to
odpowied¹ �rmowa.

Udowodnimy, »e przy powy»szych zasadach nie otrzymamy nigdy ci¡gu 00010.
Uto»samimy najpierw odcinek [0, 1) z okr¦giem o obwodzie 1 na pªaszczy¹nie oraz
b¦dziemy uwa»ali dwie liczby rzeczywistej o równych cz¦±ciach uªamkowych za
punkty na okr¦gu. Zgodnie z tym uto»samieniem xn = {an + b} jest punktem
na okr¦gu, który powstaje przez n-krotny obrót punktu {b} o k¡t 2πa odwrotnie
do ruchu wskazówek zegara. Wówczas pn = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy xn le»y
na dolnym póªokr¦gu [1/2, 1). Je»eli {a} = 1/2, to ci¡g pn jest równy (01)∞ lub
(10)∞ i nie pojawi si¦ w nim podci¡g 00010. Przyjmijmy zatem, »e {a} 6= 1/2
i rozpatrzmy trzy kolejne punkty xn, xn+1, xn+2 wyznaczone przez nasz¡ procedur¦
na okr¦gu. Punkty xn i xn+2 podziel¡ okr¡g na dwa odcinki: krótszy i dªu»szy,
bo zaªo»yli±my, »e {a} 6= 1/2. Wówczas mamy dwie mo»liwo±ci: punkt xn+1 mo»e
le»e¢ na dªu»szym lub na krótszym ªuku okr¦gu. Co wi¦cej, je»eli dla pewnego
n zachodzi który± z powy»szych przypadków, to dla wszystkich n zaobserwujemy
identyczne poªo»enie trzech kolejnych punktów, bo nasze odwzorowanie obraca
sztywno caª¡ kon�guracj¦. Zatem w przypadku pierwszym nigdy nie otrzymamy
ci¡gu 000, a w drugim przypadku ci¡gu 010.



Rozdziaª 3

Rytro

Seria pierwsza

1. Czy mo»liwe jest ustawienie czterech piªkarzy na boisku tak, aby odlegªo±ci po-
mi¦dzy nimi wynosiªy 1, 2, 3, 4, 5 oraz 6 metrów?

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy wielu autorów).
Takie ustawienie jest mo»liwe. Aby to wykaza¢ wystarczy ustawi¢ piªkarzy w punk-
tach A, B, C, D le»¡cych na jednej prostej, gdzie |AB| = 2 metry, |BC| = 3 metry
oraz |CD| = 1 metr.

2m 3m 1m
A B C D

2. W±ród mieszka«ców pewnej wyspy 2/3 m¦»czyzn oraz 3/5 kobiet jest w monoga-
micznych i ró»nopªciowych zwi¡zkach maª»e«skich. Jaki procent populacji tych
wyspiarzy pozostaje w zwi¡zku maª»e«skim?

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Krzysztofa Borowika).
Niech x oznacza liczb¦ m¦»czyzn a y liczb¦ kobiet zamieszkuj¡cych wysp¦. Skoro
wszystkie zwi¡zki s¡ monogamiczne i ró»noplciowe, to liczba kobiet pozostaj¡cych
w zwi¡zku maª»e«skim jest równa liczbie liczbie m¦»czyzn, zatem

2

3
x =

3

5
y.

Zatem x = 9
10
y. Caªkowita populacja wyspy wynosi x+ y, za± liczba mieszka«ców

wyspy nie b¦d¡cych stanu wolnego to 2
3
x+ 3

5
y. Odsetek wyspiarzy pozostaj¡cych

w zwi¡zku maª»e«skim wynosi wi¦c:

2
3
x+ 3

5
y

x+ y
· 100% =

23
5
y

19
10
y
· 100% =

12

19
· 100% ≈ 63, 2%.

3. Na papierze w kratk¦ narysowano wypukªy wielok¡t w ten sposób, »e wszystkie
jego wierzchoªki le»¡ na przeci¦ciach linii i »adna z kraw¦dzi nie le»y na jednej
linii. Pokaza¢, »e suma dªugo±ci linii pionowych zawartych w tym wielok¡cie
jest równa sumie dªugo±ci linii poziomych zawartych w tym wielok¡cie.

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Aleksandry Józefaciuk).
Narysujmy na pªaszczy¹nie taki wielok¡t wypukªy, »e wszystkie jego wierzchoªki
le»¡ w punktach kratowych i »adna z kraw¦dzi nie le»y na jednej z linii wyznacza-
j¡cej punkty kratowe.

strona 28 z 43



Rytro czerwiec 2013

x1

x2

x3

x4
x5

x6
x7

x8 x9
x10

x11

A

B

C

D

E

F

Oznaczmy dªugo±ci odcinków linii pionowych zawartych we wn¦trzu wielok¡ta
przez x1, x2, . . . , xn (patrz rysunek). Podziel¡ one nasz wielok¡t na n−1 trapezów
i dwa trójk¡ty (dzi¦ki zaªo»eniu, »e »aden bok nie le»y na takiej linii). Pole P tego
wielok¡ta jest sum¡ pól tych trapezów i trójk¡tów:

P =
1

2
x1 · 1 +

( n−1∑
j=1

1

2
(xj + xj+1) · 1

)
+

1

2
xn · 1 =

n∑
j=1

xj.

Podzielmy teraz nasz wielok¡t liniami poziomymi. Oznaczmy dªugo±ci odcinków
linii poziomych zawartych we wn¦trzu wielok¡ta przez y1, y2, . . . , ym. Podobnie jak
poprzednio mamy:

P =
1

2
y1 · 1 +

(m−1∑
j=1

1

2
(yj + yj+1) · 1

)
+

1

2
ym · 1 =

m∑
j=1

yj.

Otrzymali±my
n∑

j=1

xj = P =
m∑
j=1

yj,

czyli suma dªugo±ci linii pionowych zawartych w tym wielok¡cie jest równa sumie
dªugo±ci linii poziomych zawartych w tym wielok¡cie.

4. Znale¹¢ przykªad wielomianu P stopnia 2013 speªniaj¡cego dla wszystkich liczb
rzeczywistych x to»samo±¢

P (x) + P (1− x) = 1.
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Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Macieja Wachulca).
Niech Q(x) = P (x) − 1/2. Wówczas wielomian Q speªnia dla wszystkich liczb
rzeczywistych x równanie

Q(x) = −Q(1− x) (3.1)

wtedy i tylko wtedy, gdy P speªnia dla wszystkich liczb rzeczywistych x równanie

P (x) + P (1− x) = 1.

Zde�niujmy nowy wielomian R wzorem

R(y) = Q(y + 1/2).

Wstawiaj¡c x = y + 1/2 do równania (3.1) otrzymujemy Q(y + 1/2) = −Q(y −
1/2), zatem rownanie (3.1) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej liczby
rzeczywistej y zachodzi

R(y) = Q(y + 1/2) = −Q(1− (y + 1/2)) = −Q((−y) + 1/2) = −R(y). (3.2)

Ostatnie równanie zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy R jest wielomianem niepa-
rzystym. Zauwa»my jeszcze, »e wielomiany P , Q oraz R s¡ zawsze tego samego
stopnia. Zatem wystarczy wzi¡¢ wielomian R(y) = y2013, aby speªnione byªo
równanie (3.2). Wówczas wielomian

Q(x) = (x− 1/2)2013

speªnia równanie (3.1). Zatem P (x) = (x− 1/2)2013 + 1/2 speªnia warunki podane
w zadaniu, co ªatwo te» sprawdzi¢ bezpo±rednio

P (x) + P (1− x) = ((x− 1/2)2013 + 1/2) + ((1− x)− 1/2)2013 + 1/2

= (x− 1/2)2013 − (x− 1/2)2013 + 1 = 1.

5. Peªn¡ tali¦ 52 kart uªo»ono w rz¦dzie na stole. Pewna liczba z tych kart jest
obrócona koszulk¡ do góry. Gracz w ka»dym ruchu odwraca na drug¡ stron¦
pewn¡ liczb¦ s¡siaduj¡cych kart z których pierwsza i ostatnia musi by¢ koszulk¡
do góry (uwaga! taki blok mo»e skªada¢ si¦ z jednej karty) i ukªada je w od-
wrotnej kolejno±ci (tzn. ostatnia karta staje si¦ pierwsz¡ itd.). Pokaza¢, »e
bez wzgl¦du na to jak b¦dzie graª w pewnym momencie wszystkie karty b¦d¡
odsªoni¦te (odwrócone koszulk¡ do doªu).

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Mateusza B¡kaªy).
Udowodnimy, »e twierdzenie z tezy zadania zachodzi dla talii zªo»onej z n kart
(n dowolne). Dowód przeprowadzimy indukcyjnie. Twierdzimy, »e dla ka»dego
n istnieje taka liczba k(n), »e po najdalej k(n) ruchach wszystkie karty b¦d¡ od-
sªoni¦te koszulk¡ do doªu.

Dla n = 1 mamy jedn¡ kart¦ i teza jest oczywista, bo po najdalej jednym
posuni¦ciu karta ta b¦dzie odsªoni¦ta.

Zaªó»my, »e n > 1 i teza zostaªa udowodniona dla talii zªo»onej z n kart. Rozpa-
trzmy dowolnie uªo»enie n+1 kart. Zauwa»my, »e je»eli ostatnia karta jest w pew-
nym momencie gry odsªoni¦ta, to pozostanie odsªoni¦ta przez caª¡ rozgrywk¦, bo
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nigdy nie znajdzie si¦ ona pomi¦dzy dwiema kartami zasªoni¦tymi. Zatem od
momentu odsªoni¦cia ostatniej karty rozgrywka dotyczy tylko pierwszych n kart
i na mocy zaªo»enia indukcyjnego zako«czy si¦ po k(n) ruchach. Je»eli ostatnia
karta jest na pocz¡tku gry zasªoni¦ta, to na mocy zaªo»enia indukcyjnego graczy
mo»e jej nie odsªania¢ przez co najwy»ej k(n) tur (tyle ruchów mo»na wykona¢
u»ywaj¡c tylko n pierwszych kart). Zatem w sko«czonej liczbie kroków gracz musi
odsªoni¢ ostatni¡ kart¦ a wtedy gra tak»e zako«czy si¦ po sko«czonej liczbie tur.



Seria druga

1. Czy z ka»dej z danych o±miu równoodlegªych pªaszczyzn w przestrzeni mo»na
wybra¢ po jednym punkcie w ten sposób, »e tworz¡ one wierzchoªki sze±cianu?

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Rafaªa Maseªka).
Mo»na tak zrobi¢:

A

A′

B

B′

C

C ′

D

D′

Rysunek przedstawia cz¦±ci wspólne sze±cianu ABCDA′B′C ′D′ z o±mioma
równoodlegªymi pªaszczyznami. Ka»dy z wierzchoªków sze±cianu le»y na innej
pªaszczy¹nie.

2. Liczby od 1 do 2013 wypisano w rz¦dzie. Czy mo»na dopisa¢ pod spodem kolejny
wiersz zªo»ony z tych samych liczb, ale ustawionych w takiej kolejno±ci, »e suma
liczb w ka»dej kolumnie jest kwadratem?

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Karoliny Jedziniak).

1 2 195 196 197 2013
. . . . . .

195 194 1 2013 2012 196

sumy w kolumnach: sumy: 2209 = 472

196 = 142

Odpowied¹: Mo»na.

3. W rogu szachownicy m na n ustawiono wie»¦. Dwaj gracze na zmian¦ przesu-
waj¡ j¡ po szachownicy zgodnie z reguªami gry w szachy, ale wie»a nie mo»e
zatrzyma¢ si¦ ani przej±¢ nad polem na którym staªa lub przechodziªa przez nie
wcze±niej. Przegrywa gracz, który nie mo»e ju» wykona¢ ruchu. Który z graczy
mo»e zapewni¢ sobie zwyci¦stwo i jak wygl¡da jego strategia?

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Grzegorza Gajocha).
Mamy szachownic¦ n×m pól. Bez straty ogólno±ci zaªó»my, »e n to liczba kolumn,
n > m (szachownic¦ mo»na obraca¢) oraz, »e wie»a na pocz¡tku stoi w lewym
dolnym rogu.
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Zaªó»my, »e A porusza si¦ zawsze w poziomie na drugi koniec dozwolonego
obszaru szachownicy. Poka»¦, »e jest to strategia wygrywaj¡ca.

Przykªady dla m = 1, 2. Litery A, B oznaczaj¡ miejsca, sk¡d gracze wykonuj¡
swoje ruchy, strzaªki � posuni¦cia graczy, A gra zgodnie ze strategi¡, B wykonuje
jedyne mo»liwe ruchy.

A B

A B

AB

Udowodni¦ teraz krok indukcyjny.

A B

ABm

n

}
k

Zakªadam, »e dla ka»dej takiej sytuacji na planszach mniejszych A wygrywa. Gdy
A ruszy si¦ do ko«ca, B musi ruszy¢ si¦ w pionie � zaªó»my o k pól. Nast¦pnie
A rusza si¦ w drug¡ stron¦, B wybiera, czy ruszy¢ si¦ w gór¦, czy w dóª. W obu
przypadkach doprowadzi do prostok¡ta mniejszego. Korzystaj¡c z zaªo»enia in-
dukcyjnego, gracz A mo»e wygra¢ na tym mniejszym prostok¡cie.

Przypadek, w którym n = m oraz B rusza si¦ najdalej, jak to mo»liwe, dopro-
wadzi do wygranej A. Natomiast je±li B wykona ruch krótszy, sprowadza gr¦ do
przypadku istotnie prostok¡tnego.

4. Punkt X le»y na zewn¡trz rozª¡cznych okr¦gów o1 i o2 a odcinki styczne po-
prowadzone z x do o1 i o2 s¡ równej dªugo±ci. Pokaza¢, »e przeci¦cie przek¡t-
nych czworok¡ta o wierzchoªkach w punktach styczno±ci tych stycznych pokrywa
si¦ z punktem przeci¦cia takich prostych stycznych do obu okr¦gów, »e okr¦gi
o1 i o2 le»¡ po ró»nych stronach tych prostych.

Rozwi¡zanie (na podstawie pracy Macieja Wachulca).
Niech O1, O2 b¦d¡ odpowiednio ±rodkami o1, o2. Z podanej w zadaniu de�nicji X
wynika, »e X le»y na osi pot¦gowej o1, o2 oraz »e jest ±rodkiem okr¦gu opisanego
na punktach wyci¦tych w o1, o2 przez poprowadzone z X styczne. Niech owe
wyci¦te punkty to A, B, C, D. Za± ω to okr¡g (X,A) (tj. okr¡g o ±rodku w X
i przechodz¡cy przez A).

O1A ⊥ XA, poniewa» XA jest styczn¡. Zatem O1A jest równie» styczn¡ wzgl¦-
dem ω. Analogicznie XB. Wobec tego prosta AB jest biegunow¡ O1 wzgl¦dem ω.
Analogicznie CD jest biegunow¡ O2 wzgl¦dem ω.
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X

A

O1

B
C

O2

D

T

Niech T = AB∩CD. Z tw. La Hire prosta O1O2 jest biegunow¡ T wzgl¦dem ω.
Z lematu w pracy Dominika Burka (http://students.mimuw.edu.pl/�tc319421/
dwustosunek.pdf, Dwustosunek i biegunowe) wiemy jednak, »e punkt przeci¦cia
przek¡tnych czworok¡ta wpisanego w okr¡g le»y na biegunowych punktów przeci¦¢
przedªu»e« boków. Wobec tego punkt Y = AC ∩BD le»y na O1O2 niezale»nie od
poªo»enia X.



Cz¦±¢ III

Mecze matematyczne



Zadania na mecz matematyczny w Rumii

Licytacja

1. Sze±cio±ciany. Dwa wielo±ciany nazwiemy ªudz¡co podobnymi, je±li mo»na zna-
le¹¢ tak¡ odpowiednio±¢ pomi¦dzy ich ±cianami, wierzchoªkami i kraw¦dziami,
»e odpowiednie ±ciany maj¡ tak¡ sam¡ liczb¦ kraw¦dzi oraz spotykaj¡ si¦ w obu
bryªach w odpowiednich wierzchoªkach i kraw¦dziach. Ile mo»na znale¹¢ ró»-
nych sze±cio±cianów, które nie s¡ parami ªudz¡co podobne?

2. Podziaªy trójk¡ta. Wskaza¢ najwi¦ksz¡ mo»liw¡ tak¡ liczb¦ n, »e ka»dy trójk¡t
ostrok¡tny mo»na podzieli¢ na n sposobów odcinkami na trzy �gury maj¡ce
osie symetrii.

3. Testowanie jajka. Wyhodowano zmody�kowan¡ genetycznie kur¦, która znosi
superwytrzymaªe jajka. Dwa takie jajka zostan¡ u»yte do testu, który ma
sªu»y¢ znalezieniu najwy»szego pi¦tra pewnego stupi¦trowego wie»owca (pi¦tra
s¡ w nim ponumerowane od 1 do 100), z którego mo»na zrzuci¢ jajko i ono
si¦ nie rozbije. Zakªadamy, »e jajko zrzucone z bezpiecznego pi¦tra nigdy si¦
nie rozbije, ale zrzucone z dowolnego pi¦tra powy»ej najwy»szego bezpiecznego
pi¦tra rozbije si¦ zawsze. Niestety w skutek awarii wind ka»de jajko trzeba
przed ka»dym rzutem wnosi¢ po schodach. Znale¹¢ algorytm, który pozwoli
wyznaczy¢ pi¦tro, z którego mo»na bezpiecznie zrzuci¢ jajko przy pomocy jak
najmniejszej liczby testowych rzutów.

4. Pirackie zªoto. Zaªoga pirackiego statku zdobyªa kufer zªotych monet. Na
statku sªu»yªo stu piratów P1, . . . , P100 i mieli oni ±ci±le okre±lon¡ hierarchi¦:
pirat Pi miaª wy»sz¡ rang¦ od pirata Pj wtedy i tylko wtedy, gdy i > j.
Najwy»szy rang¡ pirat spo±ród »yj¡cych jest zwany kapitanem. Piraci b¦d¡
dzieli¢ zªoto przy pomocy nast¦puj¡cego algorytmu. Kapitan proponuje po-
dziaª zªota wskazuj¡c ile monet otrzyma ka»dy z kamratów. Propozycja ta jest
nast¦pnie poddana gªosowaniu, w którym udziaª bior¡ wszyscy piraci (wª¡cznie
z proponuj¡cym podziaª). Ka»dy pirat gªosuje za lub przeciw projektem po-
dziaªu. Je»eli propozycja zostanie przyj¦ta (uzyska poªow¦ lub wi¦cej gªosów),
to zªoto jest dzielone. Je»eli wi¦kszo±¢ gªosuj¡cych jest niezadowolona ze swo-
jego udziaªu w ªupie, to zabij¡ kapitana i powoªaj¡ nowego, który zaproponuje
nowy podziaª ªupów. Zakªadamy, »e piraci s¡ chciwi, tchórzliwi i nieufni, ale
s¡ inteligentni, tzn. ze strachu przed starszymi rang¡ nie b¦d¡ mi¦dzy sob¡
spiskowa¢, zawsze zagªosuj¡ za propozycj¡, która daje im najwi¦ksz¡ mo»liw¡
do uzyskania przy danej randze liczb¦ monet. Jaka jest najmniejsza liczba
monet w kufrze, aby kapitan prze»yª pierwsze gªosowanie i jak¡ propozycj¦
powinien on zªo»y¢ swoim kamratom?

5. Zepsuty zamek szyfrowy. Zamek szyfrowy otwiera kombinacja trzech cyfr z za-
kresu od 1 do 8. Niestety w skutek awarii zamek odblokuje si¦, je»eli zostan¡
poprawnie wprowadzone dwie z trzech cyfr (np. 1♦3, 14♦, ♦43, gdzie ♦ ozna-
cza dowoln¡ cyfr¦ otwiera zamek je»eli kombinacja otwieraj¡ca zamek to 143).
Jak wiele prób wprowadzenia trzycyfrowych kombinacji trzeba wykona¢, aby
otworzy¢ ten zamek? Znale¹¢ jak najmniejsz¡ liczb¦ prób.
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Regularne zadania

1. Skierowanie grafu. Udowodni¢, »e kraw¦dzie dowolnego grafu nieskierowanego
mo»na zorientowa¢ tak, aby dla wszystkich wierzchoªków grafu liczba kraw¦dzi
wychodz¡cych z danego wierzchoªka ró»niªa si¦ od liczby kraw¦dzi dochodz¡-
cych do tego wierzchoªka o ±1.

2. Suma 2i3j. Udowodni¢, »e ka»d¡ liczb¦ naturaln¡ n mo»na przedstawi¢ w po-
staci sumy takich liczb postacji 2i3j, »e »adna z nich nie jest dzielnikiem której±
z pozostaªych.

3. S¡siedzi w macierzy. Udowodni¢, »e przy dowolnym rozmieszczeniu liczb od
1 do n2 w kwadratowej tablicy n×n istniej¡ takie dwa pola s¡siaduj¡ce w pionie
lub w poziomie, »e wpisane w nie liczby ró»ni¡ si¦ o co najmniej n.

4. Okr¡gªy Stóª króla Artura. Prawo do zasiadania przy Okr¡gªym Stole ma
n > 2 rycerzy. Ka»dy z nich ma co najmniej n/2 przyjacióª w±ród pozostaªych
rycerzy. Pozostali rycerze s¡ jego wrogami. Udowodni¢, »e rycerzy mo»na
usadzi¢ przy Okr¡gªym Stole tak, aby »aden z nich nie siedziaª obok swojego
wroga. Relacje wrogo±ci i przyja¹ni s¡ symetryczne i dopeªniaj¡ si¦: albo dani
dwaj ró»ni rycerze s¡ przyjacióªmi, albo s¡ wrogami.

5. Paj¡ki i mrówka. Wzdªu» kraw¦dzi sze±cianu w¦druj¡ trzy paj¡ki poluj¡ce na
mrówk¦. Mrówka jest trzy razy szybsza od ka»dego z paj¡ków. Je»eli paj¡k
i mrówka spotkaj¡ si¦, to mrówka zostaje zjedzona. Czy mrówka ma szanse
prze»ycia je»eli wiadomo, »e paj¡ki b¦d¡ ze sob¡ wspóªpracowaªy?

6. Kolorowy sze±cian. �ciany 27 jednostkowych sze±cianów pomalowany przy u»y-
ciu trzech kolorów w ten sposób, »e dla ka»dego koloru jest mo»liwe uªo»enie
z tych sze±cianów sze±cianu 3 × 3 × 3, którego wszystkie widoczne ±ciany s¡
w wybranym kolorze. Znale¹¢ liczb¦ sze±cianów, których ±ciany pokolorowano
u»ywaj¡c wszystkich kolorów.

7. Ci¡g. Znale¹¢ wszystkie ci¡gi liczb rzeczywistych a0, a1, a2, . . . speªniaj¡ce dla
i > j > 0 równo±ci aiaj = ai+j + ai−j oraz ai = ai+12 i takie, »e a0 > a1 > a2 >
0.

8. Spacer. Udowodni¢, »e nie mo»na znale¹¢ krzywej zamkni¦tej przecinaj¡cej
ka»dy z 16 odcinków na rysunku dokªadnie jeden raz. Czy mo»na to zrobi¢ je»eli
zaªo»ymy, »e rysunek zostaª wykonany na powierzchni sfery lub na powierzchni
torusa zamiast na pªaszczy¹nie?



Zadania na mecz w Rytrze

Licytacja

1. Jaka jest najwi¦ksza liczba koników szachowych, które mog¡ by¢ umieszczone
na szachownicy 5 × 5 w ten sposób, »e ka»dy atakuje dokªadnie dwa spo±ród
pozostaªych?

2. Na pªaszczy¹nie umieszczamy kolejno punkty (jeden po drugim) tak, aby »adne
trzy z nich nie le»aªy na jednej prostej i po dodaniu ka»dego punktu narysowana
�gura miaªa o± symetrii. Jaka jest najwi¦ksza mo»liwa liczba punktów, które
mo»na w ten sposób umie±ci¢ na pªaszczy¹nie?

3. Adam i Bernard graj¡ w nast¦puj¡c¡ gr¦: Adam wybiera dwucyfrow¡ liczb¦
naturaln¡, a Bernard próbuje j¡ odgadn¡¢. Prób¦ uwa»amy za udan¡ je±li
Bernard poda liczb¦, której co najwy»ej jedna z cyfr ró»ni si¦ o co najwy»ej
jeden od odpowiadaj¡cej jej cyfry w liczbie Adama. Jaka jest najmniejsza
liczba prób jakiej potrzebuje Bernard aby zagwarantowa¢ sobie, »e co najmniej
jedna z nich b¦dzie udana?

4. Jaka jest najwi¦ksza liczba takich trójmianów kwadratowych maj¡cych dwa
ró»ne pierwiastki rzeczywiste, »e suma dowolnych dwóch z nich jest wielomia-
nem stopnia dwa o jednym (podwójnym) miejscu zerowym?

Regularne zadania

1. Trzy stosy licz¡ sobie odpowiednio: 51, 49 i 5 kamieni. Dwa stosy mog¡ zosta¢
poª¡czone lub jeden stos zbudowany z parzystej liczby kamieni mo»e zosta¢
podzielony na póª na dwa. Czy mo»emy otrzyma¢ w ten sposób 105 stosów po
jednym kamieniu?

2. Punkt A le»y wewn¡trz danego okr¦gu O. Znale¹¢ wszystkie mo»liwe poªo»enia
takiego punktu C, »e istniej¡ takie punkty B i D na okr¦gu O, »e czworok¡t
ABCD jest równolegªobokiem.

3. Dany jest wielomian f(x) = x2 + 12x+ 30. Rozwi¡za¢ równanie

f 2013(x) = 0.

4. Z peªnej talii kart wybrano siedem i pokazano je Adamowi, Bernardowi i Jac-
kowi. Nast¦pnie karty te potasowano i rozdano po trzy Adamowi i Bernardowi.
Adam i Bernard maj¡ za zadanie przekaza¢ sobie nawzajem informacje o kar-
tach, które maj¡ na r¦ce. Czy mog¡ to zrobi¢ tak, aby wiedzieli wszystko
o kartach jakie ma ten drugi a Jacek nie poznaª »adnej z ich kart. �aden z nich
nie zna siódmej karty. Jacek sªyszy co mówi¡ Adam i Bernard. Adam i Bernard
nie maj¡ tak»e mo»liwo±ci ustalenia »adnych szyfrów ani kodów.

5. Jak¡ najwi¦ksz¡ warto±¢ najwi¦kszego wspólnego dzielnika liczb n + 2013m
oraz m+ 2013n mo»na osi¡gn¡¢ je»eli m i n s¡ wzgl¦dnie pierwsze?

6. Ewa ma trzy patyczki. Je»eli nie da si¦ z nich skonstruowa¢ trójk¡ta, to naj-
dªu»szy z nich zostaje skrócony o sum¦ dªugo±ci dwóch pozostaªych. Czy mo»-
liwe jest, aby operacj¦ t¦ Ewa powtarzaªa w niesko«czono±¢ i na ka»dym etapie
miaªa trzy patyki o niezerowej dªugo±ci?

7. Znale¹¢ wszystkie liczby caªkowite x i y speªniaj¡ce równanie x4 − 2y2 = 1.
8. W rz¦dzie danych jest n lamp. Niektóre z nich ±wiec¡ si¦. Co minut¦ wszyst-

kie za±wiecone lampy gasn¡ a ka»da zgaszona lampa s¡siaduj¡ca z dokªadnie
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jedn¡ lamp¡ dotychczas wª¡czon¡ zapala si¦. Dla jakich n mo»liwy jest taki
pocz¡tkowy ukªad zapalonych lamp, który nigdy nie zga±nie?

9. Czy istnieje taka 2013-cyfrowa liczba naturalna w której zapisie dziesi¦tnym nie
wyst¦puje cyfra 0, »e po powi¦kszeniu jej o iloczyn jej cyfr otrzymamy liczb¦
o tym samym iloczynie cyfr?

10. Podstawy trapezu maj¡ dªugo±ci caªkowite i ró»ne. Pokaza¢, »e trapez ten
mo»na podzieli¢ na trójk¡ty przystaj¡ce.

11. W trójk¡cie ABC ±rodkowa BM ma dªugo±¢ równ¡ bokowi AC. Punkty
D i E znajduj¡ si¦, odpowiednio, na przedªu»eniach odcinków BA oraz AC
i speªniaj¡ równo±ci

|AD| = |AB| oraz |CE| = |CM |.

Pokaza¢, »e proste DM i BE s¡ prostopadªe.
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Priorytet: III � Wysoka jako±¢ systemu o±wiaty
Dziaªanie: 3.3. Poprawa jako±ci ksztaªcenia
Poddziaªanie: 3.3.4. Modernizacja tre±ci i metod ksztaªcenia

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersy-
tetem Jagiello«skim i Pa«stwow¡ Wy»sz¡ Szkoª¡ Zawodow¡ w Cheªmie

Czas trwania projektu: od 2009.12.31 � 2013.09.30

Projekt �Mªodzie»owe Uniwersytety Matematyczne� jest adresowany do mªo-
dzie»y ucz¡cej si¦ w szkoªach ponadgimnazjalnych (Liceum Ogólnoksztaªc¡ce, Li-
ceum Pro�lowe, Technikum) zlokalizowanych na terenie województw podkarpac-
kiego, maªopolskiego i lubelskiego.

Uzasadnienie:
Projekt powstaª w odpowiedzi na istnienie nast¦puj¡cych problemów:
1. Obni»aj¡cy si¦ poziom wiedzy i umiej¦tno±ci uczniów z matematyki, którego

gªówn¡ przyczyn¡ jest zmniejszenie liczby godzin z matematyki w cyklu ksztaªce-
nia.

2. Znikoma liczba szkolnych kóªek zaj¦¢ wyrównawczych matematyki.
3. Niewielkie wsparcie merytoryczne dla uczniów uzdolnionych matematycznie,

wynikaj¡ce m.in. z zaniku kontaktu nauczycieli i uczniów z o±rodkami akademic-
kimi.

4. Zanik kóªek zainteresowa« z matematyki.

Gªówne zaªo»enie projektu:
Podniesienie kompetencji matematycznych 6100 uczniów rozpoczynaj¡cych na-

uk¦ w klasie I w roku szkolnym 2010/11 w szkoªach ponadgimnazjalnych w woje-
wództwie podkarpackim, maªopolskim i lubelskim w okresie 09.2010�08.2013.

Cele szczegóªowe:
1. Zwi¦kszenie poziomu wiedzy i umiej¦tno±ci z matematyki 3900 uczniów po-

siadaj¡cych luki kompetencyjne w tym zakresie.
2. Reaktywowanie lub wzmacnianie okoªo 99 szkolnych kóªek zaj¦¢ wyrównaw-

czych.
3. Rozszerzenie poziomu wiedzy i umiej¦tno±ci z matematyki minimum 2200

uczniów uzdolnionych matematycznie.
4. Reaktywowanie lub wzmocnienie okoªo 78 szkolnych kóªek zainteresowa« we

wspóªpracy ze szkoªami wy»szymi realizuj¡cymi projekt.



Grupa docelowa:
Grup¦ docelow¡ stanowi¢ b¦d¡ uczniowie rozpoczynaj¡cy nauk¦ w kl. I w szko-

ªach ponadgimnazjalnych (Liceum Ogólnoksztaªc¡ce, Liceum Pro�lowe, Techni-
kum) w roku szkolnym 2010/11 zlokalizowanych na terenach woj. podkarpackiego,
maªopolskiego i lubelskiego. Wsparciem obj¦tych zostanie okoªo 6750 uczniów po-
chodz¡cych z 177 szkóª, którzy b¦d¡ mieli mo»liwo±¢ podniesienia poziomu wiedzy
z matematyki (dla uczniów sªabych), jak równie» rozszerzenia wiedzy z zakresu
matematyki (dla uczniów zdolnych). W ka»dym z trzech województw zostanie
wybranych po 30 szkóª do zaj¦¢ wyrównawczych i po 30 szkóª do zaj¦¢ rozsze-
rzaj¡cych z zakresu matematyki. Dana szkoªa mo»e otrzyma¢ wsparcie zarówno
w zakresie zaj¦¢ wyrównawczych jak i rozszerzaj¡cych. W zale»no±ci od potrzeb
w szkole utworzonych zostanie od 2 do 4 grup 15 osobowych do zaj¦¢ wyrównaw-
czych lub 2 grupy 15 osobowe do zaj¦¢ rozszerzaj¡cych. �¡czna liczba grup b¦dzie
wynosiªa 450.

Uczniowie zakwali�kowani do udziaªu w projekcie uczestniczy¢ b¦d¡ w nim
przez 3 lata szkolne (od klasy pierwszej do klasy trzeciej).
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