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Wstep

Niniejsza publikacja zawiera zadania z zawodow matematycznych organizowa-
nych podczas obozéw naukowych dla laureatow konkursu ,,Zostarn Fuklidesem”.
Uczniowie uczestniczacy w zajeciach Mtodziezowych Uniwersytetow Matematycz-
nych rywalizowali w latach szkolnych 2010-11, 201112 oraz 2012-13. Konkurs jak
i projekt byl finansowany przez Program Operacyjny Kapital Ludzki Unii Euro-
pejskiej. Cale przedsiewziecie realizowal Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie
z Uniwersytetem Jagiellonskim i Panstwowa Wyzsza Szkota Zawodowa w Chelmie.

Na obo6z kwalifikowano po okoto 15 najwyzej sklasyfikowanych w konkursie
wZostan Fuklidesem” ucznidow z wojewoddztw objetych dziatlaniem MUM, czyli z wo-
jewodztw: lubelskiego, matopolskiego, podkarpackiego. Lacznie w zajeciach roz-
szerzajacych z matematyki uczestniczyto na kazdym z obozéw okoto 45 uczniow
podzielonych na cztery grupy. Niektorzy obozowicze rywalizowali dodatkowo w za-
wodach matematycznych. Zadania konkursowe wybierali i oceniali autorzy niniej-
szego opracowania przy pomocy pozostalych prowadzacych zajecia rozszerzajace.
Dwie lub trzy serie zadan udostepniano uczniom, ktorzy rozwiazywali je w czasie
wolnym (jezeli chcieli), a nastepnie przekazywali jurorom. Poziom trudnosci za-
dan dobierano tak, aby stanowily one wyzwanie dla rozwiazujacych. Preferowano
zadania nieszablonowe, ktorych rozwigzanie wymaga pomystowosci, a nie duzej
wiedzy. Problemy te pochodzity z réznych 7zrodet. Najczesciej wykorzystywano
zadania z prywatnego archiwum autoréw oraz odpowiednio dostosowane zadania
z Moskiewskich Olimpiad Matematycznych (zobacz opracowania cytowane w spisie
literatury). Wiele zadan zmodyfikowano na potrzeby konkursu.

Niniejsza praca zawiera listy zadan oraz rozwigzania zredagowane w oparciu
o pomysty zaproponowane przez uczniow. Za kazdym razem podajemy nazwisko
ucznia (ucznidow), ktorego praca stanowita zrodto, na podstawie ktorego opra-
cowano odpowiedz. W wielu przypadkach ze wzgledu na konieczno$¢ zachowania
matematycznej $cistosci i klarownogci rozwiazania te musialy by¢ mocno zmienione
przed ich opublikowaniem.

Od Autoréw:

Serdecznie dziekujemy naszym Kolegom: Jackowi Chudziakowi, Andrzejowi Ge-
barowskiemu oraz Wojciechowi Jabtoniskiemu, ktorzy pomagali nam w organizacji
konkursu. Dzickujemy takze wszystkim uczestnikom obozéw zaré6wno uczniom
jak i kadrze opiekunéw oraz prowadzacym zajecia i organizatorom za wspanialg
atmosfere jaka stworzyli. Startujacym w konkursach i ich kibicom dziekujemy
szczegblnie. Dzicki Waszemu entuzjazmowi przygotowanie zadan i ich ocena byto
dla nas fantastycznym do$wiadczeniem. Wszystkim zyczymy dalszych wspaniatych
sukcesow!

Dominik Kwietniak
Leszek Pienigzek



Czesé 1

Listy zadan z konkurséw zadaniowych



Kudowa Zdréj

Seria pierwsza

1.

2.

Udowodni¢, ze w kwadrat o boku 2,75 cm mozna wpisa¢ pieé¢ roztacznych kwa-
dratow o boku lcm.

Znajdz najwieksza pieciocyfrowa palindromiczna (czyli taka, ze czytana od
korica jest taka sama jak czytana od poczatku, np. 12321) liczbe podzielna
przez 101.

Niech a; = 1 oraz dla & > 0 niech axy; = *ap a1 £ ... £ as £ a; dla
dowolnego wyboru znakow + i — (czyli as = a3 = 1 lub ay = —a; = —1;
az = as + ay, a3 = ag — ay, a3 = —as + a; lub a3 = —az — ay). Ile wartosci
moze przyjmowac liczba a,?
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Kudowa Zdréj

Seria druga

1.

Udowodnié¢, ze jezeli ustawimy na szachownicy 4 X 4 co najwyzej 6 pionkéw, to
zawsze znajdziemy takie dwa wiersze i dwie kolumny, w ktorych stoja wszystkie
pionki. Poda¢ przyktad takiego ustawienia 7 pionkoéw na tablicy 4 x 4, ze po
usunieciu z planszy wszystkich pionkéw stojacych w dwoéch dowolnie wybra-
nych wierszach i dwéch dowolnie wybranych kolumnach na planszy zostanie co
najmniej jeden pionek.

. Jaki jest stosunek pola czworokata A’B’'C'D’ do pola czworokata ABC D?

A’ B'

CI
Tablice 6 x 6 pokryto klockami 2 x 1. Pokaza¢, ze mozna znalezé¢ prosta, ktora
rozcina tablice na dwie niepuste czesci i nie przecina zadnego klocka 2 x 1.

Udowodni¢, ze w dowolnym ciagu 39 kolejnych liczb naturalnych znajduje sie
co najmniej jedna liczba, ktorej suma cyfr podzielna jest przez 11.
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Kudowa Zdréj

Seria trzecia

1.

2.

SzeScian podzielono na czworoSciany. Jaka jest najmmniejsza liczba czworoscia-
now, ktore mozna otrzymaé w ten sposob? OdpowiedZ uzasadnié.

Dany jest 45-kat foremny. Mamy do dyspozycji 10 kolorow. Czy jest mozliwe
takie pokolorowanie wierzchotkdéw przy pomocy tych 10 koloréw, aby dla kaz-
dej pary roznych koloréw istnialy dwa sasiadujace wierzchotki 45-kata w tych
kolorach?

W krolestwie Mnogonii zyje 65 obywateli i krol. Krol ma jako jedyny prawo
zgtasza¢ projekty ustaw pod glosowanie, ale on sam nie ma prawa glosu.
O przyjeciu lub odrzuceniu ustawy decyduja pozostali obywatele w tajnym
glosowaniu. Kazdy z 65 obywateli moze glosowaé za, przeciw, lub wstrzymacé
ste od gtosu. Ustawa przechodzi, jezeli wiecej jest glosow za niz przeciw. Roczne
dochody Mnogonii to 66 talarow. W wyniku niedawnej rewolucji dochody pan-
stwa dzielone sa po réwno miedzy wszystkich obywateli i kréla, ale krol nadal
moze poddawaé pod gtosowanie projekty ustaw zmieniajace podziat dochodow.
Jak powinien postapi¢ krol (jakie ustawy powinien poddaé¢ pod glosowanie)
i ile najwiecej moze on zarabiaé, jezeli wiadomo, ze kazdy obywatel Monogo-
nii bedzie glosowal za jezeli dana ustawa przewiduje wzrost jego zarobkow,
przeciw, jezeli ustawa przewiduje ich zmniejszenie oraz wstrzyma sie od glosu,
jezeli ustawa nie zmieni jego zarobkéw. Kazdy z mieszkancow Mnogonii moze
zarabia¢ tylko catkowitg i nieujemng liczbe talarow.

Do Kudowy przyjechal autobusem PKS turysta i wysiadl na przystanku koto
poczty. Nastepnie przez pewien czas zwiedzal te urocza miejscowo$¢ wedrujac
po jej uliczkach. Zmeczony przysiadt na kawie w restauracji hotelu Kudowa.
Po chwili odpoczynku postanowil wréci¢ na przystanek, ale chciat is¢ tylko
tymi ulicami, ktéorymi poprzednio szedt nieparzysta liczbe razy. Czy to sie
mu moze uda¢? Uwaga! Rozwiazania za mato abstrakcyjne, tzn. bazujace na
rzeczywistym planie Kudowy nie beda uwzglednione ©.
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Rumia

Seria pierwsza

1. Niech S(z) oznacza sume cyfr dodatniej liczby catkowitej z. Rozwiazaé row-
nanie

z+ S(z)+ S(S(x)) = 2012.

2. Zalozmy, ze liczba n jest sumg kwadratow trzech dodatnich liczb catkowitych.
Udowodni¢, ze liczba n? takze jest suma kwadratow trzech dodatnich liczb
catkowitych.

3. Dwa zetony pokerowe, czerwony i niebieski, utozono w stos jeden na drugim,
przy czym czerwony znalazt sie na wierzchu. Zalézmy, ze na stosie zetonow
mozna dokonywaé nastepujacych operacji:

a) w dowolne miejsce stosu (czyli pomiedzy dowolne dwa Zetony znajdujace sie
na stosie, na spod stosu lub na wierzch stosu) mozna dotozy¢ dwa zetony
tego samego koloru (czerwone lub niebieskie),

b) ze stosu mozna usunaé dwa sasiednie zetony tego samego koloru.

Czy jest mozliwe, aby po wykonaniu skonczenie wielu takich operacji na stosie

pozostal jeden zeton niebieski lezacy na zetonie czerwonym?

4. Nadworny astrolog krola Cwieczka skonstruowat kiedy$ zegar analogowy (zwy-
kly zegar wskazowkowy) o trzech wskazowkach: godzinowej, minutowej i se-
kundowej, poruszajacych sie w sposob ciagly. Astrolog twierdzil, ze dana
chwila jest szczesliwa, jezeli patrzac w danym momencie na zegar ujrzymy
w kierunku ruchu wskazowek zegara wskazowki, kolejno, godzinows, minutowa
i sekundows. Jezeli zobaczymy wskazowki godzinows, sekundowa i minutows,
to chwila jest pechowa. Czy w ciagu jednej doby wiecej czasu uplywa na
chwilach szczesliwych, czy pechowych?

5. Czy istnieje skonczony ciag liter alfabetu taciniskiego (stowo), ktory nie zawiera
podciagu postaci xz, czyli sklejenia jakiegos stowa (ciagu liter) x z nim samym
(takie stowa nazywa sie czasem kwadratami, przyktadowymi kwadratami wy-
stepujacymi w jezyku polskim sg stowa mama, kankan, rowerowe, watowato,
esemesem), ale taki podciag ztozony z pary identycznych stow zawsze mozna
znalez¢ po dopisaniu dowolnej litery na poczatku lub na koncu tego ciggu?

6. Okrag o srodku w punkcie D przechodzi przez punkty A oraz B i przez §ro-
dek O okregu dopisanego do trojkata ABC naprzeciwko wierzchotka A (okre-
giem dopisanym do trojkata ABC naprzeciwko wierzchotka A nazywamy okrag
styczny do odcinka BC' oraz do przedtuzen bokow AB i AC). Udowodnié¢, ze
punkty A, B, C'i D leza na jednym okregu.
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Rumia

Seria druga

1.

Mnozac dwie liczby trzycyfrowe zauwazyltem, ze wynik jest siedem razy mniej-
szy niz liczba powstata przez zapisanie czynnikéw obok siebie. Jakie liczby
mnozytem?

. W klasie Piotra jest, razem z nim, 29 uczniow. Kazdy z 28 pozostalych uczniow

przyjazni sie z inna liczba uczniow z tej klasy (relacja przyjazni jest syme-
tryczna, tzn. jezeli X przyjaznisie z Y, to Y przyjazni sie z X). Z iloma uczniami
ze swojej klasy przyjazni sie Piotr?

Dowolnej parze liczb rzeczywistych (z,y) przyporzadkowujemy liczbe z * y.
Znalez¢ liczbe 2012 % 2011 jezeli wiadomo, ze

rxxr =0 oraz zx(yxz)=(rxy)+z

dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y, z
O czworokacie wypuklym ABMC wiadomo, ze ZBAM = 30°, ZACM = 150°
oraz |[AB| = |BC|. Udowodni¢, ze odcinek AM lezy na dwusiecznej ZBMC.

. Dla danej liczby rzeczywistej x przez {x} oznaczamy cze$¢ utamkowa, a przez

[x] czes¢ catkowita x. Dla danych liczb rzeczywistych niech p, = [2{an + b}].

a) Czy dla dowolnego czteroelementowego ciagu w o wyrazach ze zbioru {0, 1}
mozna znalez¢ takie liczby a 1 b, ze w bedzie podciggiem ciagu pg, p1, po, - . .7

b) Czy dla dowolnego pigcioelementowego ciagu w o wyrazach ze zbioru {0, 1}
mozna znalez¢ takie liczby a i b, ze w bedzie podciagiem ciagu pg, p1, P2, - - .7
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Rytro

Seria pierwsza

1.

Czy mozliwe jest ustawienie czterech pitkarzy na boisku tak, aby odlegtosci
pomiedzy nimi wynosity 1, 2, 3, 4, 5 oraz 6 metroéw?

. Wsrod mieszkancow pewnej wyspy 2/3 mezcezyzn oraz 3/5 kobiet jest w mono-

gamicznych i réznoplciowych zwigzkach malzenskich. Jaki procent populacji
tych wyspiarzy pozostaje w zwigzku malzenskim?

Na papierze w kratke narysowano wypukty wielokat w ten sposob, ze wszystkie
jego wierzchotki leza na przecieciach linii i zadna z krawedzi nie lezy na jednej
linii. Pokazaé, ze suma dlugosci linii pionowych zawartych w tym wielokacie
jest roéwna sumie dlugosci linii poziomych zawartych w tym wielokacie.
Znalez¢ przyktad wielomianu P stopnia 2013 spelniajacego dla wszystkich liczb
rzeczywistych x tozsamogc¢

P(z)+ P(l —x)=1.

Pelng talie 52 kart utozono w rzedzie na stole. Pewna liczba z tych kart jest
obrocona koszulka do gory. Gracz w kazdym ruchu odwraca na druga strone
pewng liczbe sasiadujacych kart lezacych miedzy dwiema kartami koszulka do
gory (uwaga! taki blok moze sktada¢ sie z jednej karty) i uktada je w odwrotnej
kolejnosci (tzn. ostatnia karta staje sie pierwsza itd.). Pokazac, ze bez wzgledu
na to jak bedzie gral w pewnym momencie wszystkie karty beda odstoniete
(odwrocone koszulka do dotu).
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Rytro

Seria druga

1.

Czy z kazdej z danych o$miu réwnoodlegtych plaszczyzn w przestrzeni mozna
wybraé po jednym punkcie w ten sposoéb, ze tworza one wierzchotki szescianu?
Liczby od 1 do 2013 wypisano w rzedzie. Czy mozna dopisa¢ pod spodem
kolejny wiersz ztozony z tych samych liczb, ale ustawionych w takiej kolejnosci,
ze suma liczb w kazdej kolumnie jest kwadratem?

W rogu szachownicy m na n ustawiono wieze. Dwaj gracze na zmiane przesu-
waja ja po szachownicy zgodnie z regutami gry w szachy, ale wieza nie moze
zatrzymac sie ani przejs¢ nad polem na ktorym stata lub przechodzita przez nie
wczedniej. Przegrywa gracz, ktory nie moze juz wykonaé¢ ruchu. Ktory z graczy
moze zapewnic¢ sobie zwyciestwo i jak wyglada jego strategia?

Punkt X lezy na zewnatrz roztacznych okregdéw o; i 09, a odcinki styczne popro-
wadzone z x do 01 i 02 sa rownej dtugosci. Pokaza¢, ze przeciecie przekatnych
czworokata o wierzchotkach w punktach stycznosci tych stycznych pokrywa
sie z punktem przeciecia takich prostych stycznych do obu okregéw, ze okregi
01 1 09 leza po réznych stronach tych prostych.



Czesé 11

Rozwiazania



Rozdzial 1

Kudowa Zdréj

Seria pierwsza

1. Udowodnié, Ze w kwadrat o boku 2,75 cm mozna wpisaé pieé roztgeznych kwa-
dratow o boku 1 cm.

Rozwigzanie (na podstawie pracy Konrada Kowalaka).

V2

V?2

Na podstawie rysunku wystarczy potwierdzi¢, ze przekatna duzego kwadratu
jest dtuzsza niz suma dwoch przekatnych i jednego boku matych kwadratow.

2Z-¢§>2\/§+1
3v/2
_— >

1 2
: /0
18

— > 1

16

2. Znajdz najwieckszq pieciocyfrowq palindromiczng (czyli takq, ze czytana od kotica
jest taka sama jak czytana od poczgtku, np. 12321) liczbe podzielng przez 101.

Rozwigzanie (na podstawie pracy Mateusza Bakaly).
Niech x bedzie szukang liczbg. Wowcezas o = 10* - a + 103 - b+ 102 - ¢+ 10 - b + a,
gdzie a, b, c € {0,1,2,3,...,9} oraz a # 0.

Szukamy takiego x, ze 101|x. Mamy:

=10 a+10%-b+10* - ¢+ 10-b+ a = 10001a + 10106 + 100c.

Zauwazmy, ze 101|/1010b. Zatem musi byé: 101]10001a + 100c.
Ale prawdziwe sa nastepujace zaleznosci:

10001a = 2a (mod 101),
100c = —c¢ (mod 101).
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Kudowa Zdroj sierpien 2011

Czyli musi by¢ 101]|2a—c. Poniewaz 101 > |2a—c|, wiec 2a—c = 0, skad dostajemy,
ze 2a = c.
Rownosé 2a = ¢ ma tylko 4 rozwigzania w zbiorze {1,2,...,9}. Sa to:

a=1 a=2 a=3 a=4
V V \
c=2 c=14 c=6 c=28

Wybieramy ostatnie rozwigzanie, poniewaz x ma by¢ najwieksza mozliwg liczbg.
Ktadac rowniez b = 9, otrzymujemy

x = 49894.

Stwierdzamy, ze 10149894 oraz liczba 49894 jest palindromiczna. Czyli liczba
x = 49894 jest najwieksza liczba spelniajaca warunki zadania.

3. Niech ay = 1 oraz dla k > 0 niech a1 = fap T ap_1 £ ... £ as £ ay dla
dowolnego wyboru znakéw + i — (czyli as = ay = 1 lub ay = —a; = —1;
az = as + a1, a3 = as — ay, ag = —ag + ay lub a3 = —ay — ay). Ile wartosci
moze przyjmowad liczba a, ?

Rozwigzanie (na podstawie pracy Wojciecha Rybaka).

aq 1

a9 1, —1

as | 2,0, —2

as | 4,2,0, -2, —4

as | 8,6,4,2 0 —2, —4, —6, —8

ag | 16, 14, 12, ..., 0, =2, ..., —12, —14, —16

Rozwazania prowadzimy dla n > 3.
Niech N(a,) oznacza najwieksza mozliwa wartos¢ liczby a,. Zauwazmy, ze

N(ag) =22 =2"72

Hipoteza: N(a,) = 2"2.
Dowo6d poprzez indukcje matematyczng.

1° dlan=3
N(az) =232 =2.
2° Zalozenie: dla pewnego n zachodzi N(a,) = 2""2
Teza: N(ap41) = 27172 =2n"1
Dowod:
N(aps1) = N(ap)+N(ap—1)+---+N(az)+N(a1) = N(a,)+ N(a,) = 2N (ay,).
Korzystajac z zatozenia indukcyjnego

2N(a,) =2 -2""%=2""1

Koniec dowodu.
3° Na mocy zasady indukcji matematycznej hipoteza jest prawdziwa.
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Kudowa Zdroj sierpien 2011

Postepujac analogicznie mozna udowodnié, ze najmniejsza mozliwa wartosé
liczby a, (oznaczana dalej jako D(a,)) jest postaci —2"~2. Zatem liczba a,, moze
przyjmowaé wartosci jedynie z przedzialu (—27"2 2772).

Zauwazmy réwniez, ze suma lub réznica liczby a; i as jest zawsze parzysta,
w konsekwencji rowniez liczba a3 oraz kazda nastepna zawsze jest parzysta.

N(a,) = N(an—1) + N(ap—2) + ...+ N(az) + N(ay).

Latwo zauwazy¢, ze zmieniajac ostatni znak ,,+” na ,,—” uzyskamy wartos¢ mniej-
sza od N(a,) 0 2, a kolejne zmiany spowodujg zmniejszenie wartosci a, o 4, 6,
8..., itd. przez wszystkie liczby parzyste az do sytuacji, kiedy wszystkie znaki
beda minusami, zas a,, osiagnie wartos¢ D(ay,,).

Zatem liczba a,, moze przyjmowac T_Q roznych wartosci dodatnich, tyle samo
ujemnych oraz warto$¢ 0. W sumie 2" 2 + 1 réznych wartosci. Warto zaznaczy¢,
ze wzor jest poprawny dla kazdegon > 2, dlan=1a, = 1.



Seria druga

1. Udowodnié, ze jezeli ustawimy na szachownicy 4 X 4 co najwyzej 6 pionkow, to
zawsze znajdziemy takie dwa wiersze 1 dwie kolumny, w ktorych stojq wszystkie
pionki. Podaé przyktad takiego ustawienia 7 pionkow na tablicy 4 X 4, zZe po
usunieciu z planszy wszystkich pionkow stojgeych w dwoch dowolnie wybranych
wierszach i dwoch dowolnie wybranych kolumnach na planszy zostanie co naj-

mniej jeden pionek.

Rozwigzanie (na podstawie pracy Pawla Rzorncy).

Przy rozmieszczeniu 6 pionkéw w 4 kolumnach w jednej z kolumn muszg si¢ znalezé
co najmniej dwa pionki. Jezeli w jednej kolumnie sg 3 lub 4 pionki, to wykreslamy
te kolumne a pozostale co najwyzej trzy pionki wykreslimy usuwajac odpowiedni
wiersz i dwie kolumny. Jezeli zadna kolumna nie zawiera co najmniej trzech pion-
kow, to co najmniej dwie kolumny musza zawiera¢ po dwa pionki. Wowcezas ko-
lumnami skre§lamy po dwa, a pozostate dwa pionki wierszami.

AI

Ustawienie 7 pionkéw, aby nie dalo sie ich skresli¢
dwiema kolumnami i dwoma wierszami.

Rysunek 1. Rysunek 2.

Rozwigzanie (na podstawie pracy Jakuba Kurlaka).

Odlegtosci punktu A od odcinkow D'D i DC' sg réwne (rys. 2), a wiedzac, 7e
te odcinki sg rownej dhugosci, dostajemy, ze AD'AD i ADAC maja rowne pola.
Niech PADAC =K = PAD’AD-

Analogicznie réwne pola maja trojki trojkatow:

* K = Papac = Paprap = Praap:.

* Papcp = Papccr = Papper. Niech Papcp = L.
* Paorop = Pappie = Paape- Niech Paapc = M.
* Prappr = Pararpa = Paasp- Niech Prapp = N.
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Kudowa Zdroj sierpien 2011

Wiec N + L = Poapep = K + M. Zatem pole czworokata A'B'C'D’ jest rowne
BN+3L+3K+3M - (M+K)=6K—K+6M—M =5K+5M. Otrzymujemy
wiec
PDA’B’C’D’:5K+5M PDA’B’C’D’_5K+5M_5(K+M) _5
PDABCD:K+M PI]ABCD K+ M (K+M) ’

3. Tablice 6 x 6 pokryto klockami 2 x 1. Pokazac, ze mozna znaleZé prostq, ktora
rozcina tablice na dwie niepuste czesci i nie przecina zZadnego klocka 2 x 1.

Rozwigzanie (na podstawie pracy Wojciecha Rybaka).

12345

Prosta rozcinajaca musi przebiega¢ wzdtuz jednej z linii
1-5 lub A-F.

Powstaje wtedy, gdy na jednej linii znajdzie si¢ 6 kra-
wedzi klockoéw jednoczesnie.

O QD

Aby pokry¢ tablice 6x6 potrzeba 18 klockow. Daja one w sumie 42 krawedzie
(odcinki jednostkowe) pomiedzy klockami (18 - 6 = 108, jednak obwod tablicy to
24 pola, ponadto dwie stykajace sie krawedzie tacza sie w jedna).

Nalezy zauwazy¢, ze na jednej linii moze leze¢ tylko parzysta liczba krawedzi.

— 9 — 9 7

Nieparzysta liczba krawedzi na jednej z linii powoduje, ze nie mozna dokonczy¢
uktadania, poniewaz zostato po 9 lub 7 pol do pokrycia.

Wewnatrz tablicy mamy 42 krawedzie do rozmieszczenia oraz 10 linii, na kto-
rych leza krawedzie. Na kazdej linii mozna umiesci¢ tylko parzysta liczbe krawedzi,
zatem na co najmniej jednej z nich bedzie leze¢ 6 krawedzi, ktére utworza prosta
rozcinajaca.

4. Udowodnié, ze w dowolnym ciqggu 39 kolejnych liczb naturalnych znajduje sie
co najmniej jedna liczba, ktorej suma cyfr podzielna jest przez 11.

Rozwigzanie (na podstawie pracy Zofii Bartyzel).
Wirod 20 pierwszych liczb 39-wyrazowego ciggu znajduje sie liczba, ktorej cyfra
dziesiatek jest 0, ale cyfra jednosci nie jest 9. Oznaczymy te liczbe przez n. Kolejne
19 wyrazéw ciagu ma postat n+ 1, n+2,..., n+ 18, n+ 19.

Wyrazy od n + 10 do n + 18 maja takie same sumy cyfr jak wyrazy od n + 1
do n + 9, wiec sumy cyfr wyrazow n, n+ 1, n+2,..., n+ 9, n + 19 wynosza N,
N +1,..., N+ 10, gdzie N jest suma cyfr n. Wsréd 11 kolejnych liczb na pewno
znajdziemy jednag podzielng przez 11.



Seria trzecia

1. Szescian podzielono na czworo$ciany. Jaka jest najmniejsza liczba czworoscia-
now, ktore mozna otrzymaé w ten sposcéb? Odpowied? uzasadnic.

Rozwigzanie (na podstawie pracy Marcina Tomasa).
Pie¢ czworoscianéw mozna otrzymacé uktadajac je w nastepujacy sposob:

W narozach umiesci¢ 4 czworoSciany tak, aby 3 krawedzie kazdego z nich byty
jednoczesnie krawedziami szeScianu, za$ pozostale 3 krawedzie byly przekatnymi
Scian szeScianu. Ostatni czworo$cian tworzy 6 wykreslonych przekatnych Scian
szedcianu (powstanie czworoscian foremny). Opisang sytuacje ilustruje rysunek:

Uzasadnienie: nie mozna wstawi¢ mniejszej liczby czworoscianow, gdyz przy
ustawieniu ich w inny sposob zawsze znajdzie si¢ jaki§ czworoscian ktéry bedzie
mial mniejsza wysokos¢ badz mniejsze pole podstawy niz u czworo$cianéw na-
roznych, a wiec w konsekwencji bedzie mial mniejsza objetos¢. Czworos$cianu
o wiekszej objetosci niz czworoscian foremny o krawedzie av/2 w szescian nie da
sie wpisac.

Od redakcji: Pomimo niekompletno$ci koricowej czesci rozwigzania rozumowa-
nie zostato zamieszczone ze wzgledu na ciekawq idee wykorzystania objetosci bryt.

2. Dany jest 45-kqt foremny. Mamy do dyspozycyi 10 kolorow. Czy jest mozliwe
takie pokolorowanie wierzchotkow przy pomocy tych 10 kolorow, aby dla kaz-
dej pary réznych kolorow istnialy dwa sgsiadujgce wierzchotki 45-kgta w tych
kolorach?

Rozwigzanie (na podstawie pracy Piotra Zielonki).

Mamy do dyspozycji 10 koloréw. Nazwijmy je od 1 do 10. Jedno uzycie ustalonego
koloru Np. 7 = 1 tworzy co najwyzej dwie pary wierzchotkéw potaczonych krawe-
dzia. Wybrany kolor musi by¢ kolorem wierzchotka sasiadujacego z wierzchotkiem
w kolorze k dal k£ = 2,...,10. Zatem naszego koloru musimy uzy¢ co najmniej
5 razy. Poniewaz mamy 10 koloréw i kazdy z nich musi by¢ uzyty co najmnie]
5 razy. Zatem minimalna liczba wierzchotkéw wynosi 10 - 5 = 50 koloréw. Stad
widzimy, ze nie da si¢ tego zrobié¢ dla 45-kata.

3. W krolestwie Mnogonii zyje 65 obywateli v krol. Krol ma jako jedyny prawo zgta-
szaé projekty ustaw pod gtosowanie, ale on sam nie ma prawa gltosu. O przy-
jeciu lub odrzuceniu ustawy decydujqg pozostali obywatele w tajnym glosowa-
niu. Kazdy z 65 obywateli moze glosowaé za, przeciw, lub wstrzymaé sie od
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glosu. Ustawa przechodzi, jezeli wiecej jest glosow za niz przeciw. Roczne
dochody Mnogonii to 66 talarow. W wyniku niedawnej rewolucyi dochody pan-
stwa dzielone sqg po rowno miedzy wszystkich obywateli 1 krola, ale krol nadal
moze poddawaé pod glosowanie projekty ustaw zmieniajgce podziat dochodow.
Jak powinien postgpic krol (jakie ustawy powinien poddaé pod gltosowanie) i ile
najwiecej moze on zarabiaé, jezeli wiadomo, ze kazdy obywatel Monogonui bedzie
glosowat za jezeli dana ustawa przewiduje wzrost jego zarobkow, przeciw, jezeli
ustawa przewiduje ich zmniejszenie oraz wstrzyma sie od glosu, jezeli ustawa
nie zmient jego zarobkow. Kazdy z mieszkancow Mnogonii moze zarabiaé tylko
catkowitq © nieujemnq liczbe talarow.

Rozwigzanie (na podstawie pracy Arkadiusza Bochniaka).
Krol powinien wprowadzi¢ nastepujace ustawy (zakladamy, ze jezeli ustawa nie
wspomina o pewnej grupie obywateli, to oznacza, ze ich dochody pozostaja bez
zmian, a zarobki krola sa dopelieniem do 66 zarobkow obywateli):

Ustawa 1: Obnizamy dochody krola i 32 obywateli o 1, a pozostatym podnosimy
ol.

Ustawa 2: Sposrod 33 obywateli, ktorym podniesiono w Ustawie 1 dochody
wybieramy 17 i podnosimy ich dochody o 1, a pozostalym 16 redukujemy dochody
do 0. Krol bedzie wtedy zarabia¢ 66 — 17 - 3 = 15.

Ustawa 3: Sposrod 17 obywateli, o ktorych mowa w Ustawie 2 wybieramy 8
i redukujemy ich dochody do 0, a pozostalym 9 z tej grupy podwyzszamy dochody
o 1 i zarabiajg oni juz po 4 talary. Dochody kréla wynosza juz 66 — 4 -9 = 30.

Ustawa 4: Sposrod 9 obywateli, o ktérych mowa w Ustawie 3 wybieramy czte-
rech, ktorym redukujemy dochody do 0, a pozostatym pieciu zwiekszamy o 1, tym
samym zarabiaja juz po 5 talarow. Dochody krola wynoszag juz 41 talarow.

Ustawa 5: Spo$rod 5 obywateli, o ktérych mowa w Ustawie 4 wybieramy 2,
ktorym redukujemy dochody do 0, a pozostatym trzem podnosimy dochody o 1,
wiec zarabiaja juz po 6 talarow. Dochody krola to 66 — 3 - 6 = 48.

Pieciu obywateli, o ktérych mowa w Ustawie 4 oznaczmy przez A, B, C, D, E.
Po wprowadzeniu Ustawy 5 zarabiaja oni nastepujaco (krola oznaczamy przez K):

K A B C D E
48 0 0 6 6 6

Ustawa 6: Obnizamy do zera dochody osoby C, a podnosimy do 7 dochody
os6b D i E.

Po tej ustawie mamy:

K A B C D E
520 0 0 7 7

Ustawa 7: Obnizamy do zera dochody 0s6b D i E, a podwyzszamy do 1 osobom
A BiC.

Mamy wtedy:

K A B C D E
63 1 1 1 0 0

Dalsze ruchy sa niemozliwe. Kazda proba zmniejszenia dochodéw obywateli
pocigga za sobg zwiekszenie dochodéw innych, poniewaz aby ustawa przeszta, musi
by¢ wiecej glosow za, niz przeciw. Tak wiec najwyzsze zarobki krola wynosza 63
talary.
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4.

Do Kudowy przyjechat autobusem PKS turysta i wystadt na przystanku koto
poczty. Nastepnie przez pewien czas zwiedzal te uroczg miejscowosé wedrujgc
po jej uliczkach. Zmeczony przysiadt na kawie w restauracyi hotelu Kudowa.
Po chunly odpoczynku postanowit wrécié na przystanek, ale cheiat 15¢ tylko tymi
ulicams, ktorymi poprzednio szedl nieparzystq liczbe razy. Czy to sie mu moze
udac? Uwaga! Rozwigzania za mato abstrakcyjne, tzn. bazujgce na rzeczywi-
stym planie Kudowy nie bedqg uwzglednione ©.

Rozwigzanie (na podstawie pracy Wojciecha Rybaka).
Weztem nazwijmy kazde skrzyzowanie ulic, na ktorym turysta idacy z PKS-u do
kawiarni znalazl sie wiecej niz raz. Zauwazmy niektore wltasciwosci wezlow:

dla kazdego wezla liczba przyjsé jest rowna liczbie wyj$é (w sumie jest to liczba
parzysta);

wyjscie z kazdego wezta oznacza przyjsécie do kolejnego lub dotarcie do PKS-u
lub kawiarni;

jezeli w czasie powrotu turysta moze dojs¢ do jakiegos wezta, to moze go tez
opusci¢ (przychodzi ulica o nieparzystej liczbie przejsé, zostaje nieparzysta
liczba przejsé, ktorej nie da sie tak porozdziela¢ na ulice, aby na kazdej znalazta
sie parzysta liczba przejs¢; stad istnieje co najmniej jedna ulica, ktorg moze
wyjs¢ z wezta);

w drodze powrotnej turysta moze dojsé¢ do pierwszego wezla przy kawiarni (do
kawiarni przyszedt tylko raz, wiec liczba przejsé jest nieparzysta).

Zauwazmy rowniez, ze w drodze powrotnej kazda uliczka turysta moze przejsc
najwyzej raz (zmieni wtedy liczbe przejs¢ na parzysta).

Poniewaz turysta po wyjsciu z kawiarni dojdzie do pierwszego wezta, z kazdego

wezlta przejdzie do nastepnego oraz nigdzie sie nie zapetli (wtedy musialby przejsé
jakas uliczka wiecej niz raz), z pewnoscia trafi on w koncu na dworzec PKS.



Rozdzial 2

Rumia

Seria pierwsza

1. Niech S(x) oznacza sume cyfr dodatniej liczby catkowitej x. Rozwigzaé réwna-
nie

z+ S(z)+ S(S(x)) = 2012.

Rozwigzanie (na podstawie pracy Macieja Wachulca).
Pokazemy, ze rownanie

r+ S(x)+ 9(S(x)) = 2012
jest sprzeczne.
Lemat. Dla dodatniej liczby catkowitej x zachodzi
S(x)=x (mod 3).
Dowdd. Niech x bedzie n + 1-cyfrowa liczba catkowita
r = (Gp..-a1ag)10 = an - 10"+ ...+ a1 - 10+ ao

Zachodzi 10 = 1 (mod 3), a zatem dla dowolnego n > 0 mamy 10" = 1 (mod 3).
Stad
T=a,+...+a+a=95(x) (mod 3).

Korzystajac dwukrotnie z lematu otrzymujemy
x=S(z)=5(5(z)) (mod 3),
zaterm
z+S(x)+ 5(S(x)) =0 (mod 3).

Z drugiej strony 2012 = 2 (mod 3), co oznacza, ze rozwazane roéwnanie nie ma
rozwigzania.

2. Zatozmy, ze liczba n jest sumq kwadratow trzech dodatnich liczb catkowitych.
Udowodnié, ze liczba n? takze jest sumg kwadratow trzech dodatnich liczb cal-
kowitych.
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Rozwigzanie (na podstawie pracy Grzegorza Gajocha).
7, zatozenia
n =a®+ b+
dla pewnych liczb calkowitych dodatnich a, b i c. Bez straty ogélnosci mozemy
przyjaé, ze a > b > c. Wynika stad, ze

n? = (a®+ 1?4 2)?
=a* + b+t 4 207D + 2627 + 2a°
=a' + b + 4 2077 4 (47 — 26%C?) + (4a*c® — 2a*c?)
= (a® + b* — *)* + (2bc)* + (2ac)?.

Dzieki zalozeniu @ > b > ¢ > 0 mamy a® + b* — ¢ > 0, 2bc > 0 i 2ac > 0. Liczba
n? jest zatem sumg kwadratow trzech dodatnich liczb catkowitych.

3. Dwa zetony pokerowe, czerwony i niebieski, utozono w stos jeden na drugim,
przy czym czerwony znalazt sie na wierzchu. Zatozmy, ze na stosie zZetonow
mozna dokonywac nastepujgcych operacyi:

a) w dowolne miejsce stosu (czyli pomiedzy dowolne dwa Zetony znajdujgce sie
na stosie, na spod stosu lub na wierzch stosu) mozna dotozyé dwa Zetony
tego samego koloru (czerwone lub niebieskie),

b) ze stosu mozna usungé dwa sqsiednie zZetony tego samego koloru.

Czy jest mozliwe, aby po wykonaniu skoriczenie wielu takich operacji na stosie

pozostat jeden zZeton niebieski lezgcy na zetonie czerwonym?

Rozwigzanie (na podstawie pracy Grzegorza Bukowca).

Niech k,, bedzie liczba takich par zetonéw znajdujacych sie na stosie po wykonaniu
n dozwolonych operacji, ze zeton czerwony jest nad niebieskim (par typu CN).
7 zalozenia wynika, ze kg = 1. Zauwazmy, ze kazda kazda z dozwolonych operacji
moze zwiekszy¢ lub zmniejszy¢ liczbe par typu C'N o liczbe parzysta:

1. Jezeli w ruchu n > 1 w dowolne miejsce stosu (czyli pomiedzy dowolne dwa ze-
tony znajdujace sie na stosie, na spod stosu lub na wierzch stosu) dotozymy dwa
zetony czerwone, to k, = k,_1 + 2N, gdzie N, jest liczba zetonéw niebieskich
znajdujacych sie pod dwoma dotozonymi zetonami czerwonymi. Podobnie je-
zeli w ruchu n > 1 dotozymy dwa zetony niebieskie, to k, = k,_1 + 2C,, gdzie
C, jest liczba zetonéw czerwonych znajdujacych sie nad dwoma dotozonymi
zetonami niebieskimi.

2. Jezeli w ruchu n > 1 ze stosu usuniemy dwa sasiednie zZetony czerwone (niebie-
skie), to k, = k1 — 2Ny (kp, = ko1 — 2C,), gdzie N, (C,) jest liczba zetonow
niebieskich (czerwonych) znajdujacych si¢ pod (nad) dwoma usunietymi.

Wynika stad, ze opisane w zadaniu operacje nie moga zmieni¢ parzystosci liczby
k,. Poniewaz w stanie koncowym jaki chcemy osiagna¢ liczba par typu C'N wynosi
zero, wnioskujemy, ze nie jest mozliwe, aby po wykonaniu skoniczenie wielu operacji
na stosie pozostal jeden zeton niebieski lezgcy na zetonie czerwonym.

Rozwigzanie (na podstawie pracy Johnny’ego B. Goode’a).
Udowodnimy najpierw pewien lemat. W jego dowodzie skorzystamy ze znanego
faktu: dla dowolnych liczb catkowitych m > 0, a ¢+ b oraz dowolnego wielomianu
o wspotczynnikach catkowitych W zachodzi implikacja

a=b (modm) = W(a)=W(b) (mod m).
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Lemat. Niech T(x) oznacza sume cyfr stojgcych w zapisie dziesietnym liczby
x przy nieparzystych potegach 10 pomniejszong o sume cyfr stojgcych w zapisie
dziesietnym liczby x przy parzystych potegach 10. Dla dodatniej liczby catkowitej
x zachodzi

T(x)=x (mod 11).

Dowdd. Niech x bedzie n 4+ 1-cyfrowa liczba catkowita

r = (Gp..-a1ag)10 = ap - 10" + ...+ a1 - 10+ ao

Zachodzi 10" = —1 (mod 11), a zatem rozpatrujac wielomian o wspotczynnikach
catkowitych W(z) = a, - 2" + ... + a1 - * + ag widzimy, ze W(10) = W(-1)
(mod 11). Wystarczy teraz zauwazy¢, ze W (—1) = T'(x). O

Stos zetonow mozemy zakodowaé przy pomocy ciagu zer i jedynek (0 ozna-
cza zeton niebieski, 1 — zeton czerwony). Pierwsza cyfry kodu stosu odpowiada
wierzchotkowi stosu. Stos zetonow jakim dysponujemy na poczatku ma zatem kod
10. Kod stosu utozsamiamy z liczbg zapisang w systemie dziesietnym. Zauwazmy,
ze dla dowolnej liczby x bedacej kodem dla jakiego$ stosu wykonanie dozwolonej
operacji, czyli wstawienie lub wymazanie sasiadujacych dwoch identycznych cyfr
(00 lub 11) nie zmienia wartosci T'(x). Jest tak, bo cyfry z miejsc parzystych
(nieparzystych) w zapisie dziesietnym liczby x, ktore pozostana po wykonaniu
operacji beda nadal na miejscach parzystych (nieparzystych) w zapisie nowego
stosu. Ponadto dwie jednakowe sasiadujace cyfry znosza sie przy obliczaniu T'(z).
Zatem wartos¢ T'(z) mod 11 dla kodu stosu x jest stale rowna 7°(10) mod 11.
Oznacza to, ze na stosie nie moze sie pojawi¢ jeden zeton niebieski lezacy na
zetonie czerwonym, bo kod takiego stosu (01) ma inng reszte z dzielenia przez 11.

4. Nadworny astrolog kréla Cwieczka skonstruowat kiedys zegar analogowy (zwykty
zegar wskazéwkowy) o trzech wskazéwkach: godzinowej, minutowej i sekundo-
wej, poruszajgcych sie w sposob ciggty. Astrolog twierdzit, ze dana chwila jest
szezesliwa, jezeli patrzge w danym momencie na zegar ujrzymy w kierunku ru-
chu wskazowek zegara wskazowki, kolejno, godzinowq, minutowq 1 sekundowgq.
Jezeli zobaczymy wskazowki godzinowq, sekundowqg i@ minutowq, to chwila jest
pechowa. Czy w ciggu jednej doby wiecej czasu uptywa na chwilach szczesliwych,
czy pechowych?

Rozwigzanie firmowe.

Rozpatrzymy pozycje wskazowek T sekund po poétnocy oraz T' sekund przed pol-
noca tego samego dnia (7" € [1,43200]). Jezeli jedna 7 tych chwil jest chwila
szczesliwg, to druga jest pechows. Kazdemu okresowi szczesliwemu w ciggu jednej
doby odpowiada trwajacy tyle samo czasu okres pechowy.

5. Czy istnieje skoniczony cigg liter alfabetu taciniskiego (stowo), ktdry nie zawiera
podciggu postaci xx, czyli sklejenia jakiegos stowa (ciggu liter) x z nim samym
(takie stowa nazywa sie czasem kwadratami, przyktadowymi kwadratami wy-
stepujgcymi w jezyku polskim sqg stowa mama, kankan, rowerowe, walowalo,
esemesem ), ale taki podcigg ztozony z pary identycznych stow zawsze mozna
znaleZé po dopisaniu dowolnej litery na poczgtku lub na koricu tego ciggu?
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Rozwigzanie (na podstawie pracy Grzegorza Gajocha).
Takie stowo istnieje. Udowodnimy, ze dla dowolnego zbioru skoticzonego A mozna
zbudowa¢ ciag (stowo) elementow A nie zawierajace kwadratu (stowa postaci zz),
ktore bedzie zawieratlo kwadrat po przedtuzeniu go w dowolng strone o dowolny
element zbioru A. W dowodzie wykorzystamy indukcje ze wzgledu na n, ktore
bedzie oznaczaé¢ liczbe elementéw zbioru A.
Krok pierwszy. Niech n = 1. Zatem A = {a;} i szukanym slowem jest w = a;.
Krok indukcyjny. Zatozmy, ze n > 1 oraz dla alfabetu o n elementach potrafimy
zbudowa¢ stowo w,, o podanych wlasnosciach. Niech A = {ag,aq,...,a,} bedzie
dowolnym alfabetem o n + 1 elementach. Uzywajac liter aq,...,a, i korzystajac
z zalozenia indukcyjnego zbudujmy stowo w,, a nastepnie rozwazmy slowo

Wp+1 = WpAoWy,.

Stowo to nie zawiera kwadratow, bo kazde podstowo wystepujace w w,, 11 albo jest
zawarte w w,, albo zawiera doktadnie jedno wystapienie litery ag. Jezeli do stowa
w,y1 dopiszemy jakakolwiek litere a € A i utworzymy stowo aw, 1 lub w,1a, to
cate nowoutworzone stowo bedzie kwadratem jezeli a = ag lub bedzie zawierato
kwadrat na mocy zatozenia indukcyjnego w pozostatych przypadkach.

Na mocy zasady indukcji matematycznej nasze twierdzenie jest prawdziwe dla
dowolnego n, wiec w szczegolnym przypadku alfabetu tacinskiego (n = 26) tez.
Poczatkowe etapy konstrukeji takiego stowa moga wygladac tak:

a
aba
abacaba
abacabadabacaba

abacabadabacabaeabacabadabacaba.

6. Okrgg o srodku w punkcie D przechodzi przez punkty A oraz B 1 przez $rodek
O okregu dopisanego do trdjkgta ABC naprzeciwko wierzchotka A (okregiem do-
pisanym do trdjkgta ABC naprzeciwko wierzchotka A nazywamy okrqgg styczny
do odcinka BC oraz do przedtuzen bokéw AB i AC). Udowodnié, ze punkty
A, B, C i D lezg na jednym okregu.

Rozwigzanie (na podstawie pracy Macieja Wachulca).

Niech |ZCBO| = a'i [£BCO| = 5. Odcinek BO jest dwusieczna kata zewnetrz-
nego trojkata ABC przy podstawie AC, zatem |ZACB| = 180° — 2/3. Rozumujac
analogicznie stwierdzamy, ze |[ZABC/| = 180° — 2. Zatem

|/CAB| =180° — |[LACB| — |ZABC| = 2(a + 8 —90°).
Odcinek AO lezy na dwusiecznej kata C'AB zatem
|ZOAB| = a+ g —90°
a stad

|ZAOB| = 180° — |ZABC| — a — |[ZOAB|
= 180° — (180° — 2a) —av — (v + B — 90°)
— 90° — 4.
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Z twierdzenia o kacie Srodkowym i wpisanym opartym na tym samym tuku
|/ADB| = 2|ZAOB| = 180° — 23 = |LACB|.

Otrzymalismy |[ZADB| = |£ZACB]|, zatem punkt D lezy na okregu opisanym na
ABC.



Seria druga

1. Mnozgc dwie liczby trzycyfrowe zauwazytem, zZe wynik jest siedem razy mniejszy
niz liczba powstata przez zapisanie czynnikow obok siebie. Jakie liczby mnozy-
tem?

Rozwigzanie (na podstawie pracy Grzegorza Bukowca).
Oznaczmy szukane liczby przez a i b. Sa to liczby trzycyfrowe, zatem 100 < a,b <
999. Liczba, ktora powstaje przez zapisanie liczb a i b jedna za druga, to 1000a+0.
Stad

1000a + b = 7ab

Tab — 1000a = b
a(7h — 1000) = b
B b
~ 7b—1000"

Liczby a i b sa dodatnie, zatem 7b — 1000 > 0. Stad b > 1000/7. Zachodzi
|1000/7] = 142 zatem b wynosi co najmniej 143. Zauwazmy, ze

7-143 = 1001,
zatem biorac b = 143 otrzymamy

143 143

7-143 — 1000 1001 — 1000

a

Nasz problem ma wiec co najmniej jedno rozwigzanie, ktore stanowia liczby a =
b = 143. Zauwazmy teraz, ze dla b = 144 warto$¢ wyrazenia

b
7b — 1000

wynosi
144 144

T 7.144—1000 8
Dla b > 144 wartos¢ tego wyrazenia jest jeszcze mniejsza, zatem nigdy nie jest

liczba trzycyfrowa. Dlatego jedynym rozwiazaniem naszego problemu sg liczby
a=>b=143.

= 18.

a

2. W Klasie Piotra jest razem z nim 29 uczniow. Kazdy z 28 pozostatych uczniow
przyjazni sie z inng liczbg uczniow z tej klasy (relacja przyjazni jest syme-
tryczna, tzn. jezeli X przyjaini si¢ z Y, to Y przyjaini sie z X). Z iloma
uczniami ze swojej klasy przyjaini sie Piotr?

Rozwigzanie (na podstawie prac Macieja Wachulca i Macieja Wozniaka).
Ponumerujmy uczniéw klasy Piotra liczbami od 1 do 28. Niech a; oznacza liczbe
znajomych ucznia j. Kazdy z 28 uczniéw klasy Piotra (poza nim) zna inna liczbe
os6b w klasie, zatem mozemy zatozy¢, ze 0 < a1 < ags < ... < agg < 28.
Ponadto osoba o najmniejszej liczbie znajomych nie moze mie¢ ich mniej niz jedna.
Zachodza wiec dwa przypadki:

1. Osoba o najmniejszej liczbie znajomych z nikim sie nie przyjazni (a; = 0).
2. Osoba o najmniejszej liczbie znajomych zna dokltadnie jedna osobe (a; = 1).
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W przypadku pierwszym osoba o najwickszej liczbie znajomych (as8) zna 27
osOb (nie moze przyjaznic sie z uczniem 1, bo znajomosci sa wzajemne). Oznacza
to, ze liczby znajomych dla 28 uczniéw z klasy Piotra wynosza od 0 do 27 i zachodzi
a; = j—1dlayj =1,...,28 Zauwazmy teraz, ze uczen 2 musi przyjaznic si¢
z uczniem 28 (wszyscy poza 1 przyjaznia sie z 28, w tym takze Piotr), zatem 3
przyjazni sie z 27 1 28 (bo ag; = 26 wiec 27 przyjazni si¢ ze wszystkimi poza
uczniami 1 i 2). Kontynuujac widzimy, ze uczen j dla j = 2,...,14 przyjazni
sie z uczniami 30 — j,...,28. Uczeni 15 przyjazni sie z Piotrem oraz uczniami
16, ...,28. Podobnie uczen j dla 7 = 16,...,28 przyjazni sie natomiast z Piotrem
oraz uczniami 2, ..., j—1. Oznacza to, ze Piotr przyjazni sie z uczniami 15, . . ., 28,
czyli ma 14 znajomych w klasie.

W drugim przypadku a; = 1. Analogicznie jak w poprzednim przypadku
wnioskujemy, ze osoba o najwigkszej liczbie znajomych zna 28 oséb i a; = j
dla j = 1,...,28. Zauwazmy teraz, ze 1 musi przyjazni¢ sie z 28, 2 przyjazni
sie z 28 1 27 i tak dalej. Uczen j dla 7 = 1,2,...,14 przyjazni sie z uczniami
29 —j,...,28. Uczen j dla j = 15,...,28 przyjazni sie natomiast z Piotrem oraz
uczniami 1,...,5 — 1. Oznacza to, ze Piotr przyjazni sie z uczniami 15,..., 28,
czyli ma 14 znajomych w klasie.

Odpowiedz: Piotr ma 14 znajomych w klasie.

3. Dowolnej parze liczb rzeczywistych (x,y) przyporzgdkowujemy liczbe xxy. Zna-
lezé liczbe 2012 x 2011 jezeli wiadomo, ze
rxr =0 oraz rx(y*xz2)=(rxy)+ 2
dla dowolnych liczb rzeczywistych x, vy, z

Rozwigzanie (na podstawie pracy Johnny’ego B. Goode’a).
Korzystajac z zalozen widzimy, ze

2012 % 0 = 2012 % (2011  2011) = (2012 » 2011) + 2011, (2.1)
2012 % 0 = 2012 % (2012 % 2012) = (2012 x 2012) 4 2012 = 2012. (2.2)

Przyrownujac stronami (2.1) i (2.2) otrzymujemy
(2012 % 2011) 4 2011 = 2012,
a stad 2012 x 2011 = 1.

Rozwigzanie (na podstawie pracy Grzegorza Gajocha).
Rozpatrzmy funkcje

flz,y) =zxy.
Z zatozenia wynika, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y, z spelnione sa row-
nania

f(z,z) =0, (2.3)
[, [y, 2) = fz,y) + 2. (2.4)

Dla dowolnego x mamy wiec
f(a:,O):f(x,f(x,x)) (

= f@o)+
= (
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Wykazalismy zatem, ze dla dowolnego = zachodzi

f(z,0) = z. (2.5)
Wstawiajac do powyzej rownosci x = 0 oraz dowolne y otrzymamy

= f(0,f(y,y)) (z 2.3))
=f0,y)+y (z (2.4).

Wykazalismy zatem, ze dla dowolnego y zachodzi

f(0,y) = —y. (2.6)
WeZmy teraz dowolne x oraz z i rozpatrzmy
f(.%',Z) = f(xa _(_Z))
= [z, f(0,=2)) (z (2.6))

= [(2,0)+(=2) (2 (2.4))
z (z (2.9)).

Wykazalismy zatem, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych = oraz z zachodzi

= r —

flz,2) =2 — 2.
W szczegolnosci f(2012,2011) = 2012 2011 = 2012 — 2011 = 1.

4. O czworokgcie wypuktym ABMC wiadomo, ze /BAM = 30°, ZACM = 150°
oraz |AB| = |BC|. Udowodnié, Ze odcinek AM lezy na dwusiecznej ZBMC.

Rozwigzanie (na podstawie pracy Johnny’ego B. Goode’a).

Z twierdzenia sinusow dla AABM:
sin30°  sin 8

b a
a zatem in 3
a sin
g _ 2.
b sin30° (2.7)
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7 twierdzenia sinusow dla ACM B:

sin(90° + )  sin(a + f)
b B a ’

a _ sin(a+ )
b sin(90° +a)’

Przyrownujac (2.7) i (2.8)), otrzymujemy:

sin  sin(a + )
sin30°  sin(90° + )
sinf#  sinacos 8 + cosasin 3
=

(2.8)

5 COS ¢

2cosasin 8 = sinacos B 4 cos asin 8
cos arsin 8 = sin «v cos 3

sinf  sina

cosfB  cosa
tgfh = tga.

Z warunkow zadania o < 30°, bo a+ZMAC+ZACM = 180°. Podobnie rozpatru-
jac trojkat BC'M o katach a+ (3, 90° + a oraz ZC' BM widzimy, ze takze 8 < 90°.
W przedziale [0,90°) tangens jest funkcja réznowartosciowa, zatem o = f3.

5. Dla danej liczby rzeczywistej x przez {x} oznaczamy cze$é utamkowq, a przez
[x] — cze$é catkowitq x. Dla danych liczb rzeczywistych a oraz b niech p, =
[2{an + b}].

a) Czy dla dowolnego czteroelementowego ciggu w o wyrazach ze zbioru {0,1}
mozna znaleé takie liczby a 1 b, Ze w bedzie podciggiem ciggu po, p1, P2, - - - ¢
b) Czy dla dowolnego piecioelementowego ciggu w o wyrazach ze zbioru {0, 1}
mozna znalezé takie liczby a 1 b, zZe w bedzie podciggiem ciggu po, p1, P2, - - .7

Rozwigzanie (na podstawie pracy Grzegorza Gajocha).
Udowodnimy nastepujacy

Lemat. Niecha =1—a dla a € {0,1}. Jezeli g, = 2{an + b+ 3}], to ¢, = Dy
dla wszystkich n.

Dowadd. Zauwazmy, ze
1 1 o
pn=0<= {an+b} € {0,5) < {an+b+1/2} € {5,1) <~ ¢, =1=0,.

Zatem mamy takze p, =1 <= ¢, =0 =p,. O

Z lematu otrzymujemy, ze jezeli ciag w = w; ...w, o wyrazach ze zbioru {0, 1}
jest podciagiem ciggu po, p1, P2, ... dla pewnych liczb a i b, to clag w = Wy ... W,
jest podciagiem ciggu pg, p1, pe, ... dla liczb a i b+ %

Na mocy powyzszej obserwacji wystarczy zatem pokazaé, ze wszystkie ciggi
czteroelementowe zawierajace co najwyzej dwie jedynki sa podciggami ciagu po,
P1, P2,- . . dla pewnych liczb rzeczywistych a i b.
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Rozpatrzmy zatem nastepujace wartosci liczb a i b:

1. a =0, b=0: Wowczas
p07p17p27'--:07070,0707...:OOO_

Zatem cigg 0000 pojawia sie jako podciag.
2. a= %, b= 0. Wowczas

Po,P1y P2, - = 0,1,0,1,0,1,... = (01).

Zatem ciagi 0101 oraz 1010 pojawiaja sie jako podciagi.
3. a= %, b= %: Wowezas

Po, D1, P2, .. =1,0,0,0,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0, ... = 1(00011)*.

Zatem ciagi 1000, 0011, 0110, 1100 oraz 0001 pojawiaja sie jako podciagi.

4. a = %, b= é—g: Wowezas

Po,P1, P2, ... =1,0,0,1,0,0,1,1,0,0,0,... = 1(00011)>.

Zatem ciggi 0010, 0100, oraz 1001 pojawiaja sie jako podciagi.

Wykazalismy, ze wszystkie ciggi czteroelementowe, w ktérych 1 wystepuje co naj-
wyzej dwa razy sa podciggami ciggu p, dla odpowiednio dobranych a i 0. Na
mocy udowodnionego wyzej lematu wnioskujemy, ze liczby a i b mozna dobraé dla
wszystkich ciggéw czteroelementowych.

Od redakcgi: Pomimo niekompletnosci koricowej cze$ci rozuigzania rozumo-
wanie zostato zamieszczone ze wzgledu na ciekawq idee. Koniec rozwigzania, to
odpowiedZ firmowa.

Udowodnimy, ze przy powyzszych zasadach nie otrzymamy nigdy ciaggu 00010.
Utozsamimy najpierw odcinek [0, 1) z okregiem o obwodzie 1 na plaszczyznie oraz
bedziemy uwazali dwie liczby rzeczywistej o réwnych czesciach utamkowych za
punkty na okregu. Zgodnie z tym utozsamieniem x,, = {an + b} jest punktem
na okregu, ktory powstaje przez n-krotny obrét punktu {b} o kat 2wa odwrotnie
do ruchu wskazowek zegara. Woéwcezas p, = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy z, lezy
na dolnym potokregu [L/2,1). Jezeli {a} = 1/, to ciag p, jest rowny (01)*° lub
(10)*° i nie pojawi sie w nim podciag 00010. Przyjmijmy zatem, ze {a} # 1/
i rozpatrzmy trzy kolejne punkty x,,, x,11, ;12 Wyznaczone przez nasza procedure
na okregu. Punkty z, i x,.2 podzielg okrag na dwa odcinki: krotszy i dtuzszy,
bo zalozylismy, ze {a} # /2. Wowczas mamy dwie mozliwosci: punkt x,,1 moze
leze¢ na dluzszym lub na krotszym tuku okregu. Co wiecej, jezeli dla pewnego
n zachodzi ktorys z powyzszych przypadkow, to dla wszystkich n zaobserwujemy
identyczne polozenie trzech kolejnych punktéw, bo nasze odwzorowanie obraca
sztywno cala konfiguracje. Zatem w przypadku pierwszym nigdy nie otrzymamy
ciggu 000, a w drugim przypadku ciaggu 010.



Rozdzial 3

Rytro

Seria pierwsza

1. Czy mozliwe jest ustawienie czterech pitkarzy na boisku tak, aby odlegtosci po-
miedzy nimi wynosity 1, 2, 3, 4, & oraz 6 metrow?

Rozwigzanie (na podstawie pracy wielu autoréw).

Takie ustawienie jest mozliwe. Aby to wykaza¢ wystarczy ustawié¢ pitkarzy w punk-
tach A, B, C, D lezacych na jednej prostej, gdzie |AB| = 2 metry, | BC| = 3 metry
oraz |CD| = 1 metr.

2m 3m Im

A B ¢ D

2. Wsrod mieszkaricow pewnej wyspy 2/3 mezczyzn oraz 3/5 kobiet jest w monoga-
macznych 1 roznoptciowych zwigzkach matzenskich. Jaki procent populacji tych
wyspiarzy pozostaje w zwigzku matzerskim?

Rozwigzanie (na podstawie pracy Krzysztofa Borowika).
Niech x oznacza liczbe mezczyzn a y liczbe kobiet zamieszkujacych wyspe. Skoro
wszystkie zwigzki sg monogamiczne i roznoplciowe, to liczba kobiet pozostajacych
w zwigzku malzenskim jest rowna liczbie liczbie mezczyzn, zatem

2 3

—r = —y.

37~ 57
Zatem x = %y. Catkowita populacja wyspy wynosi = + y, za$ liczba mieszkancow
wyspy nie bedacych stanu wolnego to %x + %y Odsetek wyspiarzy pozostajacych
w zwigzku malzenskim wynosi wiec:

r+3 23 12
32759 00% = 232 . 100% = = - 100% ~ 63, 2%.
x4y oY 19

3. Na papierze w kratke narysowano wypukly wielokgt w ten sposob, ze wszystkie
jego wierzchotki lezg na przecieciach linit © Zadna z krawedzi nie lezy na jednej
linti. Pokazaé, ze suma dtugosci linit pionowych zawartych w tym wielokqgcie
jest rowna sumie diugosci linii poziomych zawartych w tym wielokgcie.

Rozwigzanie (na podstawie pracy Aleksandry Joézefaciuk).

Narysujmy na ptaszczyznie taki wielokat wypukty, ze wszystkie jego wierzchotki
leza w punktach kratowych i zadna z krawedzi nie lezy na jednej z linii wyznacza-
jacej punkty kratowe.
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T4 . D
5
x x
3 6 2 T10
X2 Tg | X9

4

~

F

Oznaczmy dhlugoséci odcinkéw linii pionowych zawartych we wnetrzu wielokata
przez xy,xs, ..., T, (patrz rysunek). Podzielg one nasz wielokat na n — 1 trapezow
i dwa trojkaty (dzieki zalozeniu, ze zaden bok nie lezy na takiej linii). Pole P tego
wielokata jest suma pol tych trapezéw i trojkatow:

n—1 n
1 1 1
P:§$11+< E §<ij+l’j+1)'].)+§$n'1:jgll’j.

J=1

Podzielmy teraz nasz wielokat liniami poziomymi. Oznaczmy diugosci odcinkow
linii poziomych zawartych we wnetrzu wielokata przez yi, v, . . ., ym. Podobnie jak
poprzednio mamy:

1 1 1 -
P:§y1-1+< 5(yy+yj+1)-1)+§ym~122yj.
j=1

Otrzymalismy

ij :P:Zij
, o

Jj=1

czyli suma dtugosci linii pionowych zawartych w tym wielokacie jest rowna sumie
dhugosci linii poziomych zawartych w tym wielokacie.

4. Znalezé przyktad wielomianu P stopnia 2013 spetniajgcego dla wszystkich liczb
rzeczywistych x tozsamosé

P(z)+ P(1 —x) = 1.
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Rozwigzanie (na podstawie pracy Macieja Wachulca).
Niech Q(x) = P(x) — 1/2. Wowczas wielomian ) spelnia dla wszystkich liczb
rzeczywistych x réwnanie

Qr) = -Q(1 —x) (3.1)
wtedy i tylko wtedy, gdy P spetnia dla wszystkich liczb rzeczywistych z réwnanie

P(z)+ P(1—x)=1.
Zdefiniujmy nowy wielomian R wzorem
R(y) = Qy + 1/2).

Wstawiajac © = y + 1/2 do réwnania (3.1) otrzymujemy Q(y + 1/2) = —Q(y —
1/2), zatem rownanie (3.1) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej liczby
rzeczywistej y zachodzi

Rly) =Qy+12) = —Q(1 = (y+ 1) = —Q((—y) + '2) = —R(y).  (3.2)

Ostatnie rownanie zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy R jest wielomianem niepa-
rzystym. Zauwazmy jeszcze, ze wielomiany P, () oraz R sa zawsze tego samego
stopnia. Zatem wystarczy wzia¢ wielomian R(y) = y?*'3, aby spelnione bylo
rOwnanie . Wowcezas wielomian

Qz) = (z —1/2)""

spelnia rownanie (3.1). Zatem P(x) = (z —1/2)*" +1/2 spelnia warunki podane
w zadaniu, co tatwo tez sprawdzi¢ bezposrednio

Px)+P(1—2)=((x—1/2)* +1/2) + (1 —z) — 1/2)*"% +1/2
= (x—1/2)" — (z —1/2)*¥ +1=1.

5. Pelng talie 52 kart utozono w rzedzie na stole. Pewna liczba z tych kart jest
obrdocona koszulkq do gory. Gracz w kazdym ruchu odwraca na drugg strone
pewng liczbe sqsiadujgcych kart z ktorych pierwsza 1 ostatnia must byé koszulkq
do gory (wwaga! taki blok moze sktadaé sie z jednej karty) i uktada je w od-
wrotnej kolejnodci (tzn. ostatnia karta staje sie pierwszq itd.). Pokazaé, zZe
bez wzgledu na to jak bedzie grat w pewnym momencie wszystkie karty bedq
odstoniete (odwrdcone koszulkq do dotu).

Rozwigzanie (na podstawie pracy Mateusza Bakaly).
Udowodnimy, ze twierdzenie z tezy zadania zachodzi dla talii ztozonej z n kart
(n dowolne). Dowdd przeprowadzimy indukcyjnie. Twierdzimy, ze dla kazdego
n istnieje taka liczba k(n), ze po najdalej k(n) ruchach wszystkie karty beda od-
stoniete koszulka do dotu.

Dla n = 1 mamy jedna karte i teza jest oczywista, bo po najdalej jednym
posunieciu karta ta bedzie odstonieta.

Zatozmy, ze n > 11 teza zostata udowodniona dla talii ztozonej z n kart. Rozpa-
trzmy dowolnie ulozenie n+ 1 kart. Zauwazmy, ze jezeli ostatnia karta jest w pew-
nym momencie gry odstonieta, to pozostanie odstonieta przez cata rozgrywke, bo
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nigdy nie znajdzie si¢ ona pomiedzy dwiema kartami zastonietymi. Zatem od
momentu odstoniecia ostatniej karty rozgrywka dotyczy tylko pierwszych n kart
i na mocy zalozenia indukcyjnego zakonczy sie po k(n) ruchach. Jezeli ostatnia
karta jest na poczatku gry zastonieta, to na mocy zatozenia indukcyjnego graczy
moze jej nie odstania¢ przez co najwyzej k(n) tur (tyle ruch6w mozna wykonaé
uzywajac tylko n pierwszych kart). Zatem w skoriczonej liczbie krokow gracz musi
odstoni¢ ostatnig karte a wtedy gra takze zakonczy sie po skoniczonej liczbie tur.



Seria druga

1. Czy z kazdej z danych osmiu réwnoodlegtych plaszczyzn w przestrzeni mozna
wybraé po jednym punkcie w ten sposdb, ze tworzq one wierzchotki szescianu?

Rozwiazanie (na podstawie pracy Rafala Maselka).
Mozna tak zrobic:

Rysunek przedstawia czesci wspolne szescianu ABCDA'B'C'D’ 7z o$Smioma
rownoodlegtymi ptaszczyznami. Kazdy z wierzchotkéw sze$cianu lezy na innej
plaszczyznie.

2. Liczby od 1 do 2013 wypisano w rzedzie. Czy mozna dopisac pod spodem kolejny
wiersz ztozony z tych samych liczb, ale ustawionych w takiej kolejnosci, Ze suma
liczb w kazdej kolumnie jest kwadratem?

Rozwigzanie (na podstawie pracy Karoliny Jedziniak).

1 2 195 || 196 | 197 2013
195 | 194 1 2013 | 2012 196
sumy w kolumnach: sumy: 2209 = 472

196 = 142

Odpowiedz: Mozna.

3. W rogu szachownicy m na n ustawiono wieze. Dwaj gracze na zmiane przesu-
wajqg jg po szachownicy zgodnie z requtami gry w szachy, ale wieza nie moze
zatrzymac sie ani przejsé nad polem na ktorym stata lub przechodzita przez nie
wezesniej. Przegrywa gracz, ktory nie moze juz wykonaé ruchu. Ktory z graczy
moze zapewnié sobie zwyciestwo @ jak wygleda jego strategia?

Rozwigzanie (na podstawie pracy Grzegorza Gajocha).

Mamy szachownice n x m pol. Bez straty ogoélnosci zatézmy, ze n to liczba kolumn,
n > m (szachownice mozna obracaé) oraz, ze wieza na poczatku stoi w lewym
dolnym rogu.
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Zalozmy, ze A porusza sie zawsze w poziomie na drugi koniec dozwolonego
obszaru szachownicy. Pokaze, ze jest to strategia wygrywajaca.

Przyktady dla m = 1,2. Litery A, B oznaczaja miejsca, skad gracze wykonuja
swoje ruchy, strzalki — posuniecia graczy, A gra zgodnie ze strategia, B wykonuje
jedyne mozliwe ruchy.

A———B

mB%A}
k

Zaktadam, ze dla kazdej takiej sytuacji na planszach mniejszych A wygrywa. Gdy
A ruszy sie do korica, B musi ruszyé¢ sie w pionie — zalézmy o k pdl. Nastepnie
A rusza sie w drugg strone, B wybiera, czy ruszy¢ sie w gore, czy w dot. W obu
przypadkach doprowadzi do prostokata mniejszego. Korzystajac z zatozenia in-
dukcyjnego, gracz A moze wygra¢ na tym mniejszym prostokacie.

Przypadek, w ktorym n = m oraz B rusza sie najdalej, jak to mozliwe, dopro-
wadzi do wygranej A. Natomiast jesli B wykona ruch krotszy, sprowadza gre do
przypadku istotnie prostokatnego.

4. Punkt X lezy na zewngtrz roztgcznych okregow o1 i 0o a odcinki styczne po-
prowadzone z x do o1 1 0o sq rownej dlugosci. Pokazaé, Ze przeciecie przekgt-
nych czworokgta o wierzchotkach w punktach stycznosci tych stycznych pokrywa
sie z punktem przeciecia takich prostych stycznych do obu okregow, ze okregi
01 1 0o lezq po roznych stronach tych prostych.

Rozwigzanie (na podstawie pracy Macieja Wachulca).
Niech Oy, Oy beda odpowiednio $rodkami o, 0s. Z podanej w zadaniu definicji X
wynika, ze X lezy na osi potegowej o1, 0o oraz ze jest srodkiem okregu opisanego
na punktach wycietych w oy, 0y przez poprowadzone z X styczne. Niech owe
wyciete punkty to A, B, C, D. Zas w to okrag (X, A) (tj. okrgg o $rodku w X
i przechodzqcy przez A).

0O1A L XA, poniewaz X A jest styczng. Zatem O A jest réwniez styczna wzgle-
dem w. Analogicznie X B. Wobec tego prosta AB jest biegunowa O; wzgledem w.
Analogicznie C'D jest biegunowa Oy wzgledem w.
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Niech T'= ABNCD. Z tw. La Hire prosta O,0s jest biegunowa 1" wzgledem w.
Z lematu w pracy Dominika Burka (http://students.mimuw.edu.pl/ tc319421/
dwustosunek.pdf, Dwustosunek i biegunowe) wiemy jednak, ze punkt przeciecia
przekatnych czworokata wpisanego w okrag lezy na biegunowych punktéw przecieé
przedtuzen bokéw. Wobec tego punkt Y = AC'N BD lezy na 0105 niezaleznie od

polozenia X.



Czesé I11

Mecze matematyczne



Zadania na mecz matematyczny w Rumii

Licytacja

1. Szescio$ciany. Dwa wielosciany nazwiemy tudzgco podobnymi, jesli mozna zna-
lez¢ taka odpowiednio$¢ pomiedzy ich $cianami, wierzchotkami i krawedziami,
ze odpowiednie Sciany maja taka sama liczbe krawedzi oraz spotykaja sie w obu
brytach w odpowiednich wierzchotkach i krawedziach. Ile mozna znalezé¢ roz-
nych sze$cioScianow, ktore nie sa parami tudzaco podobne?

2. Podzialy trojkata. Wskaza¢ najwieksza mozliwa taka liczbe n, ze kazdy trojkat
ostrokatny mozna podzieli¢ na n sposobéow odcinkami na trzy figury majace
osie symetrii.

3. Testowanie jajka. Wyhodowano zmodyfikowana genetycznie kure, ktéra znosi
superwytrzymate jajka. Dwa takie jajka zostana uzyte do testu, ktory ma
stuzy¢ znalezieniu najwyzszego pietra pewnego stupietrowego wiezowca (pietra
sa w nim ponumerowane od 1 do 100), z ktérego mozna zrzuci¢ jajko i ono
sie nie rozbije. Zakltadamy, ze jajko zrzucone z bezpiecznego pietra nigdy sie
nie rozbije, ale zrzucone z dowolnego pietra powyzej najwyzszego bezpiecznego
pietra rozbije sie zawsze. Niestety w skutek awarii wind kazde jajko trzeba
przed kazdym rzutem wnosi¢ po schodach. Znalezé algorytm, ktory pozwoli
wyznaczy¢ pietro, z ktérego mozna bezpiecznie zrzuci¢ jajko przy pomocy jak
najmniejszej liczby testowych rzutow.

4. Pirackie zloto. Zaloga pirackiego statku zdobyta kufer ztotych monet. Na
statku shuzylto stu piratéw Py, ..., Pigo i mieli oni $cisle okre$lona hierarchie:
pirat P; mial wyzsza range od pirata P; wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ > j.
Najwyzszy ranga pirat sposrod zyjacych jest zwany kapitanem. Piraci beda
dzieli¢ ztoto przy pomocy nastepujacego algorytmu. Kapitan proponuje po-
dzial ztota wskazujac ile monet otrzyma kazdy z kamratow. Propozycja ta jest
nastepnie poddana glosowaniu, w ktorym udzial biora wszyscy piraci (wlacznie
z proponujacym podzial). Kazdy pirat gtosuje za lub przeciw projektem po-
dziatu. Jezeli propozycja zostanie przyjeta (uzyska potowe lub wiecej glosow),
to ztoto jest dzielone. Jezeli wiekszosé¢ glosujacych jest niezadowolona ze swo-
jego udziatu w hupie, to zabija kapitana i powotaja nowego, ktory zaproponuje
nowy podzial tupow. Zaktadamy, ze piraci sa chciwi, tchorzliwi i nieufni, ale
sg inteligentni, tzn. ze strachu przed starszymi rangg nie beda miedzy soba
spiskowa¢, zawsze zaglosuja za propozycja, ktora daje im najwicksza mozliwa
do uzyskania przy danej randze liczbe monet. Jaka jest najmniejsza liczba
monet w kufrze, aby kapitan przezyl pierwsze glosowanie i jaky propozycje
powinien on ztozy¢ swoim kamratom?

5. Zepsuty zamek szyfrowy. Zamek szyfrowy otwiera kombinacja trzech cyfr z za-
kresu od 1 do 8. Niestety w skutek awarii zamek odblokuje sie, jezeli zostana
poprawnie wprowadzone dwie z trzech cyfr (np. 103, 140, 043, gdzie { ozna-
cza dowolna cyfre otwiera zamek jezeli kombinacja otwierajaca zamek to 143).
Jak wiele prob wprowadzenia trzycyfrowych kombinacji trzeba wykonaé, aby
otworzy¢ ten zamek? Znalezé¢ jak najmniejsza liczbe prob.

strona 36 z




Rumia Mecz matematyczny lipiec 2012

Regularne zadania

1.

Skierowanie grafu. Udowodnié¢, ze krawedzie dowolnego grafu nieskierowanego
mozna zorientowaé tak, aby dla wszystkich wierzchotkow grafu liczba krawedzi
wychodzacych z danego wierzchotka roznita sie od liczby krawedzi dochodza-
cych do tego wierzchotka o +1.

Suma, 237, Udowodni¢, ze kazda liczbe naturalng n mozna przedstawi¢ w po-
staci sumy takich liczb postacji 2°3/, ze zadna z nich nie jest dzielnikiem ktorej$
z pozostatych.

Sasiedzi w macierzy. Udowodnié¢, ze przy dowolnym rozmieszczeniu liczb od
1 do n? w kwadratowej tablicy n x n istnieja takie dwa pola sasiadujace w pionie
lub w poziomie, ze wpisane w nie liczby r6znia sie o co najmniej n.

Okragly Stot krola Artura. Prawo do zasiadania przy Okraglym Stole ma
n > 2 rycerzy. Kazdy z nich ma co najmniej n/2 przyjaciot wsrod pozostalych
rycerzy. Pozostali rycerze sa jego wrogami. Udowodnié¢, ze rycerzy mozna
usadzi¢ przy Okraglym Stole tak, aby zaden z nich nie siedzial obok swojego
wroga. Relacje wrogosci i przyjazni sa symetryczne i dopelniaja sie: albo dani
dwaj r6zni rycerze sa przyjacioétmi, albo sa wrogami.

Pajaki i mrowka. Wzdtuz krawedzi szeScianu wedruja trzy pajaki polujace na
mrowke. Mréwka jest trzy razy szybsza od kazdego z pajakow. Jezeli pajak
i mrowka spotkaja sie, to mrowka zostaje zjedzona. Czy mréwka ma szanse
przezycia jezeli wiadomo, ze pajaki beda ze sobg wspotpracowaly?

Kolorowy szescian. Sciany 27 jednostkowych szescianéw pomalowany przy uzy-
ciu trzech koloréw w ten sposob, ze dla kazdego koloru jest mozliwe ulozenie
z tych szeScianéw szeScianu 3 X 3 x 3, ktérego wszystkie widoczne Sciany sa
w wybranym kolorze. Znalez¢ liczbe szescianow, ktorych $ciany pokolorowano
uzywajac wszystkich kolorow.

Ciag. Znalez¢ wszystkie ciagi liczb rzeczywistych ag, aq, as, ... spelniajace dla
i = 7 2 0 réwnosci a;a; = a;4j + a;—; oraz a; = a;412 i takie, ze ag > a; > ag >
0.

Spacer. Udowodnié, ze nie mozna znalezé¢ krzywej zamknietej przecinajacej
kazdy z 16 odcink6éw na rysunku doktadnie jeden raz. Czy mozna to zrobi¢ jezeli
zatozymy, ze rysunek zostal wykonany na powierzchni sfery lub na powierzchni

torusa zamiast na plaszczyznie?
k/_7 M~—

>
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Zadania na mecz w Rytrze

Licytacja

1.

Jaka jest najwieksza liczba konikéw szachowych, ktére moga by¢ umieszczone
na szachownicy 5 X 5 w ten sposob, ze kazdy atakuje dokladnie dwa sposrod
pozostatych?

Na plaszczyznie umieszczamy kolejno punkty (jeden po drugim) tak, aby zadne
trzy z nich nie lezaty na jednej prostej i po dodaniu kazdego punktu narysowana
figura mialta oS symetrii. Jaka jest najwieksza mozliwa liczba punktow, ktore
mozna w ten sposéb umiesci¢ na ptaszczyznie?

Adam i Bernard graja w nastepujaca gre: Adam wybiera dwucyfrowa liczbe
naturalng, a Bernard probuje ja odgadna¢. Probe uwazamy za udang jesli
Bernard poda liczbe, ktérej co najwyzej jedna z cyfr r6zni sie o co najwyzej
jeden od odpowiadajacej jej cyfry w liczbie Adama. Jaka jest najmniejsza
liczba prob jakiej potrzebuje Bernard aby zagwarantowadé sobie, ze co najmnie]
jedna z nich bedzie udana?

Jaka jest najwieksza liczba takich trojmianéw kwadratowych majacych dwa
rézne pierwiastki rzeczywiste, ze suma dowolnych dwoch z nich jest wielomia-
nem stopnia dwa o jednym (podwéjnym) miejscu zerowym?

Regularne zadania

1.

Trzy stosy licza sobie odpowiednio: 51, 49 i 5 kamieni. Dwa stosy moga zosta¢
potaczone lub jeden stos zbudowany z parzystej liczby kamieni moze zostacé
podzielony na pot na dwa. Czy mozemy otrzymacé w ten sposob 105 stoséw po
jednym kamieniu?

Punkt A lezy wewnatrz danego okregu O. Znalezé wszystkie mozliwe potozenia
takiego punktu C', ze istniejg takie punkty B i D na okregu O, ze czworokat
ABCD jest rownolegtobokiem.

Dany jest wielomian f(z) = 2? 4+ 122 + 30. Rozwiaza¢ réwnanie

f2013($> =0.

Z pelnej talii kart wybrano siedem i pokazano je Adamowi, Bernardowi i Jac-
kowi. Nastepnie karty te potasowano i rozdano po trzy Adamowi i Bernardowi.
Adam i Bernard maja za zadanie przekazaé¢ sobie nawzajem informacje o kar-
tach, ktére maja na rece. Czy moga to zrobié¢ tak, aby wiedzieli wszystko
o kartach jakie ma ten drugi a Jacek nie poznat zadnej z ich kart. Zaden z nich
nie zna sibdmej karty. Jacek styszy co méwia Adam i Bernard. Adam i Bernard
nie maja takze mozliwosci ustalenia zadnych szyfréw ani kodow.

Jaka najwieksza wartos¢ najwiekszego wspolnego dzielnika liczb n + 2013m
oraz m + 2013n mozna osiaggnaé jezeli m i n sa wzglednie pierwsze?

Ewa ma trzy patyczki. Jezeli nie da sie z nich skonstruowaé¢ trojkata, to naj-
dtuzszy z nich zostaje skrocony o sume dlugosci dwoch pozostatych. Czy moz-
liwe jest, aby operacje te Ewa powtarzata w nieskonczonos¢ i na kazdym etapie
miala trzy patyki o niezerowej dtugosci?

Znalez¢ wszystkie liczby calkowite z i y speliajace rownanie z* — 2y% = 1.
W rzedzie danych jest n lamp. Niektére z nich Swieca sie. Co minute wszyst-
kie zagwiecone lampy gasng a kazda zgaszona lampa sasiadujaca z doktadnie
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10.

11.

jedna lampa dotychczas wlaczong zapala sie. Dla jakich n mozliwy jest taki
poczatkowy uktad zapalonych lamp, ktory nigdy nie zgasnie?

Czy istnieje taka 2013-cyfrowa liczba naturalna w ktérej zapisie dziesietnym nie
wystepuje cyfra 0, ze po powiekszeniu jej o iloczyn jej cyfr otrzymamy liczbe
o tym samym iloczynie cyfr?

Podstawy trapezu maja dlugosci catkowite i rézne. Pokazaé, ze trapez ten
mozna podzieli¢ na trojkaty przystajace.

W trojkacie ABC srodkowa BM ma diugo$é¢ réowna bokowi AC. Punkty
D i E znajduja sie, odpowiednio, na przedtuzeniach odcinkéw BA oraz AC
i spetniajg rownosci

|AD| = |AB|  oraz  |CE|=|CM]|.

Pokaza¢, ze proste DM i BE sa prostopadte.



O projekcie

Nazwa Projektu: ,Mtodziezowe Uniwersytety Matematyczne”

Projekt wspoélfinansowany z Srodkéw Unii Europejskiej w ramach Programu
Operacyjnego Kapital Ludzki

Priorytet: III — Wysoka jakos$¢ systemu oswiaty

Dziatanie: 3.3. Poprawa jakosci ksztalcenia

Poddziatanie: 3.3.4. Modernizacja tresci i metod ksztalcenia

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersy-
tetem Jagielloniskim i Panstwowa Wyzsza Szkota Zawodowa w Chelmie
Czas trwania projektu: od 2009.12.31 — 2013.09.30

Projekt ,Mtodziezowe Uniwersytety Matematyczne” jest adresowany do mto-
dziezy uczacej sie w szkotach ponadgimnazjalnych (Liceum Ogolnoksztatcace, Li-
ceum Profilowe, Technikum) zlokalizowanych na terenie wojewddztw podkarpac-
kiego, malopolskiego i lubelskiego.

Uzasadnienie:

Projekt powstal w odpowiedzi na istnienie nastepujacych problemow:

1. Obnizajacy sie poziom wiedzy i umiejetnosci uczniow z matematyki, ktorego
gltowng przyczyna jest zmniejszenie liczby godzin z matematyki w cyklu ksztatce-
nia.

2. Znikoma liczba szkolnych kétek zaje¢ wyréownawczych matematyki.

3. Niewielkie wsparcie merytoryczne dla uczniéw uzdolnionych matematycznie,
wynikajace m.in. z zaniku kontaktu nauczycieli i uczniow z os$rodkami akademic-
kimi.

4. Zanik kolek zainteresowan z matematyki.

Glowne zalozenie projektu:

Podniesienie kompetencji matematycznych 6100 uczniéw rozpoczynajacych na-
uke w klasie I w roku szkolnym 2010/11 w szkolach ponadgimnazjalnych w woje-
wodztwie podkarpackim, matopolskim i lubelskim w okresie 09.2010-08.2013.

Cele szczegbdlowe:

1. Zwiekszenie poziomu wiedzy i umiejetnosci z matematyki 3900 uczniéw po-
siadajacych luki kompetencyjne w tym zakresie.

2. Reaktywowanie lub wzmacnianie okoto 99 szkolnych kotek zaje¢ wyrdwnaw-
czych.

3. Rozszerzenie poziomu wiedzy 1 umiejetnosci z matematyki minimum 2200
uczniow uzdolnionych matematycznie.

4. Reaktywowanie lub wzmocnienie okolo 78 szkolnych kétek zainteresowan we
wspotpracy ze szkotami wyzszymi realizujacymi projekt.



Grupa docelowa:

Grupe docelowa stanowi¢ beda uczniowie rozpoczynajacy nauke w kl. I w szko-
lach ponadgimnazjalnych (Liceum Ogolnoksztalcace, Liceum Profilowe, Techni-
kum) w roku szkolnym 2010/11 zlokalizowanych na terenach woj. podkarpackiego,
maltopolskiego i lubelskiego. Wsparciem objetych zostanie okoto 6750 uczniéw po-
chodzacych z 177 szkot, ktorzy beda mieli mozliwo$¢ podniesienia poziomu wiedzy
z matematyki (dla uczniow stabych), jak rowniez rozszerzenia wiedzy z zakresu
matematyki (dla uczniéw zdolnych). W kazdym z trzech wojewddztw zostanie
wybranych po 30 szkét do zaje¢ wyréwnawczych i po 30 szkoét do zajeé rozsze-
rzajacych z zakresu matematyki. Dana szkota moze otrzymac wsparcie zar6wno
w zakresie zaje¢ wyréwnawczych jak i rozszerzajacych. W zaleznosci od potrzeb
w szkole utworzonych zostanie od 2 do 4 grup 15 osobowych do zaje¢ wyréwnaw-
czych lub 2 grupy 15 osobowe do zaje¢ rozszerzajacych. Laczna liczba grup bedzie
wynosita 450.

Uczniowie zakwalifikowani do udzialu w projekcie uczestniczy¢ beda w nim
przez 3 lata szkolne (od klasy pierwszej do klasy trzeciej).
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