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Zaleznosci miedzy promieniami okregow
opisanego i wpisanego oraz obwodem trojkata

Zywomir Dinew

Wszyscy doskonale znamy warunki na to, aby liczby rzeczywiste dodatnie
a,b,c € Ry mogtly by¢ dlugosciami bokéw trojkata ABC. Sa to nieréwnoéci

a+b>c,b+c>a,c+a>0.

Tréjkat jest jednoznacznie wyznaczony nie tylko przez boki. Musimy znaé
trzy jego parametry np. jeden bok i wielko$¢ dwdch przylegajacych katow, dwa
boki i kat pomiedzy nimi, etc. Trzema wielko$ciami wyznaczajacymi jednoznacz-
nie trojkat sa tez

R — promien okregu opisanego na tréjkacie

r — promien okregu wpisanego w tréjkat

at+b+ec
2

(polowe bierzemy ze wzgledu na proste zapisywanie wzoréw np. Herona).
Pytanie:Jakie warunki na R, 7 i p € R, gwarantuja istnienie tréjkata ABC,
dla ktorego p,r i R beda stosownie polowa obwodu, promieniem okregu wpisa-
nego i promieniem okregu opisanego?
Odpowiedz: Twierdzenie Blundona (1965 Canadian Mathematical Bulletin)
R, 7 ip sa jak wyzej. Istnienie tréjkata ABC' jest rownowazne nieréwnosciom

p — polowa obwodu tréjkata, p =

2R?*+10Rr—r*—2(R—2r)v/ R? — 2Rr < p* < 2R*+10Rr—r?+2(R—2r)\/ R? — 2Rr.

Ponadto jedna z réwnosci zachodzi, gdy tréjkat jest rownoramienny, a obie
rownosci zachodza wtedy i tylko wtedy, gdy trojkat jest rownoboczny.

Poprawnos¢ wyrazéw

Pewne watpliwosci moze budzié, czy wyrazenia w nieréwnosciach sa po-
prawne. Widaé, ze aby tak bylo, musi byé¢ R? — 2Rr > 0.

Twierdzenie (Euler):Odleglto$é miedzy srodkiem (O) okregu opisanego
na tréjkacie ABC, a érodkiem (I) okregu wpisanego w ten sam tréjkat ABC),
wyraza sie wzorem

OI? = R? — 2Rr.

Stad R?2 — 2Rr > 0, a R? — 2Rr = 0 jest réwnowazne z tym, ze O = I, co
daje nam, ze tréjkat ABC' jest réwnoboczny.
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Dowéd twierdzenia Blundona:Zbudujmy wielomian Q(x), trzeciego stop-
nia o pierwiastkach a, b i ¢ (dlugosciach bokéw tréjkata ABC'). Dostajemy

Q)= (z—a)(z—b)(z—c)=a>—2p2® 4+ qz —t
2p=a+b+c,q=ab+ bc+ ca,t = abc.

Znamy wzory
abc

1R = Poleaapc = pr-.

Stad
abc = 4Rpr.

Jak policzy¢ ab + be + ca?

Q(p) = (p—a)(p—b)(p— ¢) = p* — 2pp* + qp — 4Rpr-

Stad
p°r? = (Poleaapc)® =p(p—a)(p—b)(p—c) =

—p" +qp® — ARrp?,
gdzie w drugiej rownosci wykorzystaliSmy wzoér Herona. Stad
qg=p>+r?+4Rr.

Ostatecznie
Q(z) = 2® — 2pa® + (p* +1° + 4Rr)z — 4Rpr.

Ogodlna teoria réwnan trzeciego stopnia. Dla réwnania
3 2 _

sz +ma+nr+t=0

wprowadzamy wyrdznik " A"
"A” = 18smnt — 4m>t + m?n? — 4sn® — 275%2.
W zaleznosci od znaku ” AZachodza trzy mozliwosci
"A” > 0, wtedy istnieja trzy rézne pierwiastki rzeczywiste,
"A” = 0, wtedy istnieje pierwiastek wielokrotny, ale wszystkie pierwiastki sg rzeczywiste,
"A” < 0,wtedy tylko jeden pierwiastek jest rzeczywisty.

Teoria tego réwnania rozwinieta zostala przez del Ferro, Ferrariego i Tartaglie
pod koniec $redniowiecza.
W naszym przypadku po wyliczeniach dostajemy

0 < (a=b)*(b—c)*(c—a)® =" A" = 4r* (4R(R — 2r)® — (p* + r* — 10Rr — 2R?)?).

Przy okzaji widzimy, ze ”A”= 0 jest réwnowazne temu, ze ABC jest réwnora-
mienny. Upraszczajac powyzsza nieréwnos¢ dostajemy

4R(R —2r)3 > (p* + 1% — 10Rr — 2R?)%.
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Stad
|p? + 72 — 10Rr — 2R?| < 2(R — 2r)\/R? — 2Rr-.

Rozumowanie w druga strone jest podobne i w ten oto sposéb udowodnilismy
twierdzenie Blundona.

W praktyce latwiej sie stosuje (i pamieta) nieréwnosci, ktére sa troche stab-
sze od nieréwnosci Blundona.

Twierdzenie:Zachodzi

16Rr — 5r? < p® < 4R% + 4Rr + 312,

gdzie réwnosci zachodza tylko jednoczesnie i tylko w przypadku tréjkata réw-

nobocznego.
Dowd6d:Oznaczmy przez H ortocentrum tréjkata ABC, a przez G punkt

przeciecia srodkowych ($rodek ciezkodei). znamy wzory
1
0<GI? = §(p2 — 16Rr + 51r%)

(stad dostajemy nier6wnosé lewa) oraz
0o <IH? =4R* 4+ 4Rr + 3r° — p’

(stad dostajemy nieréwno$é prawa).
Prawda jest, ze

16Rr — 5r? < 2R? + 10Rr — r* — 2(R — 2r)\/R? — 2Rr < p?

< 2R? 4+ 10Rr — r? +2(R — 2r)v/ R? — 2Rr < 4R 4 4Rr + 3r°.

Zastosowania:
Zastosowania twierdzenia Blundona i stabszej wersji nieréwnosci Blundona

znajdujemy w teorii nieréwnosci symetrycznych z trzema niewiadomymi.
Proponujemy nastepujace 4 zadania:
1. Udowodnié nieréwnosé dla z,y,z € Ry

(x+y+2)°>4x+y)(y+2)(z+) - bryz.
2. Udowodnié¢ nieréwnosé¢ dla z,y,z € R
27(x 4+ 9)(y + 2)%(z + 2)? > 6dayz(z + y + 2)*
3. Udowodni¢ nieréwnos¢ dla z,y,z € Ry

Sxyz Lo 3(zy +yz + zx)
@+y)ly+2)(z+a) "7 a2+yP+e?

4. Udowodnié¢ nieréwnoéé dla z,y,z € Ry

1 1 1 9
(xy+yz+zx)((x+y)2+ (y+z)2+(z+z)2> >Z

(Jest to tak zwana ” nieréwnosé¢ Iranska”).
Szkic dodowu 1.(Pozostale dowodzi sie analogicznie.)
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Skoro z,y,z > 0, to ktadac x +y = a,y + z = b, z + x = ¢ dostajemy liczby
a,b i c, ktére sa bokami trojkata. Stad
T+Yy+z=p
(2 +y)(y + 2)(z + 2) = abe
zyz = (p—a)(p—b)(p —¢).
Nierownosé wyjéciowa przeksztalca sie do

p® > abc —5(p —a)(p—b)(p — ¢)

Polé?
p® > 16RPoleaapc — 5 AABC
p

2,.2
p® > 16Rpr — 51i.
p

Ostatecznie sprowadziliSmy wyjsciowa nieréwnos¢ do nieréwnosci
p? > 16Rr — 512,

co juz udowodnilismy. CBDO.
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