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Streszczenie. Wprowadzenie do teorii grup poprzez omoéwienie podstawowych
wiadomosci o grupie permutacji zbioru skonczonego. Mnozenie (czyli sktadanie)
permutacji. Rzad i znak permutacji jako przydatne narzedzia do rozwigzywania
rozmaitych zadan o wykonalnosci (i sposobie wykonania) skomplikowanych operaciji.
Zapis permutacji w postaci roztgcznych cykli jako metoda upraszczajgca rachunki.
Obliczanie rzedu permutaciji, dla ktérej znamy rozktad na roztgczne cykle. Oméwienie
zagadnien na przyktadzie ponizszych zadan:

1. Dwéch chtopcow, 17-latek i 11-latek, startujg w druzynowym konkursie
matematycznym. Kazdy z nich dostat talie 24 kart. W pojedynczym ruchu
kazdy z chtopcow odlicza (od gory) tyle kart, ile ma lat, po czym pierwszg
i ostatnig karte z talii przektada do srodka, w odliczone miejsce. Ich zadanie to
utozy¢ karty w obu taliach w taki sposob, w jakim znalaztyby sie one po
wykonaniu jednego miliona ruchéw. Na wykonanie zadania majg 10 minut.

Wskazowka: Kolejne ruchy wykonywane przez chtopcéw to kolejne potegi pewnych
dwoch konkretnych permutacji (opisujgcych ruchy wykonywane przez chiopcow)
zbioru 24-elementowego odpowiadaéacego talii kart. Tak wiec nalezy obliczy¢ potege
dwoch permutacji o wyktadniku 10°. Wystarczy wiec roztozy¢ obie permutacje na
roztgczne cykle, by obliczyé ich rzad, nastepnie wyliczy¢ reszte z dzielenia liczby 10°
przez rzedy obu permutacji i zamiast wykonywac¢ milion ruchéw, wykonac¢ ich tylko
tyle, ile wynosi owa reszta, lub tyle ruchow "przeciwnych", ile wynosi "dopetnienie"
reszty — w zaleznosci od tego, ktéra z tych liczb okaze sie mniejsza.
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Komputerowa wersja poprzedniego zadania — jedno klikniecie to jeden ruch
w obu taliach. Chtopcy majg utozy¢ karty w obu taliach w taki sposdéb, w jakim
znalaztyby sie one po wykonaniu n ruchéw, gdzie n to wiek jednego
z chiopcow (do wyboru) razy milion. Na wykonanie zadania majg 10 minut.
Czyj wiek powinni wybrac: starszego czy mtodszego?

Wskazéwka: Tym razem mamy do czynienia z jedng permutacjg (zbioru 48-
elementowego) opisujgcg pojedynczy ruch obu chtopcéw na raz. Rzad takiej
permutaciji to 17-7-11-13 = 17017. Reszta z dzielenia liczby 11- 10° przez 17017 to
7018 [!] (w tej wersji gry nie mozemy wykonywac¢ ruchéw "przeciwnych"), podczas
gdy reszta z dzielenia liczby 17- 10° przez 17017 to jedynie 17.
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Stoisz przed wielkim regatem z wieloma skrytkami. W kazdej z nich jest
sztabka. Wszystkie wygladajg identycznie, ale tylko jedna jest ze ztota. | ty nie
wiesz ktora. Wiesz jednak, ze jesli uda ci sie zamieni¢ miejscami sztabki
z dwéch pierwszych skrytek w taki sposéb, ze pozostate zostang na swoich
miejscach, wtedy otworzy sie ta skrytka, w ktorej jest prawdziwe ztoto. Nie jest
to jednak takie proste:

I. Na poczatku odblokowana jest tylko pierwsza skrytka. | zawsze, gdy
pierwsza skrytka jest odblokowana, pozostate sg zablokowane. | odwrotnie —
gdy wszystkie pozostate sg zablokowane, pierwsza ulega odblokowaniu.

Il. Pozostate skrytki zostang odblokowane (wszystkie na raz) zawsze i tylko
wtedy, gdy wyjmiesz sztabke z pierwszej skrytki. Wtedy tez pierwsza skrytka
zostanie zablokowana.

[ll. Aby zablokowac jedng z pozostatych skrytek, potrzeba i wystarcza zmienic
jej zawartoscé.

IV. Wszystkie skrytki zostang bezpowrotnie zablokowane, jezeli co najmnigj
dwie skrytki bedg puste.

Jak uwazasz, warto probowac¢ zamieni¢ dwie sztabki w dwoch pierwszych
skrytkach, czy bedzie to tylko strata czasu?...

Wskazéwka: Doktadnie zgtebiajagc zasady "dziatania" skrytek, mozna
stwierdzi¢, ze operacje przez nas wykonywane mozna podzielic na "partie"
sktadajgce sie na petne cykle (tj. permutacje bez punktow statych, ktére sg
pojedynczymi cyklami). To, do czego zmierzamy, to zamiana zawartosci
jedynie pierwszych dwéch skrytek miejscami, czyli transpozycja. Tak wiec
problem polega na rozstrzygnieciu, kiedy pewna transpozycja jest iloczynem
peinych cykli. Okazuje sie, ze zalezy to od liczebnosci zbioru, ktéry
permutujemy: jesli liczba elementéw tego zbioru jest nieparzysta, zadanie jest
niewykonalne (bo wtedy petne cykle majg znak 1, a transpozycja ma znak -1);
jesli zas owa liczba jest parzysta, wtedy zadanie jest wykonalne, ale nie jest to
wcale takie proste...

W klasycznej kostce Rubika $srodkowy klocek przy jednej z krawedzi obrécono
0 180 stopni. Czy da sie utozy¢ takg kostke Rubika?

Wskazéwka: Jesli wszystkie "Scianki" srodkowych klockéw przy krawedziach kostki
Rubika (jest ich 12) uznamy za zbidr, ktoéry permutujemy, kazdy obrot Sciany kostki
jest permutacjg tego, zbioru, ktérej znak okazuje sie by¢ zawsze réwny 1. Natomiast
operacja obrdcenia jednego klocka (jak w tresci zadania) to permutacja nieparzysta
(czyli 0 znaku -1).



5. Tym razem w klasycznej kostce Rubika obrécono jeden z klockéw naroznych.
Czy uzywajgc tych samych argumentéw co poprzednio, mozna rozstrzygngc,
czy takg kostke da sie utozyc?

Wskazéwka: Tym razem sprawa jest o wiele bardziej skomplikowana, gdyz obrot
klocka naroznego jest (zawsze) permutacjg parzystg (bez wzgledu na to, co uznamy
za permutowany zbior), a wiec zaden argument z uzyciem samego tylko pojecia
znaku permutacji nie wystarczy, by rozwigza¢ zadanie. (Mimo to wiadomo, ze takiej
kostki utozyC sie nie da. Mozna to stwierdzi¢, badajgc tzw. niezmienniki specyficzne
dla kostki Rubika).



