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Rozwigzemy réwnanie x3 = 3x + 4.
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Réwnanie x3 = 3x + 4

Rozwigzemy réwnanie x3 = 3x + 4.
Podstawmy w naszym réwnaniu
X=u+v.

Otrzymujemy
B+ V34 3uv(u+v) =3+ v) + 4.

Aby réwnanie to byto spetnione wystarczy, ze:

u3+v3: ,
3uv = 3.

Z drugiego réwnania wyliczamy v = 1/u. Postawiajac do pierwszego réwnania
dostajemy réwnanie
(B2 -4l+1=0.

Dostajemy stad

i zatem

Ostatecznie

X=u+v=i/2+\/§+i/2f\/§.
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Liczby algebraiczne

Definicja: Liczba algebraiczna to liczba zespolona z € C spetniajaca réwnanie postaci:

"4 ap 12" '+ ... 4az+a =0, a€qQ.
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Liczby algebraiczne tworza ciato.
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Ciata liczbowe

Definicja: Ciatem liczb zespolonych nazywamy dowolny podzbiér K C C zawierajacy
liczby wymierne i zamknigety ze wzgledu na dziatania algebraiczne: dodawanie,
odejmowanie, mnozenie i dzielenie.
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Ciata liczbowe

Definicja: Ciatem liczb zespolonych nazywamy dowolny podzbiér K C C zawierajacy
liczby wymierne i zamknigety ze wzgledu na dziatania algebraiczne: dodawanie,
odejmowanie, mnozenie i dzielenie.
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Definicja: Ciato generowane przez liczby algebraiczne z1, z>, . . ., z;, to najmniejsze
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a+bV2+cV4, abceQ

tworza ciato Q(%)

Definicja: Ciato generowane przez liczby algebraiczne z1, z>, . . ., z;, to najmniejsze
ciato K C C zawierajace zi, . .., z,. Oznaczamy je Q(zi1, z2, . . ., zn). Skfada sie ono z
liczb, ktére mozna otrzymac z liczb zi, . .., z, przez dziatania algebraiczne.

Definicja: Ciato liczbowe to ciato generowane przez skonczenie wiele liczb
algebraicznych.
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Ciata liczbowe

Przykfady:
1. Ciato Q(v/2,/3) sktada sie z elementéw postaci

a4+ bvV2+cV3+dve, ab,c,deQ.
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Liczby sprzezone

Definicja: Liczby algebraiczne nazywamy sprzezonymi, jedli spetniaja one to samo
réwnanie minimalnego stopnia:
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Definicja: Liczby algebraiczne nazywamy sprzezonymi, jedli spetniaja one to samo
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Liczby sprzezone

Definicja: Liczby algebraiczne nazywamy sprzezonymi, jedli spetniaja one to samo
réwnanie minimalnego stopnia:

Przyktad:

1.
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Liczby v/2 oraz —/2 sa sprzezone; spetniaja one to samo réwnanie x? = 2.
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x4 —10x2 +1=0.

s

2
. Liczby v/2 oraz v/2e3 s3 sprzezone; spetniaja one to samo réwnanie x3 = 2.
!

2kmi
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. Liczby en oraze n sa sprzezone dla k wzglednie pierwszego z n.

Jakub Byszewski Od Euklidesa do Galois



Liczby sprzezone

Definicja: Liczby algebraiczne nazywamy sprzezonymi, jedli spetniaja one to samo
réwnanie minimalnego stopnia:

Przyktad:

1.
2.
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Liczby V2 4+ /3 oraz f —V3 s3 sprzezone; spetniaja one to samo réwnanie
x*—10x24+1=0.

. Liczby v/2 oraz \[e% s3 sprzezone; spetniaja one to samo réwnanie x3 = 2.
!

. ki
4. Liczby eT/ oraz e n s3 sprzezone dla k wzglednie pierwszego z n.

27r 2k7r

. Liczby cos & oraz cos =% s3 sprzezone dla k wzglednie pierwszego z n.

Jakub Byszewski Od Euklidesa do Galois



Liczby sprzezone

Definicja: Liczby algebraiczne nazywamy sprzezonymi, jedli spetniaja one to samo
réwnanie minimalnego stopnia:

Przyktad:

1.
2.

Liczby v/2 oraz —/2 sa sprzezone; spetniaja one to samo réwnanie x? = 2.

Liczby V2 4+ /3 oraz f —V3 s3 sprzezone; spetniaja one to samo réwnanie
x*—10x24+1=0.

. Liczby v/2 oraz \[e% s3 sprzezone; spetniaja one to samo réwnanie x3 = 2.
!

. ki
4. Liczby eT/ oraz e n s3 sprzezone dla k wzglednie pierwszego z n.

5.

Liczby cos 2—” oraz cos zk—" sg sprzezone dla k wzglednie pierwszego z n.

Definicja: Ciato liczbowe nazywamy ciatem Galois, jesli wraz z kazda liczba
algebraiczng zawiera wszystkie liczby algebraiczne z nig sprzezone.
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Definicja: Liczby algebraiczne nazywamy sprzezonymi, jedli spetniaja one to samo
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Definicja: Liczby algebraiczne nazywamy sprzezonymi, jedli spetniaja one to samo
réwnanie minimalnego stopnia:

Przyktad:
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Liczby V2 4+ /3 oraz f —V3 s3 sprzezone; spetniaja one to samo réwnanie
x*—10x24+1=0.
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Definicja: Ciato liczbowe nazywamy ciatem Galois, jesli wraz z kazda liczba
algebraiczng zawiera wszystkie liczby algebraiczne z nig sprzezone.
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2.

Ciato Q(V2) jest Galois; wraz z v/2 zawiera takze —v/2.

Ciato Q(ﬁ, \/§) jest Galois; zawiera v/2 4+ /3, ale takze wszytkie liczby z nia
sprzezone: /2 — /3, —v/2 + /3 oraz —/2 — /3.
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Liczby sprzezone

Definicja: Liczby algebraiczne nazywamy sprzezonymi, jedli spetniaja one to samo
réwnanie minimalnego stopnia:

Przyktad:
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Ciato Q(V2) jest Galois; wraz z v/2 zawiera takze —v/2.

Ciato Q(ﬁ, \/§) jest Galois; zawiera v/2 4+ /3, ale takze wszytkie liczby z nia
sprzezone: /2 — /3, —v/2 + /3 oraz —/2 — /3.

. Ciato Q(f@) nie jest Galois; liczba sprzezona z e@jest \3/56% = \3/5(71%‘/?3)

nie lezy jednak ona w naszym ciele.
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Liczby sprzezone

Definicja: Liczby algebraiczne nazywamy sprzezonymi, jedli spetniaja one to samo
réwnanie minimalnego stopnia:

Przyktad:

1.
2.

Liczby v/2 oraz —/2 sa sprzezone; spetniaja one to samo réwnanie x? = 2.

Liczby V2 4+ /3 oraz f —V3 s3 sprzezone; spetniaja one to samo réwnanie
x*—10x24+1=0.
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Definicja: Ciato liczbowe nazywamy ciatem Galois, jesli wraz z kazda liczba
algebraiczng zawiera wszystkie liczby algebraiczne z nig sprzezone.

Przykfady:

1.
2.

Ciato Q(V2) jest Galois; wraz z v/2 zawiera takze —v/2.

Ciato Q(ﬁ, \/§) jest Galois; zawiera v/2 4+ /3, ale takze wszytkie liczby z nia
sprzezone: /2 — /3, —v/2 + /3 oraz —/2 — /3.

. Ciato Q(f@) nie jest Galois; liczba sprzezona z e@jest \3/56% = \3/5(71%‘/?3)

nie lezy jednak ona w naszym ciele.

. Ciato Q(V/2, e%) = Q(V/2,v/=3) jest Galois.
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Liczby sprzezone

Definicja: Liczby algebraiczne nazywamy sprzezonymi, jedli spetniaja one to samo
réwnanie minimalnego stopnia:

Przyktad:

1.
2.

Liczby v/2 oraz —/2 sa sprzezone; spetniaja one to samo réwnanie x? = 2.

Liczby V2 4+ /3 oraz f —V3 s3 sprzezone; spetniaja one to samo réwnanie
x*—10x24+1=0.

. Liczby v/2 oraz \[e% s3 sprzezone; spetniaja one to samo réwnanie x3 = 2.
!

. ki
4. Liczby eT/ oraz e n s3 sprzezone dla k wzglednie pierwszego z n.

5.

Liczby cos 2—” oraz cos zk—" sg sprzezone dla k wzglednie pierwszego z n.

Definicja: Ciato liczbowe nazywamy ciatem Galois, jesli wraz z kazda liczba
algebraiczng zawiera wszystkie liczby algebraiczne z nig sprzezone.

Przykfady:

1.
2.

4.
5.

Ciato Q(V2) jest Galois; wraz z v/2 zawiera takze —v/2.

Ciato Q(ﬁ, \/§) jest Galois; zawiera v/2 4+ /3, ale takze wszytkie liczby z nia
sprzezone: /2 — /3, —v/2 + /3 oraz —/2 — /3.

. Ciato Q(f@) nie jest Galois; liczba sprzezona z e@jest \3/56% = \3/5(71%‘/?3)

nie lezy jednak ona w naszym ciele.
Ciato Q(v/2, e%) = Q(V/2,v/=3) jest Galois.

Ciato cyklotomiczne Q(e%) jest Galois.

Jakub Byszewski Od Euklidesa do Galois



Automorfizmy

Definicja: Automorfizmem ciata liczbowego K nazywamy odwzorowanie o: K — K,
ktére jest przemienne z dodawaniem i mnozeniem i spetnia wtasno$é o(1) = 1.
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Automorfizmy

Definicja: Automorfizmem ciata liczbowego K nazywamy odwzorowanie o: K — K,
ktére jest przemienne z dodawaniem i mnozeniem i spetnia wtasno$é o(1) = 1.

Przykfady:

1. Odwzorowanie identycznosciowe jest automorfizmem dowolnego ciata K
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Automorfizmy

Definicja: Automorfizmem ciata liczbowego K nazywamy odwzorowanie o: K — K,
ktére jest przemienne z dodawaniem i mnozeniem i spetnia wtasno$é o(1) = 1.

Przykfady:
1. Odwzorowanie identycznosciowe jest automorfizmem dowolnego ciata K.

2. Odwzorowanie

a+bV2—a—bV2

jest automorfizmem ciata Q(v/2).
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Automorfizmy

Definicja: Automorfizmem ciata liczbowego K nazywamy odwzorowanie o: K — K,
ktére jest przemienne z dodawaniem i mnozeniem i spetnia wtasno$é o(1) = 1.

Przykfady:
1. Odwzorowanie identycznosciowe jest automorfizmem dowolnego ciata K.

2. Odwzorowanie

a+bV2—a—bV2

jest automorfizmem ciata Q(v/2).

3. Odwzorowanie

a+bvV2+cV3+dve— a— bvV2+cV3 - dve
jest automorfizmem ciata Q(\@7 \/5)
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Automorfizmy

Definicja: Automorfizmem ciata liczbowego K nazywamy odwzorowanie o: K — K,
ktére jest przemienne z dodawaniem i mnozeniem i spetnia wtasno$é o(1) = 1.

Przykfady:
1. Odwzorowanie identycznosciowe jest automorfizmem dowolnego ciata K.

2. Odwzorowanie

a+bV2—a—bV2

jest automorfizmem ciata Q(v/2).

3. Odwzorowanie
a+bV2+cV3+dV6i—a—bV2+cV3—dVe
jest automorfizmem ciata Q(\@7 \/5).Inne automorfizmy to

a+bvV2+cV3+dV6— a+ bvV2—cvV3—dVe

oraz

a+bvV2+cV3+dV6— a—bV2 — V3 + dVe.
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Automorfizmy

Definicja: Automorfizmem ciata liczbowego K nazywamy odwzorowanie o: K — K,
ktére jest przemienne z dodawaniem i mnozeniem i spetnia wtasno$é o(1) = 1.

Przykfady:
1. Odwzorowanie identycznosciowe jest automorfizmem dowolnego ciata K.

2. Odwzorowanie

a+bV2—a—bV2

jest automorfizmem ciata Q(v/2).

3. Odwzorowanie
a+bV2+cV3+dV6i—a—bV2+cV3—dVe
jest automorfizmem ciata Q(\@7 \/5).Inne automorfizmy to

a+bvV2+cV3+dV6— a+ bvV2—cvV3—dVe

oraz

a+bvV2+cV3+dV6— a—bV2 — V3 + dVe.

4. Automorfizmy ciata cyklotomicznego Q(e%) maja postaé

2mi 2kmi

ok en — e n

dla dowolnego k wzglednie pierwszego z n.
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Grupy Galois

Definicja: Grupa Galois ciata Galois K nazywamy zbiér wszystkich automorfizméw
tego ciata wraz z dziataniem sktadania.
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Grupy Galois

Definicja: Grupa Galois ciata Galois K nazywamy zbiér wszystkich automorfizméw
tego ciata wraz z dziataniem sktadania.

1. Grupa Galois Gal(Q(v/2)) ~ Z /2Z ma dwa elementy.
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Definicja: Grupa Galois ciata Galois K nazywamy zbiér wszystkich automorfizméw
tego ciata wraz z dziataniem sktadania.

1. Grupa Galois Gal(Q(v/2)) ~ Z /2Z ma dwa elementy.
2. Grupa Galois Gal(Q(v/2,v/3)) ~ Z /2Z x Z /2 Z ma cztery elementy.

Jakub Byszewski Od Euklidesa do Galois



Grupy Galois

Definicja: Grupa Galois ciata Galois K nazywamy zbiér wszystkich automorfizméw
tego ciata wraz z dziataniem sktadania.

1. Grupa Galois Gal(Q(v/2)) ~ Z /2Z ma dwa elementy.
2. Grupa Galois Gal(Q(v/2,v/3)) ~ Z /2Z x Z /2 Z ma cztery elementy.

3. Grupa Galois Gal(Q(v/2, e%i)) ~ S3 ma sze$¢ elementéw.
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Grupy Galois

Definicja: Grupa Galois ciata Galois K nazywamy zbiér wszystkich automorfizméw
tego ciata wraz z dziataniem sktadania.

1. Grupa Galois Gal(Q(v/2)) ~ Z /2Z ma dwa elementy.

2. Grupa Galois Gal(Q(v/2,v/3)) ~ Z /2Z x Z /2 Z ma cztery elementy.
3. Grupa Galois Gal(Q(V/2, e T)) ~ S3 ma sze$¢ elementéw.

4

. Grupa Galois Gal(Q(eT)) ~ (Z /nZ)* ma ¢(n) elementéw, gdzie p(n) jest
liczba liczb catkowitych 1 < k < n wzglednie pierwszych z n.
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Grupy Galois

Definicja: Grupa Galois ciata Galois K nazywamy zbiér wszystkich automorfizméw
tego ciata wraz z dziataniem sktadania.

. Grupa Galois Gal(Q(+/2)) ~ Z /2Z ma dwa elementy.
. Grupa Galois Gal(Q(+v/2,v/3)) ~ Z /2Z x Z /2 Z ma cztery elementy.
(

1
2
3. Grupa Galois Gal(Q(V/2, e T)) ~ S3 ma sze$¢ elementéw.
4

. Grupa Galois Gal(Q(eT)) ~ (Z /nZ)* ma ¢(n) elementéw, gdzie p(n) jest
liczba liczb catkowitych 1 < k < n wzglednie pierwszych z n.

5. Grupa Galois Gal(Q(cos(%r))) ~(Z/nZ)*/{x£1} ma p(n)/2 elementéw, n > 3.
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Grupy Galois

Definicja: Grupa Galois ciata Galois K nazywamy zbiér wszystkich automorfizméw
tego ciata wraz z dziataniem sktadania.
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liczba liczb catkowitych 1 < k < n wzglednie pierwszych z n.

. Grupa Galois Gal(Q(cos(%r))) ~(Z/nZ)*/{x£1} ma p(n)/2 elementéw, n > 3.

5

o1

6. Niech ¢ bedzie rozwigzaniem réwnania z> = z + 1, K - najmniejszym ciatem
Galois zawierajagcym ¢. Wéwczas Gal(K) ~ S5 ma 120 elementdéw.
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