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Nieréwnosci pomiedzy srednimi sa stosunkowo dobrze znanymi narzedziami uzywanymi w matematyce na zaawansowanym po-
ziomie licealnym. Wydaje sie jednak, ze standardowe ich zastosowania koncentruja si¢ wylacznie na nieréwnoéciach algebraicznych.

W referacie chciatbym pokaza¢ mozliwe zastosowania w problemach analitycznych bezposrednio zwiazanych z zadaniami geo-
metrycznymi bliskimi rzeczywistym problemom optymalizacyjnym. Zwlaszcza wydaje si¢ to istotne w sytuacji braku w programie
szkolnym metod analitycznych znajdowania ekstreméw funkcji (pochodna). Okazuje sie, ze w pewnych sytuacjach mozliwe jest efek-
tywne szukanie tychze z wykorzystaniem wlasnie nieréwnosci miedzy srednimi. Dodatkowo niektére z tych problemoéw sa klasycznymi
problemami optymalizacyjnymi geometrii, jak poszukiwanie prostokata o najwiekszej powierzchni spoéréd wszystkich o ustalonym
obwodzie.

Czesto uczniowie nie zauwazaja istotnej cechy nieréwnoéci: warunku, kiedy staje sie ona réwnosécia. W podanych przyktadach

bedzie on istotny dla uzyskania pozadanego rezultatu, co moze poméc w utrwaleniu tej wlasnosci.

1. NIEROWNOSCI MIEDZY SREDNIMI I DOWODY GEOMETRYCZNE

Zajmowac bedziemy sie geometrycznymi zadaniami optymalizacyjnymi, czyli okresleniem jaka figura (plaska, prze-
strzenna) spelniajaca pewne zalozenia maksymalizuje lub minimalizuje pewna wielkoé¢. Narzedziem beda znane
nieréwnoé¢ miedzy Srednimi:

Twierdzenie 1.1. Niech ny,...,ny > 0in =ny + ...+ ng. Jesli a; ...a, sq liczbami dodatnimi, to zachodzq
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Ponadto kazda z nieréwnosci staje sie réwnosciq wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = ... = ay,.

Nieréwnosci miedzy dwiema liczbami mozna uzasadni¢ geometrycznie korzystajac z rysunkow:
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2. ZASTOSOWANIE NIEROWNOSCI MIEDZY SREDNIMI W ZADANIACH OPTYMALIZACYJNYCH W GEOMETRII

Zadanie 2.1. Rtory z prostokqtéw o obwodzie 2p ma najwiekszq powierzchnie?

Szkic. Rozwiazemy zadanie korzystajac z twierdzenia Wyrazenie z(p — x) jest iloczynem, a wiec bliskie jest
$redniej geometrycznej i chcemy je szacowad z géry (bo szukamy maksimum), a wiec przez érednia arytmetyczna. To
daje szacowania
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Zauwazmy, ze nier6wno$¢ powyzej jest prawdziwa ze wzgledu na monotonicznoé¢ funkcji kwadratowej dla dodatnich
argumentéw oraz réwno$¢ zachodzi tylko gdy x = p — x, a wiec gdy oba boki prostokata sa réwne. Zatem najwieksze
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Zadanie 2.2. Ktéry z tréjkatéw réwnoramiennych o obwodzie 2p ma najwiekszq powierzchnie?

Szkic. Korzystajac ze wzoru Herona dostajemy funkcje opisujaca pole w postaci v/p(p — a)(p — b)(p — b), gdzie a jest
dtugoscia podstawy, za$ b ramienia. Znowu korzystamy z nieréwnosci miedzy $rednia geometryczna i arytmetyczna
dostajac
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przy czym réwnoéé jest gdy p — a = p — b, a wiec dla trdjkata réwnobocznego.

Uwaga. 1. Zadanie wymaga analizy funkcji trzeciego stopnia, co metodami szkoly sredniej nie da sie zrobié.

2. Osoby nieznajace wzoru Herona moga wyznaczyc zaleznos¢ pola powierzchni od dlugosci podstawy z twierdzenia
Pitagorasa dostajac analogiczne wyrazenie do optymalizacji.

3. Zaréwno w tym, jak i poprzednim zadaniu widzimy, ze po zastosowaniu nier6wnoéci dostajemy wyrazenie, ktére
jest state w zadaniu. Wykorzystamy te uwage w kolejnych problemach.

Duwa kolejne zadania maja praktyczne znaczenie ze wzgledu na minimalizacj¢ kosztéw produkcji opakowan oraz
transportu (waga opakowan).

Zadanie 2.3. Znalez¢ prostopadtoscian o zadanej objetosci V' i minimalnym polu powierzchni.

Szkic. Oznaczajac literami a, b, ¢ dlugo$ci krawedzi szukamy minimalnej warto$ci wyrazenia P = 2(ab + be + ca)
wiedzac, ze abc = V.

I sposéb. Zauwazmy, ze P = 2(% + % + %) 7. nier6wnosci miedzy $rednig harmoniczna i geometryczna wnio-
skujemy, ze
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co daje szacowanie P > 6V2/3 stajace sie réwnoscia dla % = % = %, a wiec dla szescianu.
II sposéb. Szacujemy od dotu sume w P $rednia geometryczna:
b+ bc .
2(ab + be + ca) :6a+3ﬂ > 6Vab - be-ca = 6V?/3,
przy czym réownoéc jest dla ab = be = ca, a wigc dla sze$cianu.

Zadanie 2.4. Znalez¢ walec o minimalnym polu powierzchni i ustalonej objetosci V.

Szkic. Szukamy minimalnej wartoéci wyrazenia 27(R? + RH) przy zatozeniu 7R>H = V. Pierwsze podejécie do
szacowania sumy R? + RH = 2 Rz*’% > 2V R3H nie daje rozwiagzania, gdyz wyrazenie R3H nie jest state dla
walca. Potrzebujemy aby R wystepowalo w potedze 2 razy wiekszej niz H, jak we wzorze na objeto$¢. Zauwazmy
. T . . 2 R*+fH 4 BH 3 .
jednak, ze jedli w sztuczny sposéb zapiszemy R* + RH = 3 —3%—2 > 3{/R*H?/4 mamy szacowanie przez
wyrazenie stale, ktére staje sie réwnosdcia gdy R? = RTH, a wiec dla 2R = H. To znaczy, ze optymalny walec ma
wysoko$¢ réwna $rednicy podstawy.

Uwaga. Rozwazajac zadania podobne, w ktérych zaktadamy, ze nie ma wieczka (pojemniki otwarte), lub tez z nie-
réwna gruboécia $cian bocznych oraz wierzchniej i dolnej, dostajemy do optymalizacji wyrazenie postaci kR? + RH.
Powyzsze rozumowanie daje rozwiazanie rowniez w tej sytuacji.

Zadanie 2.5. Znalez¢ stozek o minimalnej objetosci, w ktéry mozna wpisaé walec o promieniu r i wysokosci h.

Szkic. Jesli oznaczymy przez R i H promien podstawy stozka i jego wysoko$¢, to spelniona jest zaleznosc:

h — H h H hR
Minimalizowa¢ bedziemy wartos¢ V = ZR*H.

I'sposob
Zauwazmy, ze {/(aR)?(bH) jest érednia geometryczna z wagami 2 i 1 i jest nie mniejsza od $redniej harmonicznej
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. Prawa strong réwnosci (1) mozna zapisac jako 3 iR + 4. Zatem z nieréwnoéci miedzy $rednimi mamy
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2% = %, co w polaczeniu z (1) daje H =3hi R = %T i szukana objeto$¢ réwna %th.
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