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Znajdowanie wzoru na sume poteg (o ustalonym naturalnym wyktadniku)
kolejnych liczb naturalnych to fascynujacy problem, ktéry interesowat juz XVII-
wiecznych matematykéw. Prosty dowdd dobrze znanego wzoru
1+2+3+..+n=n(n+1)/2
przypisywany jest Gaussowi. Znacznie mniej znane sg wzory na sume wyzszych
poteg. Ponizsze trzy czestokro¢ mozna znalez¢ w tablicach matematycznych:
1°+2°+3° +... +n’ =n(n+1)(2n+1)/6
1’+22+3+...+n’ = [n(n+1)/2]
1*+2°+3%+..+n*=n"/5+n"/2+n°/3-n/30
Powyzsze wzory nie sg "przypadkowe". Okazuje sie, ze dla dowolnie obranej
liczby naturalnej p istnieje wielomian S, (jeden jedyny) taki, ze
1°+2°+3°+...+n"=5,(n)
dla kazdej liczby naturalnej n. Rzadko kto jednak pamieta wzor na S, dla p
wiekszych od 3. Jeszcze mniej osdb jest swiadomych tego, ze kazdy ztych
wzordw mozna samodzielnie wyznaczy¢, i to w miare prosto. Odkrycia tego
dokonat szwajcarski matematyk Jakub Bernoulli (1654-1705). Szukajgc metody
wyznaczania wielomianéw S, i odkryt zwigzki miedzy ich wspotczynnikami przy
zmieniajgcym sie p. Na jego wtasnie cze$é¢ pewne wazne w matematyce state
nazwano liczcbami Bernoulliego.
Precyzyjnie, n-ta liczba Bernoulliego, oznaczana przez B,, to wspotczynnik przy

potedze pierwszej w wielomianie S,,.

Przygladnijmy sie wzorom na sumy poteg raz jeszcze:
1942°43°+..+n°=1n By=1

1*+2'+3 4+ +nt=1/2n%+1/2:n Bi=1/2



12+2°+3%+..+n*=1/3n° +1/2:n° + 1/6:n B, = 1/6

}+22+3+ . +n*=1/4n" + 1/2-n° + 1/4-n° B;=0
1*+2°+3"+ .. +n*=1/5n°+1/2:n" + 1/3-n° -1/30-n By =-1/30
PP+2°+3+...+n°=1/6:n°+1/2-n° +5/12-n* - 1/12-n* B5=0
1°+2°43°+...+n°=1/7.n" +1/2n° + 1/2:° - 1/6:n° + 1/42:n Bs=1/42
17+27+3 +...+n"=1/8n%+1/2:n" + 7/12:n° - 7/24-n* + 1/12-n* B;=0

1°+2°+3%+ .. +n=1/9-n° + 1/2:n° + 2/3-n” - 7/15:n° + 2/9-n° -1/30-n Bg=-1/30
1°+2°+3°+...+n°=1/10n"° + 1/2:n° + 3/4-n® -7/10:n° + 1/2:n"* - 3/20-n°

By=0
194299439+ . +n"=1/11-n" +1/2.n"° +5/6:n° - n” + 1’ - 1/2:n° + 5/66n

Bio = 5/66

Na pierwszy rzut oka pojawiajgce sie wspodfczynniki sg zupetnie przypadkowe.
Mozna jednak zauwazy¢ pewne reguty, ktére okazujg sie by¢ zawsze prawdziwe:
® Liczby Bernoulliego o numerach parzystych dodatnich sg na przemian
dodatnie i ujemne.

10) Liczby Bernoulliego o numerach nieparzystych wiekszych od 1 sg rowne 0.
® Wszystkie liczby Bernoulliego, z wyjatkiem tej o numerze 0, sg liczbami
wymiernymi niecatkowitymi.

® Wielomian S, jest stopnia doktadnie p+1 i wspétczynnik przy najwyzszej
potedze to 1/(p+1), a wyrazu wolnego brak. Przy potedze p-tej stoi zawsze 1/2.
Poza t3 potegg w wielomianie S, wystepuja jedynie potegi dodatnie o innej
parzystosci niz p (i wystepujg one wszystkie) i wszystkie wspotczynniki sg

wymierne.

Aby wyznaczy¢ wielomian S,, przyjmujemy, ze ma postac
Sp(x) = 1/(p+1)- X" + 1/2X° + @y X + Aoy X + 0y X .
a potem rozwigzujemy uktad rdwnan wynikajacy z tozsamosci

Sp(x) - Sp(x-1) = x°



(w ktéorym niewiadomymi sg brakujgce wspodtczynniki; nalezy tu skorzystaé z

dwumianu Newtona na wyliczenie wyrazenia S,(x-1)).

Zdumiewajace zwigzki miedzy réznymi wielomianami S, odkryt Bernoulli:

Sp-a(x) = 1/p-[Sp'(x) - S,'(0)]
gdzie S," oznacza pochodnag wielomianu. Stosujgc ten wzér, mozna reku-
rencyjnie wyznacza¢ kolejne wielomiany. Otdz, znajac S,, najpierw wyliczamy
jego funkcje pierwotng, ktéra nie ma wyrazu wolnego (w przypadku
wielomianéw jest to bardzo proste zadanie). Jesli tg funkcjg jest wielomian Q,
wtedy S,.:(x) = (p+1)-Q(x) + a-x, gdzie a jest tak dobrang liczbg, by S,.;(1) = 1.

(Przy okazji, B,.; = a).

Znane sg wzory rekurencyjne i w postaci ogdélnej na liczby Bernoulliego. Jednym
z najbardziej spektakularnych wzoréw, w ktéorym pojawiajg sie liczby
Bernoulliego, jest wzor odkryty przez Eulera. Otdz, dla dowolnej liczby dodatniej
parzystej p:
1/1° +1/2° + 1/3° + 1/4° + ... = (-1)"*"(2n)-B, / (2-p!)

[po lewej stronie wystepuje sumowanie w nieskoriczonos$é, po prawej stronie w
jednym z nawiasow pojawia sie liczba "pi"]. Ze wzoru tego wynika m.in., ze
modut n-tej liczby Bernoulliego jest olbrzymi dla duzych n parzystych (np. By to

utamek, ktéry w liczniku ma 73 cyfry, a w mianowniku liczbe 272118).

Na koniec jeszcze jedna ciekawostka. Mimo ze mianowniki liczb Bernoulliego (w
postaci nieskracalnej) zachowujg sie dos¢ nieprzewidywalnie (np. By, = 7/6,
podczas gdy B;, = - 691/2730 [!]), s one wyrazalne sciSle precyzyjnym wzorem,
w mysl twierdzenia von Staudta-Clausena (z roku 1840): mianownik B, dla

parzystego n to iloczyn wszystkich takich liczb pierwszych p, ze p-1 dzieli n.






