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Trzy słynne problemy konstrukcyjne starożytnej matematyki greckiej
Wykonać przy pomocy cyrkla i linijki następujące konstrukcje

• Trysekcja kąta — podział kąta na trzy równe części
• Podwojenie sześcianu — wyznaczenie boku sześcianu o objętości dwa razy większej od da-
nego sześcianu
• Kwadratura koła — konstrukcja kwadratu o polu równym polu danego koła

Starożytni Grecy ponadto umieli skonstruować n–kąt foremny dla n = 3, 4, 5, 6, ale nie umieli dla
n = 7.

Poniższe rysunki zawierają dokładną konstrukcję pięciokąta foremnego oraz przybliżoną (z błę-
dem rzędu 2%�) – siedmiokąta foremnego.
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Konstrukcja pięciokąta foremnego może być łatwo wyprowadzona z równości

4 cos2 72◦ + 2 cos 72◦ − 1 = 0, czyli cos 72◦ =

√
5− 1
4
.

Podobne wyliczenia pokazują, że liczby cos 40o i cos 360o7 są pierwiastkami równań

8x3 − 6x+ 1 = 0 8x3 + 4x2 − 4x− 1 = 0

Stosując metody geometrii analitycznej można zauważyć, że wykonalność konstrukcji punktu jest
równoważna wyrażeniu jego współrzędnych przez pierwiastniki. Oczywiście pierwiastki równania
kwadratowegowyrażają się przez pierwiastniki. Pierwiastki wielomianu stopnia 3wyrażają się przez
pierwiastniki jeżeli wielomian jest rozkładalny, czyli ma pierwiastek.

• Podwojenie sześcianu nie jest wykonalne, gdyż liczba 3
√
2 nie wyraża się przez pierwiastniki

stopnia 2.



• Trysekcja kąta ϕ jest wykonalna, jeżeli wielomian
x3 − 3x− 2 cosϕ

posiada pierwiastek wyrażający się przy pomocy liczb wymiernych, liczby cosϕ i operacji
arytmetycznych, np. dla ϕ = 60◦ mamy cosϕ = 12 . Ponieważ równanie

x3 − 3x− 1 = 0
nie ma pierwiastków wymiernych, więc trysekcja kąta 60◦ nie jest wykonalna.
• Ponieważ wielomiany

8x3 − 6x+ 1 = 0 8x3 + 4x2 − 4x− 1 = 0
niemają pierwiastkówwymiernych, więc konstrukcje siedmiokąta i dziewięciokąta nie są wy-
konalne.

Wykonalność konstrukcji n–kąta foremnego została rozstrzygnięta przez Pierre Wantzela, Twierdze-
nie Gaussa–Wantzela mówi, że konstrukcja n–kąta foremnego jest wykonalna wtedy i tylko wtedy,
gdy n jest iloczynem potęgi dwójki i licznych liczb pierwszych Fermata. Znanych jest pięć liczb pierw-
szych Fermata: 3, 5, 17, 257, 65537.

Przy badaniu wykonalności konstrukcji geometrycznych stosujemy wyniki Nielsa Abela i Evariste
Galois na temat rozwiązalności równań algebraicznych.
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