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Motywacja — dlaczego Hipoteza Cernego?
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Synchronizacja

* Hipoteza Cernego zwiazana jest z pojeciem
automatow synchronizujgcych

* Synchronizacja jest waznym pojeciem w teorii
automatow

* Synchronizacja ma wiele praktycznych
zastosowan



Zastosowania synchronizacji

znajdowanie pozycji na mapie ,-‘
testowanie obwoddéw elektrycznych K &
PR

resetowanie biokomputera

kodowanie (kody odporne na btedy transmisji)
tzw. orientery czesci
... linne




Problem partyzanta

 komory potaczone
jednokierunkowymi
tunelami

* z kazdej komory
wychodzg dwa tunele

e kazda komora ma witaz

* tylko jeden wtfaz prowadzi
na wolnosc

* jest ciemno — nie umiemy
rozroznic komor

Zrédto: Muzeum Powstania Warszawskiego



Mapa kanatow

e dysponujemy map3
potgczen pomiedzy
komorami

* nNa mapie zaznaczona
jest rowniez komora z
wtazem prowadzacym
na wolnos¢

* jak dojs¢ do komory
oznaczonej ,V” nie
wiedzgc w ktorej
komorze jestesmy?



Problem 1: znajdz
wyjscie z kanatéw
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Sformalizowanie problemu

e digraf G=(V, E) etykietowany

e staty stopien wychodzacy
wierzchotka

* chodzenie po grafie:
—la=2
— l.abba =3 itd.

e stowo w synchronizuje graf,
jesli sprowadza wszystkie
wierzchotki do jednego:

dpeVVvgeVgw=p



Problem 1: znajdz

wyjscie z kanatéw




Problem 2: znajdowanie

sekwencji synchronizujgce;
* wejscie: graf
* wyjscie: sekwencja

synchronizujgca (o ile
istnieje)

* pytania: kiedy istnieje
sekwencja
synchronizujgca?

e jesliistnieje, jaka moze
by¢ jej dtugosc?

e ztozonosc algorytmu




Problem 2: znajdowanie
sekwencji synchronizujgce;

* idea: wprowadzi¢ do
modelu niepewnosc
(nie wiadomo, gdzie
jestesmy)

* na poczatku mozemy
by¢ w kazdym
mozliwym wierzchotku

* model: graf potegowy




Problem 2: znajdowanie
sekwencji synchronizujgce;

d
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Problem 2: znajdowanie
sekwencji synchronizujgce;

d
b b « 1234 : 123 m 234




/tozonosc algorytmu

algorytm tworzy wierzchotki
reprezentujgce podzbiory wierzchotkow
grafu wyjsciowego

jesli wyjsciowy graf ma n wierzchotkow,
to liczba wierzchotkow w grafie
potegowym bedzie rzedu 2"

ztozonosc jest wiec wyktadnicza

wtasnosc: algorytm pozwala znalezé
najkrotszag mozliwg sekwencje
synchronizujaca




Kolejne problemy

* Problem 3: kiedy istnieje sekwencja
synchronizujgca (jakg wtasnos¢ musi miec graf,
aby taka sekwencje posiadac)?

— na pewno musi by¢ spdjny, ale czy to jest WKW?

* Problem 4: jaka moze by¢ dtugosc najkrotsze;
sekwencji synchronizujgcej?

— podac oszacowanie zalezne od liczby n wierzchotkow
grafu

* oba problemy tatwo rozwigzac poprzez analize
wielomianowego algorytmu znajdowania
sekwencji synchronizujgcej



Wielomianowy algorytm znajdowania
sekwencji synchronizujgce;

1. niech Q = zbiér wierzchotkow grafu
2. niech v bedzie stowem pustym (O liter)

3. dopoki |Q| > 1 wykonuj:

a. wez dwa dowolne wierzchoftki p, r € Qi znajdz
dla nich najkrotsze stowo w takie, ze p.w = r.w

b. Q:={gw | geQ}

C. V.=VW

4. zwroc sekwencje synchronizujgca v



Przyktad

Q={1,2,3,4}, v=puste

w=b, 1.b=4.b

— Q.b={1,2,3}, v=b

w=aab, 2.aab=3.aab

— {1,2,3}.aab ={1,3}, v=baab
w=abaaab, 1l.abaaab=3.abaaab
— {1,3}.abaaab = {1}, v=baababaaab

sekwencja ma dtugosc 10,
algorytm ,,potegowy” zwrocit
krotsze (o dtugosci 9)

ten algorytm nie jest optymalny!



Rozwigzanie problemu 3

1. niech Q = zbiér wierzchotkow grafu
2. niech v bedzie stowem pustym (O liter)
3. dopoki |Q| > 2 wykonuj:
a.@dowolne wierzchoftki p, r e%
la nich najkrotsze stowo w takie, ze p.w = r.w
b. Q:={qw | geq; f

C. V.=VW

aby sekwencja istniafa,

4. zwroc sekwencje ta wiasnos¢ musi
zachodzi¢ dla dowolnej

SVnChroniZUjaca v pary wierzchotkéw



Analiza algorytmu wielomianowego

w kazdym kroku pod wptywem wybranego
stowa w synchronizujg sie przynajmniej 2
stany

stowo w ma dtugosc rzedu n?, bo tyle jest
mozliwych par stanow

krokow bedzie co najwyzej rzedu n
zatem algorytm ma ztozonosé rzedu n’



Rozwigzanie problemu 4

1. niech Q = zbiér wierzchotkow grafu
2. niech v bedzie stowem pustym (O liter)

3. dopékl Ql > 2 Wykont: _ liczba krokéw rzedu n

a. wez dwa dowolne wierzchoftki p, r € Qi znajdz
dla nich najkrotsze stowo w takie, ze p.w = r.w

b. Q:={gw | geQ}
._ kazde takie stfowo moze
C. V.=VW miec¢ dtugos¢ rzedu n?

4. zwroc sekwencje synchronizujgca v

czyli jesli algorytm znajdzie sekwencje, to bedzie
ona miata dtugos¢ rzedu n?



Hipoteza Cernego

dany niech bedzie synchronizowalny graf o n
wierzchotkach (tzn. istnieje dla niego sekwencja
synchronizujgca)

hipoteza: najkrotsza sekwencja synchronizujgca
ma dtugosc¢ < (n-1)?

problem otwarty od 1964 roku
najlepsze znane ograniczenie: < (n3-n)/6

aby rozwigzac problem, nalezy udowodnic
ograniczenie lub znalez¢ kontrprzyktad (wystarczy
jeden graf)



Czy problem jest trudny?

problem otwarty od 40 lat => raczej trudny
hipoteza zwigzana scisle z tzw. Problemem Kolorowania
Drogi

— dany graf bez etykiet, pytamy czy istnieje etykietowanie,
ktore pozwala zsynchronizowac ten graf

— doktadne pytanie: czy wzgledna pierwszosc dtugosci
wsystkich cykli w grafie jest WKW na to, by dato sie to zrobic

problem byt otwarty przez prawie 40 lat

rozwigzany w 2009 przez Trahtmana metodami
elementarnymi (!)

by¢ moze hipoteza Cernego réwniez nie jest trudna?



Nagroda!

w 1936 S. Mazur postawit
pewien problem dotyczacy
przestrzeni Banacha

nagrodg byta... zywa ges

w 1972 problem rozwigzat
P. Enflo

Wydziat Matematyki i
Informatyki UJ funduje
taka sama nagrode dla
osoby, ktora rozwigze
hipoteze Cernego! ©




