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Sposoby nauczania matematyki — w tym metody

1. Czynnosciowe nauczanie matematyki

Zofia Krygowska, znakomity dydaktyk matematyki, charakteryzuje koncepcje czynno-
sciowego nauczania:

,.,Czynno$ciowe nauczanie matematyki jest postepowaniem dydaktycznym, uwzgledniajacym stale
i konsekwentnie operatywny charakter matematyki réwnolegle z psychologicznym procesem interio-
ryzacji, prowadzacym od czynno$ci konkretnych i wyobrazeniowych do operacji abstrakcyjnych.
Czynnos$ciowe nauczanie matematyki opiera si¢ wigc:

a) na wydobyciu przez analize teoretyczna z materialu nauczania podstawowych operacji w kazdej
definicji, twierdzeniu, dowodzie,
b) na $wiadomym organizowaniu sytuacji problemowych sprzyjajacych procesowi interioryzacji

1 ksztattowaniu myslenia matematycznego ucznia jako specyficznego dziatania, jako swobodnego

i $wiadomego postugiwania si¢ przyswajanymi stopniowo operacjami oraz na konsekwentnym sto-

sowaniu zabiegéw dydaktycznych majacych na celu zapewnienie prawidtowosci i efektywnosci te-

go procesu”’.

Z tej charakterystyki wynika, ze podczas przygotowywania propozycji dydaktycznego
opracowania jakiego$ pojecia w sposob czynnosciowy nalezy dokona¢ matematycznej analizy
operacji tkwigcych w tym pojeciu (tzn. wyr6zni€ cigg czynnosci prowadzacych do konstrukeji
jego desygnatéw). Réwnolegle — uwzgledniajac prawidtowosci psychologiczne — nalezy za-
planowa¢ réznego rodzaju ¢wiczenia, ktére pozwola uczniowi przeby¢ droge od czynnosci
konkretnych, przez wyobrazeniowe do abstrakcyjnych.

Jedng z dwoch fundamentalnych zasad czynno$ciowego nauczania matematyki jest organi-
zowanie sytuacji problemowych sprzyjajacych wystgpowaniu trzech rodzajéw operacji: kon-
kretnych, wyobrazeniowych i abstrakcyjnych. Zofia Krygowska proponuje szereg zabiegéw
dydaktycznych, ktére maja zapewni¢ prawidlowos¢ i efektywnos$¢ ksztatcenia z uzyciem
omawianej metody. S3 to nastepujace zalecenia:

,»a) Wiazanie treSci matematycznych z wyraznie formulowanymi schematami postepowania (np.
definicje genetyczne, reguty wynikajace z twierdzen, ujawnianie ogélniejszych metod w toku catego
nauczania, pytanie: «jak to moge wykorzystac?» itp.).

b) Wigzanie operacji z operacjami do nich odwrotnymi.

c) Wigzanie operacji z réznych dziedzin matematyki w bardziej zfozone schematy.

d) Uwzglednianie réznych ciagéw operacji prowadzacych do tego samego rezultatu (np. czyn-
no$ciowa interpretacja «dwustronna» wzoréw algebraicznych i trygonometrycznych, ujawnianie row-
nowaznosci pewnych definicji, ujawnianie réznych warunkéw wystarczajacych dla tej samej tezy,
ré6znych dowoddéw tego samego twierdzenia, réznych sposobdéw rozwigzywania tego samego zadania
itp.).

e) Stawianie ucznia w sytuacjach konfliktowych, w ktérych przyswojone mu schematy postgpo-
wania zawodza i w ktérych uczen musi przeksztalci¢ (zaadaptowacd) dawny schemat lub wypracowac
nowy.

) Opis stowny operacji, ktéorymi uczen mysli, szczegdélnie w nizszych klasach («co robig?»).

g) Algorytmizacja rozwigzania zadania z zastosowaniem ré6znych form zapisu (drzewa i inne
organigramy) tam, gdzie to jest celowe i mozliwe.

' Z. Krygowska, Zarys dydaktyki matematyki, cz. 1,Warszawa 1977, s. 127.
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h) Wiasciwe i celowe wigzanie czynnosci konkretnych (zapis symboliczny, rysunek, czynnosci
rzeczywiste wykonywane na przedmiotach materialnych) z my$lowymi operacjami, przy czym czyn-
nos$¢ konkretna:

— moze by¢ zrédtem procesu interioryzacji, w ktérym jako jej odbicie powstaje okre§lona operacja
myS$lowa,

— moze by¢ wykonywana réwnolegle z operacjami myslowymi, wspiera¢ je i stabilizowaé — przez
odbicie w konkrecie i rownoczesnie je pobudzac,

— moze by¢ weryfikacjga w konkrecie efektywnosci pomyslanego ciagu operacji.

i) Konsekwentne uczenie swobodnego postugiwania si¢ poznanymi operacjami i przyzwyczaja-
nie ucznia do tego, ze tylko okre§lone dzialanie, a nie tylko bierna kontemplacja i oczekiwanie na
«natchnienie» prowadzi do rozwigzania zagadnienia, np. uczenie korzystania z lektury matematycznej
zawsze z otdwkiem w reku i kartkg papieru, z thumaczeniem tekstu stownego na cigg operacji kon-
kretnie lub symbolicznie wykonywanych, a nie bierne i wielokrotne czytanie tego tekstu przy zupet-
nym jego nierozumieniu, tak czg¢sto praktykowane przez uczniéow).

j) Zwrdcenie uwagi na to, aby stosowana symbolika miala réwniez charakter operatywny, aby
wizualnie sugerowata operacj¢ (np. strzatki jako symbol przyporzqdkowania)”z.

Metodg¢ czynnos$ciowego nauczania matematyki Zofii Krygowskiej na jezyk praktyki prze-
tozyta Helena Siwek. Dla rozwoju mys$lenia matematycznego bardzo wazne jest Swiadome
wykonywanie czynnosci przez dziecko i skierowanie ich na okreslony cel.

Stosowanie metody czynnos$ciowej w planowaniu procesu ksztaltowania si¢ poje¢ matema-

tycznych powinno polega¢ na kolejnym przejsciu trzech etapéw pracy.

Etap 1

Najpierw nauczyciel musi sobie uswiadomic, jakie etapy rozumowania, jaki cigg czynnosci
i w jakiej kolejnosci nalezy przeprowadzi¢, aby skonstruowa¢ nowe pojecie. Inaczej mowiac,
musi on dokona¢ matematycznej analizy operacji tkwigcych w tym pojeciu.

Etap 2

Teraz nauczyciel musi opracowa¢ ogélny plan ksztalttowania nowego pojecia. Plan ten
opiera si¢ na przekonaniu, ze aby pojecie zostatlo prawidlowo 1 w petni przyswojone przez
dziecko, nalezy zasymulowa¢ przechodzenie dziecka przez kolejne stadia rozwoju intelektu-
alnego: przedoperacyjne, operacji konkretnych i operacji formalnych. Nalezy to robi¢ w ten
spos6b, aby w kazdym symulowanym stadium proces nauczania przechodzit przez trzy sys-
temy przetwarzania i przyswajania informacji: system reprezentacji enaktywnej, ikonicznej,
symbolicznej. Kazdemu z tych trzech systeméw odpowiadajg innego rodzaju ¢wiczenia, sg to
odpowiednio: ¢wiczenie czynno$ci konkretnych, ¢wiczenie czynnos$ci wyobrazonych 1 ¢wi-
czenie czynnosci abstrakcyjnych.

Etap 3

W zaleznosci od poziomu nauczania: czynnosci konkretnych, wyobrazonych lub abstrak-
cyjnych, na ktérym nauczyciel ksztattuje dane pojecie, musi on dobra¢ konkretne zadania
stymulujgce pozadane czynnos$ci ucznia. Jednakze sposéb doboru ¢wiczen nie moze by¢
przypadkowy".

Ksztaltowanie poje¢ matematycznych jest procesem ciaglym i w gléwnej mierze dokonuje
si¢ w naturalnych sytuacjach zycia codziennego, podczas nadarzajacych si¢ okazji. Zaplano-

2 Ibidem, s. 127-128.
3 H. Siwek, Czynnosciowe nauczanie matematyki, WSiP, Warszawa 1998.
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wane dziatania stluzg wprowadzeniu nowych tresci lub uporzadkowaniu i ukierunkowaniu
nagromadzonych doswiadczen dzieci.

2. Wykorzystanie elementéow metody Edyty Gruszczyk-Kolczynskiej

Celem metody Edyty Gruszczyz-Kolczynskiej, stosowanej przez nauczyciela wczesne]
edukacji, powinno by¢ zdiagnozowanie za pomocg testow dojrzatosci ucznia do uczenia si¢
matematyki w warunkach szkolnych. Na te¢ dojrzatos¢ sktadajg sie:

1. Dziecigce liczenie:
* sprawne liczenie 1 rozréznianie liczenia blednego od poprawnego;
* umiejetnos¢ wyznaczania wyniku dodawania i odejmowania w zakresie 10 w pamigci lub
na palcach.
2. Operacyjne rozumowanie na poziomie konkretnym w zakresie:
* uznawanie statosci ilosci nieciagtych;
* wyznaczanie konsekwentnych serii.
3. Zdolno$¢ do odrywania si¢ od konkretow 1 postugiwanie si¢ reprezentacjami symbolicz-
nymi w zakresie:
* pojec¢ liczbowych;
* dziatan arytmetycznych;
* schematu graficznego.
4. Dojrzato$¢ emocjonalna wyrazajaca si¢ w:
* pozytywnym nastawieniu do rozwigzywania zadan;
* odpornosci emocjonalnej na sytuacje trudne intelektualnie.
5. Zdolnos$¢ do syntetyzowania i zintegrowania funkcji percepcyjno-motorycznych, ktéra wy-

raza sie sprawnym odwzorowywaniem zlozonych ksztaltéw, rysowaniu i konstruowaniu®.

3. Metody rozwigzywania zadan tekstowych

Gtéwnym sposobem uczenia si¢ matematyki jest rozwigzywanie zadan. Rozwigzanie za-
dania taczy si¢ z pokonaniem przez dziecko trudno$ci. Wazne jest, aby dziecko samodzielnie
potrafito rozwigzac¢ te trudnosci. Do szkoty uczeszczajg jednak dzieci, ktore nie potrafig pora-
dzi¢ sobie nawet z prostymi zadaniami. Nie rozumiejg ich matematycznego sensu 1 nie do-
strzegaja zalezno$ci miedzy liczbami.

Zofia Cydzik definiuje zadanie tekstowe jako sytuacj¢ zyciowa powiazang takimi zalezno-
$ciami, ktérych wykrycie prowadzi do odpowiedzi na pytanie gléwne. Przy rozwigzaniu za-
dania problemem jest ustalenie zaleznosci miedzy danymi w zadaniu wielkosciami, zgodnie
z warunkiem zawartym w pytaniu.

Zadania tekstowe w klasie pierwszej sa materialem poznawczym, ktdrego treS¢ stanowia
wiadomosci (struktura zadania tekstowego, zaleznosci miedzy wielko§ciami danymi i wielko-
$cig poszukiwang) oraz umiejetnosci intelektualne (dokonywanie analizy i syntezy zadania,
ujmowanie zadania w formute matematyczng). Na poczatku zadania powinny zawiera¢ tre$¢
fatwa 1 konkretng, fabute ciekawg i dynamiczng, jawne, okres§lajace wprost czynnosci mate-
matyczne. Sugerowana jest pelna budowa tekstow zadan zakonczona pytaniem. Z czasem

* E. Gruszczyk-Kolczynska, Dzieci ze specyficznymi trudnosciami uczeniu sie matematyki, WSiP, Warszawa
1992.
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przechodzi si¢ do zadan otwartych i pétotwartych. Maja one wigcej niz jedno poprawne roz-
wigzanie, 1 kazde mozna uzyskac¢ innym sposobem.
Wsréd metod rozwigzywania zadan tekstowych mozemy wyrdznic:

metode analityczna — cofanie si¢ z rozumowaniem, znalezienie gtdwnej niewiadome;j
zadania (Co wystarczy wiedzie¢, aby te liczbe znalez¢?);

metode syntetyczna — wycigganie wnioskéw z tego, co wiemy, wyodrebnienie danych
zadania (Czego mozna si¢ dowiedzie¢ na podstawie tych danych?);

metode analityczno-syntetyczna — polega na kilkakrotnym przechodzeniu od analizy
do syntezy i od syntezy do analizy. Jest niewatpliwie najczesciej stosowang metoda
w ksztaltowaniu logicznego mys$lenia i usamodzielniania uczniéw w rozwigzywaniu za-
dan tekstowych;

metode symulacji — jedna z czynno$ciowych metod rozwigzywania zadan polegajaca
na symulowaniu na materiale konkretnym sytuacji opisanych w zadaniu (polecana przy
rozwigzywaniu zadan za pomocg rOwnan); przy rozwigzywaniu zadan, gdy liczby dane
w zadaniu sg duze, stosuje si¢ metodg czesciowej symulacji (cz¢$¢ symulacji na rysun-
ku, cze$¢ — jej kontynuacja — w mysli);

metode ,,guziczkowa” — uzycie schematu graficznego (rysuje si¢ kétka — guziczki);
metoda ta nasladuje rozwigzanie manipulacyjne, czyli symulacje za pomocg konkret-
nych przedmiotéw (polecana przy rozwigzywaniu zadan za pomocg réwnan); najpierw
przedstawia si¢ na rysunku sytuacje koncowa, nastgpnie otacza si¢ petlg liczbe kotek
zgodnie z sytuacjg w zadaniu;

metode ,kruszenia” — modyfikowanie, zwigkszanie lub zmniejszanie liczby danych
i ich warto$ci, zastgpowanie danych innymi, rezygnacja z niektérych danych, zmiana
miejsca danych, a takze przeksztalcanie zadania, jego odwracanie, wprowadzanie no-
wych zwigzkéw 1 zaleznoS$ci, uszczegdtawianie lub uogdlnianie zadania. Metode kru-
szenia mozna stosowa¢ w réznych wersjach. Wszystkie zaczynajg si¢ od zadania bazo-
wego®.

Walory metody ,.,kruszenia”:

doskonale rozwija myslenie krytyczno-logiczne uczniéw; uczy dostrzegania zwigzkow
1 zalezno$ci wystepujacych w zadaniu bazowym oraz umiejetnosci wykorzystywania
ich do tworzenia nowych wersji zadania,

rozwija ptynno$¢ myslenia — uczen nie poprzestaje na utozeniu jednego pytania, uktada
ich cale ciagi,

rozwija gietko$¢ myslenia — uczen jest zmuszony do szybkiej zmiany kierunku, prze-
chodzi z jednego toru myslenia na inny, bowiem dostrzega coraz nowe zwiazki w zada-
niu bazowym,

rozwija oryginalno$¢ myslenia — uczen nie poprzestaje na ukladaniu pytan tatwych
1 prostych, uktada coraz wymyslniejsze pytania,

glosna zbiorowa praca uaktywnia uczniéw, ktérzy na zasadzie skojarzen z pytaniami
utozonymi przez kolegéw formutujg kolejne,

jest atrakcyjna dla uczniéw metoda pracy z zadaniem tekstowym®.

5 E. Stucki, Metodyka nauczania matematyki w klasach nizszych, cz. Il, WSP, Bydgoszcz 1993, s. 59-60.
6 Z. Cydzik, Nauczanie matematyki w klasie pierwszej i drugiej szkoty podstawowej, WSiP, Warszawa 1990;
zob.: J. Hanisz, Uktadanie i rozwigzywanie zadan tekstowych metodq ,,kruszenia”, ,,Zycie Szkoty” 1990, nr 8.
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4. Heurystyczna metoda Georga Polya

Proces myslenia zachodzacy podczas rozwigzywania probleméw nazywamy mys$leniem
produktywnym, jest tzw. procesem heurystycznym (wytwarzanie pomystéw rozwigzania pro-
blemu). Myslenie to umozliwia wysuwanie pomystow rozwigzania problemu. Heurystyka
(grec.) oznacza umiejetno$¢ dokonywania odkryé’.

Jedng z wtasciwosci psychicznych dziecka jest dazenie do rozwigzywania zadan. Zdaniem
G. Polya rozwigzywanie zadania jest poszukiwaniem drogi pokonania trudnosci, pozwalajace;j
na omini¢cie przeszkdd, na osiggnigcie celu, ktérego nie sposéb osiggnac od razu i wprost.
Odgadywac i sprawdzac¢ to podstawy metody G. Polya. Wyrdznia on dwa rodzaje zadan: za-
dania typu ,,znalez¢” i typu ,,udowodni¢”. W klasach nizszych mamy gtéwnie do czynienia
z pierwszym typem zadan (szukanie niewiadomej). G. Polya w swojej metodzie rozwigzywania
zadan wyr6znia pi¢¢ podstawowych operacji, ktore sg zarazem etapami ich rozwigzywania:

1. Zrozumienie zadania — ustalenie na poczatku, co mamy rozwigza¢, czyli dostrzezenie pro-
blemu matematycznego w zadaniu. Uczen powinien wyrézni¢ warunki matematyczne:
wielkosci podane w zadaniu, wielko$¢ poszukiwang, stosunki miedzy tymi wielkosciami.

2. Uktadanie planu rozwigzania — wytonienie odpowiedniego pomystu i sprawdzenie, czy
rozwigzanie jest osiggalne. Nauczyciel pomaga uczniom, zadajac pytania pomocnicze,
wychodzac od niewiadomej: co jest niewiadomg? Jak mozna znalez¢ rozwigzanie?
W jaki sposéb?

Wykonanie planu.

4. Sprawdzenie wyniku — jak mozna sprawdzi¢ wynik? Jak mozna sprawdzi¢ uzasadnienie
rozwigzania? Sprawdzenie wyniku zmusza ucznia do wykonywania operacji odwrot-
nych, tak bardzo potrzebnych w rozwijaniu myslenia.

5. Refleksja nad rozwigzaniem — samodzielne rozwigzanie zadania jest zawsze odkryciem.
Pytania 1 sugestie podczas rozwigzywania sa bardzo waznym elementem tej metody.

[9S)

5. Rozwiazywanie zadan wedlug metody Georga Polya

Jest to metoda uczenia si¢ 1 nauczania rozwigzywania zadan; jest propozycja nauczania
mys$lenia. Autor wyréznia dwie fazy: wstepng i podstawowa. W fazie wstepnej nauczyciel
omawia 1 rozwigzuje zadania typowe. Jednocze$nie uczniowie otrzymuja zadania do samo-
dzielnego rozwigzania w domu. Sprzyja to przypomnieniu, pelnemu zrozumieniu znajomosci
metod rozwigzywania oméwionych na zajeciach. W fazie podstawowej obowigzuje zasada
pracy grupowej. Realizowana jest w trzech etapach:

1) kazdy uczen samodzielnie rozwigzuje jedno zadanie r6zne od innych, moze liczy¢ na

pomoc nauczyciela,

2) uczen sprawdza, uzupetnia, upraszcza, szuka innego rozwigzania zadania i wybiera spo-

sOb prezentacji przed grupa,

3) zajecia odbywaja sie w grupach (po cztery osoby), sktad grup zgodny jest z wolg uczniéw.

Jeden uczen przejmuje rol¢ nauczyciela, prezentuje zadanie, pobudza aktywno$¢ grupy
1 pomaga w poszukiwaniu rozwigzania. Po znalezieniu rozwigzania nastgpuje prezentacja roz-
wigzania i krytyczna ocena (w grupie). Ciekawe rozwiazania prezentowane s catej klasie®.

7J. Nowik, Edukacja matematyczna w ksztatceniu zintegrowanym, WSZ, Racib6rz 2009.
8 S. Sokotowski, Rozwigzywanie zadar tekstowych, ,,Zycie Szkoty” 2004, nr 1; E. Stucki, Metodyka nauczania...
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