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Temat: Pojecie logarytmu

Instrukcja obshugi apletu:

Otworz plik rzeczywiste05.

Masz przed sobg aplet ilustrujgcy wyznaczanie wartosci logarytmow.

Suwakami mozesz zmienia¢ wartosci podstawy logarytmu i liczby logarytmowanej —

uzywaj do tego narzedzia Przesun (klawisz ESC uaktywnia to narzedzie).

Przy pomocy narze¢dzia Przemieszczaj obszar roboczy mozesz przesuwac obszar, na

ktorym znajduje si¢ wykres. Mozesz rowniez przesuwac osie kombinacjg Shift + ciggnij.

Przy pomocy narzedzi Przybliz i Oddal mozesz przybliza¢ i oddala¢ obraz, to

samo osiggniesz uzywajac kotka myszy.

Przycisk RESET stuzy do powrotu do ustawien wyjsciowych.

Zadanie 1. Zapisz dla jakich wartosci X spetnione sg rGwnani

X = X = X = X = x

2% =32 9% =3 4* =1 16* =

N| =

10 =0,1

Sprawdz swoje rozwiazania przy pomocy apletu.

DEFINICJA

Niech a i b beda liczbami dodatnimi oraz a # 1. Logarytmem liczby b przy podstawie a

nazywamy wyktadnik potegi, do ktdrej nalezy podnies¢ podstawe a, aby otrzymac liczbe

logarytmowang b.

log,b = x wtedy i tylko wtedy, gdy a* = b

Zadanie 2.

Uzupetnij wedtug przyktadu:

log,16 = 4, bo 2* =16
log,64 = 6, bo
logs81=___ bo
log,,01=____ | bo
logzxff = bo
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log1125 =
5

log 527 = :
log1111 - __

logos1=____,

bo

bo

bo

bo

Jakie warto$ci mozemy otrzyma¢ wykonujgc logarytmowanie? Zapisz wniosek.

Zadanie 3. Uzasadnij, wynikajace z definicji logarytmu wtasnosci prawdziwe dlaa > 0, a #

0, b >0.

log,1=0

logaa=1

log,a* = x

qlogdab — p

UWAGA: Logarytm przy podstawie 10 nazywamy logarytmem dziesi¢tnym i zamiast pisac

log,ob, mozemy pisac logb.

Zadanie 4. Oblicz:

10941024 = logiz = logﬁﬁ = log0_2516 =
273
6 — 1 _ logz7
logo 110 log— = log%Z\/E— (g) 27 _
log, 1= log,m ™3¢ = J13°9mE _ 10g0,000000001 =
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Zadanie 5. Oblicz:

logssr= + log¥V10 — log, 52 =

logo1(log,1024) — logg(logg(loggc))) =

Zadanie 6. Dla jakich liczb x podane rownosci sg prawdziwe:

log,8 =3 log,0,5 =—-1

log,,x =

N

3

logox =1
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Temat: Logarytm iloczynu i ilorazu

Zadanie 1. Sprawdz, ze prawdziwe sg rOwnania:

log,8 + logzi = log, (8 . Z)

1 — .
log%S — logéﬁ = log% (3.5)

TWIERDZENIE O LOGARYTMIE ILOCZYNU
Jezeli a, X i Y sg liczbami dodatnimi oraz a # 1, to:
log,(x-y) =log,x + log,y.
Dowdd. Niech s = log,x it =log,y.
Z definicji logarytmu: as=xiat=y
xy=a’-at
S+t

Z whasnosci dziatan na potegach: x-y =a

Z definicji logarytmu: loga(x-y)=s+t

log,(x-y) =log.x + log,y. c.n.p.

TWIERDZENIE O LOGARYTMIE ILORAZU

Jezeli a, X iy sg liczbami dodatnimi oraz a # 1, to:
loga§ = log,x — log,y.

Zadanie 2. Udowodnij twierdzenie o logarytmie ilorazu.

Zadanie 3. Oblicz, korzystajac z twierdzen o logarytmie iloczynu i ilorazu:

log;18 + log;1,5 =

log;(27 -81) =
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log,48 — log,12 =

] 32
0 — =
9237

Zadanie 4. Oblicz:

log,13 — log7g =

log,6 + log,12 + logzg =

log,21 —log,3V7 =

lOgO,20,3 - lOgO,20,5 - l0g0,215 =

log3000 + log% + log4 — log5 + log125 =

Zadanie 5. Sprawdz czy prawdziwa jest rownos¢:

log700 = 2 + log7

logz% =5—-1log,5
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Temat: Logarytm potegi o wykladniku naturalnym

Zadanie 1. Sprawdz, ze prawdziwe jest rOwnanie:

—% -logs625 = log5(625)_%

TWIERDZENIE O LOGARYTMIE POTEGI O WYKLADNIKU NATURALNYM
Jezeli a i X sg liczbami dodatnimi oraz a # 1, to dla dowolnego n € N:
log,x™ =n-log,x.

Zadanie 2. Oblicz, korzystajac z twierdzen o logarytmie potegi:

logs58 =

log1000000 =

Zadanie 3. Przeanalizuj przyktad, a nastepnie przedstaw podane wyrazenia W postaci jednego
logarytmu:

Przyktad.

5log,t3 — 2log,3t? + 4 = log,(t3)° — log,(3t?)? + log,2* =
£15 )
log,t® — log,(9t*) + log,16 = log, o T log,16 = log, (Et“) + log,16

2log,a + log,(5ab) =

long2 +log3m — 4log= =

2logz (3p°) — 6logzp® — 5logzp =
3 3 3

str. 7




Zadanie 4. Otworz plik rzeczywiste05. Odczytaj jaka jest przyblizona warto$¢ log8, a

nastepnie oblicz:

log80 =

log0,008 =~

log64 =

log5,12 =

Zadanie 5. Odczytaj z pliku rzeczywiste05 jaka jest przyblizona warto$¢ log2 oraz log5, a

nastepnie oblicz:

lo 32
g25

log0,8 =

log:—5 —10g6,25 =

logl—l6 + log2,5 =
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Temat: Obliczenia z zastosowaniem logarytmow i ich wlasnosci
Zadanie 1. Oblicz:

36log67 _ 12510g59 —

Zadanie 2. Wykaz, ze liczba a jest liczbg naturalna.

a =1og10'? + logy,25

Zadanie 3. Wykaz, ze liczba b jest liczba catkowita.

b = 20 — /4109213

Zadanie 4. Wykaz, ze liczba C jest liczbg wymierna.

2
c=3+ log, 8 — log%O,ZS

Zadanie 5. Przeczytaj informacje, przeanalizuj przyktad i na jego postawie rozwiaz zadanie.

Informacja (MATeMAtyka 2, str. 236, Wydawnictwo Nowa Era, 2008).

W Zyjacym organizmie (ros$linnym lub zwierzecym) stosunek ilosci radioaktywnego izotopu
wegla C do izotopu nieradioaktywnego 2C wynosi okoto 1,5:10"%2. Po $mierci organizmu
ilo$¢ radioaktywnego izotopu *C maleje (okres jego potowicznego rozpadu wynosi okoto
5700 lat), a ilo$¢ izotopu *2C pozostaje niezmieniona. Podczas prac archeologicznych pomiar

zawarto$ci izotopu *C moze wiec stanowi¢ podstawe do okreslenia wieku znalezisk.

Przyktad. Oblicz wiek znaleziska, w ktérym zmierzona zawarto$¢ izotopu *C jest réwna

80% poczatkowej zawartosci tego izotopu.
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Korzystamy ze wzoru:

t
m=mq- (3,

ktéry opisuje mas¢ probki promieniotworczego izotopu o okresie potowicznego rozpadu T,

po uptywie czasu t, Mp oznacza mas¢ poczatkowg probki.
Z informacji wiemy, ze T = 5700 lat.
Z tresci zadania wnioskujemy, ze m = 80%m,, czyli m = 0,8m,,.

Zatem:

t
1\5700
0,8mg = my - (z)

t

0= ("

5700 ~ 097"

Przyblizong warto$¢ logarytmu odczytujemy z apletu rzeczywiste05:

t
700~ 0,3219

t = 1835
Odp. Znalezisko ma okoto 1835 lat.

Zadanie. Oblicz wick znaleziska, w ktorym zmierzona zawarto$¢ izotopu *C jest rowna 65%

poczatkowej zawarto$ci tego izotopu.

Odp.
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Temat: Obliczenia z zastosowaniem logarytmow i ich wlasnosci cd.

Instrukcja obstugi apletu:

e Otworz plik rzeczywiste06

e Suwakami mozesz zmienia¢ opisane wartosci.

e Mozesz przesuwacé obszar, na ktérym znajduje si¢ wykres. Mozesz rowniez przesuwac
osie kombinacja Shift + ciagnij.

e Przy pomocy narz¢dzi kotka myszy mozesz przybliza¢ i oddala¢ obraz.

e Przycisk RESET stuzy do powrotu do ustawien wyj$ciowych.

Zadanie 1. Przeczytaj informacje, przeanalizuj przyktady i na ich postawie rozwigz zadania.

Informacja. Poziom gto$nosci dzwigku w decybelach mozna obliczy¢ ze wzoru:
I
L=10-log—
Iy

L — poziom glosnosci dzwicku w decybelach
| — natezenie dzwicku w W/m?

lo — natezenie dzwicku odpowiadajace progowi styszalnosci, Io=10"12 W/m?.

Przyktad 1. Natezenie dzwicku pracujacego miota pneumatycznego to 102 W/m?, Wyraz

poziom glosnosci pracujacego mtota pneumatycznego w decybelach.

-2

10
L=10"log ;=5 = 1010g10'"® = 10-10-log10 = 100 - 1 = 100[dB]

Zadanie 1. Natezenie dzwicku startujacego odrzutowca to 10> W/m? Wyraz poziom

glo$nosci startujgcego odrzutowca w decybelach.

Odp.

Przyktad 2. Poziom glosnosci koncertu rockowego to 110 dB. Oblicz natgzenie dzwigku

podczas koncertu rockowego w W/m?,

I
110 =10+ logm

I
11 = logw
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=101

10-12
I =101-10"12
[=10"1 [W/m?]
Odp. Natezenie dzwieku podczas koncertu rockowego to 101 W/m?2.

Zadanie 2. Poziom glosnosci skrzypiec grajacych pianissimo to 30 dB. Oblicz natezenie

dzwieku skrzypiec w W/m?2,

Odp.

Sprawdz swoje obliczenia w pliku rzeczywiste06.

Zadanie 2. Przeczytaj informacje, przeanalizuj przyktad i na jego postawie rozwiaz zadanie.

Informacja. Sil¢ trzesien ziemi oblicza si¢ w skali Richtera ze wzoru:
R =log—
0g a

R — sita trzgsienia ziemi mierzona w stopniach w skali Richtera,

A — amplituda trzesienia ziemi w centymetrach

Ao — amplituda wzorcowa, odpowiadajaca drganiom niewyczuwalnym przez cztowieka,
A¢=10"* cm.

Terytorium Polski zalicza si¢ do obszarow asejsmicznych. Strefami podwyzszonej

aktywnosci sejsmicznej sg polskie gory oraz obszary dziatalnosci gorniczej.

Przyktad. Przyjmuje si¢, ze najwigksze trzgsienie ziemi w historii Polski miato miejsce 5
czerwca 1443 roku. Prawdopodobnie epicentrum znajdowato si¢ na pétnoc od Wroctawia, a
site wstrzagsow odczuta cala $rodkowa Europa. Jak podaja zrodia historyczne trzgsienie
spowodowato zniszczenia kosciotow i kamienic we Wroctawiu, Brzegu i Krakowie. Szacuje
sie, ze zgingto okoto 30 osob. Jan Dlugosz, ktéry byt bezposrednim §wiadkiem trzesienia,
zanotowal, ze "wieze 1 gmachy walitly si¢ na ziemie, rzeki wystepowaty z tozysk, a ludzie

naglym strachem zdjeci, od zmyslow 1 rozumu odchodzili". Na podstawie opisow i
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obserwowanych do dzi$ skutkow naukowcy oceniaja, ze trzgsienie miato site 5,8 stopni w

skali Richtera. Oblicz amplitud¢ drgan tego trzg¢sienia ziemi.

5,8 =log

10-4
A
104
A=10%8-10"*

A=10"% ~ 63

= 1058

Odp. Amplituda drgan tego trzesienia ziemi to okoto 63 cm.

Zadanie. 26 grudnia 2004 na Ocenia Indyjskim, w poblizu zachodniego wybrzeza pdinocnej
Sumatry miato miejsce podwodne trzgsienie ziemi o Sile 9,1 stopni w skali Richtera.
Trzgsienie ziemi wywotato 15 metrowa falg tsunami, ktéra uderzyta w wybrzeza kilku
panstw Azji Potudniowo — Wschodniej. W wyniku tego tragicznego zdarzenia zgingto co

najmniej 294000 ludzi. Oblicz amplitudg drgan tego trzgsienia ziemi.

Odp.

Sprawdz swoje obliczenia w pliku rzeczywiste06.
Zadanie 3. Jedno z najsilniejszych trzesien ziemi w Polsce miato miejsce 1 marca 1993 roku
w okolicach Beskidu Sadeckiego. Amplituda drgan tego trzgsienia ziemi wynosita 5 cm.

Okresl site tego trzegsienia ziemi w stopniach skali Richtera.

Odp.

Sprawdz swoje obliczenia w pliku rzeczywiste06.
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Temat: Blad bezwzgledny i blad wzgledny przyblizenia

DEFINICJA

Przyblizajac liczbe w postaci dziesi¢tnej, zwykle stosujemy regute zaokraglania, ktéra polega
na odrzuceniu koncowych cyfr tej liczby. Gdy pierwszg z odrzuconych cyfr jest: 0, 1, 2, 3, 4,
to ostatnig z zachowanych cyfr pozostawiamy niezmieniong. Gdy pierwsza z odrzuconych
cyfr jest: 5, 6, 7, 8, 9, to ostatnig z zachowanych cyfr zwickszamy o 1.

DEFINICJA

Gdy przyblizenie liczby jest od niej mniejsze, to jest to przyblizenie z niedomiarem.

Gdy przyblizenie liczby jest od niej wigksze, to jest to przyblizenie z nadmiarem.

Roznica liczby i jej przyblizenia to btad przyblizenia.

Zadanie 1.

Uzupehnij tabele:

Przyblizenie z doktadnos$cig do:

Liczba

czescel czescl ' o
o catosci dziesiatek setek
setnych dziesigtnych

1132,8309

986,061

14,00712

0,82

9999,999

Wszystkie przyblizenia z nadmiarem zaznacz na czerwono, a wszystkie przyblizenia z
niedomiarem na niebiesko.

DEFINICJA

Niech a bedzie przyblizeniem liczby X. Btad bezwzgledny przyblizenia jest to wartos$é

bezwzgledna roznicy migdzy liczba X i jej przyblizeniem a, czyli liczba |x — a.
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Zadanie 2.
Wychowawczyni powiedziala grupie dzieci, aby poprosity rodzicow o pienigdze na spektakl
teatralny. Bilet kosztowal 16,50 zt. W tabeli przedstawiono o jaka kwote dzieci poprosity

rodzicow. Uzupelnij tabele.

. . Rodzaj przyblizenia
Kwota o jaka dziecko ]
. _ Blad bezwzgledny (z nadmiarem/
poprosito rodzicéw ] ]
z niedomiarem)
Kasia 17,00 zt
Marcin 16,50 zt
Ewa 16,00 z1
Karol 20,00 zt

Sprawdz swoje obliczenia W aplecie rzeczywiste07.

Jak myslisz, jakie byly konsekwencje popetnionych btedow?

DEFINICJA
Niech a bedzie przyblizeniem liczby X. Stosunek btgdu bezwzglednego do wartosci

bezwzglednej liczby X nazywamy btedem wzglednym: %

UWAGA

|x—a

Btad wzgledny czesto wyraza si¢ w procentach: L. 100%.

[x]

Zadanie 3.
W ogrodzie zoologicznym zwazono zwierzgta, a wynik wazenia zaokraglono do kilograma.
Wyniki pomiaréw dwoch zwierzat: fenka (matego liska pustynnego) i zyrafy przedstawiono

w tabeli. Uzupelnij tabele.
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Fenek Zyrafa

masa rzeczywista
. 0,8 kg 892,2 kg
(w kilogramach)

masa w przyblizeniu do kilograma

(w kilogramach)

btad bezwzgledny przyblizenia

(w kilogramach)

btad wzgledny przyblizenia
(w procentach)

Sprawdz swoje obliczenia W aplecie rzeczywiste07.

Jak myslisz, jakie moga by¢ konsekwencje popetnionych btedoéw?

Zadanie 4.

Panstwo Roézanscy zaplanowali, ze na remont mieszkania wydadza 40000 zi, a panstwo
Fiotkowscy na remont swojego mieszkania przeznaczyli 15000 zi. W rzeczywistoSci remont
mieszkania panstwa Rozanskich kosztowat 38000 zt, a panstwa Fiotkowskich - 17000 zt.

Podaj btad bezwzgledny i btad wzgledny, jakie popetniono przy szacowaniu wydatkow.
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Zadanie 5. Otworz plik rzeczywiste08.
Autorem najstarszej odnalezionej pracy matematycznej (papirusu Rhinda) jest Ahmes, pisarz i
matematyk faraona Amenehata III. Prawie 4 tysigce lat temu Ahmes zapisat, ze pole kola jest

rowne polu kwadratu, ktorego bok jest réwny g srednicy. Taki sposob przyblizenia pola kota

nazywamy metoda egipska.

Oblicz pole kota o srednicy 2 metoda egipska 1 tak jak to robimy wspotczesnie.

Sprawdz swoje obliczenia w pliku rzeczywiste08, ustawiajac suwak na wartos¢ 2.

Jaki blad bezwzgledny a jaki btad wzgledny (wyrazony w procentach) daje metoda egipska

dla $rednicy rownej 2?

Sprawdz swoje obliczenia w pliku rzeczywiste08, zaznaczajac odpowiednie pola wyboru.

Czy jesli zmieniamy $rednice kota btedy tez ulegaja zmianie? Uzasadnij swoja obserwacje.
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