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Temat: Wielkosci odwrotnie proporcjonalne.
Cwiczenie 1.

Autobus przejechal pewng droge w czasie 3 godzin, jadac ze $rednig predkoscig 40km/h. Jak

szybko musiatby jecha¢, zeby te samg droge przejecha¢ w czasie 1 godziny i 30 minut?
Wykonaj potrzebne obliczenia.

Z gimnazjum pewnie pamigtasz, ze zalezno$¢ taka, jaka wystepuje pomiedzy predkoscia
I czasem przy statej drodze nazywamy proporcjonalnoscig odwrotng. Moéwimy zatem, ze dwie
niezerowe wielkosci x i y s3 odwrotnie proporcjonalne jesli ich iloczyn jest staly: xy=a.

Wielko$¢ a nazywamy wspolczynnikiem proporcjonalnosci.

Przyktady wielkosci odwrotnie proporcjonalnych:

Predkos¢
120 80 60 50 45 40 30 25
[km/h]
2
Czas[h] |1 1,5 2 2,4 2§ 3 4 4,8

W kazdym przypadku samochdd przejechat droge 120 km. Wspdtczynnik proporcjonalnosci
wynosi 120 km.

Dhugosé

5cm 6dm 12cm 1,5dm 30cm 40cm 50dm 6dm
prostokata
Szerokosé

6dm 0,05m 25¢cm 2dm 0,1m 7,5cm 0,6cm 50mm
prostokata

Pole tego prostokata wynosi 300 cm?.

Zadanie 1. Czy wielkos$ci, dane w tabeli sg odwrotnie proporcjonalne? Odpowiedz uzasadnij.

Jesli tak, to podaj wspdtczynnik proporcjonalnosci.

x |05 |1 |2 Yz |25

y |16 |8 |4 | 437 |32
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Zadanie 2.Wyznacz a, b, ¢, d tak, zeby tabelka zawierala wielkosci odwrotnie

proporcjonalne.

X |45 b 60 |25 |d-5

y |a 36 |3 c+3 |90

Zadanie 3. Rozstrzygnij, czy ponizsze wielkosci wigze proporcjonalno$é odwrotna.

T/N

Im tansze sg ciastka, tym wiecej mozesz ich kupi¢ za kieszonkowe.

Im szybciej pijesz, tym mniej coli zostaje w butelce.

Im bardziej odkrecisz kran, tym szybciej napelnisz wanne.

Im wigcej gos$ci przyjdzie na przyjecie urodzinowe, tym mniejszy

kawatek tortu kazdy dostanie (dzielimy catly tort po réwno).

Im dtuzsze beda wakacje, tym krotszy bedzie rok szkolny.

Zadanie 4. Tona lodu ma objetos¢ 1,09m°. Jaka jest gestos¢ tego lodu? Jaka objetos¢ bedzie

mial wrzatek, ktéry powstanie z tego lodu? Gestos¢ wody w temperaturze 100° wynosi

968,4 kg/m?®,
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Temat: Wykres i wlasnoSci funkeji y = g a=+0.

2P . I . ry a
Jesli z zalezno$ci xy=a wyznaczymy y, to otrzymamy zalezno$¢ y = =

Otworz plik funkcje_inne0l. Ustaw warto$¢ suwaka a na 1. Wyswietl tabelke czgsciowg
dla funkcji y = i W pierwszym wierszu znajduja si¢ wybrane argumenty, w drugim —
obliczone dla nich wartosci. Przeanalizuj ja uwaznie. Czy wiesz, dlaczego nie znalazt si¢ w
niej argument x=0? Czy to przypadek, czy celowe dziatanie? Czy dla innych wartosci
wspotczynnika a zero mogtoby si¢ tam znalez¢?

Zaznacz opcje ,.,pokaz punkty z tabelki”. W uktadzie wspotrzgdnych pojawig si¢ punkty.
Na ich podstawie mozna juz okre$li¢ przyblizony ksztatt wykresu. Zeby zobaczy¢ wykres,
kliknij ,,pokaz wykres”. Taki ksztalt nazywamy hiperbola, a kazda z jej dwoch cze$ci —
galezia.

Mozesz juz wylaczy¢ opcje ,,pokaz punkty z tabelki”. Przesuwaj suwakiem, zmieniajac
wartosci a — poruszaj si¢ po czesci suwaka z warto§ciami dodatnimi. Zaobserwuj, jak
zmienia si¢ wykres. Zwr6¢ tez uwage na Szczeg6lng rolg osi uktadu wspotrzednych. Takie
proste nazywaja si¢ asymptotami wykresu funkcji. Uzupelnij cz¢$¢ tabeli.

Powtorz czynno$¢ z poprzedniego punktu dla a<0. Uzupelnij druga czgs¢ tabeli.

_a a>0 a<0
Y =X

Dziedzina funkcji

Zbior wartosci funkcji

Cwiartki, w ktorych znajduje

si¢ wykres

Monotoniczno$¢ funkcji:

Argumenty, dla ktérych

funkcja ro$nie

Argumenty, dla ktorych

funkcja maleje

Asymptoty wykresu funkcji:

Pozioma — prosta 0
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réwnaniu

Pionowa — prosta o

réwnaniu

e Ktodre cechy sa wspoélne, a ktore nie?
e (Czy mozna powiedzie¢, ze funkcja jest rosngca lub malejaca?
e Co dzieje sig, gdy a=0?

e Zapisz w zeszycie wnioski.

Zadanie 1. Rysunek przedstawia r6zne hiperbole. Dopasuj je do wzoréw, wpisujac wlasciwy

wzor obok linii, ktorg narysowano hiperbole.
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Zadanie 2. Zwro¢ uwage na krzywe y = % orazy = —i (z poprzedniego zadania). W jaki
sposob sa potozone wzgledem siebie?

Do pozostatych wzorow dopisz takie, by ich wykresy tez byly symetryczne wzgledem
poczatku uktadu wspotrzednych.

Zadanie 3. Napisz rownanie hiperboli y = % wiedzac, ze nalezy do niej punkt:

A@2),  B(-312), C(~4-15), D(V5; ~2v5).
Naszkicuj dwie z tych hiperbol.

e W pliku ,,funkcje_inne01” zaznacz opcjg ,,pokaz prostokat”.
Przesuwaj punkt wzdtuz krzywej. Zwrd¢ uwage na pole prostokata (liczba, ktorg widzisz
wewnatrz prostokata).
Dlaczego dla ustalonej warto$ci wspolczynnika a pole nie ulega zmianie? Jak zmieni si¢
pole, jesli zmienisz a?

e Powyzsza wlasno$¢ jest wykorzystywana do interpretowania zjawisk z zycia codziennego,
ktére sa odwrotnie proporcjonalne (predkos¢ i czas przy ustalonej drodze — S=Vt, gestosé
I objetos$¢ przy ustalonej masie — m=dV, masa i przyspieszenie przy ustalonej sile — F=ma,

natgzenie i opor przy ustalonym napieciu — U=IR, itp.).

Zadanie 4. Bartek jest zapalonym koszykarzem. Codziennie pokonuje droge z domu na hale
sportowa. Wykres przedstawia zalezno§¢ pomiedzy predkoscia 1 czasem podczas

przemieszczania si¢ Bartka na trening (zwr6¢ uwagg na dziedzing tej funkcji).
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predkosé ki

czas [h]
T T T T T T T Ld
0 1 2 3 4 & & 7 8

Na podstawie tego wykresu odpowiedz na pytania:

1. Jak daleko jest z domu na halg?

2. Jak szybko musi i$¢ Bartek, jesli do treningu ma 1,5 godziny? A jesli zostalo pot
godziny?

3. lle czasu zajmie mu droga ze $rednia predkoscia 3 kTm ? A jesli bedzie jechat rowerem 5

razy szybciej?

Zadanie 5. Druzyna strzelecka wzigla udzial w zawodach strzelania do rzutkow. Kazdy
zawodnik strzelat tyle samo razy i kazda druzyna ma do dyspozycji tyle samo strzatow. lle
strzatdw mogt odda¢ kazdy z zawodnikow, jesli druzyna moze liczy¢ nie mniej niz 5 1 nie

wiecej niz 12 oso6b?

Jak poprawi¢ ponizszy wykres, zeby przedstawial zalezno$¢ liczby strzatow, oddanych przez

jednego zawodnika od liczby zawodnikow?
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17 liczba strzatow
16 ®

14 liczha osdb

5

T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
o1 2 3 4 5 6 7 8 8 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Organizatorzy ustalaja miejsce druzyny na podstawie ilosci celnych strzatow. Jeden

z zawodnikow strzela o wiele lepiej, niz reszta. Jaki sktad powinien wystawi¢ trener?
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Temat: Przesuwanie hiperboli.

Z przesuwaniem wykresow funkcji spotkatas/spotkates si¢ juz wczes$niej. Przypomnisz sobie

dzisiaj, w jaki sposob przesuwamy hiperbole. Otworz aplet funkcje_inne02. Suwakami

ustawiasz wspotczynnik proporcjonalnosci a, przesunigcie wzdtuz osi OX — p oraz wzdhuz osi

oY —q.

Ustaw suwak a na dowolnie wybrang przez siebie warto§¢. Suwak p ustaw na 1.
Weisnij przycisk ,,przesun” i obserwuj animacj¢. Zwro¢ uwagg, jak przesuwajg si¢
poszczeg6lne punkty oraz jakie sg rOwnania asymptot.

Mozesz ukry¢ punkty na wykresie. Zmieniaj warto$¢ p i patrz, jaki jest wzor funkcji.
Zwrdo¢ uwage, czym rozni si¢ dla dodatnich 1 dla ujemnych p.

Wyczys¢ ekran (przycisk ,,wyczy$¢”). Postepuj analogicznie z suwakiem (.

Zmieniaj obie wartosci (p oraz Q) jednoczesnie i obserwuj wykres, wzor i asymptoty.

Sformutuj wniosek, jak zmieni si¢ wzor funkcji y = % po przesunigciu o wartosci p

oraz . Zapisz ten wniosek w zeszycie.

Uzupelnij tabele.

Jesli masz watpliwosci, korzystaj z programu funkcje_inne02. Najpierw wypelnij
tabele dla ustalonych p i q. Potem zmien p i q 1 od nowa wypetnij. Sprobuj uogolnié

Swoje rozumowanie.

y=—"—+gq a>0 a<0

Dziedzina funkcji

Zbi6r wartosci funkcji

Miegjsce przecigcia z osig OY

Monotonicznos$¢ funkcji:

Argumenty, dla ktérych

funkcja ro$nie

Argumenty, dla ktérych

funkcja maleje

Asymptoty wykresu funkcji:

Pozioma — prosta o rownaniu
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Pionowa — prosta o rownaniu

Zadanie 1. Wykres kazdej z funkcji powstat przez przesunigcie hiperboli y = % lub hiperboli
y = _74 . Napisz wzoér funkcji po przesunigciu. Okresl dziedzing 1 zbior wartosci kazde;j

z funkcji.

a)

e e = ) o

b)

-kt ———t————— ;i —-———
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Zadanie 2. Naszkicuj wykres funkcji, przeksztatcajac odpowiednig hiperbolg. Napisz wzor
funkcji, ktorg przeksztatcasz i okresl przesunigcia. Wyniki mozesz sprawdzi¢ w aplecie.

-4 -2

1
Y= y=xt2 Y= Y=t
Zadanie 3.

a) Dziedzing funkcji y = % + q jest zbior R-{3}, zbiorem wartosci zbioér R-{-1} Do

wykresu funkcji nalezy punkt (4, -3). Wyznacz wzor tej funkcji.
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b) Asymptoty hiperboli przecinajg si¢ w punkcie (-1,4) a jej miejscem zerowym jest
liczba 2. Wyznacz rownanie tej hiperboli i oblicz, w jakim punkcie przecina ona o$

oY.
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Temat: Zastosowanie wykresow funkcji y=a/x do interpretacji zagadnien zwigzanych

Z wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi.

Otworz aplet funkcje inne03.  Zawiera on interpretacje czterech zadan,
zwigzanych z wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi. Suwakiem n ustawiasz
numer zadania.

Ustaw n=1.

U gory widzisz tres¢ zadania 1. W dolnej czesci wyswietlona jest gataz hiperboli,
ktorej dziedzing jest zbidr liczb naturalnych (dlaczego naturalnych a nie
rzeczywistych?).

Widaé tez dwa prostokaty. Pierwszy (z wierzchotkiem w A) ilustruje sytuacje
ucznia. Na osi OX widzisz, ile stron dziennie czyta. Na osi OY widag, ile dni trwa
przeczytanie ksigzki. Drugi prostokat pokazuje sytuacje po zwigkszeniu szybkos$ci
czytania.

Tekst w s$rodkowej czgéci ekranu pokazuje wspotrzedne tych wierzchotkow
prostokata, ktore leza na hiperboli.

Przesuwaj punkt A wzdluz hiperboli i zaobserwuj, jak zmienia si¢ liczba dni
czytania w zaleznosci od szybkosci czytania. Aplet jest zrobiony w ten sposob, ze
odcigte obu punktow réznig si¢ zawsze o 8 (...gdyby czytal 8 stron dziennie
wiecej...).

Ustaw punkty tak, zeby rzedne roznity si¢ o 3 (...czytatby 3 dni krocej...). Jesli
uda ci si¢ uzyska¢ wystarczajaca doktadno$¢, bedziesz zna¢ odpowiedz na pytanie.
Zauwaz, ze to nie jest rozwigzanie, a jedynie ilustracja problemu.

Zeby rozwigzaé¢ zadanie, nalezy ulozy¢ i rozwigza¢ uktad réwnan. Zastanéw sie,
jaka zalezno$¢ wigze wspoirzedne kazdego z tych punktéw. Jesli nie wiesz,
skorzystaj ze wskazowki.

Jesli nadal masz watpliwosci, skorzystaj z rozwigzania zadania 4 na lekcji

»Wykres 1 wlasnos$ci funkcji y = %, a=+0."

Ustaw n=2.

Prostokaty obrazuja droge przebyta przez kazdy z pociggow. Dlaczego pole
prostokata wynosi 270?

Przesuwaj niebieski punkt na hiperboli, az wspoétrzedne obu punktow speiniag

warunki zadania. Predkosci zawsze roznig si¢ o 9 (...jechal z predkosciag o 9km/h
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mniejszg). Czasy powinny rozni¢ sie o 1 (...wyjechal o godzine wczesniej...).
Postaw hipoteze, dotyczaca szukanych predkosci pociagdw.

Zweryfikuj ja odpowiednimi obliczeniami.

Ustaw n=3.

Tym razem widzisz trzy prostokaty, opisane przy wierzchotkach. Ilos¢ wody,
dostarczana w ciggu godziny przez pierwsza rur¢ jest zawsze o 5 wigksza. Ustaw
punkty w ten sposob, zeby czas napetniania zbiornika przez druga rurg¢ byt o 16h
wigkszy (...Czas napelniania zbiornika tylko pierwsza rurg jest o 16 h krotszy...).
Odczytaj (oczywiscie w przyblizeniu) rzedng wierzchotka czerwonego prostokata
— jest to czas napelniania zbiornika przez obie rury.

Zweryfikuj swoje przypuszczenia — poznacz wtedy wartosci doktadne. Oczywiscie
mozesz skorzysta¢ ze wskazowki. Co oznacza pole kazdego z prostokatow?

Ustaw n=4.

W tym przypadku widzisz dwie hiperbole. Dlaczego? Jaka droge pokonat
pierwszy, a jaka drugi rowerzysta? Wykonaj potrzebne obliczenia. Porownaj
otrzymane wyniki z polami prostokatow.

Przesuwaj niebieski punkt, porownujac wspotrzedne obydwu punktow z danymi
W tresci zadania (...Rowerzysta jadacy z miejscowosci A do miejscowosci B
wyjezdza o 1 godzing wczesniej 1 jedzie ze $rednig predkoscig o 7 km/h wigksza
od $redniej predkosci drugiego rowerzysty...).

Tak jak poprzednio utdéz uktad rownan i rozwiaz go, zeby potwierdzi¢ swoje

przypuszczenia.
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