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Temat: Wykresy funkcji wykladniczych dla réznych podstaw.
Funkcja wyktadnicza to funkcja opisana wzorem y = a*, gdzie a>0
Zbuduj tabelke cze$ciowa dla funkcji y=2"

Otworz aplet funkcje_inne04. Ekran podzielony jest na dwie cze$ci. Gorna stuzy do
wyswietlania tabelki czesciowej dla funkcji. W dolnej widzisz pola wyboru ,,pokaz punkty
Z tabelki” oraz ,,pokaz wykres”. Z lewej strony umieszczone s3 trzy przyciski. ,,Przybliz
widok” i ,,oddal widok” stuzg do obserwowania wykresu funkcji w okolicy osi OX. Przycisk
,Wyczy$¢” powoduje wyswietlenie wykresu funkcji w taki sposob, jak na poczatku. Uzyj go,

jesli cheesz szybko wréci¢ do poczatkowego wykresu. .

Ustaw warto$¢ suwaka na 2. Zaznacz opcje ,,pokaz tabelke czg¢sciowa”. Sprawdz swoje
obliczenia. Naszkicuj w zeszycie wykres funkcji y=2". Zaznacz opcje ,pokaz punkty
z tabelki” a nastepnie ,,pokaz wykres”. Sprawdz poprawnos¢ swojego wykresu. Zwro¢ uwage
na szczegolng role osi OX. Mozesz uzy¢ przyciskow ,,przybliz widok”, ,,oddal widok”

i ,,wyczys$c”.

Suwakiem zmieniaj wartos¢ podstawy a. Obserwuj, jak zmieniaja si¢ wihasnosci funkcji
w zaleznos$ci od wartosci podstawy. Swoje wnioski umies¢ w tabeli. Odpowiedz na pytanie,

ktére wiasnos$ci sa wspolne a ktore rozne.

y =a* a€((0;1) a>1

Dziedzina funkcji

Zbi6r wartosci funkcji

Punkt przecigcia wykresu z

osig OY

Argumenty, dla  ktorych

funkcja ro$nie

Argumenty, dla ktorych

funkcja maleje

Asymptota wykresu funkcji

— prosta o rOwnaniu

Zadanie 1. Dopasuj wykresy do wzoréw funkcji.
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Zadanie 2. W jednym uktadzie wspotrzednych naszkicuj wykresy funkcji: y = 2%,
X
y = (—) . W jaki sposob sa one potozone wzglgdem siebie? Jak to uzasadnisz? Podaj kilka
par funkcji majgcych te samg wtasnosc.
Zadanie 3. Napisz wzor funkcji wyktadniczej, jesli do jej wykresu nalezy punkt:

a) (-1,3) b) (4, 16) C) (6, 27)
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Temat: Przeksztalcanie wykresow funkcji wykladniczych.

Czes¢ 1 — przesuwanie wykresow funkcii.

Otworz aplet funkcje_inne05. Ekran podzielony jest na dwie czesci. Po lewej stronie widzisz
wykres funkcji wyktadniczej. Suwakiem a mozesz regulowaé¢ warto$¢ podstawy. PO prawej

stronie suwak p okresla przesuni¢cie wzgledem osi OX, suwak q — wzgledem osi OY.

1. Ustaw warto$§¢ podstawy a=2. Ustaw warto$¢ suwaka p np. na 1. Kliknij przycisk
,Przesun”. Zaobserwuj, jak przesuwa si¢ wykres funkcji oraz jak zmienia si¢ wzor
funkcji po przeksztatceniu (niebieski wzoér na gorze prawego okna). Wyczys¢ ekran
(przycisk wyczys$¢). To samo zréb dla dowolnej ujemnej wartosci p.

2. Powtodrz te same czynnosci z suwakiem q.

3. Teraz ustaw p=1, g=-2. Jaki bedzie wykres oraz wzor funkcji? A dla p=-2, q=3?
Zadaniel. Napisz wzor funkcji, ktorej wykres otrzymasz, przesuwajac wykres funkcji
y = 3%

a) o dwie jednostki w prawo

b) o jedna jednostke w lewo

C) o jedng jednostke w gore

d) o dwie jednostki w dot

e) o trzy jednostki w prawo i jedng w dot

f) o jedng jednostke w lewo i dwie w gorg.
Sprawdz poprawnos¢ swojej odpowiedzi w aplecie funkcje_inne05.

X
Zadanie 2. Okresl, w jaki sposob nalezy przesung¢ wykres funkcji y = G) , aby otrzymac

wykres funkcji

ay=() wy=@ v ar=()7
9y=() -1 9= s ae=()
0y=()" 3 hy=() 2
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Zadanie 3. Wykresy funkcji powstaty przez przesunigcie wykresu funkcji y = (;) . Napisz
wzory tych funkcji.
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Jesli masz klopoty, zwrd¢ uwage, jak przesungl si¢ punkt charakterystyczny dla kazdej

funkcji wyktadniczej — punkt (0,1). Wyznacz tez asymptote. To utatwi Ci okreslenie

przeksztatcenia.

Zadanie 4. Okresl wtasnos$ci funkcji

1

2

-

x—1

) -2

Dziedzina

Zbior wartosci
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Monotonicznosé

Roéwnanie

asymptoty

Liczba  miejsc

zerowych

Zadanie 5. Napisz wzor funkcji wyktadniczej danej wykresem:

£

Czes¢ 11 — przeksztalcanie wykreséw funkcji przez symetrie wzgledem osi ukladu

wspotrzednych.

W aplecie funkcje_inne05 przeksztal¢ wykres dowolnej funkcji przez symetrie wzgledem osi

OX. Jaka funkcj¢ otrzymasz?

Teraz t¢ samg funkcj¢ przeksztalé przez symetri¢ wzgledem osi OY. Jaki bedzie wzor nowe;j

funkcji?

X
Zwr6¢ uwage, ze 37F = G) . Dlatego zanim naszkicujesz wykres, przeksztat¢ wzor funkcji

tak, zeby byto mniej pracy.

Zadanie 6. Uzupehnij tabele:

Wzor funkcji

Rodzaj przeksztalcenia

Wzor funkeji po

przeksztalceniu.

y =27

Symetria wzgledem osi OX
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X
Symetria wzgledem osi OX y=— (1)

—-X

r= () 7= (x)

1 X
-0
y y=13
2 X
y = <§) Symetria wzglgdem osi OY

Dla chcacych wiedzie¢ wiecej

Dana jest funkcja y = 2*. Przeksztalémy ja przez symetri¢ wzgledem osi uktadu
wspotrzednych i1 przesunigcia. W jaki sposob kolejnos¢ przeksztalcen wptywa na koncowy

efekt? Czy ma znaczenie?

e Najpierw przesunmy wykres o 1 jednostk¢ w prawo i 2 do gory. Otrzymamy funkcje g;
owzorze y = 2*"1+ 2. Nastepnie wykres funkcji g; przeksztalémy przez symetrie

wzgledem osi OX. Otrzymamy funkcje h; o rownaniu hy (X)=-g1(x),
czyliy=—-2*1+2)=-2¥1-2.

e Najpierw przeksztalcimy wykres przez symetrie¢ wzgledem osi OX. Otrzymujemy
funkcje g» 0 wzorze y = —2*. Nastegpnie funkcje g» przesuniemy o 1 jednostk¢ w prawo
i 2 do gory. Otrzymamy funkcje hy o rownaniu hy(X)=g2(x-1)+2,

czyli y = —2%71 + 2. Zauwaz, Ze h; i h; s3 to inne funkcje.

hafz) = 2771 42

hlz) = -2777 -2

Analogicznie przeksztatcamy wykres przez symetrie¢ wzgledem osi OY.

str. 7




e Funkcje y = 2* przesuwamy 0 1 jednostk¢ w prawo i 2 do gory. Otrzymamy funkcje g1
owzorze y = 2*1 + 2. Teraz symetria wzgledem osi OY. my(X)=g1(-X),
czyli y=27%1+2.

e Funkcje y = 2* przeksztalcamy przez symetrie wzgledem osi OY. Otrzymamy funkcje
g2 0 wzorze y = 27*. Teraz g, przesuwamy o 1 jednostke w prawo i 2 do goéry. Wtedy

Ma(X)=02(x-1)+2, czyli y = 2=*=1 4+ 2. Oczywiscie my i m; to rowniez inne funkcje.
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Temat: Zastosowanie funkcji wykladniczej do opisu zjawisk fizycznych i chemicznych.

Jezeli jakie$ zjawisko mozna opisac¢ za pomoca wzoru a-b* +c, gdzie a,bkc -
liczby rzeczywiste, a t — czas, to mowimy, ze zachodzi ono wyktadniczo. W ten sposéb

zmieniajg si¢ rozne wielkosci, zarowno w przyrodzie jak 1 innych dziedzinach zycia.

Rozpad promieniotworczy

Promieniotwércze izotopy niektérych pierwiastkdbw ulegaja rozpadowi. Naukowcy
zdefiniowali pojecie: czas potowicznego rozpadu. Jest to czas, po uptywie ktoérego rozpadnie
si¢ doktadnie potowa poczatkowej ilosci substancji. Jest charakterystyczny dla danego

izotopu. Mase m, ktora pozostanie po czasie t okresla zalezno$¢

t
1NT
m=m(3)

Mo — masa poczatkowa, T — czas (okres) potowicznego rozpadu, wyrazony w takiej samej

jednostce jak t.

Przyklad 1. Okres polowicznego rozpadu izotopu 2l (jod) wynosi 8 dni. Ile mg tego izotopu
pozostanie po 24 dniach z probki jodu o masie 600mg?
24

m = 600 G)? = 600 - G)g =20 = 75 [mg]

Przyklad 2. W probee promieniotworczego izotopu aktynu o masie atomowej 221 Ac znajduje

sie n atomow. Okres potowicznego rozpadu wynosi 22 lata. Oblicz czas, w ktorym rozpadnie

.7 , .
Siggn atomow tego 1zotopu.

" T S , .1 . e
Jesli rozpadnie si¢ sn liczby atoméw, to pozostanie ich 3 Zgodnie z zaleznoscia

t
1

1\2z o . . . .
gh=n (5)22. Po podzieleniu obu stron rownania przez n (mozemy to zrobi¢, bo n # 0)

t
= 3
otrzymujemy % = G)ZZ. Poniewaz % = G) , to mozemy zapisac % = 3, skad t = 66. Zatem

%n atomow rozpadnie si¢ po 66 latach.

Zjawisko rozpadu promieniotwérczego wykorzystywane jest tez do okreslania wieku
przedmiotow (tzw. datowanie radioweglowe). Za opracowanie tej metody amerykanski fizyk
i chemik Willard Libby otrzymat w 1960 roku Nagrod¢ Nobla w dziedzinie chemii. W 1946

wykazal, ze pewna czg$S¢ atomoOw azotu zmienia si¢ pod wplywem promieniowania
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kosmicznego w promieniotworczy wegiel, czyli w izotop wegla *C. Ten przechodzi
w dwutlenek wegla, przyswajany przez rosliny i obecny w catej przyrodzie. Wobec tego
wszystkie organizmy zywe pochtaniaja naturalny “*C wraz z pozywieniem. Libby wysunat
hipoteze, ze zawarto$¢ *C w organizmach zywych nie zmienia sie tak diugo, jak dhugo
przyswajajg one sktadniki odzywcze, czyli w ciggu ich zycia. W zywych organizmach na
1 atom '*C przypada ok. bilion (10") atoméw **C. Po obumarciu organizmu izotop *C,
znajdujacy si¢ w roslinach i zwierzgtach, rozpada si¢, a jego zawarto$¢ z czasem si¢
zmniejsza. Czas potowicznego rozpadu wynosi okoto 5740 lat. Tymczasem zawartos$¢ izotopu
2C nie ulega zmianie. Dlatego, znajac stosunek masowy tych izotopéw mozemy okresli¢
wiek probki, szczegdlnie organicznej. Zjawisko to znalazto szerokie zastosowanie
w archeologii, historii sztuki czy kryminalistyce. Do okreslania wieku mtodszych probek
uzywa si¢ innych pierwiastkbw promieniotwdrczych o krotszym czasie potowicznego

rozpadu i znanej proporcji izotopu radioaktywnego do nieradioaktywnego.

Przyklad 3. Ustalono, ze w probee pozostato 90% izotopu **C. Oszacuj, jak stara jest ta
probka.

_t _t
09m, =m, (5)7* Stad 0,9 = (5)7*.

Na podstawie definicji logarytmu L= log10,9.
5740 2

Z wiasnosci logarytmu: t = 5740 - log10,9 = 5740 - 10993 — 5740 . 2225757
2

~ 872,5
10g0,5 -0,30103

Zatem probka ma okoto 870 lat.

Zadanie 1. W pewnym kosciele rzymskim odkryto bardzo stare freski. O ich autorstwo
podejrzewano genialnego przedstawiciela Renesansu — Michata Aniota (1475 — 1564).
Rzeczoznawcy, po zbadaniu dzieta okreslili stosunek izotopu 'C na 96% wartosci

poczatkowej. Czy Michat Aniot moze by¢ twoérca tego dzieta?

Zadanie 2. Jakiego stosunku procentowego *C nalezy sie spodziewaé w probee, ktora ma
1000 lat?

Styeniecie cial.

Poznata$/ poznate$ juz wzoér, okreslajacy zalezno$¢ temperatury ciala od czasu podczas

stygnigcia

T =T+ (T, — To)e ™,
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gdzie To — temperatura otoczenia, T, — temperatura poczatkowa cieczy, € — stala

matematyczna (okoto 2,72), k — stata, charakterystyczna dla danej cieczy, t — czas stygnigcia.

Przyklad 4. Zielona herbata jest bardzo zdrowym napojem. Ma w skladzie wiele witamin, np.
P, K, C, E oraz witaminy z grupy B. Istniejg badania potwierdzajace, ze zwicksza szybkos¢
spalania tkanki tluszczowej w organizmie, obniza poziom cholesterolu oraz ci$nienie Krwi,
chroni przed zawalem serca, oczyszcza organizm z toksyn oraz dziata przeciwbakteryjnie
I przeciwwirusowo. Ponadto zapobiega chorobom serca, poprawia koncentracje i prace
mozgu. Dlatego warto jg pi¢ regularnie. Aby wydoby¢ jej walory smakowe i zdrowotne

nalezy parzy¢ ja w temperaturze 80 — 90 °C przez 2 — 4 minut (zaleznie od gatunku).

Do zaparzenia Twojej herbaty potrzebna jest woda o temperaturze 82°C. lle minut od
zagotowania musi uptyna¢, zeby mozna bylo jag wla¢ do czajniczka? Temperatura otoczenia
wynosi 20 °C . Przyjmij k=0,13. Na pewno pamictasz, ze w naszych warunkach woda wrze

w temperaturze 100 °C.

82 =20+ (100 — 20)e~%13¢, Stad po przeksztalceniach (wykonaj je samodzielnie)
otrzymujemy e~ %13t = % = 0,775

—0,13t = [n0,775 = —0,255

t = 1,96.

Zatem nalezy odczekac prawie dwie minuty.

Zadanie 3. Pieczen piecze sie w piekarniku w temperaturze 200 °C. Do spozycia nadaje sie,
gdy ma 50°C. O ile szybciej bedziesz mogt ja zje$é w zimie (temp. -8 °C) niz w lecie (temp.
28 °C), jesli studzisz ja na balkonie? Przyjmij k=0, 1.
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Temat: Zastosowanie funkcji wykladniczej do opisu innych zjawisk z zycia codziennego.

Jesli pewna wielko$¢ zwieksza si¢ (lub zmniejsza) o tyle samo procent w jednostce czasu, to

jej liczebnos¢ ilustruje model wyktadniczy.

Np. jesli notujemy coroczny przyrost wielkosci X 0 10%, po roku otrzymamy
X+10%X=1,1X.

Po nastgpnym roku (czyli po dwoéch latach od poczatku)
1,1X+10%1,1X=1,1X+0,11X=1,21X=(1,1)*X.

Po kolejnym roku 1,21X+10%1,21X=1,21X+0,121X=1,331X=(1,1)*X.
Rozumujac dalej w ten sposob, po n latach otrzymamy (1,1)"X.

Liczebnos$¢ populacii i demografia

Przy zatozeniu stalego przyrostu naturalnego model wyktadniczy dosy¢ dobrze opisuje
zjawiska demograficzne. Moze on stuzy¢ do szacowania wielkosci populacji po uptywie

okreslonego czasu.

Przykladl. Pewna kolonia bakterii liczyta poczatkowo 1000 osobnikéw i co godzine jej
liczebnos$¢ rosta o 10%. Ile bakterii kolonia ta liczyta po uptywie doby?

x = 1000 - 1,1%* ~ 9849,73

Zatem po 24 godzinach populacja zwigkszy si¢ prawie 10 razy! To uzasadnia regularne

uzywanie srodkéw odkazajacych.

Przyklad 2. Bakterie Escherichia coli zyja w jelitach czlowieka, pelnigc tam bardzo
pozytecznag role. Jesli jednak dostang si¢ do innych uktadéw, moga by¢ zrodtem wielu
groznych zakazen (poczawszy od ,,zwyklego” zatrucia pokarmowego, skonczywszy na
sepsie). Pateczki bakterii mnoza si¢ co 20 — 30 minut. Ile razy wzrosnie populacja tych

bakterii po 12 godzinach? A ile razy po uptywie doby?

Przyjmijmy optymistyczng wersje¢, ze liczba bakterii podwaja si¢ co pot godziny. Zatem
Wciggu 12 godzin nastgpig 24 podziaty. x = x,-2%* =16777216x,. W wersji
pesymistycznej nastepuja 3 podzialy na godzine. x = x, - 23¢ = 68719476736x,. Liczba
bakterii moze wzrosna¢ az 68 miliardow razy! Zwrd¢ uwage na fakt, ze 10 minut réznicy
W czasie rozmnazania powoduje tak ogromng roéznice w wielkosci populacji. Wykonaj

odpowiednie obliczenia, aby odpowiedzie¢ na drugie pytanie z przyktadu.
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Zadanie 1. Po jakim czasie populacja bakterii Escherichia coli wzrosnie stukrotnie? Zatéz, ze

bakterie te mnoza si¢ co pot godziny.

Zadanie 2. W tabeli przedstawiono liczb¢ ludnosci Polski w kolejnych latach (zrodto —
www.stat.gov.pl). Oszacuj, ile milionow ludzi powinien liczy¢ nasz kraj, gdyby przyrost

naturalny w dalszych latach byt taki sam.

Rok Liczba ludnos$ci [mln]
1970 29795
1980 32658
1990 35735

Procent sktadany

Jezeli kapitat Ko umiescimy na lokacie na p% w skali roku, to po n okresach kapitalizacji

p n
otrzymamy kwot¢ K = K (1 + E) .

Przyklad 3. Zatdézmy, ze masz 1000 zt. Umieszczasz je w banku na rok. Bank oferuje
oprocentowanie 6% (w skali roku). Ile bedzie po tym czasie na koncie, jesli odsetki

kapitalizowane sg
a) co roku b) co pot roku C) co kwartat

Rozwigzanie umieScimy w tabeli, co ulatwi pordwnanie.

Kapitalizacja co rok | Kapitalizacja co pot roku | Kapitalizacja co kwartat

Ko 1000 1000 1000
p 6 3 (potowa z 6) 1,5 (¢éwiartka z 6)
n 1 2 (dwa potrocza) 4 (cztery kwartaty)

6 \1 1514
1000(14+—) = 2 1000(1+=) =
( 100) 1000 (1+i) _ ( 100)

100
1000 - 1,06 = 1000 -1,015% =
1000 - 1,03%=1060,9

1060 1061,36

Zadanie 3. Pan Michat umiescil w banku pewng kwote na dwuletnig lokate oprocentowang
4% w skali roku. Bank kapitalizuje odsetki co po6t roku. Ile pienigdzy miat Pan Michat, jesli
po zakonczeniu lokaty na koncie bylo 16623,48?
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