KAPITAL LU DZKI i UNIA EUROPEJSKA S
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI EUROPEJSKI * *
FUNDUSZ SPOLECZNY N

Projekt ,Innowacyjny program nauczania matematyki dla liceéw ogdlnoksztatcgcych”
wspotfinansowany ze $srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Skrypt 17

Ciagi:

8. Pojecie ciggu geometrycznego. Wzor na wyraz ogélny ciggu geometrycznego
9. Witasnosci ciggu geometrycznego

10. Wtasnosci ciggu geometrycznego — zadania

11. Suma poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego

12. Rozwigzywanie zadan dotyczgcych ciggu geometrycznego

13. Procent sktadany

14. Procent sktadany - zadania

Opracowanie L3

UNIWERSYTET Uniwersytet SWPS

ul. Chodakowska 19/31, 03-815 Warszawa
MPS tel. 22 517 96 00, faks 22 517 96 25

www.swps.pl



Temat: Pojecie ciggu geometrycznego. Wzor na wyraz ogolny ciagu
geometrycznego

Instrukcja obstugi apletu:

e Otworz plik ciagi02

e Masz przed sobg aplet ilustrujgcy pierwsze wyrazy ciggu geometrycznego

e Suwakami mozesz ustawia¢ warto$ci wyrazu pierwszego ciggu ai oraz ilorazu ciggu q. Po
lewej stronie w Widoku Arkusza mozesz obserwowac¢ kolejne wyrazy ciggu a po prawej
stronie, w Widoku Grafiki znajduje si¢ wykres danego ciggu.

e Obszar w Widoku grafiki mozesz przesuwaé, przybliza¢ i oddala¢ w celu lepszej

obserwacji wykresu.

Zadanie 1. Odpowiedz na nastepujace pytania: Ilu rodzicow ma kazdy cztowiek? Ilu
dziadkéw ma kazdy cztowiek? Ilu pradziadkow ma kazdy cztowiek?

Zadanie 2. Zapisz liczbe przodkéw w kolejnych pokoleniach w postaci ciggu liczbowego.
Zilustruj ten cigg w aplecie, przyjmujac, ze a1 to wyraz pierwszy tego ciagu, a q to liczba
przez ktora nalezy pomnozy¢ kazdy wyraz aby otrzymac nastepny. Ilu przodkéw miates w 16
pokoleniu wstecz?

DEFINICJA

Ciag liczbowy (a,) nazywamy ciggiem geometrycznym, jezeli istnieje taka liczba q, ze kazdy
wyraz ciggu, oprocz pierwszego, powstaje poprzez pomnozenie wyrazu poprzedniego przez te
liczbe: a,1 = ay * q dla kazdego n € N,. Liczbe¢ q nazywamy ilorazem ciggu.

Zadanie 3. Uzupehnij tabelke:

Poczatkowe wyrazy ciggu Dwa kolejne wyrazy
geometrycznego . | tego ciggu
1,3,9,...
16, 8, 4,...
-27,9, -3,...
7,7,7,...
-8, 8, -8,...

Sprawdz apletem czy poprawnie wykonate$ ¢wiczenie.
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Zadanie 4. Uzupehnij tabelke dla ciggdw geometrycznych:

a1 q az as as
-3 2
1 3
81
V6 V3

Jak powstaje kazdy nastgpny wyraz w ciggu geometrycznym?

Jak obliczy¢ dowolny wyraz ciggu geometrycznego majgc dane ap i ?

TWIERDZENIE

Wzor ogblny ciggu geometrycznego (a,) 0 pierwszym wyrazie a; i ilorazie q ma postaé:

— . ,n—1
an=a,°q" .

Zadanie 5. Oblicz dziewigty wyraz ciggu geometrycznego, w ktorym a, = V2 oraz q =

V2
=,

Zadanie 6. Oblicz pierwszy wyraz ciggu geometrycznego, w ktorym a, = 27 iq = —3.

Zadanie 7. Wyznacz ciag geometryczny, jesli:

a) a3=3

a6=24

b) g = —32

a10 = _2

Zadanie 8. Cigg geometryczny dany jest wzorem: a,, = 5 - 3", Uzupelnij tabelke.

ai

as

ae

q
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Temat: Wlasnosci ciggu geometrycznego

Uruchom aplet ciagiO2.

Zadanie 1. Ustaw na suwakach podane wartosci a1 i . Wypisz kilka pierwszych wyrazow

tego ciggu, na ich podstawie oraz analizujac wykres okresl ich monotonicznos$é.

a1 q Poczatkowe wyrazy ciagu Monotoniczno$é¢
3 2
-2 3
2
3 -2
2
1 5
2 2
16 1
2
-20 1
2
—6 1
12 1
4 -1
—-14 -1
10 0
1
0 35

Zadanie 2. Uzupehij twierdzenie:

Ciag geometryczny (a,) 0 pierwszym

wyrazie a; > 0 jest:
rosngcy, dy ...oooviiiiii
malejacy, gdy ..oovviiiiiiiiii,

staty, gdy ...

Ciag geometryczny (a,) 0 pierwszym

wyrazie a; < 0 jest:
rosnacy, €dy ...oooviiiiiiii

malejacy, gdy ..oooviiiiiiii

staty, gdy ...
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TWIERDZENIE

Ciag (a,) o wyrazach roznych od zera jest ciggiem geometrycznym, jesli dla kazdego n > 1

a

"t jest staty.
an

iloraz dwdch kolejnych wyrazow

Zadanie 3. Ciag (a,,) jest geometryczny. Uzupehij:

Q) a; = —270MaZ ag = —243, WICC  =...oiiiriiriiiiiaieai e,

b) @y, = 2V30raz @y = 3V2, WICC Q= cevneieeeeee e

Zadanie 4. Wykaz, ze ciag o wzorze ogblnym a,, = =3 - (%)n jest ciggiem geometrycznym.

Okresl jego monotoniczno$¢.

Ustaw suwaki w aplecie tak aby zilustrowac¢ ten ciag.

Zadanie 5. Uzasadnij, Ze cigg o wzorze ogbélnym a, = n®> —n + 2 nie jest geometryczny.

Q2 _ as s _

a az az
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Temat: Wlasnosci ciaggu geometrycznego - zadania

TWIERDZENIE

Liczby: a, b, ¢ rézne od zera, tworza ciag geometryczny wtedy i tylko wtedy, gdy b?=ac. Jesli
ponad to liczby a, b, ¢ sa dodatnie to, b = Vac (liczb¢ v ac nazywamy S$rednig geometryczng
liczb aic).

Zadanie 1. Podane liczby tworzg cigg geometryczny. Wyznacz x.

a) = x 60

b) 1+v2, vV2+2, «x

c) x—5 6, —4—4x

Zadanie 2. Liczby 25, x, y, 123 tworza ciag geometryczny. Znajdz liczby x i y.

T o T
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Zadanie 3. Pomiegdzy liczby 81 i 16 wstaw trzy liczby tak, by razem tworzyly one piec

kolejnych wyrazéw malejacego ciggu geometrycznego.

L T o T PP

Zadnie 4. Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego (a,) jest rowny 2 a wyraz jedenasty jest

rowny zero. Oblicz asg.

T | T

Zadanie 5. Pigty wyraz ciagu geometrycznego (a,) jest rowny 2+v/3, a wyraz jedenasty jest

réwny wyrazowi dwudziestemu. Oblicz a,,.

O, et e

Zadanie 6. W ciggu geometrycznym o pierwszym wyrazie rownym 2, trzeci wyraz jest o 40

wiekszy od drugiego. Znajdz wyraz ogdlny tego ciagu.

O, et e
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Zadanie 7. W ciagu geometrycznym aq = - i ay3 = 175. Oblicz a;;.

T | o T
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Temat: Suma poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego

Instrukcja obstugi apletu:

e Otworz plik ciagiO3

e Masz przed sobg aplet ilustrujagcy sume pol n kwadratow tworzacych cigg geometryczny

e Suwakami mozesz ustawia¢ wartoSci wyrazu pierwszego ciagu, czyli pola pierwszego

kwadratu oraz ilorazu ciggu q. Mozesz rowniez ustawi¢ suwakiem liczbe n — czyli liczbg

kwadratow.
Zadanie 1. Ustaw suwaki w aplecie: a; = 16, g = 3, n = 1. Zwigkszaj wartos¢ n i obserwuj
pola kolejnych kwadratow. Jakie sa migdzy nimi zalezno$ci?
Zadanie 2. Oblicz sume po6l dwunastu kwadratow z poprzedniego zadania. Jak to zrobic¢

najprosciej, aby unikng¢ zmudnego dodawania utamkow?

128

Zadanie 3. Wyznacz warto$¢ wyrazenia

Sp=3+3%+--+3"1 43"
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Zadanie 4. Wyprowadz wzor na n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego, w ktorym
q * 1.
— — 2 — n-2 — n-1
a, a; =449, az3=a1q~, .., Ap1 =a19° 7, ap =A1q

Sp,=a; +a,q+a,q*+ -+ a;q" %+ a;q"?

N Y
S S T e
Sha(l—q)=aq.ccceiiiiiiiiiil
S

Zadanie 3. Zapisz wzor na sume¢ n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego

0 pierwszym wyrazie a4 i ilorazie g = 1.

TWIERDZENIE
Suma n poczatkowych wyrazoéw ciagu geometrycznego wyraza si¢ wzorem

-4 +1
T 9 a

an gdy q=1
Zadanie 4. Oblicz sumg¢ Sg ciggu geometrycznego, w ktorym a; = 5 oraz g = —2.

a
Sp=31

1

Zadanie 5. Oblicz sume Sy, ciggu geometrycznego (a,), w ktorym a; = —ia, = .

Zadanie 6. Oblicz sum¢ o$miu poczatkowych wyrazoéw ciggu geometrycznego a,, = zin'
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Zadanie 7. Pola szeSciu kwadratow (takich jak w aplecie) tworzg cigg geometryczny

o ilorazie 3. Suma tych pél jest rowna 21_Z.. Oblicz pole najwigkszego kwadratu. Sprawdz

poprawnos¢ swojego rozwigzania ilustracjg w aplecie.

O et
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Temat: Rozwigzywanie zadan dotyczacych ciggu geometrycznego

Zadanie 1. Przeczytaj uwaznie tekst: ,, Podanie glosi, ze tworca szachow, uczony Sissa-
Nassir — gdy wtadca Indii, zachwycony nowa gra, obiecal wynagrodzi¢ go ,,wszystkim”,
czegokolwiek zapragnie — zazadat zaplaty pozornie skromnej, chcial bowiem otrzymac tyle
tylko zboza, ile przypadnie, gdy poprzez wszystkie 64 pola szachownicy podwajane bedzie
jedno mate ziarenko, zlozone na pierwszym polu. To znaczy chcial otrzymac tyle ziaren, ile
wypadnie z sumowania postgpu geometrycznego, ktorego pierwszym wyrazem jest 1,

ilorazem 2, a liczbg wyrazéw 64” (Szczepan Jelenski, Lilavati).

a) Zapisz wzor okreslajacy liczbe ziarenek za n-te pole szachownicy

b) Oszacuj, ile ton zboza miatby otrzyma¢ Sissa-Nassir. Przyjmij, ze 4 tony pszenicy to okoto

108 ziaren.

O, et

Zadanie 2. Balon A wzniost si¢ w pierwszej minucie lotu na wysoko$¢ 36 m. W kazdej
nastepnej minucie wznosit si¢ dwa razy wolniej niz w minucie poprzedniej. Balon B wznidst
si¢ W pierwszej minucie na wysokos¢ 27 m, a w kazdej nastgpnej minucie wznosit si¢ o ;
wolniej niz w minucie poprzedniej. Ktory z balondw znajdowat si¢ wyzej po szesciu

minutach wznoszenia? (Matematyka 2, Nowa Era)
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Zadanie 3. Gumowg pitke upuszczono z 81 metrow. Za kazdym razem, po odbiciu pitka
wznosi si¢ na 2 wysokosci, z ktorej spadta. Znajdz najwicksza wysokos¢ pitki miedzy 5 i 6

uderzeniem o podtoze.

O, it e

Ilustracje zadania mozesz obejrze¢ w Internecie:
http://www.geogebratube.org/student/m18713

Zadanie 4. Najczesciej papier o gramaturze 100 g/m? ma grubo$¢ 0,1 mm. Bardzo duzy

arkusz takiego papieru sktadamy na pot, potem jeszcze raz na pot itd.
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Uzupetnij tabele

Liczba zlozen 1 2 3 4 5 10 20

Grubo$¢ w mm

Zapisz wzor pozwalajacy obliczy¢ grubos¢ ztozonego arkusza po n ztozeniach.

Czy w praktyce mozliwe jest uzyskanie 15 zlozen?

Zadanie 5. Rozwigz zadanie z podrecznika rosyjskiego matematyka L. Magnickiego z 1703
roku: ,,Pewien handlarz sprzedat konia za 156 rubli. Ale wiesniak nabywca wkrétce po tej
sprzedazy rozmyslit si¢ 1 poczat molestowa¢ handlarza, zeby wziat konia z powrotem, a jemu
oddal pieniadze, gdyz kon nie jest wart tak wielkiej sumy. Handlarz woéwczas zaproponowat
mu inng transakcje: ,,Jesli uwazasz, ze kon jest za drogi, to ci go daj¢ darmo, a ty kup tylko
ode mnie hufnale w jego podkowach (hufnali w kazdej podkowie jest po 6). Zaptacisz mi
tanio: za pierwszy hufnal potluszke (potuszka = %4 kopiejki), za drugi hufnal — 2 potuszki, za
trzeci — kopiejke itd.” Wiesniak kombinujgc sobie, Ze nie moze wypas¢ chyba za wszystkie
hufnale razem wigcej niz jakie 10 rubli, ch¢tnie zgodzit si¢ na taka propozycje. Czy wiesniak

ten oszukat si¢ i na ile rubli?”
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Temat: Procent skladany

Zadanie 1. Pani Monika wptacita do banku 5000 zt na lokat¢ oprocentowang 4% w skali

roku. lle po roku:

WynosiC beda odsetki? ... ..o
Wynosi¢ bedzie caty kapital? ... ... ..o
Uzupetnij wniosek:

Kapitat w wysokosci K, ztozony w banku na rok przy oprocentowaniu rocznym w wysokos$ci

P%, WYNosi PO TOKU .......c.ovvvviiiiniininnn.s

Zadanie 2. Pan Marek wptacit do banku 3000 zt na lokat¢ oprocentowang 5% w skali roku.

Do jakiej kwoty wzro$nie kapitat pana Marka po pigciu latach?

Kapitat po roku K, =
Kapitat po dwoch latach K, =
Kapitat po trzech latach K; =

Kapitat po czterech latach K, =
Kapitat po pigciu latach K =

Uzupelnij:

Kazdego roku do kapitatu bank dopisuje 5% odsetek czyli co roku kapital powigksza si¢

DEFINICJA

Jezeli w kolejnych latach odsetki dopisywane sa do kapitatu powigekszonego o wczesdniej
zgromadzone odsetki, to mowi sie, ze kapital zostal zlozony na procent skladany.
Dopisywanie odsetek do kapitatu nazywa si¢ kapitalizacjg.

WZOR

Jesli kapitat poczatkowy wynosi K,, a oprocentowanie jest rowne p% w skali roku, to po n

latach kapitat ztoZony na procent sktadany wynosi K,, = Ko(l +2)"

100
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Zadanie 3. Oblicz jakg kwotg bedziesz dysponowac po n latach, jesli ztozysz w banku 2500

zt na procent sktadany przy oprocentowaniu rocznym p?

n==6 p=43% |Kg=
n=7 p=55% |K,=
n=7 p = 6% K, =
n=10 p=37% | K=

Zadanie 4. Przeanalizuj przyktad, a nast¢pnie rozwigz zadanie.

Przyklad. Kapital w wysokosci 5000 zt zlozono w banku na 6 lat. W pierwszym roku
oprocentowanie wynosito 5%, w trzech nastgpnych 4%, a w ostatnich dwoch latach 6%.
Kapitalizacja odsetek nastgpowala co rok. Oblicz jaka kwota bedzie na koncie po tych
6 latach. Jaka kwota bytaby na koncie gdyby od odsetek pobierany byt co roku podatek

w wysokosci 19%?
Oszczednosci po 6 latach:
K¢ = 5000 - (1,05) - (1,04)3 - (1,06)? =~ 6635,46 [zt]
Gdyby odsetki pomniejszane byly o 19%, to oszczgdnosci po 6 latach:
K, = 5000 (1+0,05-0,81)-(1+0,04-0,81)3-(1+0,06-0,81)2

K, = 5000 - (1,0405) - (1,0324)3 - (1,0486)2 ~ 6294,71 [}]

Kapitat w wysokosci 4000 zt ztozono w banku na 5 lat. W pierwszych dwoch latach
oprocentowanie wynosito 6%, w trzech nastgpnych 7%. Kapitalizacja odsetek nastgpowata
co rok. Oblicz jaka kwota bedzie na koncie po tych 5 latach. Jaka kwota bylaby na koncie
gdyby od odsetek pobierany byt co roku podatek w wysokosci 19%?
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Temat: Procent skladany - zadania

Przy lokatach krotszych niz 1 rok bank kapitalizuje odsetki po kazdym okresie trwania lokaty.
Oprocentowanie lokat bankowych zawsze podawane jest w skali roku, takze dla lokat, ktére

trwaja krocej niz rok.

Zadanie 1. Przeanalizuj rozwigzanie pierwszej czgsci zadania i rozwigz druga.

Pan Kazimierz wptacit 20000 zloty na 2-miesieczng lokat¢. Oprocentowanie tej lokaty

wynosi 4,5%. Jaki bedzie kapital pana Kazimierza po 8 miesigcach?

Ko = 200002t p% =2-45%=075% n=2:2=4

12 " 12

K, = 20000 - (1,0075)* ~ 20606,78 [z1]

Jaki bedzie kapital pana Kazimierza po pottora roku?

WZOR

Kapitat w wysokosci K, ztozony w banku na n lat przy oprocentowaniu rocznym p%

mn
i kapitalizacji m razy w roku, po n latach wynosi K,,., = K (1 + m_’ioo) .

Zadanie 2. Pani Lucyna ma 10000 zt na koncie, ktorego oprocentowanie w skali roku wynosi
2%, a kapitalizacja nastepuje co miesigc. Ile zyska w ciggu trzech miesiecy, jezeli przeniesie

te kwote na trzymiesi¢czng lokate terminowa z oprocentowaniem rocznym 7%?
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