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Temat: Proste zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi.

Instrukcja obstugi apletu:

Otworz plik trygonometriaO4

Masz przed sobg aplet ilustrujacy niektore zaleznosci miedzy funkcjami
trygonometrycznymi kata ostrego

Suwakiem mozesz zmienia¢ wielko$¢ kata ostrego a w trojkacie prostokatnym.
Przesuwajac punkty A i C (zaznaczone na niebiesko) mozesz zmienia¢ dtugos¢ boku AC
| potozenie trojkata.

Przyciskami przechodzisz do wybranej zaleznoéci, przyciskiem WROC wracasz na

poczatek.

Zadanie 1. W pliku trygonometria04 nacisnij przycisk Zaleznos¢ 1. Ustaw suwak kolejno na

warto$ci kata a: 30°, 45°, 60°. Jaka zaleznos$¢ dostrzegasz migdzy kwadratami sinusa

i cosinusa tych katow? Sprawdz swoje przypuszczenia dla innych katow.

TWIERDZENIE

Dla dowolnego kata ostrego o prawdziwa jest zaleznoéé: sin’a + cos?a = 1.

Zadanie 2. Udowodnij twierdzenie korzystajac z ilustracji i przypomnienia.

Przypomnienie:

sina =2, cosa =2, a* 4+ b? = c?

c.n.p.
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Zadanie 3. W pliku trygonometria04 naci$nij przycisk Zalezno$¢ 2. Zmieniaj warto$¢ kata o
na suwaku i obserwuj zmiany. Jaka jest zalezno$¢ migdzy sinusem, cosinusem I tangensem
kata ostrego a?

TWIERDZENIE

Dla dowolnego kata ostrego a prawdziwa jest zaleznos¢: tga = ZZZ .
Zadanie 4. Udowodnij powyzsze twierdzenie.
c.n.p
Zadanie 5. Sprawdz, czy istnieje kat ostry a taki, ze:
sina = % sina = ? tga = V7 tga = E
i cosa =3 i cosa=@ i cosa =7 i sina =2
Odp. Odp. Odp. Odp.

Zadanie 6. W pliku trygonometria04 naci$nij przycisk Zaleznos¢ 3. Zmieniaj warto$¢ kata o
I obserwuj zmiany. Nastgpnie zrob to samo dla Zaleznoéci 4. Jaka jest zalezno$¢ migdzy

sinusem i cosinusem katow o 1 90°-a.?
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TWIERDZENIE
Dla dowolnego kata ostrego a prawdziwe sg zaleznosci:

sin(90° — ) = cosa oraz cos(90° — a) = sina.

Zadanie 7. Przeanalizuj dowod jednej z zaleznosci, a nastepnie udowodnij drugg.

Rozwazmy tréjkat prostokatny ABC.
W tym tréjkacie f = 90° — a.

Mozna zauwazy¢, ze:

sinfB = sin(90° — a) = g
oraz
cosa =2,
Czyli:
sin(90° — a) =cosa
c.n.p.

Zadanie 8. Oblicz:

sin47° 5=
cos43° B
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Temat: Zastosowanie zaleznoS$ci miedzy funkcjami
trygonometrycznymi.

Zadanie 1. Oblicz kat ostry o, jesli cos(90° — @) = &,

Zadanie 2. Katy o 1 B s3 katami ostrymi pewnego trojkata prostokatnego. Oblicz cosa, jesli

sinf =2,

Zadanie 3. Oblicz:

sin?23° + sin%67° =

sin11° c0311°_
5in79° cos79°

Zadanie 4. Katy a i B sa katami ostrymi pewnego trojkata prostokatnego. Wyznacz miary
tych katow, jezeli:

tga - sinf = \/2_5 cosa - sinfs =

| w
(@)
)
“n
=)
«| %
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Zadanie 5. Przeanalizuj przyktady, a nastepnie wykonaj zadania.

Przyktad.
Przeksztat¢ do najprostszej postaci: (1 + cosa)(1 — cosa).

(1 + cosa)(1 — cosa) = 1 — cos?a = sina + cos?a — cos?a = sin’a

Przeksztat¢ do najprostszej postaci: (1 — sina)(1 + sina).

Przeksztal¢ do najprostszej postaci: (sina + cosa)? — 2sinacosa

Przyktad.
Sprawdz tozsamo$¢: —— = tg?a + 1.
cos“a
1 sina + cos?a  sin*a cos’a  [sina\? 5
=———= > =— 5— = +1=tga+1=P
cos’a cos?a cos?a  cos?a \cosa
c.n.p.

. P 1

Sprawdz tozsamos$¢: + 1.

sin2a  tgla

Sprawdz tozsamo$¢: (sina + cosa)? + (sina — cosa)? = 2
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Temat: Wyznaczanie wartosci pozostatych funkcji kata ostrego, gdy
dany jest sinus lub cosinus

Instrukcja obstugi apletu:

Otworz plik trygonometria05

Masz przed soba aplet ilustrujagcy sposoéb wyznaczania wartos$ci pozostaltych funkcji
trygonometrycznych, gdy dana jest jedna z nich.

Przyciskami przechodzisz do wybranej opcji, przyciskiem WROC wracasz do strony
startowej.

Suwakami mozesz zmienia¢ dlugosci bokéw w trojkacie prostokgtnym.

Niebieskie wierzchotki trojkata mozesz przesuwac zmieniajac jego potozenie.
Zaznaczajac odpowiednie pola wyboru mozesz sprawdzi¢ poprawno$¢ wykonanych

zadan.

Zadanie 1. Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego a, jesli

. — 3
sina 5

a) W pliku trygonometria05 przejdz do opcji ,,Dany jest sinus kata ostrego”. Ustaw suwaki

tak, aby spelniona byta rowno$§¢ z zadania. Czy istnieje tylko jeden sposob ustawienia

suwakow?

b) Oblicz dlugos¢ boku b. Sprawdz czy twdj wynik zgodny jest z tym w pliku.

c) Wyznacz warto$¢ cosinusa i tangensa kata a korzystajac z ich definicji.
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Zadanie 2. Oblicz warto$ci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego o, jesli
cosa = . Zilustruj zadanie w pliku trygonometria05, a po rozwigzaniu sprawdz poprawnos¢

rozwigzania.

Zadanie 3. Przeanalizuj inny sposOb wyznaczania warto$ci pozostatych funkcji
trygonometrycznych kata ostrego, gdy dana jest jedna z nich. Na jego podstawie rozwiaz
podane zadania.
Przyktad.

Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego o, jesli sina = 2.

sin*a + cos’a =1
5 2 2
(E) + cos“a =1

25
22 +cos*a=1

196
2 171
cos‘a = —
196
171 171 3V19
cosag = |—=—_—"—=_""-
196 14 14
sina
tga =
g cosa
5
1z 5 14 5v19
tga = — =

Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego a, jesli sina = §
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Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego a, jesli cosa = 0,8.

V2(v/3+1)
4

Zadanie 4. Wiedzac, ze cos15° = , oblicz sin15° oraz tg15°.

Zadanie dodatkowe. Przy pomocy pliku trygonometria05, oblicz wartosci sinusa i cosinusa

kata a, gdy dany jest tga = 2.
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Temat: Wyznaczanie wartosci pozostatych funkcji
trygonometrycznych kata ostrego, gdy dany jest sinus lub cosinus -
zastosowanie w zadaniach.

Zadanie 1. Znajdz warto$ci sinusa, cosinusa i tangensa kata ostrego a, jesli:

sin(90° — a) =2,

v10-2v5

Zadanie 2. Wiedzac, ze sin36° = — oblicz cos36° oraz tg36°.

Zadanie 3. Kat a jest katem ostrym oraz cosa = =. Oblicz warto$¢ wyrazenia:

(1 + sina)(1 — sina) + tga.

Zadanie 4. Katy a i p sg katami ostrymi pewnego trojkata prostokatnego. Oblicz tga, jesli

sinf =2,
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Zadanie 5. Przeanalizuj przyktad, a nast¢pnie rozwigz zadanie.

Przyktad.

Na koncu naciggnigtej linki o dtugo$ci 20 m, zamocowany jest latawiec. Linka tworzy z

poziomem kat o. Na jakiej wysoko$ci znajduje si¢ latawiec, jesli cosa = ?
sina + cos?’a =1

2
. 9
sinfa =1—cos®a=1- (—) =

25
. 544
sina = fﬁ ~ 0,933

81 _ 544
625 625

h=20"-sina = 20-0,933 = 18,7

Odp. Latawiec znajduje si¢ na wysokosci okoto 18,7 m.

Maksymalna dlugo$¢ drabiny na wozie strazackim to 30 m. Na jaka wysoko$¢ moze siegnaé
drabina, jes$li jest zamocowana na wozie 2,6 m nad ziemig i moze by¢ podniesiona pod

katem, ktorego cosinus wynosi 0,3.
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Temat: Definicje i wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens katow od 0°
do 180°.

Instrukcja obstugi apletu:

e Otworz plik trygonometria06.

e Masz przed sobg aplet ilustrujacy definicje i wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens
katow od 0° do 180°.

e Punkt P mozesz przesuwac tak, aby uzyska¢ wybrane wspotrzedne.

e Zaznaczajac pola wyboru mozesz zobaczy¢ sposob obliczania dlugosci r i wartosci funkcji

trygonometrycznych kata.

Zadanie 1. W pliku trygonometriaO6 przesun punkt P tak, aby P = (3,4). Zapisz wartosSci
funkcji trygonometrycznych kata a.

sina = cosa = tga =

Sprawdz swoje wyniki zaznaczajac pola wyboru.

Jaki jest zwigzek funkcji trygonometrycznych kata o oraz wspohrzednych punktu P
i odlegtosci punktu P od poczatku uktadu wspotrzednych r?

DEFINICJA
Niech P = (x,y) begdzie dowolnym punktem lezacym na ramieniu koncowym kata
a € (0°,180°), roznym od poczgtku uktadu wspotrzednych oraz niech r = /x? + y2. Wtedy:

. y x y
sinda ==, cosa=—, tga== dla x+0
T T X

Zadanie 2. Do ramienia koncowego kata a nalezy punkt P = (—1,2). Oblicz wartosci funkcji

trygonometrycznych tego kata. Sprawdz poprawnosc¢ obliczen w pliku trygonometria06.
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Zadanie 3. W pliku trygonometria06, przy zaznaczonych polach wyboru, ustaw kolejno

P=(-

1,2), P = (—2,4), P = (—3,6) i obserwuj zmiany w obliczeniach. Zapisz wniosek.

Zadanie 4. Uzupehnij tabelg, obserwujac zmiany znakéw funkcji trygonometrycznych dla

roznych potozen punktu P w pliku trygonometria06.

o sina cosa tga
(0°,90°) dodatni
(90°,180°) ujemny

Zadanie 5. Uzupehnij tabele korzystajac z podpowiedzi pod nia.

o 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180°
sina
cosa
tga X

Dla kata 0°: wybierz w pliku trygonometria06 np. P = (4,0). Podobnie wybierz punkt
P dla katéw 90° i 180°.

Dla kata 45°: wybierz w pliku trygonometria06 np. P = (2,2). Podobnie wybierz
punkt dla kata 135°.
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Dla kata 30°: postuz si¢ rysunkiem:

Dla kata 150°: na powyzszym rysunku umie$¢ kat 150° wykorzystujac narysowany
okrag i tr6jkat rownoboczny.

Dla kata 60°: postuz si¢ rysunkiem:

= (1\@)

25

Dla kata 120°: na powyzszym rysunku umies¢ kat 120° wykorzystujac narysowany
okrag i trojkat rownoboczny
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Temat: Zastosowanie definicji i wartosci funkcji sinus, cosinus i

tangens katow od 0° do 180°.

Zadanie 1. Narysuj koncowe rami¢ kata a € (0°,180°) i zaznacz ten kat, wiedzgc, ze

(zastanOw si¢ czy istnieje tylko jeden kat spetniajacy ten warunek):

/ — 2
sina =3
Z definicji: sina = 2,

wiec np.

cosa = —

B R
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_ 4
tga = —3

Zadanie 2. Korzystajac z twierdzenia, ze pole trojkata jest rowne potowie iloczynu dlugosci
dwoch bokéw 1 sinusa kata zawartego miedzy tymi bokami, oblicz pole trojkata

przedstawionego na rysunku.
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Zadanie 3. Korzystajac z informacji, ze wspotczynnik kierunkowy a prostej y = ax + b jest
réwny tangensowi kata a, jaki ta prosta tworzy z osig OX (a = tga), wyznacz miar¢ kata ,

ktory prosta y = —?x — 1 tworzy z osig OX.

Zadanie 4. Do ramienia koncowego kata a nalezy punkt P = (—3,2). Oblicz wartosci funkcji

trygonometrycznych tego kata. Poprawno$¢ obliczen sprawdz w pliku trygonometria06.

Sprawdz, czy dla obliczonych warto$ci zachodza réwno$ci: sin?a + cos?a =1 oraz

sina

tga =

cosa’

Zadanie 5. Oblicz cosa i tga, jesli a € (90°,180°) i sina = L.
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