KAPITAL LUDZKI UNIAEUROPEISKA | "+
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI EUROPEJSKI *
FUNDUSZ SPOLECZNY Fapw

Projekt ,Innowacyjny program nauczania matematyki dla licedw ogolnoksztatcacych”

wspoffinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Skrypt dla ucznia

Planimetria:

Wzajemne potozenie dwoch okregow. Okregi styczne.
Rozwigzywanie zadan z wykorzystaniem warunkow stycznos$ci okregow.
Przypomnienie i uzupelnienie wiadomosci o trojkatach.

Przypomnienie 1 uzupelnienie wiadomosci o czworokatach

0w o N o W

Wielokaty — rozwigzywanie zadan.

Opracowanie L6

UNIWERSYTET Uniwersytet SWPS

ul. Chodakowska 19/31, 03-815 Warszawa
M” SVVPS tel. 22 517 96 00, faks 22 517 96 25

www.swps.pl



Ponizszy fragment skryptu bedziesz wykorzystywac¢ na dwoch kolejnych lekcjach:

Temat: Wzajemne polozenie dwoch okregow. Okregi styczne. oraz Temat:

Rozwiazywanie zadan z wykorzystaniem warunkow stycznosci okregow.
Instrukcja obstugi apletu planimetria04.

Ekran podzielony jest na dwie cze$ci. Suwakami po lewej stronie mozesz regulowac
promienie okregdéw. Po prawej stronie (wskazowka) zaobserwujesz zaleznosci jakie musza

by¢ spetnione, aby okregi byly roztaczne, przecinaly si¢ lub byty styczne.

Cwiczenie 1. Uruchom aplet planimetria04. Ustaw promienie obu okregdéw na 1. Nastepnie
powoli zwigkszaj promien pierwszego okregu i obserwuj liczb¢ punktow wspolnych tych
okregow. Zauwaz, przy jakich wartosciach r; ulega ona zmianie. Wyniki obserwacji umies¢

w tabeli i wykonaj ponownie to ¢wiczenie dla innej wartosci ry:

liczba punktoéw
. r=1 |0102|:4 lo=.... |0102|:4

wspolnych
Ml r+r-. .. ra-ral-...... M, r+r-. .. [ra-raf-......
M= Fi+r= . . Ir-ral=.... M=, r+r—.. . [ra-ral=......
M=l Fi+r= . Ir-ral=.... M=, r+r—. . [ra-ral=......
Ml r+r-. .. ra-ral-...... T r+r-. ... [ra-raf-......
M=l Fi+r= . Ir-ral=.... M=, r+r—.. . [ra-ral=......

Whnioski z obserwacji umie$¢ w tabeli ponizej. SprawdZz za pomoca apletu ich stuszno$é¢

(zahacz pole ,,wskazowka”).

Wzajemne potozenie okregow Zaobserwowany zwigzek

okregi roztgczne zewnetrznie

okregi styczne zewnetrznie

okregi przecinajace si¢

okregi styczne wewnetrznie

okregi roztgczne wewngtrznie
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Zadanie 1. Dane sg dwa okregi: pierwszy o $rodku w punkcie A i promieniu dlugosci a

01(A,a) oraz drugi o $rodku w punkcie B i promieniu b 02(B,b). Uzupeknij tabele:

Wzajemne
|AB| a b
polozenie okregéw
2 3 4
styczne zewngtrznie 1 7
styczne wewnetrznie 1 7
V3 +2 9 3
445 -3 3vV5+1 V5 -4
1 3 14
1= - _
3 4 24
styczne zewnetrznie 8 3,15

Zadanie 2. Dane sg dwa okrggi o promieniach 10 i 15. Mniejszy okrag przechodzi przez
srodek wiekszego okregu. Odlegtos¢ miedzy srodkami tych okregow jest rowna

A 25 B.5 C.10 D. 125

Zadanie 3. Dane sa dwa okregi: jeden o promieniu dtugosci 4, drugi o promieniu dtugosci 6.
Dla jakiej wartosci parametru m okregi te sg styczne wewnetrznie a dla jakiej styczne

zewnetrznie, jezeli odleglo$¢ pomiedzy srodkami tych okrgegow wynosi

a) 2m+1
2
b) m-1
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Zadanie 4. Na przeciwlegtych wierzchotkach kwadratu o boku dtugosci 4 zbudowano

jednakowe okregi. Jaki jest promien tych okregdw, jezeli sg one styczne?

_______________________________________________________________________

———————————————————————————————————————————————————————————————————————

————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Zadanie 5. W okrag wpisano trzy jednakowe mniejsze okregi tak, jak na rysunku.

Goles,

a) Oblicz dlugos¢ promienia duzego okregu, jesli mate okrggi majg promien dtugosci 2.

b) Jaki promien majg mate okregi, jesli promien duzego okregu to 62

c) W kazdym z powyzszych przypadkow oblicz pole zacieniowanego obszaru.
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Zadanie 7. W trojkat rownoboczny wpisano trzy jednakowe okregi (tak, jak na rysunku).

Oblicz pole duzego tréjkata, jesli pole matego trojkata wynosi 9v/3.
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Temat: Przypomnienie i uzupelnienie wiadomosci o trojkatach.
Instrukcja obstugi apletu ,, planimetria06”.

Suwakami ustawiasz dtugosci bokéw trojkata. Z prawej strony ekranu mozesz wyswietli¢
informacje dotyczace charakterystycznych prostych w trojkacie. Zaznaczenie wybranej opcji

spowoduje rowniez pokazanie tych prostych.
Cwiczenie 1.

Uruchom aplet planimetria06. Ustaw dtugosci bokow trojkata tak, zeby byt on ostrokatny (np.
6, 7, 8). Zaznacz opcj¢ ,,wysoko$¢”. Na ekranie po lewej stronie zauwazysz proste
zawierajgce wysokos$ci trojkata, a po prawej — definicje wysoko$ci. Nastepnie zmieniaj
dhugosci bokow w ten sposob, aby otrzymac trojkat prostokatny (jakie liczby nalezy dobraé?).

Zauwaz, jak wysokosci 1 ortocentrum zmieniaja swoje polozenie.
Teraz zbuduj trojkat rozwartokatny. Co zauwazytas (zauwazyltes)?
Uzupelnij zdania, dotyczace wysokosci trojkata:

1. WySoKOSE W trOJKECIC JEST 1O . ouuiniitt ettt et ettt et ettt et eae e e e e
2. W trojkacie ostrokatnym wszystkie wysokosci lezg .................oooiil trojkata.
Ortocentrum lezy ....................e.

3. W trojkacie prostoKatnym ........ooeiiriiiiitiitiit it

Wyczys$¢ pole wyboru ,,wysoko$¢”, zaznacz ,,dwusieczna”. Zmieniaj dlugosci bokéw trojkata
tak, jak dla wysokosci. Zaobserwuj potozenie punktu przecigcia si¢ dwusiecznych katow

trojkata.

Zaznacz pole ,,pokaz okrag wpisany”. Na ekranie wyswietli si¢ okrag wpisany w trojkat.
Zwro¢ uwage na fakt, ze w trojkacie réznobocznym zaden z promieni EF, EG, EH nie
zawiera si¢ w dwusiecznej kata. Czy zmieni si¢ to, gdy trojkat jest rOwnoramienny? A gdy
jest rownoboczny? Przypomnij sobie zaleznos¢ pomiedzy promieniem okrggu wpisanego w
trojkat rownoboczny a jego wysokoscig 1 na tej podstawie wyprowadz wzor na jego dlugosc.
Co wiesz o dlugosci promienia okregu wpisanego w trojkat prostokatny? Whniosek zapisz

ponize;j.
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1. Dwausieczna kata to

trojkata.
3. W trojkacie TOWNOTAMICTINYIN ...utnntenttententt et enteete et ete et eneeaneeneenneaneaanenns

5. Promien okregu wpisanego w trojkat rownoboczny stanowi ......... wysokosci tego

trojkata, a jego dlugos¢ wyraza si¢ wzorem (a — dlugos¢ boku trojkata):

6. Dlugo$¢ promienia okregu wpisanego w trdjkat prostokatny o przyprostokatnych a, b i

przeciwprostokatnej ¢ wyraza si¢ wzorem:

Wyczy$¢ pole wyboru ,,dwusieczna”, zaznacz ,,symetralna”. Zmieniajac dlugosci bokow
trojkata obserwuj potozenie punktu przeciecia si¢ symetralnych w zaleznosci od tego, czy

trojkat jest ostrokatny, prostokatny czy rozwartokatny.

Zaznacz opcje¢ ,,pokaz okrag opisany”. Ustaw trojkat tak, zeby byl prostokatny. Zauwaz, ze
odcinek AL jest srodkowa w tym trojkacie (dlaczego?).

Uzupelnij zdania, dotyczace symetralnych bokow:
Symetralna boku trojkata to ........ooieiii e

1. Srodek okregu opisanego na trojkacie ostrokatnym lezy ...............c.ccoeeeiieiiiii,
........................ , ha trojkacie prostokatnym ...
a na trojkacie rozwartOKatnym ...........oiiiieiiii e

2. Promien okrggu opisanego na trdjkacie prostokatnym jest rOwny ....................

3. Dhugos¢ srodkowej poprowadzonej z wierzchotka kata prostego trojkata

prostokatnego jest rowna .................co.eneee.
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Zaznacz wszystkie trzy pola wyboru (wysoko$¢, dwusieczna i symetralna). Dla wickszej
przejrzystosci nie wyswietlaj okregéw. Zaobserwuj, ze w trojkacie roznobocznym wysokosci,
symetralne i dwusieczne nie pokrywaja si¢. Sprawdz, jak jest w trojkacie rownoramiennym, a

jak w réwnobocznym.
Uzupetnij zdania:

1. W trdjkacie ......oovvviiiiiiiiiiiiinnin, doktadnie jedna wysokos¢ jest dwusieczng
kata 1 jednocze$nie symetralng boku.

2. W trojkacie ........ooviiiiiiiiiiiiiia wszystkie trzy wysokosci sg jednoczesnie
dwusiecznymi katow i1 symetralnymi bokow.

3. Z powyzszych wlasno$ci wynika czgsto stosowana zaleznosé: W  trojkacie

robwnoramiennym  wysokos¢  dzieli kat pomigdzy roOwnymi  ramionami
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Temat: Przypomnienie i uzupelnienie wiadomosci o czworokgtach.
Instrukcja obstugi apletu ,, planimetria07”.

Suwakami ustawiasz dtugosci podstaw trapezu. Trapez mozesz zmienia¢ rdwniez chwytajac
punkty A i D. Zaznaczenie odpowiedniej opcji powoduje wyswietlenie roznych witasnosci

trapezu.

Cwiczenie 1. Uruchom aplet planimetria07. Zaznaczajac odpowiednie opcje i przesuwajac
punkty zmieniaj trapez w taki sposob, ktory umozliwi Ci wybranie wlasciwych stwierdzen

(skresl niepotrzebne stowa tak, zeby uzyskac¢ zdania prawdziwe lub uzupenij).

W dowolnym trapezie (oznaczonym jak w aplecie):

przekatne sa/nie sa rowne.

przekatne dzielg si¢/nie dzielg si¢ na polowy.

przekatne sa/nie sg prostopadte.

przekatne sa/nie s3 dwusiecznymi katow.

trojkaty ABD 1 ABC sa/nie sg przystajace.

trojkaty ABD i ABC maja rowne pola/nie majg réwnych pol.
trojkaty AED 1 BEC sa/nie sg przystajace.

trojkaty AED i BEC maja rowne pola/nie maja rownych pol.

© o N o gk~ wDh -

trojkaty ABE 1 CDE sa/nie sg podobne.

[ERY
o

. Suma miar katow lezacych ... wynosi 180°.

-
-

. dlugos¢ odcinka, taczacego Srodki ramion jest .............ceciciiiiiiiiiiiii..
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13. Oba powyzsze odcinki leza/nie leza na jednej proste;.

Ustaw trapez tak, zeby byl réwnoramienny (przesuwaj jeden z wierzchotkow). Uzupelnij
zdanie oraz zapisz te stwierdzenia, ktore nie sg prawdziwe dla dowolnego trapezu, a sg

prawdziwe dla trapezu rGwnoramiennego.

W trapezie rOwnoramiennym:

1. Wysoko$¢, poprowadzona z wierzchotka bedacego koncem krétszej podstawy dzieli

dluzsza podstawg na dwa odcinki, z ktorych jeden ma dlugo$¢ rowna
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Ustaw dtugos$ci podstaw trapezu tak, zeby stat sie rownoleglobokiem (co wystarczy zrobic?).

Ponownie uzupeinij zdania.

W réwnolegloboku:

© 0 N o g Bk~ w D PE

Przekatne sa/nie sg réwne.

Przekatne dzielg si¢/nie dzielg si¢ na potowy.

Przekatne sa/nie sa prostopadte.

Przekatne sa/nie sa dwusiecznymi katow.

Trojkaty ABD 1 ABC sa/nie sg przystajace.

Trojkaty ABD 1 ABC maja rowne pola/nie maja rownych pol.
Trojkaty AED i BEC sa/nie sg przystajace.

Trojkaty AED i BEC maja rowne pola/nie maja rownych pol.

Suma miar katow lezacych ..o wynosi 180°.

Przesun wierzchotek rownolegtoboku tak, zeby stal si¢ rombem. Zapisz te zdania, ktore nie sa

prawdziwe dla dowolnego rownolegtoboku, a sg prawdziwe dla rombu.

Dodatkowo w rombie:

___________________________________________________________________

———————————————————————————————————————————————————————————————————

——————————————————————————————————————————————————————————————————

__________________________________________________________________

———————————————————————————————————————————————————————————————————

———————————————————————————————————————————————————————————————————

__________________________________________________________________

———————————————————————————————————————————————————————————————————

———————————————————————————————————————————————————————————————————
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Zadanianr 1, 2 1 6 pochodza (lub sg modyfikacja) zadan ze zbioru ,,Matematyka. Zbior zadan
Zadanie 1. (Zad. 11.11 str. 125). Dwie $rodkowe trojkata majg dtugosci 12 i 9 i przecinajg

dla liceum ogolnoksztatcacego, liceum profilowanego i technikum” autorzy: Norbert Drobka,

Karol Szymanski, WSIiP, Warszawa 2002.
si¢ pod katem prostym. Oblicz dlugosci bokéw tego trojkata i dhugosé trzeciej srodkowe;.

Temat: Wielokaty — rozwigzywanie zadan.
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Zadanie 3. Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat rownoramienny o podstawie dhugosci
10 1 ramionach dlugosci 13. Wskazoéwka: skorzystaj z zalezno$ci pomigdzy polem trdjkata i

promieniem okrggu wpisanego w ten trojkat.
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Zadanie 4. Uzasadnij, ze pole dowolnego wiclokata opisanego na okrggu o promieniu r

Zadanie 5. W trapezie odcinek taczacy srodki bokéw ma dtugos$¢ 9, a odcinek taczacy srodki

przekatnych ma dhugos¢ 3. Wiedzac, ze wysoko$¢ ma dhugos¢ 4, oblicz pole i obwod tego

trapezu.

Zadanie 6. (12.12 str. 132) W trdjkacie rownoramiennym kat przy podstawie ma miar¢ 30°, a

obwod trojkata rowny jest 10 cm. Oblicz pole tego trojkata, dhugosci jego wszystkich

wysokosci oraz dlugosci jego srodkowych.
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