UNIA EUROPEJSKA *
KAPITAt LUDZKI pumn curovesswi RN
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY F ek

Projekt jest wspéifinansowany ze srodkéw Unii Europejskie] w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Wespot w zespot

- N\atematyka

bez Granic

Materiaty edukacyjne

dla uczestnika Projektu

Podrecznik |

Wespot w zespot
z Matematyka bez Granic
do matury |

| klasa szkoty ponadgimnazjalne;j

Materiaty edukacyjne dystrybuowane sg bezptatnie

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic" wspétfinansowany
przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



UNIA EUROPEJSKA Ll
KAPITAL LUDZKI l m europEssk (RS
FUNDUSZ SPOLECZNY Ha

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC

STOPKA REDAKCYJNA

Podrecznik ,,Wespé6t w zesp6t z Matematyka bez Granic do matury I” dla klasy pierwszej szkoty
ponadgimnazjalnej powstat w ramach realizowanego przez Polskie Towarzystwo Matematyczne
projektu ,Wespo6t w zespoét z Matematyka bez Granic” wspotfinansowanego ze Srodkow
Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego (umowa o dofinansowanie
projektu w ramach Programu Operacyjnego Kapitat Ludzki nr UDA-POKL.03.03.04-00-165/09).

Podrecznik zostat opracowany przez zesp6t doswiadczonych nauczycieli matematyki
uczestniczacych w projekcie pod kierunkiem dr Krystyny Biatek - nauczyciela akademickiego
Wydziatu Matematyki, Informatyki i Ekonometrii Uniwersytetu Zielonogérskiego, cztonka
Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

Redakcja:
Krystyna Biatek, specjalista ds. obstugi merytorycznej projektu ,, Wespdt w zespdt z Matematyka
bez Granic”, Wydziat Matematyki, Informatyki i Ekonometrii, Uniwersytet Zielonogdrski

Autorzy i recenzenci materiatow edukacyjnych:

Iwona Derendarz, Zesp6t Szkét Ogélnoksztatcgeych, Zagan

Helena Ewert-Fechner, Zespét Szkét Ogélnoksztatcacych, Zagan

Anna Rybak, Zesp6t Szkét Ogéinoksztatcacych, Zagan

Ttumaczenie:

Magdalena Kutakowska, jezyk niemiecki, Zesp6t Szkét Ogdlnoksztatcacych, Zagan
Anna Kuzio, jezyk angielski, Zespét Szkét Ogélnoksztatcacych, Zagan

Elzbieta Maranska-Napadto, jezyk wtoski i francuski, Zagan

Monika Muszalska, jezyk francuski, Zesp6t Szkét Ogélnoksztatcacych, Zagan
Wioletta Sosnowska, jezyk hiszpanski, Zespét Szkét Tekstylno - Handlowych, Zagan

Doradztwo metodyczne:
Alicja Kozak-Wnuczek, Samorzagdowy Osrodek Doskonalenia i Doradztwa, Zielona Géra

Recenzenci:
Dorota Krassowska, Wydziat Matematyki, Informatyki i Ekonometrii, Uniwersytet Zielonogdrski
Wojciech Saleniuk, Katolickie Liceum Ogdlnoksztatcace, Zary

Projekt oktadki:
Klara Keler

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



tmm unia euroresska [
KAPITAL LUDZKI p m europesski RS
FUNDUsZ 5POLECZNY (NI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC

Spis tresci

SPIS TRESCI

L. WPROWADZENIE .....oooiimnmssmnsemssmsssssmsssssssssssssssssassssssssssssasssssssssssssasssssssssasns 5
II. CELE EDUKACYJNE ZA]EC POZALEKCYJNYCH Z ZAKRESU MATEMATYKI.....c.ccusrrursunssenns 7
III. WARUNKI ORGANIZACY]JNE ZA]EC W RAMACH PROJEKTU....ccccusmmsersumssmssnssesssssessssssssassannns 7
1. Warunki organizacji zajec¢ 7
2.  Adresaci zajec¢ pozalekcyjnych 7
3. Wymagania wstepne 7
4, Sylwetka uczestnika zajec po pierwszym roku realizacji Projektu 8
5. Czas trwania zaje¢ w ramach realizacji Projektu 8
6. Plan zajec 8
IV. METODY I FORMY UCZENIA SIE 8
V. PAKIETY EDUKACYJNE 9
PAKIET M-1.1 ,,WOK()L TWIERDZENIA TALESA”....cocctrirrernesssessssssssssnsssssssssssssssssssssssssssssssnns 10
Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” — ,, Wokét twierdzenia Talesa” 12
Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczer otwierajacych” —,Wokét twierdzenia Talesa” ........oeuenene. 15
Spotkanie 2: ,,Rozwigzmy razem” — ,,Wokoét twierdzenia Talesa” 23
Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,Rozwigzmy razem” —, Wokoét twierdzenia Talesa” .......cccvveeveeriennnes 28
PAKIET M-1.2 ,CZY LOGICZNE JEST LOGICZNE?" ....ccoostusmsmssmsnssmssssssssssssssssssssssssssssssssssnssssssnsas 42
Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” - ,,Czy logiczne jest logiczne” 44
Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczeri otwierajgcych” — ,Czy logiczne jest logiczne?” ...........cu.... 46
Spotkanie 2: ,,Rozwigzmy razem” — ,,Czy logiczne jest logiczne?” 56
Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ¢wiczen , Rozwigzmy razem” -, Czy logiczne jest logiczne?”............ 62
PAKIET EDUKACYJNY M-1.3 ,LICZE, WIEC JESTEM” 81
Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” -, Licze, wiec jestem” 83

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



UNIA EUROPEJSKA Ll
KAPITAL LUDZKI l m europEssk (RS
FUNDUSZ SPOLECZNY ot

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC

Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ¢wiczen ,Rozwigzmy razem” —,Licze, wigc jestem” .......ccccevvvuerreinnnns 85
Spotkanie 2: ,,Rozwigzmy razem” -, Licze, wiec jestem” 96
Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ¢wiczen ,Rozwigzmy razem” -, Licze, wiec jestem” .......ccceveveerevrcnnns 103

PAKIET M-1.4 ,WEKTOR! DO NOGI!”

Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” - ,,Wektor! Do nogi!” 123
Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczenia otwierajace” - ,Wektor! Do nogil” 127
Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” - ,Wektor! Do nogi!” 138
Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ¢wiczen ,Rozwigzmy razem” - ,Wektor! Do nogi!”.............

PAKIET M-1.5 ,SINUS, COSINUS DA]J BOZE TRZY MINUS...” covrerrrsrssrcsessssessssmssssassssssssens 157
Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” — ,,Sinus, kosinus, daj Boze trzy minus...” 159

»”

Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczen otwierajacych” - ,Sinus, cosinus daj Boze trzy minus...” .. 161

Spotkanie 2: ,,Rozwigzmy razem” - ”Sinus, cosinus daj Boze trzy minus...” 173

Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ¢wiczen ,Rozwigzmy razem” - ”Sinus, cosinus daj Boze trzy minus...”

177
PAKIET M-1.6,0 WARTOSCI! NIE BADZ AZ TAK BEZWGLEDNA!"............. ..193
Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” - ,Wartosci! Nie badz az tak bezwzgledna!” 195

Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczen otwierajacych” -, Wartosci! Nie badz az tak bezwzgledna!”

197
Spotkanie 1: ,Rozwigzmy razem” - ,Wartosci! Nie badz az tak bezwzgledna!” 206
Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ¢wiczen ,Rozwigzmy razem” - ,Wartosci! Nie badz az tak
bezwzgledna!” 210
PAKIET M-1.7 - ,NA UKLADY NIE MA RADY"....ooiiirrsmnmmssnisssmmssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssanss 227
Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” - ,Na uktady nie ma rady” 229
Spotkanie 1: ,Cwiczenia otwierajgce” - ,,Na uktady nie ma rady?” 231
Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” - ,Na uktady nie ma rady” 242
Rozwiazania oraz schemat punktacji zestawu ¢wiczen ,Rozwigzmy razem” —,Na uktady nie ma rady” ................. 245
BIBLIOGRAFIA.......ccvimnmsnisanans 259

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



UNIA EUROPEJSKA Ll
KAPITAL LUDZKI l m europEssk (RS
FUNDUSZ SPOLECZNY Ha

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC

I. Wprowadzenie
Materialy edukacyjne pod tytulem ,,Wespol w zespol z Matematyka bez Granic

do matury I” opracowano w ramach realizowanego przez Polskie Towarzystwo Matematyczne
projektu ,,Wespot w zespot z Matematyka bez Granic” wspoétfinansowanego ze $rodkow Unii
Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego.

Podrecznik ,,Wespot w zesp6t z Matematykg bez Granic do matury I” stanowi cze$¢
pierwsza materiatdw edukacyjnych adresowanych do uczniow pierwszej klasy szkoty
ponadgimnazjalnej uczestniczacych w zajgciach pozalekcyjnych z matematyki w ramach Projektu
realizowanego w latach 2009 — 2012 w szkotach ponadgimnazjalnych z wojewodztw: kujawsko —
pomorskiego, lubuskiego i zachodniopomorskiego.

Projekt ,,Wespot w zespot z Matematyka bez Granic” wpisuje si¢ w ponadregionalny
program rozwijania umiejetnosci ucznidow w zakresie kompetencji kluczowych, ze szczegdlnym
uwzglednieniem nauk matematyczno — przyrodniczych i jezykow obcych.

Celem projektu ,,Wespot w zespol z Matematyka bez Granic” jest podnoszenie
kompetencji kluczowych uczniow ze szkot podstawowych, gimnazjalnych i ponadgimnazjalnych
w zakresie ksztaltowania umiej¢tnoSci opisywania w jezyku matematyki otaczajacego S$wiata,
stawiania hipotez i ich weryfikowania, rozwigzywania probleméw w tworczy sposob, integracji
zespolu klasowego, skutecznego porozumiewania si¢ w réznych sytuacjach, efektywnego
wspotdziatania w zespote oraz interdyscyplinarnego spojrzenia na otaczajaca nas rzeczywisto$é
z uwzglednieniem znajomosci jgzykow obych.

Podrgcznik ,,Wespot w zespot z Matematyka bez Granic do matury |” zawiera siedem
pakietéw edukacyjnych zgodnych z podstawsg programowsa ksztatcenia ogdlnego dla gimnazjow
i szk6t ponadgimnazjalnych oraz standardow egzaminacyjnych. Materialy edukacyjne zawarte
W podreczniku maja by¢ zréodtem do wzbogacenia tresci omawianych w ramowym programie
nauczania z zakresu matematyki realizowanych na zajeciach lekcyjnych w szkotach, z ktorych
pochodzg uczestnicy Projektu, rozszerzenia ich i usystematyzowania wiedzy.

Zaproponowany podzial na 7 blokéw tematycznych zostat dokonany w oparciu
0 podrecznik: Cewe A., Krawczyk M., Kruk M., Nahorska H., Pancer I., Ropela R., "Matematyka
W otaczajacym nas §wiecie Podrgcznik dla klasy 17, Wydawnictwo Podkowa, Gdansk 2008.

Podzial jest zgodny z Podstawa programowa ksztalcenia ogodlnego dla gimnazjow i szkot
ponadgimnazjalnych, ktérych ukonczenie umozliwia uzyskanie $wiadectwa dojrzatoci po zdaniu
egzaminu maturalnego.

Pakiety edukacyjne =zawarte w podrgczniku ,,Wespol w Zespol z Matematyks
bez Granic do matury 1” beda realizowane na zajeciach pozalekcyjnych w szkotach, z ktorych
pochodza uczestnicy Projektu, pod kierunkiem nauczyciela nauczajacego matematyki w danej
klasie.

Materiaty podane w kazdym pakiecie edukacyjnym zaplanowano do realizacji na cztery
godziny lekcyjne - zaje¢ pozalekcyjnych zwanych - ,,Spotkaniami zespolow MbG”.

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



tmm unia euroresska [
KAPITAL LUDZKI m europesski [
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC FUNDUSZ SPOLECZNY ok

Zajecia te moga by¢ realizowane w dwojaki sposob:
,.Spotkanie 1 zespotéw MbG” — 1 godzina lekcyjna — ,,Cwiczenia otwierajace”.
»Spotkanie 2 zespotow MbG” — 2 godziny lekcyjne — ,,Rozwigzmy razem”.
»-Spotkanie 3 zespotow MbG” — 1 godzina lekcyjna — ,,Zajecia podsumowujace”.
badz:
,.Spotkanie 1 zespotéw MbG” — 1 godzina lekcyjna — ,,Cwiczenia otwierajace”.
».Spotkanie 2 zespotoéw MbG” — 1 godzina lekcyjna — ,,Rozwiazmy razem”.
.Spotkanie 3 zespotow MbG” — 1 godzina lekcyjna — ,,Rozwigzmy razem”.
,.Spotkanie 4 zespolow MbG” — 1 godzina lekcyjna — ,,Zajecia podsumowujace”.
Kazde ,,Spotkanie Zespoldéw MbG” zawiera nastepujgce state elementy:
e planowanie i podzial zadan, realizacja zatozonych planow,
e rozwigzywanie zestawu zadan - rozwigzanie zestawu zadan przez zespoty zadaniowe,
w tym jednego zadania w jezyku obcym,
e udokumentowanie pracy zespolow,
e podsumowanie i ocena.
Realizacja kazdego pakietu edukacyjnego rozpocznie si¢ jedna godzing lekcyjna przygotowan
ksztattujagcych pozadane umiej¢tnoéci (wskazane przez Autorow Pakietu) pod kierunkiem
nauczyciela. ,,Cwiczenia otwierajace” odbywaja sic zgodnie z terminarzem obowigzujacym
w danym pakiecie i sg przeprowadzane przez nauczycieli matematyki w danej klasie w siedzibach
szkét, z ktérych pochodza uczestnicy Projektu. Zadania z ,,Cwiczen otwierajacych” sa treningiem
do rozwigzywania zestawu ,,Rozwigzmy razem”. Rozwigzane zadania przez zespoly uczniow
z kazdego zestawu zadan ,Rozwigzmy razem” sprawdza nauczyciel matematyki uczestniczacy
w Projekcie i ocenia je wedlug otrzymanego klucza w danym pakiecie. Arkusze rozwigzan
zestawu zadan ,,Rozwiazmy razem” stanowia kazdorazowo zalacznik do raportu z realizacji
danego pakietu edukacyjnego.
Pierwsze zadanie podawane jest w jezyku obcym (angielskim, francuskim, niemieckim,
hiszpanskim i wtoskim). Nalezy je przettumaczy¢, rozwigza¢ i poda¢ rozwiazanie w wybranym
jezyku obcym. W rozwigzaniu zestawu zadan ,,Rozwigzmy razem” uczestniczy cala klasa
(np. pracujac w odpowiednio dobranych grupach). Czas na rozwigzanie zadan wynosi 90 minut.
Oceniana jest rowniez strona graficzna i estetyka przedstawionych rozwiazan. Uczniowie moga
korzysta¢ za stownikow jezykowych, przyboréw geometrycznych, nozyczek, kredek i flamastrow.
Zakres wspolpracy z nauczycielami uczestniczacymi w projekcie ,,Wespol w zespot z Matematyka
bez Granic™:
e Zaplanowanie terminow zaje¢ pozalekcyjnych.
¢ Realizacja pakietow edukacyjnych zgodnie z wytycznymi Projektodawcy.
e Przygotowanie raportu z realizacji kazdego pakietu edukacyjnego:
o podanie terminéw, w ktorych odbyty si¢ zajecia;
o odnotowanie frekwencji;
o uwagi dotyczace realizacji zajec,
o dane dotyczace zestawu ,,Rozwigzmy razem”.
e Przestanie raportu wraz z lista obecnosci uczniow na zajeciach oraz arkuszami rozwigzan
zestawu ,,Rozwiazmy razem” na adres Punktu Konsultacyjnego Projektu.
e Aktualizacja stanu osobowego zespotu klasowego.
e Wspotdziatanie w zakresie monitoringu i ewaluacji dotyczacej realizacji Projektu.
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Il. Cele edukacyjne zaje¢ pozalekcyjnych z zakresu matematyki

Zaktadamy, ze przeprowadzenie zaj¢¢ w ramach Projektu:

e Wspomoze i wzmocni proces edukacyjny, jakiemu podlegaja uczniowie szkot

podstawowych, gimnazjow i szkot ponadgimnazjalnych.

e Ugruntuje wiedz¢ wyniesiong przez uczniow z lekcji matematyki.

e Wspomoze ksztalcenie jgzyka obcego, wzbogaci stownictwo o terminologi¢ matematyczna.
Pokaze zastosowania pojec i teoretycznych probleméw do rozwigzywania zagadnien
praktycznych.

Pozwoli zdja¢ matematyke z piedestatu niedoscignionej Krélowej Nauk.

Wzbudzi wérod mtodziezy i dzieci aktywne postawy wobec pojawiajacych si¢ problemow.
Nieustepliwos¢ i upor w rozwiazywaniu zadan.

Wyrobi umieje¢tno$é wspolpracy i dzielenia si¢ obowigzkami w grupie.

Cele szczegotowe kazdego pakietu edukacyjnego umieszczone sg przy poszczegoélnych pakietach.

lll. Warunki organizacyjne zaje¢ w ramach Projektu

1. Warunki organizacji zajec

e Zgoda grupy mtodziezy (klasy) i nauczyciela na uczestnictwo w Projekcie przez okres 3 lat.
e Akceptacja i zobowiazanie do pomocy ze strony Rodzicéw i Dyrekeji Szkoty w trakcie
organizacji i prowadzenia zajec.
e Zapewnienie w planie zaje¢ szkolnych statych godzin na prowadzenie spotkan.
e Mozliwos¢ wykorzystania szkolnych materiatdow biurowych, optat pocztowych, dostepu
do Internetu, drukarki, kopiarki w miejscu pracy.

2. Adresaci zaje¢ pozalekcyjnych

Zgodnie z zatozeniami Projektu, zajecia pozalekcyjne przeznaczone sa dla uczniow klasy
pierwszej szkoly ponadgimnazjalnej, ktorzy chca utrwali¢, poszerzy¢ wiedze¢ oraz rozwijaé
i udoskonali¢ swoje umiejetnosci w zakresie kompetencji kluczowych, ze szczegdlnym
uwzglednieniem matematyki i jezykow obcych, jak rowniez chca odnie$é¢ sukces na egzaminie
maturalnym z matematyki.

3. Wymagania wstepne

Uczen rozpoczynajacy uczestnictwo w Projekcie powinien:

e Przeprowadza¢ nieskomplikowane rozumowania matematyczne.

e Postugiwac si¢ wlasnos$ciami liczb i dzialan oraz wlasnos$ciami figur przy rozwiazywaniu
zadan.

Postugiwac si¢ kalkulatorem przy rozwiazywaniu typowych zadan.

Dostrzegac¢, wykorzystywac i interpretowaé zalezno$ci funkcyjne.

Interpretowac zwigzki wyrazone za pomoca wzorow, wykresow, schematow, diagramow, tabel.
Prezentowaé z uzyciem jezyka matematyki wyniki badan prostych zagadnien.

Zna¢ elementy przynajmniej jednego jezyka nowozytnego — czyta¢ ze zrozumieniem wyrazy

i proste zdania.
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4. Sylwetka uczestnika zajec po pierwszym roku realizacji Projektu

Zaktadamy, ze prowadzenie zaje¢ w ramach Projektu wplynie na uzyskanie u uczniow
nastepujacych cech:

Aktywnej postawy wobec pojawiajacych si¢ problemow, nieustgpliwos¢ i upor

W rozwigzywaniu zadan.

Umiejetnos¢ przejrzystego przedstawiania rozumowania i uzasadniania odpowiedzi.
Umiejetno$¢ uzasadniania wlasnego stanowiska, argumentowania i przekonywania.
Umiejetno$¢ pracy w zespole.

Doskonalenie umiej¢tnoséci dziatania zespotowego poprzez dzielenie pracy i podejmowanie
réznych funkcji w zespole w zalezno$ci od zaistniatych potrzeb.

Nabywanie umieje¢tnosci doboru wlasciwych metod i narzgdzi matematycznych

do rozwigzywania sytuacji problemowych.

Podniesienie kompetencji matematycznych uczniéow uczestniczacych w zajeciach.

Ksztalcenie znajomosci jezyka obcego, wzbogacanie stownictwa o terminologi¢ matematyczng.
Doskonalenie umiejg¢tnosci organizacyjnych i wspotdziatania w zespole klasowym niezbgdnych
do udziatu w Migdzynarodowym Konkursie ,,Matematyka bez Granic”.

5. Czas trwania zaje¢ w ramach realizacji Projektu

Czas trwania zaj¢¢ uzalezniony jest od organizacji roku szkolnego i sktada si¢ z trzech

etapow. Kazdy etap obejmuje jeden rok nauki szkolnej i polega na realizacji siedmiu pakietow
edukacyjnych w wymiarze 28 godzin lekcyjnych (po 4 godziny na jeden pakiet).

6. Plan zaje¢

Zajecia pozalekcyjne (pierwszy rok realizacji Projektu) obejmujg realizacj¢ 7 kolejno

nastepujacych po sobie pakietow edukacyjnych (7 czterogodzinnych Spotkan Zespotow ,,MbG”).

IV. Metody i formy uczenia sie

W czasie zaje¢ gtdéwna formg pracy jest praca w grupach. Mozna tez zastosowac¢ takie metody jak
dyskusja, metoda ¢wiczeniowa i burza mozgow.
W czasie indywidualnej pracy z podrgcznikiem uczen moze skorzystaé z nastepujacych porad

doskonalgcych umiejetno$¢ rozwiazywania zadan.

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”

e Przeczytaj zadanie kilkukrotnie.

e Jezeli zadanie dotyczy konkretnej sytuacji, postaraj si¢ wyobrazi¢ sobie t¢ sytuacjg.
Mozesz wykona¢ rysunek do zadania.

Ustal, co jest niewiadoma w zadaniu i co wystarczy wiedzie¢, by t¢ niewiadoma ustalic.
Wyodrebnij dane z zadania i ustal, czego mozesz si¢ na podstawie tych danych dowiedzieé.
Ut6z plan rozwigzania i wykonaj go.

Sprawdz, czy Twoje rozwiazanie jest poprawne.
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V. Pakiety edukacyjne

Pakiet M-1.1 ,,Wokol twierdzenia Talesa”
e Twierdzenie Talesa.
e Podobienstwo figur.
Pakiet M-1.2 ,,Czy logiczne jest logiczne”
e Pamigtowki logiczne.
e Zbiory, dziatania na zbiorach.
Pakiet M-1.3 ,,Licze, wigc jestem”
e Liczby rzeczywiste, potegi, liczby trojkatne, algorytm Euklidesa, dzielenie z reszta.
e Wyrazenia algebraiczne, $rednie.
Pakiet M-1.4 ,,Wektor! Do nogi!”
e Wektory na ptaszczyznie.
Pakiet M-1.5 ,,Sinus, kosinus, daj BozZe trzy minus...”
o Funkcje trygonometryczne w trojkacie prostokatnym.
Pakiet M-1.6 ,,Wartosci! Nie badz az tak bezwzgledna!”
e Rownania, nierdwnosci stopnia pierwszego z jedng niewiadoma.
e  Warto$¢ bezwzgledna.
Pakiet M-1.7 ,,Na uklady nie ma rady”
e Roéwnania, nierdéwnosci.
e Uklady rownan stopnia pierwszego z dwiema niewiadomymi.
e Rownania, nierdwnosci, uktady rownan stopnia pierwszego z dwiema niewiadomymi.

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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Pakiet M-1.1 ,,Wokot twierdzenia Talesa”

Tresci merytoryczne:

twierdzenia Talesa,

twierdzenia Pitagorasa,

cechy podobienstwa trojkatow,

podobienstwo i jego wlasnosci (stosunek pol i obwodow figur podobnych),
konstrukcja odcinka x spetniajacego warunek x* =abx* =ab |

kat wpisany oparty na srednicy.

Cele szczegétowe:

ksztalcenie umiejetnosci rozumowania przez analogie,

nabywanie umiej¢tnosci wykorzystywania twierdzenia Talesa w konstrukcjach

i rozwigzaniach problemow,

ksztatcenie umiejetnosci zauwazania trojkatow podobnych na ptaszczyznie i w przestrzeni,
nabywanie umiejetnosci prawidtowego uktadania proporcji wynikajacych z podobienstwa
trojkatow,

nabywanie umiejetnosci wykorzystywania podobienstwa trojkatow w dowodzeniu.

Proponowane metody i formy pracy

Metoda: praca w grupach, burza mozgow.
Forma pracy: wspolnym frontem.
Srodki dydaktyczne: Karty pracy, gry dydaktyczne.

V.

Przebieg zajec

Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

1.

Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obecnosci).

2. Podzial uczniow na zespoty zadaniowe (grupy 4 - 5 osobowe).
3.
4. Rozdanie kazdej z grup zestawow ¢wiczen otwierajacych oraz materialdw potrzebnych

Wybdr liderow, sekretarzy, asystentow poszczegdlnych grup.

do rozwigzywania zadan.

5. Rozwiazywanie ¢wiczen przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.
6.
7. Zebranie kart z rozwigzaniami.

Przedstawienie i pordwnanie rozwigzan zadan przez przedstawicieli grup.

Bibliografia do ,,Cwiczen otwierajacych”

[1.]Babianski W., Chanko L., Czarnowska J., Janocha G. — Matematyka 2, Podrecznik

dla liceum ogdlnoksztatcacego, Nowa Era, Warszawa 2003

[2.]Karpinski M., Lech J., Geometria, Zbior zadan dia klasy II, Gdanskie Wydawnictwo

Oswiatowe, Gdansk 1994

[3.]JRams S., Rams T., Matematyka bez granic, Czgs¢ 11 Zadania konkursowe - etap wstgpny

1998-2003, Nowy Sacz 2003

[4.]http://www.xlo.pl/~matematyka/strony/zad 2006.html

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)

5.

6.
7.

Uczniowie siadaja we wczesniej ustalonych zespotach zadaniowych.

Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawu zadan ,,Rozwiazmy razem”.

Uczniowie dokonujg podziatu, ktora grupa bedzie rozwigzywata dane zadanie. Uczniowie
powinni pociaé zestaw zadan i rozdzieli¢ zadania do odpowiednich grup.

Kazda grupa rozwigzuje zadania samodzielnie. Po rozwigzaniu zadania uczniowie redaguja
odpowiedz na karcie odpowiedzi.

Jezeli dana grupa zakonczy pracg, to jej cztonkowie powinni przylaczy¢ sie i pomoc

W rozwigzywaniu innym grupom.

Nauczyciel zbiera karty odpowiedzi.

Zakonczenie zajgc.

Bibliografia do zestawu zadan ,,Rozwiazmy razem”

[1] Babianski W., Chanko L., Czarnowska J., Janocha G., Matematyka 2, Podrgcznik dla liceum

ogoblnoksztatcacego, Nowa Era, Warszawa 2003

[2] Lomnicki A., Trelinski G., Geometria dla klasy I liceum ogdlnoksztatcqcego, liceum

zawodowego i technikum, Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne, Warszawa 1986

[3] Karpinski M., Lech J., Geometria, Zbior zadan dia klasy II, Gdanskie Wydawnictwo

Oswiatowe, Gdansk 1994

[4] Karpinski M., Lech J., Geometria, Zbior zadan dla klasy III i IV, Gdanskie Wydawnictwo

Oswiatowe, Gdansk 1994

[5] Rams S., Rams T., Matematyka bez granic, Czes¢ Il Zadania konkursowe - etap wstgpny

1998-2003, Nowy Sacz 2003

Spotkanie 3: ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”

1. Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane karty pracy zespotom zadaniowym.
2. Liderzy poszczegolnych grup prezentuja rozwigzania zadania.

3.

4. Podsumowanie zajec.

Nauczyciel ocenia pracg grup (pozytywne wzmocnienie).
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Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” — ,,Wokét twierdzenia Talesa”

Ragazze warm-up Bonus con pompon (7 punti)

Ritagliate la figura allegata secondo i tratti punteggiati; poi, scambiate le parti A e B. Incollate,
quindi, sul foglio risposta la nuova rappresentazione del gruppo. Con questa manipolazione si
potrebbe pretendere di provare che 13 = 12, ma, naturalmente, in questa “dimostrazione” c’¢ un
errore. Individuate I’errore ed illustrate con precisione in che cosa consiste 1’inganno.

Bonus zum Aufwidrmen (7 Punkte)

Schneidet das beiliegende Bild entlang der gestrichelten Linie aus. Vertauscht anschlieBend A und
B. Klebt dieses neue Gruppenbild uf das Losungsblatt. Durch diese Manipulation mdchte man
beweisen, dass13 = 12 ist. Aber natiirlich steckt irgendwo ein Fehler in diesem ,,Beweis®“. Findet
den Fehler und erklért genau worin der Trick besteht.

Bonus pour I’échauffement (7 puntos)

Découper la figure ci-... suivant les pointillés, puis échanger les pieces notées A et B. Coller la
nouvelle vue du groupe sur la feuille-réponse. Par cette manipulation on prétend prouver que 13 =
12, mais il y a, bien sir, un défaut dans cette "démonstration". Trouver ce défaut et expliquer
précisément en quoi consiste la supercherie.

Bonus to warm-up (7 points)

Cut out the figure attached along the dotted lines. Then swap piece A with piece B. Stick the new
view of the group on your worksheet. This re-arrangement claims to prove that 13 = 12, but of
course, this “demonstration” is wrong. Find the fault and explain precisely what the trick is.

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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Bono para calentamiento (7 puntos)

Recorta la figura adjunta a lo largo de las lineas punteadas. A continuacion, cambiar una pieza. B.
pieza con palanca la nueva vision del grupo en la hoja de célculo Esta nueva disposicion pretende
demostrar que 13 = 12, pero por supuesto, esta "demostracion" es erréneo. Encuentra el fallo y
explicar con precision lo que el truco es.

Zadanie 1. Kwadratura (3 punkty)

Kwadratura prostokata to konstrukcja - tylko przy pomocy cyrkla i linijki kwadratu o polu rownym
polu prostokata. Oto metoda Euklidesa kwadratury prostokata ABCD o bokach AB =xi AD =Y.
Na prostej zawierajacej bok |AB | prostokata odt6z odcinek |AD’ | réwny odcinkowi. |AD | .
Punkt E lezy na potokregu o srednicy BD’ i na prostej AD. Zbuduj kwadrat AGFE.

E F

W >
D* A 5 G B

Rysunek 1 — Kwadratura

Pokaz, ze przedstawione na rysunku 1* prostokat ABCD i kwadrat AGFE maja takie same pola.
Zadanie 2. Romb w tréjkacie (8 punktow)

C

A D B
Rysunek 2 - Romb w trojkacie
W trojkat ABC wpisano romb ADEF (rysunek 2)°.
Wykaz,ze:
11,1 ‘
l4p| = JTBCTIFC] (3 punkty) a5 = Taz ¥ g (5 punktow)

! Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry Il
2 Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry II

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"” 13
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Zadanie 3. Pola w trapezie (5 punktow)

D b C
h :i
A a B

Rysunek 3 - Pola w trapezie

Dany jest trapez ABCD (Rysunek 3) °. Przekatne trapezu przecinaja sie w punkcie S. Pole trojkata
CDS jest rowne 1%, a pole trojkata ABS jest rowne 4. Oblicz pole trapezu.
Zadanie 4. Kule w stozku (6 punktéw)

Rysunek 4 - Kule w stozku

Przekroj osiowy stozka jest trojkatem rownobocznym.
Dhugos¢ boku tego trojkata jest rowna 10.

Whisano w niego 2 kule, tak jak na rysunku 4.

Oblicz promienie tych kul.

3 Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry 11
4 Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry II

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczen otwierajacych”
—,Wokot twierdzenia Talesa”

Bonus na rozgrzewke Dziewczeta z pomponami (7 punktow)

Na rysunku wida¢ 13 dziewczat z pomponami. Rozetnij rysunek wzdhuz linii przerywanych. Nastgpnie
zamien miejscami elementy A i B.

Teraz na rysunku widzisz 12 dziewczat. Udowodnilismy, ze 13 = 12!!

Ale przeciez wiesz, ze 12#13. Zatem znajdz btad i wyjasnij dokladnie, na czym on polega.

Zadanie na rozgrzewke Pom-pom girls (7 punktow) Rozwigzanie:

Na obrazku powstatym po przetozeniu czgséci A i B policzy¢ mozna 12 dziewczat, podczas gdy na rysunku
poczatkowym wida¢ ich 13. Mozna by, wigc pomysleé, ze 13 = 12. Dokladniejsze ogledziny pozwalaja
zauwazyc, ze:

Kazda dziewczynka z obrazka 1 ma jaki$ defekt :

Pierwsza nie ma nogi,

Druga nie ma ramion,

itp...

Kazdej brakuje 1/13 czesei postaci.

Przetozenie czgsci A, B i C powoduje powstanie 12 dziewczynek w pelnej postaci, poniewaz mamy

13 ,,postaci” po % dziewczynki. Skad réwnosé: 13-% =12.

Nic nie stracono, ani nic nie stworzono!

Punktacja
Czynno$é Etapy rozwigzania Punkty
A Ttumaczenie na jezyk polski 1
B Rozciecie rysunku 1
C Prawidlowe ztozenie rysunku 2
D Uzupelnienie réwnosci: 12 =13 1
E Zapisanie rozwigzania w jezyku obcym 2

Il compito di riscaldare Pom-pom girls (7 punti)

Soluzione:

Nella immagine formata sul rapporto tra A e B puo contare 12 ragazze, mentre la figura 13 mostra il
primo 13. Si potrebbe, in modo da pensare che 13 = 12. Esame piu approfondito si puo osservare
che: Ogni ragazza nella foto 1 ha un difetto: Il primo non ha gambe, Il secondo non ha le braccia,
ecc ... Ogni mancanti 1/13 del modulo. Rapporto tra A, B e C i risultati in un 12 ragazze in forma
completa, come abbiamo 13 "a" in 12/13 ragazze. Dove uguaglianza: 13*(12/13)=12. Nulla ¢ stato
perso, e nulla ¢ stato creato!

Punteggio
Azione Fasi soluzioni Punti
A Una traduzione in polacco di 1
B Tagliare figura 1
C Figura corretta presentazione delle due 2
D Supplemento uguaglianza 12 = 13 1
E Salvare la soluzione in una lingua straniera 2

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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Die Aufgabe, um sich aufzuwdrmen Pom-pom girls (7 Punkte)

Losung:

In das Bild auf das Verhéltnis der A-und B gebildet zéhlen kénnen 12 Médchen, wéhrend die
Abbildung zeigt den Anfang des 13. Sie konnten, so zu denken, dass 13 = 12

Weitere detaillierte Priifung konnen wir beobachten, dass:

Jedes Médchen auf dem Bild 1 hat einen Defekt:

Der erste hat keine Beine,

Die zweite nicht Arme,

etc. ..

Jedes fehlende 1/13 des Formulars. Verhéltnis von A, B und C fiihrt zu einer 12 Médchen in
vollstindiger Form, wie wir 13 "a" in 12/13. Médchen zu haben 13*(12/13)=12.

Wo Gleichheit:.Nichts war verloren, und nichts wurde erstellt!

Wertung
Aktion Stages Losungen Punkte

A Ein polnischer Ubersetzung von 1

B Rip Abbildung 1

C Richtig Einreichung Abbildung 2

D Supplement Gleichheit 12 = 13 1
Speichern Sie die Losung in einer

E 2
Fremdsprache

La tache de réchauffer Pom-pom girls (7 points)

Solution:

Dans I'image formée sur le rapport entre A et B peut compter 12 filles, tandis que le chiffre indique
le début 13. Vous pourriez, si I'on pense que 13 = 12

Un examen plus détaillé de ce que nous pouvons observer:

Toutes les filles a I'image 1 a un défaut:

Le premier n'a pas de jambes,

Le second n'a pas de bras,

etc ..

Chaque manquant 1/13 de la forme. Ratio de A, B et C entraine une période de 12 filles en forme
compléte, que nous avons 13 «a» 12/13 chez les filles. Ou I'égalité: 13*(12/13)=12

Rien n'était perdu, et rien n'a été créé!

Points
Action Solutions Stages Points
A Une traduction polonaise sur 1
B Cooper la figure 1
C La figure correcte soumettre deux 2
D L'égalité Supplément 12 = 13 1
E Enregistrez la solution dans une langue étrangére 2

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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The task to warm up Pom-pom girls (7 points)

Solution:

In the image formed on the ratio of the A and B can count 12 girls, while the figure shows the early
13", You might, so to think that 13 = 12. More detailed examination of we can observe that: Every
girl in the picture 1 has a defect:

The first does not have legs,

The second does not have arms,

etc. ..

Each missing 1/13 of the form. Ratio of A, B and C results in a 12 girls in complete form, as we
have 13 "a" 12/13 in girls. Where equality: 13*12/13=12.

Nothing was lost, and nothing was created!

Scoring
Action Stages solutions Points
A Polish translation of 1
B Cut figure 1
C Correct submitting Figure 2
D Supplement equality 12 = 13 1
E Save the solution in a foreign language 2

La tarea de calentar Pom-pom girls (7 puntos)

Solucién:

En la imagen formada sobre la relacion entre la A y B pueden contar 12 nifias, mientras que la
figura 13 muestra el temprano. Es posible, por lo que creo que 13 = 12

Un examen mas detallado del que podemos observar que:

Todas las chicas en la foto 1 tiene un defecto:

El primero no tiene piernas,

El segundo no tiene brazos,

etc ...

Cada falta 1/13 de la forma.

Relacion entre A, By C resulta en un 12 nifias en forma completa,

ya que tenemos 13 "a" 12/13 en las nifias. Donde la igualdad:.13*12/13=12
Nada se pierde, nada se crea y se!

Puntaje
Accion Etapas soluciones Puntos
A Una traduccion polaca de 1
B Cortar figura 1
C Correcta presentacion de la figura 2
D Igualdad Suplemento 12 = 13 1
E Guarde la solucion en una lengua extranjera 2

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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Zadanie 1. Kwadratura (3 punkty)

E F
C
b
W =
Dt A 5 G B
Rysunek 5 — Kwadratura prostokata
Przyjmujemy oznaczenia (jak na rysunku 5)°
' 2
|AD| = ‘AD ‘ =y oraz |AB|=X; P, asco =X Y Puysere =|AE]|
Dowéd:
V Zauwazmy, Ze:
AAD'E ~ AAEB (kk)
‘AE‘ X
zatem —— = — |
y |AE
stad ‘AE‘2 =X-Y,
co oznacza, ze Poagrg = PDABCD A
Punktacja
Czynno$é Etapy rozwigzania Punkty
A Stwierdzenie podobienstwa trojkatow 1
B | Wskazanie odcink6w rownych 1
C Zapisanie odpowiedniej proporcji i przeksztalcenie jej do tezy zadania 1
% Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry II
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"” 18
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Zadanie 2. Romb w tréjkacie (8 punktow)

Zadanie 2a

A D B
Rysunek 6 — Romb w trojkacie — zadanie 2a

Czworokat ADEF (rysunek 6)° jest rombem,
zatem: |AD|=|FE| = |ED|=|FA| (*)

Dowéd:
. . . |FE ‘DB‘
V Zauwazmy, ze AFEC ~ ADBE (kk); wigc —— =-——.
[FC| |DE|
Uwzgledniajac (*) otrzymujemy, ze M = @
" FC| |AD|
zatem |AD|* =|FC|-|DB| A
Punktacja
Czynno$é Etapy rozwiazania Punkty
A Stwierdzenie podobienstwa trojkatow 1
B Zapisanie odpowiedniej proporcji 1
c Podstawier_lie odcinkow rownych dtugosci i przeksztalcenie proporcji do 1
tezy zadania
6 Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry II
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"” 19
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Zadanie 2b

A D B
Rysunek 7 — Romb w trojkacie — zadanie 2b

Czworokat ADEF (rysunek 7) jest rombem, zatem: |AD| =|FE| = |ED| =|FA| (**)

Dowod:
V' Zauwazmy, ze AFEC ~ AABC (kk), stad:

ICF| |AC| ICF| |AC|
—=r——,ale —+1=—+1,
|AD|  |AB| |AD| |AB|
. |CF|+|AD| |AC|+|AB|
wiec =
|AD| |AB|
Na mocy (**) mamy:
(CF |+ AD| = [CF +[FA| =| AC]  skad |°S] _[ACL*+IA8]
AD| " [AB

. . . 1 .
Obie strony tej rOwno$ci mnozymy przez @, wiec:

IAC| 1 |AC|+|AB| 1 L1 |AC|+|AB]| N |AC| .
|AD| |AC]| |AB|  |AC]| AD |AB|-|AC| ~ AD |AB|-|AC| |AB|-|AC]|
.1 1 1
czyli —=+—+—.
AD ‘AB‘ ‘AC‘
Punktacja
Czynno$é Etapy rozwiazania Punkty
A Stwierdzenie podobienstwa trojkatow 1
B Zapisanie odpowiedniej proporcji 1
C Utworzenie przej$cia rachunkowego do tezy zadania, po 1 punkcie na krok 3
" Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry II
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Zadanie 3. Pola w trapezie (5 punktow)

D C

A a B
Rysunek 8° — Trojkaty w trapezie
Dane i oznaczenia:
Trapez ABCD, w ktorym:

P — pole trapezu ABCD \AB\ —a Pups =1=P,
|AC|[BD| =S} cD|=b P =4=P,
Szukane:

P=2.
Rozwiazanie:

V ACDS ~ AABS (kk) w skali s.
Stosunek pdl figur podobnych réwny jest kwadratowi skali podobiefistwa, czyli:

P

R ol_e stad 52=138=
P, 4 4
\DC\_B

Poniewaz:
|AB|

1
stad b==a
W=y

1 3
a+>a ~a
P:LHb)h,czyli —2 ph=2_.
2 2 2

Zatem
_ 3ah 12

1 . 3
p=—/ ale P =—a-—h=>ah=4, wiec ah=12 i pole trapezu: P=—-12=9 A
4 mes =59 3073 wiee pole trap 4

Odpowiedz:
Pole trapezu jest rowne 9.

Punktacja

Czynno$é Etapy rozwigzania

Punkty

Stwierdzenie podobienstwa trojkatow

Wyznaczenie skali podobienstwa

Zapisanie pola trapezu za pomocg dlugosci jednej podstawy i wysokosci
trapezu

Wyznaczenie pola jednego z trojkatow

mol O |w>

Wykorzystanie tych zwiagzkéw do wyliczenia pola trapezu

8 Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry II
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Zadanie 4. Kule w stozku (6 punktow)

Rysunek 9 — Przekrdj stozka z kulami

Dane i oznaczenia: (Rysunek 9)°

AABC jest rownoboczny:

\AB\ = \BC\ = \AC\ =10

‘SC‘ =53 - wysoko$é w A;

‘KS‘ = ‘KL‘ = 3. promien okregu wpisanego w Aréwnoboczny;
Oblicz:

- promien mniejszej kuli;

- promien wigkszej kuli

Rozwiazanie:

V ASBC ~ AKLC ~ AMNC (kk), stad

[sB| _ [KI| _|MN] 5 IMN|
,ale [CM| =[SC|-2- zatem —=—

BC| [cK| 10 55— 10[

\'V'N\

wige 10-|MN|=5. (SI MNJ czyli 15MN| = 2 ‘f stad [MN| = 5*f

Odpowiedz:

5f
9

Promienie kul sa rowne 53 oraz -~

Punktacja
Czynno$¢ Etapy rozwigzania Punkty

A | Wyznaczenie wysokosci stozka 1
B Wyznaczenie promienia wiekszej kuli 1
C Stwierdzenie podobienstwa trojkatow 1
D Zapisanie odpowiedniego zwiazku migdzy bokami trojkatow podobnych 2
E Wyznaczenie dlugosci promienia matej kuli 1

9 Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry II
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Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” -, Wokét twierdzenia Talesa”
Zadanie 1 %°

e Przetlumacz tre$¢ zadania na jezyk polski;
e Rozwiagz zadanie
e Rozwigzanie zadania nalezy poda¢ w wybranym wczesniej jezyku

C

A , B
D
Rysunek 10 — Trojkat prostokatny
Exercise 1. The catheti and the hypotenuse... (3 points)

Prove that in the right-angled triangle the length of each leg is the geometric mean of its
perpendicular bisector and the length of the hypotenuse.

\AC\ = \ADHAB\ i \BC\ = \BDHAB\
Aufgabe 1. Katheten - und Hypotenusen... (3 Punkte)

Beweise, dass in einem rechteckigen Dreieck die Lénge jeder Kathete ein geometrischer Mittelwert
der Lénge ihrer senkrechten Projektion auf die Hypotenuse und auf die Lénge der Hypotenuse ist.

|AC| = ([AD[-[A8] | |6c| = B0 [AB
Devoir nr 1. Catheéte et hypoténuse... (3 points)

Démontre que dans le triangle rectangle chaque cathéte est moyenne géométrique entre son projeté
orthagonal sur I’hypoténuse et I’hypoténuse entiére.

\Ac\z \ADHAB\ i\BC\: \BDHAB\
Compito 1. Cateied ipotenuse ... (3 punti)

Prova che nel triangolo rettangolo la lunghezza di ogni cateo ¢ una media geometrica della
lunghezza della sua proiezione ortogonale sull’ipotenusa e della lunghezza dell’ipotenusa.

|AC| = /|AD|-|AB| i |BC| = /|BD|-|AB|
Problema 1. Catetos e hipotenusas... (3 puntos)

Demuestra que en el triangulo rectangulo la longitud de cada cateto es la media geométrica de la
longitud de su proyeccion sobre la hipotenusa y la longitud de la hipotenusa.

AC| = |[AD] [AB]  [ec| - |[BD] A8

10 Zaczerpnigto z [2]; strona 160; nr 43b
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Zadanie 2. Kwadratura? (5 punktéw)™

Zbuduj kwadrat, ktorego pole jest rowne polu danego:

a) Trojkata
C
A B
Rysunek 112 — Trojkat do kwadratury
b) Pigciokata
E
D
A
c

B
Rysunek 12*° — Pigciokat do kwadratury

Zadanie 3. Wykapany... tréjkat (2 punkty)*
Zbuduj trojkat o danym obwodzie s, podobny do danego trojkata.

5

Rysunek 13" — Tréjkat i odcinek
Zadanie 4. Wykapany... prostokat (3 punkty)®

Zbuduj prostokat podobny do danego prostokata, ktorego jednym z bokow jest dany odcinek X.

x

a
Rysunek 14" — Prostokat i odcinek do ,,wykapanego prostokata”

™ Zaczerpnigto z [2]; strona 160; nr 47b, 47¢

12 Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry I
8 Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry I
u“ Zaczerpnigto z [2]; strona 161; nr 51

5 Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry |1
16 Zaczerpnigto z [2]; strona 161; nr 52

7 Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry IT

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

24



ﬁ UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI p m europesski RS
FUNDUsZ 5POLECZNY (NI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC

Zadanie 5. Narzedzie i... (3 punkty)™®
W trapezie poprowadzono przekatne dzielac go na 4 trojkaty.

D b C
A a B
Rysunek 15 — Narzedzie i...
Wykaz, ze:
Pole AABD = Pole AABC Pole AASD = Pole ABSC AABS ~ ADCS

Zadanie 6. ...jego zastosowanie (5 punktéw)”

Dany jest trapez ABCD. Pole ACDS jest rowne 2, a pole AABS jest rowne 8.
Jaka czg$cig pola trapezu sg pola trojkatow ABS, CDS, ASD, CSB?
Zadanie 7. Mata analogia (3 punkty)®

Punkt M jest $rodkiem boku CD réwnolegloboku ABCD.
Jaka czes¢ pola rownolegtoboku stanowi pole AABN?

D M C

a
Rysunek 16% — Rownoleglobok — mata analogia

Zadanie 8. Batwanek w piramidzie (6 punktéw)

Na dwoch kulach stycznych zewngtrznie opisano ostrostup prawidtowy, czworokatny o krawedzi
podstawy dtugosci 10 i wysokosci 12.
Jakie sa promienie tych kul?

a=10
Rysunek 17% — Batwanek w piramidzie

18 Zaczerpnigto z [3]; strona 353; przyktad 2

9 Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry I
2 Zaczerpnigto z [3]; strona 408; zmieniono zadanie na bazie zadania 30

= Zaczerpnigto z [4]; strona 30; nr 86

2 Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry II
= Zaczerpnigto z [5]; strona 76; nr 287

2 Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz W programie Cabri Geometry |1
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Zadanie 9. Bilard (5 punktéw) *

Rysunek 18 - Bilard
Na rysunku (rysunek 18) pokazano jak kula bilardowa odbija si¢ od bandy.

Stot jest prostokatem o wymiarach 1,4m X 2,8m. W jego $rodku umieszczamy kulg.

Kula powinna zosta¢ tak uderzona, aby odbita sie po kolei od trzech band i wpadta do jednego
Z czterech otwordw, ktore znajduja si¢ w rogach stotu.

Narysuj na arkuszu rozwigzan stol bilardowy w skali 1:40.

Skonstruuj droge kuli pozostawiajac wszystkie linie pomocnicze!

Zadanie 10. Problem nakretki (5 punktow)?®’

Wigkszo$¢ nakretek do butelek ma ksztatt stozka $cietego. W nakretce przedstawionej na rysunku
14 mniejsza $rednica wynosi 3cm. Bok nakretki ma szerokos$¢ 1cm. Jesli potoczymy nakretke po
stole, to zakresli ona pierscien kotowy, ktdrego wewngtrzny promien wynosi 30cm.

Iem

Tem

Rysunek 19% — Przekroj nakretki

Rysunek 20 — Toczenie nakretki

Oblicz wigksza $rednice nakretki

5 Zaczerpnigto z [1]; strona 83; nr 6
® Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry Il

2z Zaczerpnigto z [1]; strona 84; nr 12
% Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry II
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Zadanie 11. Trzecia cze$¢ (5 punktow)®

Oto metoda, ktora pozwala znalez¢ 1/3 dlugosci przekatnej prostokatnej kartki papieru tylko przez
jej zginanie.

A J B
3
7] |N
M 2l
4
D K C

Rysunek 21% — Trzecia czg$¢ przekatnej prostokata

Zaginaj kolejno kartke:
o wzdhuz przekatnej (1)
e wzdhuz osi symetrii (2)
o wzdhuz linii (3) jak pokazano na rysunku
o wzdhuz linii (4) jak pokazano na rysunku
Linia czwartego zagiecia daje 1/3 dlugosci.
Uzasadnij poprawno$¢ tej metody.
Zadanie 12. Marzycielstwo (5 punktow

)31

Powoli konczy si¢ lekcja. Zazie patrzy przez okno i doktadnie przez dwie sekundy widzi swego
kolegg Prospera przejezdzajacego na motorze.

Zazie siedzi w odleglosci 1m od okna o szerokosci 1m.

Ulica przebiega rownolegle do fasady szkoty, w odleglosci 25m od niej.

Zazie zastanawia si¢: Czy Prosper przekroczyt dopuszczalng na tej ulicy predkos¢ 50km/h?
Odpowiedz na pytanie Zazie. Uzasadnij swoja odpowiedZ odpowiednimi obliczeniami.

2 Zaczerpnieto z [1]; strona 110; nr 3
30 Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry Il
81 Zaczerpnigto z [1]; strona 135; nr 12
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Rozwiazania oraz schemat punktacji zestawu , Rozwigzmy razem”

— ,,Wokot twierdzenia Talesa”

Zadanie 1. Przy- i przeciwprostokatne (3 punkty)

Udowodnij, ze w trojkacie prostokatnym dtugosé¢ kazdej przyprostokatnej jest srednig
geometryczng dlugosci swojego rzutu prostopadtego na przeciwprostokatng i dtugosci

przeciwprostokatne;j.
Szkic rozwiazania

5

Rysunek 22 — Trojkat prostokatny

Dane:
AABC prostokatny: (rysunek 22)*
|« ACB|=90°;
odcinek CD jest wysokoscia trojkata
Wykaz, ze:
|AC| = | AD|-|AB| oraz |BC|=/|BD|-|AB
Dowéd:
¥ Z podobiefistwa trojkatow: AADC ~ AABC (kk) otrzymujemy:
|AD| |AC]| 2
22 |Ac| =|AD| | AB| = |AC| = [AD|-|AB]
|AC| |AB|
analogicznie z podobiefistwa trojkatow: ABDC i AABC (kk) otrzymamy, ze:
|BC|=/|BD|-|AB| A
Punktacja
Czynno$é Etapy rozwigzania Punkty
A Stwierdzenie podobienstwa trojkatow z uzasadnieniem 1
B Zapisanie proporcji 1
B Sformutowanie wniosku(przeksztatcenie proporcji) 1

%2 Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry II
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Exercise 1. The catheti and the hypotenuse... (3 points)

C
Date: AABC;
[ ACB|=90" | Jicate that: ACI=+I1ADI-[AB] S g |BC|=/BD|-|AB| ) )
Proof: V The similarity of triangles: D

AADC ~ AABC (kk) is:

|AD| _[AC|

|AC| |AB| 1o |ac|’ :\ADHAB\Skqd |AC|= |/[AD|-|AB|

by analogy with the similarity of triangles: ABDCand AABC (kk) are:

Scores

Picture 22 — Triangle

|BC|=[BD]-[A8| ,

Activity Stages of solutions Points
A The justified indication of the similarity of triangles 1
B Taking down the ration 1
C The gording of the conclusion (conversion ratio) 1

Aufgabe 1. Katheten und Hypotenusen (3 Punkte)

|< ACB| = 90° /_/i
A, B
Beweise, dass: |AC| = |AD|-|AB| und\BC\: \BDHAB\. 5

Beweis:  Aus Ahnlichkeit von Dreiecken: AADC ~ AABC (kk) bekommen wir:

Angaben: AABC rechteckig,

|AD| B |AC|

Zeichnung 22 — rechteckiger Dreieck

|AC| " [AB[ = |AC|" =|AD|-|AB| , |AC|=|[AD]-[AB]

" BC|=,/|BD|-|AB
analog aus Ahnlichkeit von Dreiecken: ABDC i AABC (kk) bekommen wir, dass: ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ A

Punktwertung
Tatigkeits
& Etappe der Aufgabenlosung Punktenzahl
nummer
A Feststellung der Ahnlichkeit von Dreiecken mit Begriindung 1
B Einschreiben von Proportionen 1
C Formulierung des Schlusses( Transformation von Proportionen) 1
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"” 29
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Exercice nr 1. Cathétes Et Hypoténuses... (3 points)

— ono
Données: AABC rectangle; [« ACB| =90 A
Démontre quo [AC|=IADI-[AB] g [BC|=[BD]-[A8] ’ ’

D

Démonstration: Vde la similitude des triangles AADC ~ AABC Dessin 22 - triangle rectangle

[#D]_[AC|

- 2
(kk) on obtient : [AC| | AB| = |AC|" =|AD|-[AB| = |AC|=|AD|AB| réciproquement de la similitude

des triangles ABDC i AABC (kk) on obtient que: [2¢/=V/BPI1A8] o

Pointage
Numéro de I’activité Solution étape par étape Points
A Constatation de la similitude des triangles avec démonstration 1
B Noter les proportions 1
C Formuler la déduction (transformer les proportions) 1

Esercizio 1. Cateti Ed Ipotenuse... (3 punti)
— on°
Dati: AABC rettangolo [« ACB| =90 AAB

D

Dimostra che: ‘AC‘: ‘ADHAB‘ nonché ‘BC‘:\/‘BDHAB‘ Fig. 22 — Triangolo rettangolo

Dimostrazione:
V Dalla similitudine dei triangoli: AADC ~ AABC (kk) riceviamo:
|AD| |AC|

AC| ~ |a8| —, |AC|" =|AD|-|AB| _, |AC|=|AD]-|AB]

analogicamente dalla similitudine dei triangoli: ABDC e AABC (kk) otterremo, che:

/Bc|= [BO[[A8]

Punteggio:
N. attivita Fasi della soluzione Numero di punti
A Affermazione di similitudine dei triangoli con la dimostrazione 1
B Scrittura delle proporzioni 1
C Formulare la deduzione (trasformazione della proporzione) 1

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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Tarea 1. Los Catetos Y Las Hipotenusas (3 puntos)

DATOS: AABC rectangulo; [« ACB|=90°
Demuestra que: |AC|=y|AD | AB| y [BCl=1IBD[-|A8]
Comprobacion: V De la semejanza de triangulos: AADC ~ AABC (kk) sacamos:

|AD] _|Ac]

|AC| ~[AB| = |AC|" =|AD|-|AB| — |AC|=[AD[|AB|

ABDC i AABC (kk) sacamos, que: [B¢1=V/BOI-[AB[ o

analogicamente, de la semejanza de triangulos:

Puntuacion

Numero de . Cantidad de
L Etapas de la solucion de la tarea

la actividad puntos
A Constatacion M la semejanza de tridngulos con justificacion 1 [Komentarz [W1]:
B Demonstracion de las proporciones 1
C Formacion de la conclusion (transformacion de la proporcion) 1
D Presentacion de la respuesta y su traduccion en la lengua extranjera 1

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"” 31
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Zadanie 2. Kwadratura? (5 punktow)

2a) Dane i oznaczenia: (rysunek 23%)

Rysunek 23 — Trojkat do kwadratury

X - bok szukanego kwadratu, wtedy x? to jego pole

- —
|eh _ ~2ch

I~ -
2 2

ch 2 ch
Pyapc = 2atemx® = —, stad x =

Rysuj¢ potokrag o srednicy dtugosci: 2¢ + h.

Odcinek jest ¥ prostopadty do $rednicy i wystawiony w punkcie wspdlnym odcinkow 2¢ oraz h,

Mamy, wiec: ¥* = 2x , czyli y = V2¢ch zatemy = 2x.
Szukany kwadrat, to kwadrat o boku x gdzie x = =

-
2

y.

[ . I

Rysunek 24 — Konstrukcja odcinka,
ktorego dtugosc rowna jest dtugosci boku kwadratu

Punktacja:
Czynnosé Etapy rozwiazania Punkty
A Zapisanie zwigzku m. polami trojkata i kwadratu 1
B Wyznaczenie y i zbudowanie kwadratu o boku y/2 1

* Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry 11
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2b)

Dany pieciokat ABCDE (Rysunek 25*) dzielimy na
trojkaty:

AABC; AACD i AADE

Niech pole pigciokata wynosi P

Wtedy P =P, agc + P, aco + P, ADE

P :E(Xh1 +xh, +yh,)=ab+ac+ad =a(b+c+d)
Stad 2
Pole pigciokata jest rowne polu prostokata o bokach
dtugosci:

aoraz (b+c+d). B
Obieramy dowolny odcinek @ .\Wyznaczamy odcinek b spetniajgcy warunek:
1 R
2% AR pamy

Rysunek 25 — Pigciokat do kwadratury

|
N | <

_b _05x-h,
. t0 @ Mogkad  a
Konstrukcje odcinka & ilustruje rysunek 26%
Postepujac analogicznie konstruujemy:

Odcinek ¢, spetniajacy warunek: %xhg =ac.

x
2a

=

. L1 : 0.5xk
Z réwnosci =xh, = ac otrzymujemy ¢ = —=2,
= a
.7 .. 1
Nastepnie d, spetniajacy warunek: ~xy = ad. )
. S S _ 05y =
Z TOWROSCL 5 XY = ad wyznaczamy d = a = Rysunek 26 — Konstrukcja odcinka b

Pole danego pigciokata jest rowne polu prostokata
0 jednym boku a i drugim rownym sumie (& + ¢ + d) , zatem pole szukanego kwadratu jest rowne
a-(b+ c+ d). Niech bok szukanego kwadratu wynosi z, wtedy Po = Z7 i

Po=a-(b+c+d)stadz® =a- (b+c+d).

Konstruujemy odcinek Z spetniajgcy ten warunek - konstrukcja analogiczna jak w 1a)
Nastepnie budujemy kwadrat o boku dtugosci z.

Punktacja:
Czynno$é Etapy rozwigzania Punkty
A Zapisanie zwigzku m. polami pigciokata i kwadratu 1
B Zamiana pola pi¢ciokata na pole prostokata 1
C Konstrukcja zmieniajaca pole prostokata w pole kwadratu 1

34 Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry Il
% Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry II
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* 4 x

Zadanie 3. Wykapany... tréjkat (2 punkty)
Dane: AABC; Odcinek 5.

~ Rysunek 27 — Dany trojkat
Dany odcinek $=DE dzielimy proporcjonalnie do bokow trojkata ABC.
D bt ¥ z

e
T

Rysunek 28 — Podziat odcinka 5 na odcinki proporcjonalne do bokéw danego tréjkata.

Nastepnie konstruujemy trojkat, ktoérego bokami sg otrzymane odcinki: x; ¥; z .

Punktacja
Czynnosé Etapy rozwigzania Punkty
A Zastosowanie twierdzenia Talesa do podziatu odcinka s 1
B Zbudowanie trojkata o uzyskanych bokach 1

Zadanie 4. Wykapany... prostokat (3 punkty)

Dane:
Prostokat o bokach dtugosci a i b oraz odcinek X.
Polecenie:
Zbuduj prostokat, podobny do danego prostokata, ktorego jednym z bokéw jest dany .
Szkic konstrukcji jest przedstawiony na rysunku 29%
X

X
Rysunek 29 — Konstrukcja prostokata podobnego do danego

Punktacja
Czynno$¢ Etapy rozwigzania Punkty
A Skonstruowanie prostokata spelniajacego warunki zadania 3

% Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry II

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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* 4 x

Zadanie 5. Narzedzie i... (3 punkty)

Dane:
p P ¢
h
A a B
Rysunek 30%" — Zwiazki w trapezie
Trapez ABCD, w ktorym:

|AB|=a. |DC|=b.

wysoko$é wynosi h

oraz ACNBD ={s}

Dowody:
1 ah

v P,.ABD = 2 = PAABCA
VP, asp =P, a8p- P, aBs =P, asc-P, ass =P, BscA
7 AABS ~ ACDS (kk) A

Punktacja
Czynno$é Etapy rozwigzania Punkty
A Wykazanie rownosci pdl a) 1
B Wykazanie rownosci pol b) 1
C Uzasadnienie podobienstwa trojkatow 1

s Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry IT

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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o
* .

*

*

* .
* 4 x

Zadanie 6. ...jego zastosowanie (5 punktow)

Dane: Trapez ABCD,

|AB|=a. |DC|=b

AC NBD ={s}

A a B
Rysunek 31% — Trapez i trojkaty

; wysoko$¢ wynosi h

PACDSZZZPloraZ PAABS:8:P2
AABS ~ ACDS (kk) w skali s.
Stosunek pdl figur podobnych rowny jest kwadratowi skali podobienstwa,

2 _F B

Zatem st ===

an

Zatem:

Paags to
8 4

=1_g=12_8=4

P,

:—:§:4,wi¢05=25:2

P 2

a-2h =28, wigc ah = 24;

Pupgcp =8+4+4+2=18

18 9 pola trapezu.

Paasp=Pagsc to
4 2

18 9 pola trapezu’

4 2

PAnsp=Papsc t0 18 9 pola trapezu.

Punktacja
Czynnos¢ Etapy rozwiazania Punkty
1 Stwierdzenie podobienstw trojkatow i uzasadnienie go 1
2 Wskazanie skali podobienstwa 1
3 Wyznaczenie pol trojkatow sktadowych 2
4 Obliczenie pola trapezu 1

% Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry II

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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Zadanie 7. Mata analogia? (3 punkty)

Dane:
Roéwnolegtobok ABCD, w ktérym:

|E| = a; wysokos$¢ jest rowna h
Punkt M jest $rodkiem CD oraz AM n BD = {N}
Szukane:
Jaka czg$¢ pola rownolegloboku stanowi pole AABN?

D M C

Rysunek 32%° — Rownolegtobok do malej analogii

Rozwiazanie:
Z podobienstwa AABN ~ AMDN (kk)wynika,
ze s = 128 _
| D]
Pypcp = ah;
1 2 1 1
Py = 2a~§h :gah =Py
Odpowiedz:

Pole trojkata ABN stanowi 3 pola réwnolegtoboku.

Punktacja
Czynno$é Etapy rozwigzania Punkty
A Stwierdzenie podobienstw trojkatow i uzasadnienie go 1
B Wyznaczenie pola trojkata 1
C Sformutowanie odpowiedzi 1

® Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry 11

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego
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Zadanie 8. Batwanek w piramidzie (6 punktow)

a=10

Rysunek 33%_ Kule zewnetrznie styczne wpisane w ostrostup prawidlowy czworokatny
Dane: (Oznaczenia jak na rysunku 33)
Ostrostup prawidtowy czworokatny. Dwie kule styczne zewnetrznie wpisane w ten czworo$cian;
Wysoko$¢ ostrostupa: [E@| = r = 12; dlugoé¢ krawedzi podstawy czworoscianu a =10
Oblicz
promienie tych kul: [MN|=? |KL|=2
Rozwigzanie:

V' AAOB jest prostokatny;

ON:%a:s

Zatem z twierdzenia Pitagorasa: \AB\2 = \ONZ + \BO\Z. Stad \AB\2 =122 +52 =169,
Z podobienstwa trojkatow AOAB ~ AKLB ~ AMNB (kk) otrzymujemy:

AB|=13

oA _ kY 5 _ Ky 10
——=1—:, ale |BK| =|BO| -|KL| =12 —|KL]|, zatem -~ = —— — stad |KL| ="
\AB\ \BK 13 lZ—\KL 3
[OA _ |MN]| 5 [MN|
8 " el e |BM|=|BO| - 2:|KL|-|MN], zatem T
[AB| | 3 12-2_wN|
3
stad ‘MN‘ = 40
27
Odpowiedz:
L 10 . 40
Promienie kul wynosza: ‘KL‘ = 3 natomiast ‘MN‘ = > A
Punktacja
Czynno$¢ | Etapy rozwigzania Punkty
A Wykonanie rysunku z zaznaczonym przekrojem i oznaczeniami 1
B Obliczenie potrzebnych odcinkow 1
C | Uzasadnienie podobienstwa trojkatow 1
D Zapisanie proporcji wynikajacej z podobienstwa 1
E Wyznaczenie promienia wigkszej kuli 1
F Powtdrzenie rozumowania dla mniejszej kuli 1

40 Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry Il
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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Zadanie 9. Bilard (5 punktow)

Rysunki 34** i 35* pokazujg dwa rozwigzania. Pozostate rozwigzania sg symetryczne.

Rysunek 35 — Bilard drugie z rozwiazan
¥

Rysunek 34 — Bilard - jedno z rozwiazan

Punktacja :
Czynno$é Etapy rozwigzania Punkty
A Wykonanie konstrukcji 4
B Staranny rysunek z zachowana skala 1

4 Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry II
“2 Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry II

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego
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Zadanie 10. Problem nakretki (5 punktow)

Dane:
B c |0B|=30cm

30cm P ‘AB‘ =1lcm
0 IBC|=3cm
A

Tem Szukane:
Rysunek 36*° — Problem nakretki ‘AD‘ =7?

Rozwigzanie:
Z danych zadania mamy |OA =|OB|+|BA| =31
Z twierdzenia Talesa:
OA _|AD| . 31 _[AD|
08|~ fec] B

>

igc — =
30 3
Zatem: |AD|=31cm

Odpowiedz:
Wigksza $rednica nakretki jest rowna 3,1 cm A

Punktacja :

Czynno$é Etapy rozwigzania Punkty
A Wykonanie rysunku zgodnego z sytuacjg w zadaniu i 0znaczeniami 2
B Obliczenie potrzebnych odcinkow 1
C Zapisanie proporcji wynikajacej z twierdzenia Talesa 1
D Wyznaczenie dtugosci odcinka 1
Zadanie 11. Trzecia czes¢ (5 punktow)

V Przyjmujgc oznaczenia jak na rysunku 374 i stosujac 3
twierdzenie Talesa dla AAIM i ACIB otrzymujemy: 2 [N
I
= ===, zatem |IC| = 2 Al| oraz |AC| =3Al| 1
icl[cel 2 ()
W AAIJ i AACB mamy: D K C

1 1 Rysunek 37 — Trzecia czg$¢ przekatnej prostokata
|AJ| :E\AB\ oraz \AI\:g\AC\ A

Punktacja
Czynno$é Etapy rozwiazania Punkty
A Wykonanie rysunku zgodnego z sytuacja w zadaniu i 0znaczeniami 1
B Zapisanie proporcji wynikajacych z twierdzenia Talesa 1
C Obliczenie stosunkow potrzebnych odcinkow 1
D Wyznaczenie dtugosci odcinka AJ=1/3AB 1

3 Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry Il
4 Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry 11

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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Zadanie 12. Marzycielstwo (5 punktow)

D c G Linia jezdni
1
i
1
i
i
i
'
i
. . i
Linia okna i budynku B AlH
i
|
okno Zazie

Rysunek 38 — Problem Zazie

Dane:
Oznaczenia jak na rysunku 38%

‘ZH‘ =im odleglos¢ Zazie od okna

[HGI=25M _ qlegtosé jezdni od szkoly

|AB[=1m _ szeroko$¢ okna

t = 2s - czas obserwacji = czas trwania ruchu Prospera
Rozstrzygnij:
Czy Prosper przekroczyt dozwolong predkosé 50 kTm ?

Rozwiazanie:
V IDC| - droga, jakg przebyt Prosper w ciggu 2s.

; 5o |DEL _ 1261 1Del _ 1+25 =
Zauwazmy, ze am| = |2z stad = . Zatem [DC| = 26¢cm.

Prosper w ciagu 2s przebyl droge 26m, zatem poruszat si¢ z predkoscia:
. |DC] _26m

t 2—=13m/s=0,013-3,6km/h~46,8km/h
S

Odpowiedz:
Prosper nie przekroczyt dozwolonej predkosci 50 km/h, poniewaz poruszat si¢
z predkoscia: 46,8 km/h A

Punktacja
Czynnos$¢ Etapy rozwigzania Punkty
A Wykonanie rysunku zgodnego z sytuacja w zadaniu i 0znaczeniami 1
B Zapisanie proporcji wynikajacych z twierdzenia Talesa 1
C Obliczenie dlugosci potrzebnego odcinka 1
D Zamiana, ujednolicenie mian 1
E Wyznaczenie dlugosci odcinka AJ=1/3AB 1
* Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry I
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"” a1
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Pakiet M-1.2 ,,Czy logiczne jest logiczne?”

I. Tresci merytoryczne:

e dzialania na zbiorach (suma, iloczyn, réznica, réznica symetryczna),
e moc zbioru,
e obliczenia procentowe.

Il. Cele szczegétowe:

e Kksztalcenie umiejetnosci rozumowania przez analogie,

o Kksztalcenie i doskonalenie umiejetnosci logicznego my$lenia,

e ksztalcenie i doskonalenie umiejetno$ci analizy i syntezy,

e ksztalcenie i doskonalenie umiejetnosci stosowania regut wnioskowania,

o ksztalcenie umiejetnosci doboru modelu i narzedzia matematycznego do sytuacji
problemowej,

e ksztalcenie umiejetnosci oceny wiarygodnosci danych.

Ill. Proponowane metody i formy pracy

Metoda: praca w grupach, burza mézgow.
Forma pracy: wspolnym frontem.
Srodki dydaktyczne: karty pracy, gry dydaktyczne.

IV. Przebieg zajec

Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obecno$ci).

Podziat uczniow na zespoty zadaniowe (grupy 4 - 5 osobowe).

Wybdr liderow, sekretarzy, asystentow poszczegdlnych grup.

Rozdanie kazdej z grup zestawow ¢wiczen otwierajacych oraz materiatdw potrzebnych do
rozwigzywania zadan.

5. Rozwiazywanie ¢wiczen przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.

6. Przedstawienie i porownanie rozwigzan zadan przez przedstawicieli grup.

7. Zebranie kart z rozwigzaniami.

bl e N

Bibliografia do ,,Cwiczen otwierajacych”

[1.]Pawtowski H., Zbidér zadan dla liceum ogdlnoksztatcacego, liceum profilowanego
i technikum Linia 1 ponadstandardowa, Wydawnictwo OPERON, Gdynia 2003

[2.]JRams S., Rams T., Matematyka bez granic, cze$¢ I, Nowy Sacz 2003

[3.]http://www.xlo.pl/~matematyka/strony/zad _2005.html

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”

wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 42


http://www.xlo.pl/~matematyka/strony/zad_2005.html

UNIA EUROPEJSKA Ll
KAPITAL LUDZKI l m europEssk (RS
FUNDUSZ SPOLECZNY Ha

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC

Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)

Lo

Uczniowie siadaja we wczesniej ustalonych zespotach zadaniowych.

Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawu zadan ,,Rozwigzmy razem”.

3. Uczniowie dokonuja podziatu, ktora grupa bedzie rozwigzywala dane zadanie. Uczniowie
powinni pocigé¢ zestaw zadan i rozdzieli¢ zadania do odpowiednich grup.

4. Kazda grupa rozwigzuje zadania samodzielnie. Po rozwigzaniu zadania uczniowie redaguja
odpowiedz na karcie odpowiedzi.

5. Jezeli dana grupa zakonczy prace, to jej czlonkowie powinni przytaczycé si¢ i pomoc
W rozwigzywaniu innym grupom.

6. Nauczyciel zbiera karty odpowiedzi.

7. Zakonczenie zajgc.

N

Bibliografia do zestawu zadan ,,Rozwigzmy razem”

[1.]Bogusz L., Zarzycki P., Zielinski J., Lamiglowki Logiczne tom 2, Gdanskie Wydawnictwo
Oswiatowe, Gdansk 2007
[2.]Gulgowski L., Matematyka dla ambitnych, Wydawnictwo Podkowa, Gdansk 2000
[3.]Pawtowski H., Zbior zadan dla liceum ogdlnoksztalcgcego, liceum profilowanego
i technikum Linia 1 ponadstandardowa, Wydawnictwo OPERON, Gdynia 2003
[4.JRams S., Rams T., Matematyka bez granic, czes¢ I, Nowy Sacz 2003
[5.18niezek A., Tecza P., Zbior zadar z algebry dla szkét Srednich, Wydawnictwa Szkolne
i Pedagogiczne, Warszawa 1994
[6.]Red. Zielinski S., Matematyka Zeszyt 1, Instytut Ksztalcenia Nauczycieli,
Zielona Goéra 1986
[7.]http://www.edusektor.net/matematyka-ciek/242-kryminalne-zagadki-matematyczne.html
[8.]http://www.edusektor.net/matematyka-ciek/274-zagadka-matematyczna-z-trojktami.html

Spotkanie 3: ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

1. Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane karty pracy zespotom zadaniowym.
2. Liderzy poszczegolnych grup prezentuja rozwigzania zadania.

3. Nauczyciel ocenia pracg grup (pozytywne wzmocnienie).

4. Podsumowanie zajec.

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” - ,,Czy logiczne jest logiczne”

e Przetlumacz tre$¢ zadania na jezyk polski ey

e Rozwigz zadanie ‘

e Rozwigzanie zadania nalezy poda¢ w wybranym wczesniej jezyku
Bonus — Aufgabe zur Erwdarmung Tauscht eure Plitze (7 Punkte)

In einem Klassenzimmer stehen in 5 Reihen jeweils 5 Einzeltische. Der Lehrer mochte, dass seine
25 Schiiler die Plitze tauschen, indem sich jeder entweder auf den Platz davor, dahinter, rechts oder
links setzt. Peter weiB3, dass sein Lehrer die Schiiler gerne reinlegt. Er stellt sich die Tische wie ein
Schachbrett vor, abwechselnd weifl und schwarz. ,, Was Sie verlangen, geht gar nicht! “ruft er
plotzlich. "Und ich kann es Thnen beweisen!". Schreibt die Begriindung von Peter auf, die zeigt,
dass ein solches Vorhaben unmoglich ist. Esercizi di apertura

Bonus - per riscaldare Cambiate il posto (7 punti)

In una classe ci sono 5 file ciascuna con 5 tavoli. 1l professore chiede ai suoi 25 studenti di spostarsi
seguendo I’indicazione: “ognuno si sieda davanti o dietro o a destra o a sinistra del posto che sta
occupando”. Piero sa che il prof scherza volentieri. Immagina che i tavoli siano alternativamente di
due colori, come nella scacchiera. “Cio che ci chiede ¢ impossibile” replica “ed io posso provarlo”.
Riprodurre il ragionamento per mezzo del quale Piero riesce a dimostrare 1I’impossibilita di un tale
movimento.

Bonus - pour échauffement Changez de place (7 points)

Dans une classe, il y a 5 rangées de 5 tables individuelles. Le professeur demande a ses 25 éléves de
changer de place en respectant la consigne suivante chacun prendra soit la place de devant ou
derriére celle qu’il occupait, soit celle a sa droite ou a sa gauche. Pierre sait que son professeur aime
plaisanter. 1l imagine que les tables sont alternativement de 2 couleurs, comme les cases d’un
darmier... “j Ce que vous nous demandez est impossible!” s'écrie-t-il alors “et je peux vous le
prouver”.Ecrire le raisonnement de Pierre qui démontre 1'impossibilité d'un tel mouvement
Warm-up Bonus Task - Change your SEAT (7 points)

In a classroom there are 5 rows of 5 Individual tables. The teacher asks his 25 pupils to change seats
obeying the following order: each pupil will either take the seat in front or behind the seat he
occupies or take the one on his right or left.Peter knows that his teacher often plays jokes. He
imagines that the tables have two colours alternately, just like the squares of a checkerboard. "What
you ask us to do is impossible, he then exclaimed, and | can prove it!"

Write Peter's thought process, which proves that such a movement is impossible.

Tarea Bonus - ejercicios de iniciacion jCambiad de lugar! (7 puntos)

En la clase hay 5 filas de 5 mesas individuales. El profesor quiere que 25 alumnos cambien de sitio
de la manera siguiente: cada alumno puede sentarse detrds o delante de la mesa que ocupa o
cambiarse de mesa, una a la derecha o a la izquierda. Piotr sabe que su profesor bromea a menudo.
Se imagind que las mesas tienen dos colores alternativamente, como el tablero de ajedrez y llamo:
“ilo que tenemos que hacer es imposible y puedo demostrarlo!  “ Escribe cémo Piotr probara que
este movimiento es imposible.

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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Zadanie 1. Diagram Venna z btedem (3 punkty) *

Na Bardzo Wazna Konferencj¢ zjechato si¢ az 1000 uczestnikow.
Sprawozdawca podat, ze wsrod nich:

674 wiadato jezykiem angielskim, 653 - jezykiem rosyjskim,
638 - jezykiem francuskim, 461 — rosyjskim i francuskim,
352 - rosyjskim i angielskim, 382 - angielskim i francuskim,

za$ 250 osOb wszystkimi trzema jezykami.
Jednak obecny na sali matematyk stwierdzit, ze jest to niemozliwe. Czy miat racj¢?

Zadanie 2. Monety (3 punkty) ¥/

Osiem ztotych monet zewngtrznie wyglada jednakowo. Jedna z nich jest falszywa i lzejsza
od pozostatych. Wykryj fatszywa monet¢ dwukrotnie uzywajac szalkowej wagi bez odwaznikow.
Zadanie 3. Maskarada (3 punkty) *®

Piotr, Pawet i Jan przygotowujg si¢ do balu karnawatowego. Dysponujg trzema strojami: pirata,
ducha i clowna po jednym dla kazdego. Pawel mowi: ,Jesli Jan przebierze si¢ za clowna, to ja
ubiorg stroj pirata, ale jesli Jan przebierze si¢ za pirata, to ja bede duchem”. Piotr stwierdza: ,,Jezeli
Pawet nie przebierze si¢ za clowna, to ja bede duchem”. Jakie sg przebrania kazdego z nich?

Zadanie 4. Sudoku (3 punkty) *

Uzupehij tabele tak, aby w kazdym wierszu, kolumnie i w kazdym z dziewigciu wyrdznionych
kwadratéw wystepowaty wszystkie cyfry od 1 do 9 wigcznie.

9 2
5 718

6 411
3 61]5

8 213

7 8
8 312

2|3 519

6 1 7

* Zadanie wlasne Anny Rybak

47 Zaczerpnieto z [1] - Zadanie 6.11; strona 20
8 Zaczerpnieto z [2] — zadanie 11 strona 13
* Zadanie wlasne Anny Rybak
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczen otwierajacych”
- ,Czy logiczne jest logiczne?”

Zadanie Bonus — na rozgrzewke Zmiercie miejsce (7 punktow)

W Klasie jest 5 rzedow po 5 indywidualnych stolikow. Nauczyciel chce zeby 25
uczniow zmienito miejsca w nastgpujacy sposob: kazdy uczen moze usigs$c przy
stoliku z przodu lub z tylu stolika, ktoéry zajmuje, albo przesias¢ o jeden stolik
w prawo lub lewo. Piotr wie, ze jego nauczyciel czgsto zartuje. Wyobrazit sobie, ze
stoliki maja dwa kolory na przemian, tak jak pola na szachownicy. Wowczas
zawotal: ,,To, co Pan nam kaze zrobi¢ jest niemozliwe do wykonania, i moge to udowodni¢!”
Napisz jak Piotr, wykaze, ze taki ruch jest niemozliwy.

Rozwiazanie:

Piotr wyobrazit sobie szachownice o 13 polach czarnych i 12 biatych.

W
ok
rET

e
=

0

Wykonujac polecenie nauczyciela, kazdy uczen powinien przej$¢ na pole o kolorze innym niz to, na
ktorym w danej chwili si¢ znajduje. Jednak nie ma wystarczajacej ilosci pdl bialych, aby 13
ucznidw, zajmujacych pola czarne, mogto si¢ na nie przemiesci¢. Taki ruch jest, wigc niemozliwy.

Punktacja:
Czynno$é Etapy rozwigzania Punkty
A Ttumaczenie na jezyk polski 1
B Wyobrazenie sobie szachownicy 1
C Ustalenie, ze pdl bialych jest mniej 2
D Whiosek 1
E Zapisanie rozwigzania w jezyku obcym 2

Bonus — Aufgabe zur Erwdarmung Tauscht eure Plitze (7 Punkte)

Peter hat sich ein Schachbrett mit 13 schwarzen und 12 weiflen Feldern vorgestellt. Um der
Empfehlung des Lehrers nachzugehen, sollte jeder Schiiler auf ein Feld von einer anderen Farbe
wie das Feld, auf dem er sich jetzt befindet, gehen. Es gibt jedoch keine ausreichende Menge von
weiflen Feldern, so dass sich die 13 Schiiler aus schwarzen Feldern darauf verlagern konnten. Solch
ein Zug ist unmoglich.

Punktwertung
Tatigkeitsnummer Etappe der Aufgabenlésung Punktenzahl
A Ubersetzung ins Polnische 1
B Vorstellung eines Schachbrettes 1
C Feststellen, dass es weniger weille Felder gibt 2
D Schlussfolgerung 1
E Losungsnotierung in einer fremden Sprache 2

%0 Szachownica wykonana w edytorze graficznym programu Word przez Heleng Ewert — Fechner
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Esercizio Bonus — per riscaldare Cambiate il posto (7 punti)

Piero ha immaginato una scacchiera di 13 campi neri e 12 campi bianchi. Eseguendo la disposizione
del professore, ogni studente dovrebbe spostarsi sul campo diverso da quello sul quale si trova in
questo momento. Eppure i campi bianchi non sono sufficienti per rendere possibile ai 13 studenti,
che occupano i campi neri, che ci si spostino. Tale movimento ¢ dunque impossibile.

Punteggio:
N. attivita Fasi della soluzione Numero di punti
A Traduzione in lingua polacca 1
B rappresentazione di una scacchiera 1
C Stabilire che il numero dei posti bianchi ¢ inferiore 1
D Conclusione 1
E Scrivere la soluzione in lingua straniera 1

Bonus - pour entrainement Changez de place (7 points)

Pierre a imaginé un darmier avec 13 cases noires et 12 blanches. En réalisant la demande du
professeur, chaque éléve doit passer a la case de la couleur différente que la couleur de celle sur
laquelle il se trouve dans un moment donné.Pourtant, il n’y a pas assez de cases blanches afin que
13 éléves, occupant les cases noires, puissent s’y déplacer. Un tel mouvement est alors impossible.

Pointage:
Numéro de I’activité Solution étape par étape Points
A Traduire en langue polonaise 1
B S’imaginer le darmier 1
C Etablir qu’il y a moins de cases blanches 2
D Conclusion 1
E Ecrire la solution en langue étrangére 2

Tarea Bonus — ejercicios de iniciacion jCambiad de lugar! (7 puntos)

Piotr se imagino El tablero de ajedrez de 13 casillas blancas y 12 negras. Siguiendo la orden del
profesor, cada alumno deberia desplazarse a una casilla de un color diferente al que se halla en ese
momento. Pero no hay bastantes numeros de casillas blancas para los 13 alumnos que estan en las
casillas negras, para que puedan cambiarse de sitio. Entonces este desplazamiento es imposible.

Puntuacion
Numgr(_) de la Etapas de la solucion de la tarea Cantidad de puntos
actividad
A Traduccion de la tarea al polaco 1
B Imaginarse el tablero de ajedrez 1
C Establecer que Hay menos casillas blancas que negras. 2
D Conclusioén 1
E Escribir la solucion en un idioma extranjero. 2
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Warm-up Bonus Task Change your SEAT (7 points)

Peter imagined the chessboard consisting of 13 boxes that are black and 12 boxes that are white.
Following teacher’s instruction, each student should go to the field of color other than that which
his/her game pawn is located presently. However, there are not enough white boxes, so 13 students
involved in the black box could not move on. Therefore, this move is impossible.

Scores
Activity Stages of solutions Points
A Tlumaczenie na jgzyk polski 1
B Wyobrazenie sobie szachownicy 1
C Ustalenie, ze pdl biatych jest mniej 2
D Whiosek 1
E Zapisanie rozwigzania w jezyku obcym 2
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Zadanie 1. Diagram Venna z btedem (3 punkty)

Wprowadzamy oznaczenia:

E - przestrzen; zbior uczestnikow konferencji F - zbior osob wladajacych jezykiem francuskim
A — zbior 0sob wladajacych jezykiem angielskim R - zbidr osob wladajacych jezykiem rosyjskim
Stad:

ANR - oznacza zbidr os6b wladajacych jezykiem angielskim i rosyjskim
AN F - oznacza zbidr osob wiadajacych jezykiem angielskim i francuskim
RN F - oznacza zbior osb wladajacych jezykiem rosyjskim i francuskim

I= AnF NnR - oznacza zbidr 0s6b wladajacych wszystkimi trzema jezykami

Niech E oznacza liczebno$¢ zbioru E, wtedy zgodnie z trescia zadania:
E=1000; A=674; F =638; R=653

ANR=352; AnF=382; RnF=461; AnFR=250

Rozwigzanie przedstawione jest na ponizszym diagramie: *":

Uwaga: uzupeknianie diagramu zaczynamy od cz¢sci wspoélnej trzech zbiordow, nastgpnie
przechodzimy do czesci wspdlnej kazdej pary zbiorow

E A R

VIl

Wil
45 F

I=ANR-ANFNR=352-250=102; Il =ANF-ANnF NR=382-250=132

IV=RNF-ANF NR=461-250=211; V =674 — (102 + 250 +132) =190
VI =653 (102 + 250 + 211)=90; VIl =638 — (132 + 250 + 211)= 45

W:E—(T+ﬁ+ﬁ+ﬁ+\7+\7+W)=1000—(190+102+90+132+250+211+45)

VIl =1000 —1020 = —20

Odpowiedz: Przedstawione dane zawierajg btad, bo liczebnos¢ zbioru nie moze by¢ ujemna

Punktacja
Czynno$¢ Etapy rozwigzania Punkty
A Narysowanie wypelionego diagramu 2
B Obliczenia i odpowiedz 1

% Diagram wykonany w edytorze graficznym programu Word przez Helene Ewert — Fechner
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Zadanie 2. Monety (5 punktow)

Kladziemy na kazda z szalek wagi po trzy monety, a dwie pozostawiamy na uboczu. Jesli waga jest
w rownowadze, to falszywa monet¢ mamy wsrod odtozonych monet. W drugim wazeniu tych
monet wykrywamy falszywa. Je§li w pierwszym wazeniu Waga nie jest w rownowadze,
to w drugim wazeniu ktadziemy na kazda z szalek po jednej monecie z trojki monet, ktéra okazala
si¢ po pierwszym wazeniu lzejsza. Wtedy albo w drugim wazeniu waga jest w rownowadze
(i falszywa monetg jest ta odlozona moneta z rozpatrywanej trojki), albo nie jest — i falszywa

monetg jest 1zejsza.

Punktacja
Czynno$¢ Etapy rozwigzania Punkty
A Pierwsze wazenie 1
B Wazenie II, gdy w I wazeniu jest rownowaga 1
C Wazenie II, gdy w I wazeniu nie ma rOwnowagi 1

Zadanie 3. Maskarada (3 punkty)

Oznaczmy zdania:
,,Jesli Jan przebierze si¢ za clowna, to ja ubiore stroj pirata” — I wypowiedz Pawta
,,Jesli Jan przebierze si¢ za pirata, to ja bede duchem” — II wypowiedz Pawta
,,Jesli Pawel nie przebierze si¢ za clowna, to ja bedg duchem” — wypowiedz Piotra
Rozwazmy wszystkie mozliwe przebrania :

Jan Piotr |Pawel |Sprzeczno$é

duch |clown |pirat | Sprzeczno$¢, bo zgodnie ze zdaniem 3 Piotr powinien by¢ duchem
duch |pirat |clown |Brak sprzecznodci z wypowiedziami

pirat |duch |clown |Sprzeczno$é, bo zgodnie ze zdaniem 2, Pawel powinien by¢ duchem
pirat |clown |duch |Sprzeczno$é, bo zgodnie ze zdaniem 3 Piotr powinien by¢ duchem
clown |pirat |duch |Sprzecznosé, bo zgodnie ze zdaniem 1 Pawet powinien by¢ piratem
clown |duch |pirat |Brak sprzecznosci z wypowiedziami

Odpowiedz: Sg dwa rozwiazania:
Jan jest duchem, Piotr piratem a Pawet clownem
Iub Jan jest clownem, Piotr duchem a Pawet piratem.

Punktacja

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”

Czynno$é Etapy rozwigzania Punkty
A Jedno rozwigzanie 1
B Drugie rozwigzanie 1
C Udzielenie odpowiedzi 1
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Zadanie 4. Sudoku (3 punkty)

Sposoby rozwigzywania sudoku:

Rozwigzywanie sudoku nie wymaga wykonywania zadnych matematycznych dzialan, niezbedna
jest natomiast cierpliwos¢, spostrzegawczos¢ oraz umiejetnos¢ logicznego myslenia. Istnieje wiele
sposobow rozwiazywania sudoku - kazdy gracz moze stworzy¢ wilasny schemat rozwiazywania
lamiglowki.

Metoda eliminacji cyfr:

Polega ona na wyszukiwaniu w calym diagramie Sudoku wszystkich wlasciwych miejsc, w ktore
mozna wpisa¢ jedna z cyfr, by w ten sposob wyeliminowac ja z dalszej gry. Zgodnie z zasadami
gry, kazda cytra od 1 do 9 moze si¢ znalez¢ tylko raz w jakim$ rzg¢dzie, kolumnie czy matym
kwadracie 3x3 kratki. Lacznie, wigc w caltym diagramie Sudoku kazda z cyfr wystepuje doktadnie 9
razy. Sprobuj znalez¢ te 9 miejsc kolejno dla kazdej z cyfr. Mozesz wyszukiwa¢ wlasciwe miejsca
najpierw dla 1, potem 2, nastepnie 3 itd. Mozesz tez, co jest bardziej praktyczne, rozpocza¢ od
wpisywania cyfr, ktorych pierwotnie ujawniono najwigce;j.

Dopelnianie:

Polega ono na uzupetnianiu tych rzedéow, kolumn czy matych kwadratow w diagramie sudoku,
w ktorych pozostato najmniej pustych kratek. Sposob ten najlepiej stosowaé, gdy udato nam sie juz,
chociaz czesciowo uzupehi¢ diagram sudoku. Dopetniajac rzedy, kolumny czy tez mate kwadraty
wpierw sprawdzamy, jakich cyfr nam w nich brakuje a nastgpnie staramy si¢ je uzupetnic.

Metoda kratkowa:

Polega ona na wyszukiwaniu wlasciwej cyfry do konkretnej kratki w diagramie sudoku. Z zasad gry
wynika, ze wpisanie cyfry w jakiej$ kratce powoduje, ze cyfra ta nie moze si¢ pojawi¢ w zadnym
innym miejscu w rzedzie, kolumnie czy matym kwadracie, do ktorych ta kratka przynalezy.

Inaczej méwiac, jesli zauwazyliSmy, ze w poblizu jakiejs$ kratki znajduje si¢ osiem roéznych cyfr,

to w tej kratce musi znalez¢ si¢ ta dziewiata - brakujaca. Najlepiej jest wyszukiwacé cyfr w kratkach,
na przecigciu rzedow i kolumn, w ktorych wpisanych jest duzo cyfr.

Metoda przypisanych par:

Polega ona na znalezieniu takiej pary cyfr, ktora moze by¢ wpisana tylko do dwoch kratek w jakims
rzgdzie, kolumnie lub matym kwadracie.

Poniewaz cyfry te mozna umiesci¢ tylko w dwoch kratkach, sg one niejako przypisane do tych
wilasnie kratek. Kratki te uznajemy za$ za zajete, przez co wykluczamy mozliwos$¢ umieszczenia w
nich innych cyfr. W sposobie tym naszym celem jest znalezienie, przyblizonego miejsca wpisania
jakiej$ pary cyfr, gdyz jak si¢ okazuje nawet taka informacja moze by¢ przydatna przy
rozwigzywaniu sudoku. Stosowanie tego sposobu wigze si¢ z koniecznoscig wpisywania do pustych
kratek diagramu sudoku cyfr, ktore moga si¢ w nich znalezé. Najlepiej robi¢ to otéwkiem,
aby w razie potrzeby mozna je byto tatwo wymazac.

Metoda identycznych par:

Polega ona na odnalezieniu w jakim$ rzedzie, kolumnie lub matym kwadracie dwoch kratek,
w ktéore mozna wpisa¢ tylko dwie takie same cyfry. Jezeli nam si¢ to uda, $mialo mozemy
wykluczy¢ te cyfry z pozostatych pustych kratek w tym rzedzie, kolumnie czy matym kwadracie.
Stosowanie tego sposobu wigze si¢ takze z konieczno$ciag wpisywania w poszczegolne Kratki
diagramu sudoku cyfr, jakie moga si¢ w nich znalezé.

Ponizej propozycja kolejnych krokow wypetniania sudoku:
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Wypetnianie zaczynamy od kolumny G: brakujace w niej
cyfry, to 6; 7; 4 w G9 — nie mozemy wstawi¢ ani 6 ani 7,
poniewaz te cyfry juz wystepuja w wierszu 9, zatem do
G9 wpisujemy cyfre 4; w G6 musimy wpisac 6, poniewaz
7 juz wystepuje w wierszu 6 w G1 wpisujemy brakujaca
w kolumnie G cyfre 7

[A[B[C[DJE[F[G[HI[I]
1|9 72
2|5 A E
3] 6 4l
4|3 6]s
5 8 23
6] 7 8 6
7|[8 3]2
8 23 5|9
o][6 1 4 7

30
8 musi by¢ w F9, bo nie moze by¢ wpisana ani do B9 ani
do C9

A[BJCID[E[F[G[H]I
1o 72
2|5 7|8
3] 6 4|1
AE 6|5
5 8 2|3
6] 7 8 6
7|8 3]2
8 2|3 5]9
9|6 1]2(8)4|3]|7

50
W wierszach 4 1 5 wystepuje juz cyfra 3, zatem pozostaje
dla niej kratka D6

A[B|ICID[E[F[G[HII
1|9 17 ]2
2|[5 A E
3] 6 AR
4|3 6]5
5 8 2|3
6] 7|38 a]s
7|[8 3|2
8 28 5[0
9][6 128437
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W H9 musi by¢ 3, poniewaz w wierszu 7 i 8 juz jest 3
Analogicznie do E9 nalezy wpisa¢ 2, poniewaz w wierszu
718 juzjest 2

[AIB]ICIDIJEJF[G[HII
B 702
1 2][5 718
| 3] 6 411
1 4]l3 615
| 5] 8 213
| 6] 7 8 6
1 7]l8 3]2
18l |23 519
L 9][6 1]2 41317

40

Cyfry brakujace w kolumnie F to 9 i 1, natomiast puste sa
kratki: F1 i F6. Do F1 nie mozemy wpisac 9, bo jest juz
w Al, zatem do F1 wpisujemy 1 a 9 do F6

|A[BIC[DIEJF[G[H]I]
H(E 1 IE
H|E 78
3] 6 41
| 4][3 615
5] 8 2|3
6] 7 8 l9]s
HE 3]2
8| 123 519
El|B 128437

60
Cyfre 5 nalezy wpisa¢ w B6, poniewaz kratki A6, H6
oraz 16 sa niedozwolone dla 5

[AIB]ICIDIJEJF[G[HII
1 1]]9 117 ]2
1 2][5 7]s
| 3] 6 411
1 4]l3 615
| 5] 8 2|3
| 6] 5[7]3]8]9]s
7]l 8 3]2
E 2|3 519
L 9][6 1]2]8]a]3]7
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70
W wierszu 9 brakuje cyfr 5 i 9, natomiast puste sg kratki
B9 i C9. Cyfra 5 juz wystgpuje w kolumnie B, zatem
moze by¢ wpisana tylko do C9, natomiast do B9 nalezy
wpisac cyfr¢ 9

|A[BIC[DJEJF[G[H]I]
1|9 1]7 ]2
2|5 7|8
3] 6 4]t
4|3 65
5] 8 2|3
6| 573 [8]9]s
7|8 3|2
8 23 59
(olle o5 128437

90

W kolumnie C wolne s kratki:

C1; C2; C4; C7. Brakujace cyfry to: 1; 2; 4; 9.

W kolumnach A i B cyfra 9 juz jest wpisana, zatem
pozostaje dla niej kratka C4; Cyfry 2 nie mozna wpisa¢ do
C1 oraz do C7, zatem pozostaje dla niej kratka C2. Cyfry
1 nie mozna wpisa¢ do C1, wigc musi by¢ wpisana do C7
natomiast do C1 wpisujemy 4

| [A[BICIDJE[F[GIHII
11]|8 4 117 ]2
2|[s 2 A E
| 3] 6 4]t
4|3 9 AE
5 68 2]3
6l [5 7|3 8/9]8
7]l8 1 3|2
8 2|8 5|9
[ofB [BI5f1]2[8]al3]7

11°

W kwadracie A4 — C6 do pustej kratki B4 wpisujemy
brakujaca cyfre 4; natomiast w kwadracie A7 — C9 do
pustej kratki B7 wpisujemy brakujaca cyfr¢ 7

[ [A[B]CIDJE|F[G[H]I
| 1[E 4 17 ]2
2[5 2 A E
37 6 41
14][3 149 65
5|t (68 2|3
6ll215 713 [8]9|E
7|[8 [7 1 3|2
[8f[2 23 519
[o|[E [B|5]1 218|437
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80
Cyfra 6 wystgpuje w kolumnach A i C oraz w wierszach 4
i 6, wigc pozostaje dla niej kratka B5

[AIB]ICIDIJEJF[G[HII
H|E 117 ]2
1 2]|5 7]s
| 3] 6 4]1
1 4]]3 615
| 5] 68 2|3
| 6] 5/7]3[8[9]®6
1 71l8 3]2
B 23 5]9
lollB o [5]1[2]8]4a]3]7

10°

W kolumnie A puste sa kratki:

A3; A5; A6; A8. Brakujace cyfry to: 1;2; 4; 7.

Cyfry 2 nie mozna wpisa¢ do kratek: A3; AS; A8 zatem
musi by¢ wpisana do A6. Cyfry 1 nie mozna wpisac¢ do

kratek: A3; A8 wigc musi by¢ wpisana do AS.

Cyfry 4 nie mozna wpisa¢ do A3 zatem trzeba ja wpisac
do kratki A8, zatem do A3 wpisujemy 7

| [A[BICIDJE[F[GIHII
1118 4 117 ]2
| 2][5 2 A E
3]z 3 AN
1 4]f3 9 AE
|5][1 68 2|3
16j[2 5 7|3 8]9]8
M |E 1 3|2
8][4 [2[3 5|9
[of[E [BI5]1[2]8]4a3]7

12°

Zaznaczam wiersze i kolumny, w ktorych wystepuje cyfra
2. W kwadracie: D1 — F3 dla cyfry 2 zostaje tylko kratka
D3; natomiast w kwadracie: G4 — 16 dla cyfry 2 jest tylko
kratka 14

| [A[BICIDJE[F[G[HII
1)@ 4 117 |2
| 2][5 2 7|8
13][@ AE 411
14][3 [4 ]9 6|5 2
| 5][1 68 2|3
16j[2 57 |3 8]9]8
1 7|[8 [7 [1 3|2
8][4 [2 3 5]9
[o|[E B I5]1[2]8]4a]38]7
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0
13" Zaznaczam wiersze i kolumny, w ktorych wystegpuje
cyfra 1. W kwadracie: Al — C3 dla 1 zostata kratka B2,
natomiast w kwadracie: D4 — F6 kratka E4

[ [A[BICIDJEJF[GIHII
1] 4 117 ]2
2[5 [1]2 7]8
K|k A E 41
14f[3 4 ]9 1]8]5 2
5[ 68 2|3
16f[2 5 7|3 8/9]8
7|8 [7 |1 3|2
84 23 5]9
o[BI B 51 ]2[8]a[3]7

0
15" w wierszu 4 do pustej kratki D4 wpisujemy
brakujaca cyfre 7, teraz w kwadracie: D7 — F9 dla 7
zostata kratka E8, a w G4 — 16 pole H2

[ [A[BJC]DJE[F[G[H]I
1Bz 4]8 172
2l[s 12 718
E(IEER E AR
s[4 o7 (1186|5182
5|[2 (68 2|37
6|[2 (5 [7 |38 9|8
7B 7 1 3|2
8|4 23 7|59 8
(o[ B 51 2[8]4 37

0
17" w kwadracie G1 - I3 cyfre 4 mozna wpisac tylko do
12, a cyfre 3 do I3

| JAIBJCIDJEJF[G[H]I
11]|@ |3 [4]s 117 ]2
[2f[5 |1 ]2 718 4
E(EEE 411 3
43 J4alof7 [1]B6]5 82
5/[1]6]8 2|3 [7]9
6jff2[5[7]38[ofB 41
1 7{|8 |7 |1 3]2

8lla 2|36 [7[5]9 18
(9|8 [Bis5]1 128437
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14° W kolumnie D dla cyfry 8 zostata tylko kratka D1,
natomiast w wierszu 4 kratka H4, stad w wierszu 8 tylko
18 oraz w wierszu 3 - pole B3. w kwadracie A1 — C3
brakujaca cyfre 3 wpisujemy do kratki Bl

| AIBICIDIE[FIG[HI[I]
|1ll@ |3 ]4]s 117 ]2
[2][5 [1[2 7|8
3|7 [8 B ]2 4l
14][3 [4]9 1]8]5[8 ]2
15[ [6 B 2|3
(6j[2[5[7 |3 [B[9]B
7]8 |7 [1 3]2
El EE 5|9 8
(9o|(E [B[5]1 28437

16° W wierszu 8 brakuje cyfry 1, ktorg mozna wpisac¢
tylko do H8, wigc dla 6 zostaje D8, zatem w wierszu 6
cyfr¢ 1 mozna wpisac tylko do 16, a brakujaca 4 do H6,
teraz w kwadracie: G4 — 16 brakujaca 9 wpisujemy do IS

[ AlBC/DIE[FIGI[HII]
|1]lB |3 ]4]s 117 ]2
[2][5 [1[2 7|8
3|7 [8 [B]2 AN
(al[3 497 [1]6]|5]8 2
15[ [6 B 213709
16f[2 [5[7 |3 [B[o]|B |41
7]8 7 [1 3]2
18l 12 [8|6 7 [5]9[1]s
(ofE [BI5 12841387

18° W wierszu 2 cyfr¢ 3 mozna wpisac tylko do E2,
teraz cyfr¢ 6 tylko do H2 a do D2 — 9. Stad w kwadracie
G7 - 19 cyfrg 6 wpisujemy do 17, a cyfr¢ 5 do H7,
nastepnie w kwadracie G1 — 13 cyfre 5 mozemy wpisac
tylko do 11, a 9 do H3

[ JAIBJCIDJE[F[G[H]I
1Bz ]4]s 1]7]2]5
(2|51 ]2]o[3][7]8 6 [4
HIEAEBEE 41193
laf[sTalof7[1]B]5]8 (2
H NEE 237 ]9
(6jl2 [5 7|3 BlolB [4]1
7l 7 ]2 3|25 6
18f[4 12|86 7 [5]91s8
o|[B B 5128437
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19°
W wierszu 1 brakuje cyfry 6, wpisujemy ja do El; . )
w wierszu 3 do E3 wpisujemy cyfre 5. Uzupetniony diagram:
W wierszu 5 brakujace cyfry 4 1 5 wpisujemy
odpowiednio do E5 i D5, natomiast w wierszu 7 do D7
wpisujemy 4, ado E7 -9
A|B|C|D|E|F|G|H]|I | |93 |4]8]6]1|7]2]5
119 13|48 |6 |17 |2 |5 —3;2231323
2l[s [t (2o [3[7|s |6 |4 - > :
3[7 (e (625 4f |93 | f34jolr|1]61518
(4|32 972605 |82 B EN L NN A A
51|16 |85 (4213 |7 ]9 —257389641
62 |5|7)3(8(9]6 |4 |1 *871493256
— | lla]2]3]6]7]5]9]1]8
7118 |7 114 ]|9(3)2 |56 6lolsl1l2l8lal3|7
814 (2|36 |7|5]9 |18 —
i 6 (9|51 (2|84 (3|7
Punktacja:
Czynno$¢ Etapy rozwigzania Punkty
1 Wypetnienie sudoku 3
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Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” —,,Czy logiczne jest logiczne?”

e Przetlumacz tre$¢ zadania na jezyk polski

e Rozwiagz zadanie

e Rozwigzanie zadania nalezy poda¢ w wybranym wczesniej jezyku
Compito 1. Al Casting, Avanti! (5 punti) >

In una certa agenzia artistica ci sono registrati 300 attori. In questo gruppo ci sono

100 23 di loro sono alti e non 14 sono calvi e occhi | 5 alti e occhi azzurri non
alti hanno capelli azzurri hanno capelli
80 16 sono alti e hanno occhi

‘ 25 occhi azzuri

calvi azzurri
Il regista che si rivolge a questa agenzia, avra la chance di trovare un attore basso a occhi azzurri
e con i cappelli sulla testa? | signori che non hanno nessuna di queste caratteristiche rappresentano
pit o meno del 40% di tutto gruppo?
Devoir 1. Allez au casting! (5 punti)

Dans une agence artistique sont inscrits 300 acteurs. Dans ce groupe, il y en a

100 qui sont grands 23 d’entre eux sont grands et sans cheveux
80 chauves 16 grands et aux yeux bleus
25 aux yeux bleus 14 chauves et aux yeux bleus,

5 grands hommes aux yeux bleus sont sans cheveux

Est-ce que le metteur en scéne s’adressant a cette agence aura de la chance d’y trouver un acteur
petit, aux yeux bleus et avec cheveux sur la téte ? Est-ce que les hommes ne possédant aucune de
ces qualités constituent plus ou moins de 40% de 1’ensemble du groupe ?

Exercise 1. Go to the casting (5 points)

300 actors have been registered in some artistic agency. In this group there are
100 tall ones 23 of them are tall and bald

80 bald 16 are tall and have blue eyes

25 are blue-eyed 14 are blue-eyed and bald

5 tall blue-eyed men are bald

Is the director likely to find in the agency a short blue-eyed actor with hair on his head?

Do the men, possessing none of these characteristics, constitute more or less than 40% of the entire
group?

Tarea 1. {Va a un casting! (5 puntos)

En una agencia artistica estan registrados 300 actores. En este grupo hay :

100 personas grandes | 23 de ellos son grandes y no tienen
pelo

80 calvos 16 son grandes con ojos azules

25 con ojos azules 14 son calvos con ojos azules

5 hombres grandes con ojos azules no tienen pelo.
(Piensas que el director podra encontrar en esta agencia un actor bajo con ojos azules y con el pelo?
(Los hombres de este grupo que no tienen ninglin de estos rasgos constituyen mas o menos 40% de
todo el grupo?

52 Zadanie wlasne Anny Rybak
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Aufgabe 1. Marsch auf den casting! (5 Punkte)

In einer Kiinstleragentur sind 300 Schauspieler registriert. In dieser Gruppe gibt es

100 Grof3e 23 von ihnen sind groB und haben kein Haar mehr
80 Kahle 16 sind grof3 und haben blaue Augen

25 Blaudugige 14 sind kahl und blaudugig

5 grofe blaudugige Herren haben keine Haare mehr.

Hat ein Regisseur, der sich bei dieser Agentur meldet, eine Chance, einen kleinen, blaudugigen
Schauspieler mit Haaren auf dem Kopf zu finden? Machen die Herren, die keines von diesen
Merkmalen haben, mehr oder weniger als 40% der ganzen Gruppe aus?

Zadanie 2. Kulki (3 punkty)®

Mam w kieszeni pewng liczbe barwnych szklanych kulek.

Jesli na slepo wyciagng jedna z nich, bedzie to kulka czerwona, zielona lub zolta.

Jesli wyciagne z kieszeni dwie kulki, moze mi si¢ zdarzy¢ pig¢ réznych uktadéw barw.
Jesli wyciagne z kieszeni trzy kulki, moze mi si¢ zdarzy¢ sze$¢ ro6znych uktadow barw.
Ile kulek mam w kieszeni?

Zadanie 3. Euromat (6 punktéw)>*

Automat wymiany banknotoéw przyjmuje banknoty o nominale: 100 euro, 50 euro, 20 euro i 10
euro. Wprowadzane banknoty wymieniane sg nast¢pujaco:

100 euro na: 1 banknot 50 euro, 1 banknot 20 euro, 2 banknoty po 10 euro i 2 po 5 euro

50 euro na: 1 banknot 20 euro, 2 banknoty po 10 euro i 2 po 5 euro

20 euro na: 1 banknot 10 euro, 2 banknoty po 5 euro

10 euro na: 2 banknoty po 5 euro

Na poczatku napehia si¢ automat banknotami o nominatach 50, 20, 10 i 5 euro i to tak, ze lacznie
moze by¢ przeprowadzonych dokladnie 100 operacji wymiany, niezaleznie od tego, ktory
Z 4 rodzajow wymiany zostanie wybrany.

Po przeprowadzeniu przez automat 100 operacji wymiany, ponownie bada si¢ jego catkowita
zawarto$¢. Zawiera on 20 banknotdéw o nominale 100 euro, 130 banknotéw o nominale 50 euro,
40 banknotéw o nominale 20 euro i 70 banknotoéw o nominale 10 euro.

Ile banknotow kazdego rodzaju zostalo wprowadzonych do automatu podczas 100 operacji
wymiany? Uzasadnij odpowiedz.

Zadanie 4. Sudoku (3 punkty) *®

Uzupehnij tabelg tak, aby w kazdym wierszu, kolumnie i w kazdym z dziewigciu wyrdznionych
kwadratéw wystepowaty wszystkie cyfry od 1 do 9 wlacznie

7 9 1
2 3 5
8
8
5 8 3
9 6 7
7 2 9
4 2
6 7 5

%3 Zaczerpnieto z [1] - zadanie 127, strona 72
54 Zaczerpnieto z [2] - zadanie 12; strona 94
% Zadanie wlasne Anny Rybak
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Zadanie 5. Master mind (5 punktéw) °

Gra MASTER MIND polega na odgadnigciu ciggu znakow (liter, kolorowych pionkdw, lub — jak
w tym przypadku — cyfr) na podstawie informacji o liczbie ,,trafien”. Oto sposob oznaczania trafien
w tym zadaniu:

Litera ¢ oznacza znak na wlasciwym miejscu (takim, jak w odgadywanym ciagu),

Litera b — znak na niewta$ciwym miejscu.

Jezeli na przykiad rozwigzaniem bylby ciag 1155, a w zadaniu wystapilby ciag 5815, to przy nim bylyby
litery b b ¢, utworzone nastgpujaco: Najpierw liczymy cyfry na wlasciwych miejscach: na ostatnim miejscu
jest ,,5”, piszemy ,,c” i zaznaczamy piatke w obu ciagach (drugi raz juz jej nie liczymy). Liczymy
cyfry na niewlasciwych miejscach (sposrdd niezaznaczonych): jest jedna pigtka — zaznaczamy ja
W obu ciggach i piszemy ,,b”, oraz jedna jedynka — robimy tak samo.

Sposrod pozostatych cyfr nie ma juz takiej, ktora wystepowataby w obu ciagach.

Zadanie polega na odgadnigciu ciggu pigciu cyfr.

R 0O©OR R,
N WO NN WU
O~NNONUIOO®
oONWN U~ D
~NDOMOR ®©©
\

O oToOO0OO0 0T
ococococoToToT

o oTUT

% Zaczerpnieto z [1] - zadanie 154; strona 84
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Zadanie 6. Niech 2yja sofizmaty!!! (5 punktéw) >’

Sofizmat nalezy rozumie¢ jako falszywy dowodd, rozumowanie majace pozory poprawnosci
logicznej, azawierajace biedy logiczne, rozmys$lnie utajone przez przeprowadzajacego to
rozumowanie, zwlaszcza w celu przekonania o czyms, czytelnika lub stuchacza.

Przyktad:

Prawdziwa jest rOwnos¢: -6=-6
Czyli: 4-10=9-15

: = 4-10+ 2915, %
Do obu stron dodajemy 4 4 4

2 2
Obie strony stanowia kwadraty dwoch roznic: (2 —g) = [3— gj
Z obu stron wyciggamy pierwiastek 9 5 _,.5
kwadratowy: 2 2
5
2=3

Do obu stron dodajemy 2, wowczas:
W podanym przyktadzie btad polega na tym, ze z rownosci kwadratow liczb nie wynika réwnos¢

tych liczb.

A teraz zadanie dla Ciebie: Gdzie jest blad w ponizszym rozumowaniu?
Przypusémy, ze a>b

Wowczas istnieje taka liczba ¢, ze a-b=c

Stad otrzymujemy rowno$¢ a=b+c

Mnozymy obie strony tej nierdwnosci przez a-b a’—ab=ab+ac—b*—bc
Skad a’—ab—-ac=ab—-b®—-hc
Wige ala-b-c)=b(a-b-c)
Czyli a=b

Cho¢ zatozyli$my, ze a>b

Zadanie 7. Nie Wszystko Ztoto, Co Sie Swieci (3 punkty) *®

Wsrdd pigtnastu monet zewngtrznie jednakowych jedna jest fatszywa i rozni si¢ cigzarem ¢H
od pozostalych. Za pomoca dwukrotnego uzycia szalkowej wagi bez odwaznikow wykryj,
czy moneta falszywa jest 1zejsza czy ci¢zsza.

57 Zaczerpnieto z [3]
%8 Zaczerpnigto z [4] — zadanie 6.12 Strona 20
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Zadanie 8. Réznica symetryczna (5 punktow) *°
Réznica symetryczna zbiorow A i B nazywamy sumg zbiorow
z definicji

A+B = (A\B)U(B\A)

A=B
Sprawdz na diagramie, ze dla dowolnych zbiorow A i B zachodzi réwnos¢:

A+B=(AUB)\(ANB)

Majac dane zbiory: A={X, y, z, t}; B={y, p, s, t}; C={z, s, k, t},
wyznacz: (A = Bj = Coraz 4+ (B = Cj
Co zauwazyles? SprawdZ swoje spostrzezenia na diagramie.

Zadanie 9. Wyjatek obala hipoteze (2 punkty)

W historii matematyki znane sg przyktady hipotez, ktoére autorom tych hipotez wydawaly si¢
prawdziwe, a w rzeczywisto$ci okazywaly si¢ nieprawdziwe. Nierzadko hipotezy te stawiane byly
przez matematykow uznawanych za genialnych. W XVII wieku niemiecki matematyk
G. W. Leibniz udowodnil, ze dla kazdej liczby naturalnej n:

n®-n n°-n n—n

jest podzielna przez 3, jest podzielna przez 5, jest podzielna przez 7.
Postawiona hipoteza, ze liczba n‘-n jest podzielna przez k dla dowolnej nieparzystej liczby
naturalnej k , okazata si¢ fatszywa. Liczba 2 ~2=510 nie jest podzielna przez 9. Cickawa whasnosé
zauwazong przez Eulera maja liczby postaci

n®+n+41 Wstawiajac w miejsce n kolejne liczby 0,1,2,3,4,...otrzymujemy za kazdym razem liczbe
pierwsza. Nasuwa si¢ hipoteza, ze wszystkie liczby postaci nN*+n+41 s liczbami pierwszymi.
Aby potwierdzi¢ te hipotez¢ nalezaloby ja udowodni¢. Aby ja obali¢, wystarczy podaé
kontrprzyktad.

Ot6z liczba 41’ +41+41 (dla n = 41) jest liczbg ztozong (podzielng przez 41)

Teraz zadanie dla Ciebie:

Liczby 11, 111, 1111 nie sg podzielne przez 7.

Czy prawda jest, ze zadna z liczb postaci 111...11, w ktorej zapisie wystepuja same jedynki, nie
jest podzielna przez 7?

Odpowiedz uzasadnij.

%9 Zaczerpnieto z [4] — zadanie 2.15 i 2.20, Strona 29
Zaczerpnigto z [5] — 2 przyktady +zadanie 9.1, Strona 26
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Zadanie 10. Zadanie ze smokiem (5 punktéw) ®*

Smok ma 2000 gtow.

Rycerz moze $cig¢ jednym cigciem miecza: 33 glowy lub 21 gltow lub 17 glow lub 1 glowe.
Smokowi dorastajg wowczas odpowiednio 48, 0, 14 lub 349 gtow.

Smok zostanie zabity, gdy wszystkie gtowy beda Scicte. Czy rycerz moze zabi¢ smoka?

Zadanie 11. Zadanie dla przysztych policjantéw (4 punkty) ®

Oto zadanie matematyczno-kryminalne (przydatne dla przysztych policjantow):

W pewnym polskim miescie dziataja dwie korporacje taksowkowe: Czarna Wolga i Biekitna Nysa.
Kierowcy pierwszej firmy — jak sama nazwa wskazuje — zawsze jezdza czarnymi autami,
pracownicy drugiej - niebieskimi. Czarne taksowki stanowig 85%, a niebieskie 15% catego taboru.
Pewnej nocy w wypadku zgingl pieszy. Potracita go rozpgdzona taksowka, a kierowca zbiegt
z miejsca wypadku, nie probujac udzieli¢ pomocy ofierze. Jedynym $wiadkiem zaj$cia byl starszy
cztowiek, ktory akurat widziat t¢ scen¢ przez okno. Sad przeprowadzit badania wiarygodnosci
zeznan $wiadka w warunkach analogicznych do tych, w ktorych mial miejsce wypadek. Ocenit,
ze mezezyzna jest wiarygodny w 80%, tzn. w 4 przypadkach na 5 prawidtowo rozpoznawat kolory
taksowek (to wazne, gdyz w nocy oba moga wyglada¢ identycznie). Staruszek zeznal, Ze sprawca
feralnego zaj$cia byl kierowca niebieskiego auta. Czy mozna polega¢ tylko na zeznaniach
staruszka?

Zadanie 12. Znikajacy kwadrat (4 punkty) ®

Zagadka matematyczna z trojkatami.
Oto pytanie: Dlaczego ponizej na rysunku b), widnieje jeden pusty kwadrat?

3) b)

81 Zaczerpnieto z [6] — zadanie 76, strona 10
62 Zaczerpnieto z [7]
Zaczerpnigto z [8]
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Rozwiazania oraz schemat punktacji zestawu ¢wiczen , Rozwigzmy razem”
-, Czy logiczne jest logiczne?”

Zadanie 1. Na casting marsz! (5 punktéw)

W pewnej agencji artystycznej jest zarejestrowanych 300 aktoréw. W tej grupie jest:
100 wysokich 23 z nich jest wysokich i nie ma wtosow
80 tysych 16 jest wysokich i ma niebieskie oczy
25 niebieskookich 14 to lysi niebieskoocy

5 wysokich niebieskookich panéw nie ma wtosow.

Czy rezyser zglaszajacy si¢ do tej agencji ma szanse znalez¢ niskiego niebieskookiego aktora

z wlosami na gtowie?
Czy panowie nie majacy zadnej z tych cech stanowig wiecej czy mniej niz 40% catej grupy?

Rozwigzanie:
Wprowadzamy oznaczenia:
E. przestrzen; zbiodr WAL _ oznacza zbior aktorow wysokich i bez wlosow,
zarejestrowanych aktorow, W AN - oznacza zbidr aktoréw wysokich i niebieskookich,
W — zbior wysokich aktorow, £NN - oznacza zbiér aktorow tysych niebieskookich,
L - zbidr tysych aktorow, | =WnZNN - oznacza zbior panéw wysokich
N - zbidr niebieskookich aktorow, niebieskookich bez wlosow.

Niech E oznacza liczebnosé zbioru E, wtedy zgodnie z trescig zadania:
E=300. W =100: £=80: N =25;
WnNE=23 ;

3
21>
Zl =z
1] Il
55

N=5=1

=WnNL-WnLNN=23-5=18.
=WNAN-WnNn£NnN=16-5=11

S|
D
BN
D

IV =EAN-WZAN=14-5=9.
V =100—(18+5+11)=66
VI =80—(18+5+9)=48.

VIl =25 (11+5+9)=0
VI = E (1 + 10411141V +V +V1 +VIT )=300 - (5+18+11+ 9+ 66 +0)

satem VII =300 -157 =143
Czy rezyser zglaszajacy si¢ do tej agencji ma szanse znalez¢ niskiego niebieskookiego aktora
z wlosami na gtowie?

H
I

Aktor o poszukiwanych wtasnosciach nalezy do zbioru V, ale V=0 czyli V=g
Odpowiedz:
Rezyser nie znajdzie takich aktorow.
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Aktorzy niemajacy zadnej z tych cech stanowig % = 0,47666666 6666667 calej populacji, czyli
okoto 48% grupy.
Rozwiazanie przedstawione jest na ponizszym diagramie:

Uwaga: Uzupelnianie diagramu zaczynamy od czeSci wspélnej trzech zbiordw, nastepnie
przechodzimy do czesci wspdlnej kazdych dwoch.

Diagram do wszystkich wersji jezykowych®
E
W
VIII
143
VII
0
N
Punktacja
Czynno$¢ Etap rozwigzania zadania Punkty
A Przettumaczenie 1
B Narysowanie wypelionego diagramu 2
C Obliczenie procentu 1
D Podanie odpowiedzi 1

8 Diagram wykonany w edytorze graficznym programu Word przez Helene Ewert — Fechner
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Esercizio. 1 Al Casting, Avanti! (5 punti)

Introduciamo le identificazioni:
W NL _sjgnifica I’insieme degli attori altie senza capelli

E_ e . .
area; 'insieme degli attori W AN _significa I’insieme degli attori alti e dagli occhi

registrati

S . oo azzurri
W —I’insieme degli attori alti NI e . . . . .
v s . . . £nN -significa I’insieme degli attori calvi e dagli occhi

L —I’insieme degli attori calvi azZuITi

N — I’insieme degli attori dagli

occhi azzurri 1=Wn£LNN _ignifica I’insieme dei signori alti dagli

occhi azzurri e senza capelli

Che E significhi il quantitativo dell’insieme E, allora in accordo con il contenuto dell’ esercizio:
300: W =100: £=80: N =25

mil
[

WAZAN=5=1
La soluzione viene prezentata sul diagramma qui sotto:
Diagram
=WnNE-WnLNN=23-5=18:

WAN-WNE£nN=16-5=11

IV=2AN-WALAN=14-5=9.
V =10 —(8+5+11)=66
VI =80—(18+5+9)=4

VIl =25-(11+5+9)=0
VIl =E- (I+II+III+IV+V+VI +V||) 300—(5+18+11+9+66+0) _,

VIl =300-157 =143
Nota: Il completamento del diagramma viene iniziato dalla parte comune di tre insiemi, in seguito
passiamo alla parte comune di ogni due. Il regista che si rivolge a questa agenzia, avra la chance di
trovare un attore basso dagli occhi azzurri e con i cappelli sulla testa?

L’attore che abbia delle caratteristiche richercate appartiene all’insieme V, ma V =0, ossia V =&
Risposta: Il registra non trovera tali attori. Gli attori che non Hanno nessuna di queste caratteristiche

rappresentano % = 0,47666666 6666667 di tutta la popolazione, cio¢ circa 48% del gruppo.

Punteggio:
N. attivita Fasi della soluzione Numero di punti
A Traduzione 1
B Disegno del diagram ma compilato 2
C Cacolo della precentuale 1
D Risposta 1
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Exercice 1. Allez au casting (5 points)

On introduit les signes:

E - espace; I’ensemble d’acteurs

inscrits

W — I’ensemble d’acteurs grands
L - ’ensemble d’acteurs chauves
N - I’ensemble d’acteurs aux yeux

bleus

WL -signifie ’ensemble d’acteurs grands et sans cheveux

W AN - signifie I’ensemble d’acteurs grands et aux yeux bleus

£NN - signifie I’ensemble d’acteurs chauves et aux yeux bleus

I =WnZNN -sjgnifie I’ensemble de grands hommes aux yeux
bleus sans cheveux

Soit E signifie la quantité de I’ensemble E, alors conformement au texte de 1’exercice:

E=300:W=100: £=80: N=25-

WAZAN=5=1

La solution est presentée au diagramme ci-dessous:

WnNL-WnNELNN=23-5=18;

NAN-WnZ£nN=16-5=11

V=ZAN-WAZNN=14-5=9:
V =100 (18 +5+11)= 66
VI =80-(18+5+9)=48.

VIl =25-(11+5+9)=0
fﬁ+ﬁ+m+W+\7+\W+W): 300 (5+18+11+9+66+0)_ VIl = 300157 —143

VIl =E

Attention: on commence le remplissage du diagramme de la partie commune de trois ensembles,
ensuite on passe a la partie commune de chacun de tous les deux..

Est-ce que le metteur en scéne s’adressant a cette agence aura de la chance d’y trouver un acteur
petit, aux yeux bleus et avec cheveux sur la téte ?

L’acteur aux qualités recherchées appartient & I’ensemble V, mais V =0, alors V =&
Réponse: Le metteur en scéne ne trouvera pas de tels acteurs. Les acteurs sans aucune de ces

qualités constituent % = 0,47666666 6666667 de toue la population alors environ 48% du groupe.

Pointage

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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Exercise 1. Go to the casting (5 points)

Symbols:
E - environment; the set of recorded actors W M Z - the set of tall and bald actors
W — the set of all actors W AN - the set of tall and blue-eyed actors
1 —the set of bald actors £NN - the set of bald blue-eyed actors
N — the set of blue-eyed actors I=WnNEZNN - the set of tall blue-eyed bald actors

Let E be the number of sets in E, then according to the task description:

EZ?)OO, V:V:lOO; 2:80; N=25;

LAN=14.
WAEAN=5=1

The solution is presented in the following diagram: Diagram

I1=WAZ-WAEAN=23-5=18:

M =WAN-WAZAN=16-5=11

IV =2£AN-WAZAN=14-5=9-

V =100 (18+5+11)= 66

VI =80—(18+5+9)=48.

VIl =25 (11+5+9)=0
\ﬁ:E—(T+ﬁ+ﬁ+ﬁ+\7+\7+\ﬁ):300—(5+18+11+9+66+0):>\ﬁ=3oo,157=143

Note: to complete the diagram you should start with identifying the common features of three sets,
then we continua with identifying the common features of two sets. The actor possessing the needed
features belongs to the set V but V =0, otherwise V=g

Answer: The director will find no actors possessing the required features. The actors possessing
none of features constitute % = 0,47666666 6666667 of the whole population, i.e. about 48%

Scores
Activity Stages of solutions Points
A Explanation 1
B Creating the diagram with data 2
C Calculating the percentage 1
E The solution 1
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Tarea 1. {Va a un casting! (5 puntos)

Introducimos la denominacion:

E — espacio, el conjunto de actores
registrados

W - el conjunto de actores grandes

L — el conjunto de actores calvos

N — el conjunto de actores con 0jos
azules

Que E indica el nimero del conjunto E, entonces, conforme al contenido de la tarea:

E=300: W =100: £=80: N =25:

Wnt=23:

WAN=16:

LAN=14:

WAZAN=5=1
La solucion se puede ver en este diagrama: Diagram
I1=WAL-WAEAN =23-5-18.

=WNN-WnNn£nN=16-5=11

W N£ _indica el conjunto de actores grandes y calvos

W AN -indica el conjunto de actores grandes con ojos azules

tnN - indica el conjunto de actores calvos con ojos azules

| =WnZnN -indica el conjunto de hombres grandes con ojos
azules y calvos

IV =LAN-WALAN=14-5=9.
V =100 (18+5+11) = 66
VI =80—(18+5+9)=48.

VIl =25—-(11+5+9)=0
VI =E— (I + 11+ 11 + 1V +V +VI +VIT )=300—(5+18+11+9+ 66 +0)_, VIl —300-157 ~143

Cuidado! Empezamos a completar el diagrama por la parte comtn de los tres conjuntos y después
pasamos a la parte comin de cada dos conjuntos.
¢(El director podra encontrar en esta agencia un actor bajo con ojos azules y con el pelo?

El actor con rasgos buscados pertenece al conjunto V, pero V =0, es decir V =&

Respuesta: El director no encontrara ese tipo de actores. Los actores que no poseen ninguno de

. 143 .y .
estos rasgos constituyen = 0,47666666 6666667, de toda la poblacién, es decir
aproximadamente 48% de todo el grupo.

Puntuacion
Numero de la actividad Etapas de la solucion de la tarea Cantidad de puntos
A Traduccion 1
B Demonstracion de las proporciones 2
C Calculo del porcentaje 1
E Dar la solucion 1
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Aufgabe 1. Marsch auf den Casting! (5 Punkte)

Wir fithren folgende Bezeichnungen ein:

E- Raum; die Menge von W NZ - bedeutet die Menge von groBen Schauspielern
registrierten Schauspielern und ohne Haare

W — die Menge von grofien W NN _ bedeutet die Menge von groBen und
Schauspielen blauiugigen Schauspielern

L — die Menge von kahlen £NN - bedeutet die Menge von kahlen blaudugigen
Schauspielern Schauspielern

N — die Menge von blauéugigen | =Wn£ZnN - bedeutet die Menge von groen
Schauspielern blaudugigen Herren ohne Haare

Es bedeute E die ZahlgroBe der Menge E, dann geméf dem Augabeinhalt:
E=300.W =100. £=80. N = 25.

WAZAN=5=1
Losung ist auf folgendem Diagramm vorgestellt: Diagram

WnE-WnLZNN=23-5=18:
WAN-WNZ£nN=16-5=11

Di

o

IV =£AN-WALAN=14-5=0.
V =100 (18+5+11) = 66
VI =80—(18+5+9)=48.

VIl =25-(11+5+9)=0

VI = E—(I +ﬁ+ﬁ+W+\7+\7+\ﬁ):300—(5+18+11+9+66+O):>\ﬁ=300_157=143

Achtung: Ergénzung des Diagramms beginnen wir mit einem gemeinsamen Teil von drei Mengen,
dann kommen wir zu dem gemeinsamen Teil jeder zwei Mengen.

Hat ein Regisseur, der sich bei dieser Agentur meldet, eine Chance, einen kleinen, blaudugigen
Schauspieler mit Haaren auf dem Kopf zu finden? Der Schauspieler, der iiber die gesuchten

Eigenschaften verfiigt, gehdrt zu der Menge V, aber V =0 also V =&
Antwort: Der Regisseur findet keine solche Schauspieler.
. . . . . . 143
Die Schauspieler, die keine von diesen Eigenschaften haben, machen 00 = 047666666 6666667

der ganzen Population, also etwa 48% der ganzen Gruppe aus.

Punktwertung
Tatigkeits nummer Etappe der Aufgabenlsung Punktenzahl
A Ubersetzung 1
B Zeichnen eines ausgefiillten Diagramms 2
C Prozentzdhlung 1
D Antwortangabe 1
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Zadanie 2. Kulki (3 punkty)®
Niech: n — liczba kulek; zatem n >3

Jezeli n = 3, to przy wyciagnigciu trzech kulek mozliwy jest tylko jeden uktad barw: @
, zatem, n # 3
Jezeli n = 4, to moga by¢ nastgpujace zestawy barw: (2; 1; 1)

= Y= O

W kazdym z tych przypadkow przy losowaniu dwoch kul mogg otrzymac tylko cztery zestawy
barw: np

(I)‘ ‘ (II)‘ ;(III) @; (IV)@ ,zatemn #4

Jezeli n = 5, to moga by¢ nastgpujace zestawy barw:

A) (3; 1; 1):

W przypadkach A) przy losowaniu dwoch kul moge otrzymaé tylko cztery zestawy barw jak
w przypadku czterech kul o sktadzie (2; 1; 1)

©® O OD
©
©)

B) (2; 2; 1):

Y= 0 & @Y=
&, 0 S =

W przypadkach B) przy losowaniu dwoch kul moge otrzymac nastepujace zestawy barw

np. z ponizszego zestawu kul:

moge otrzymac nastepujace zestawy barw dwoch kul:

."
w O
w‘@

\%

@ &
® D

PO

8 Jlustracje zestawéw kul zostaly wykonane w edytorze graficznym programu Word przez Heleng Ewert — Fechner
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Natomiast przy losowaniu trzech kul mogg otrzymac tylko pie¢ zestawow barw:

| =)

! ;

1 @;

v

v S
zatemn # 5

Jezeli n = 6, to dla sktadu kolorow (3; 2; 1) spetnione beda warunki zadania
Przy losowaniu dwoch kul mozliwe jest otrzymanie pigciu uktadow barw, poniewaz zestaw kul
typu (2; 2; 1) jest podzbiorem zestawu (3; 2; 1).

=
® S

Losujac trzy kule z powyzszego zestawu mogg otrzymac nastgpujace zestawy barw:
) &
1)
" =
v @ @
v @2
V1) @

Odpowiedz:
Mam w kieszeni, co najmniej sze$¢ kulek:
e Jedna pierwszej barwy
e Dwie drugiej barwy
e Co najmniej trzy trzeciej barwy
Barwy kulek to - oczywiscie — czerwien, zielen i zot¢.

Punktacja
Czynno$é Etap rozwiazania zadania Punkty
A Wykluczenie iloci kul <5 1
B Ustalenie, ze liczba kul jest >6 2
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Zadanie 3. Euromat (6 punktéw)

NOMINAL:
OPERACJE 100€ | S0€|20€ | 10€ | S5€
STAN POCZATKOWY 0 |100|100| 200 | 200
WPLYW O NOMINALE 100€ | 20
WYDAWANIE -20 | -20 | -40 | -40
WPLYW O NOMINALE 50€ 50
WYDAWANIE -50 |-100|-100
WPLYW O NOMINALE 20€ 10
WYDAWANIE -10 | -20
WPLYW O NOMINALE 10€ 20
WYDAWANIE -40
BILANS 20 |130/ 40| 70 | ©

Przy podanym zapehieniu poczatkowym da si¢ przeprowadzi¢ doktadnie 100 operacji.

Ta liczba jest ustalona przez stan poczatkowy (zapelnienia automatu, w ktorym bylo 200
banknotéw po 5 euro), i nie zalezy ona od tego, ile innych banknotéw jest wprowadzanych podczas

wymiany.

Rozpoczynamy od 100 euro.

Whptyneto: 20x100 euro=2000 euro.
Wydano: 20 x 50 euro, 20 x 20 euro, 40 x 10 euro, 40 x 5 euro.
Ze stanu zapetnienia poczatkowego, bilansu i sposobu wydawania otrzymujemy:
50 euro (130 = 100 — 20 + 50).

Postepujac analogicznie otrzymujemy po kolei liczbe wprowadzonych do automatu banknotow

0 nominatach 20 euro i 10 euro.

Punktacja

Czynnos$¢ Etap rozwiazania zadania Punkty
A Obliczenie ilosci banknotow: 50 euro 2
B Obliczenie ilosci banknotow: 20 euro, 2
C Obliczenie ilo$ci banknotow: 10 euro, 2
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Zadanie 4. Sudoku (3 punkty)

Kolorem  czerwonym  zaznaczona  jest gudoku uzupenione:

D eramiebliczh T 673594812
6: 17 | 30509 [4n]8a]1 |22 2l1lolele 3|7 ]2]5

15| 910 8306333 |75 |433|5 854112 |76 (3|9
8 | 51640 1us| 24|74 |6as|3s2| 9% 7131612 (4]1]9|5|8
7o | 317 | 636 | 251 | 446 | 1s0]| 948 | 51 | 8 5|2 |19 (7 |8]|4|6|3
5 |25 | 157|900 |75 |8 |40 | 6553 4l9lsle|3(s5]2]7 |1
45519 |8 |6 [31|500]2:|7 |13 118|714 |5]|2]3]9 |6
154 | 81017 145615112 1355|9 |64 914|538 |61 |27
953 |4 | 514 357|840 68 |1s0|2 |76 31627 (1|9]5|8 |4
355 |6 | 2137 | laz|952|5 | 88| 4a

Punktacja

Czynno$¢ | Etap rozwigzania zadania | Punkty
A Wypehienei sudoku 3
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Zadanie 5. Master mind (5 punktéw)

6 8 6 8 9 - b Jedna cyfra na wlasciwym miejscu — moze nig by¢

1). tylko cyfra 9, bo ,,8”1,,6” sg dwie
b

2). é 5 0 : 8 - c b
3). 1 (; 5 7 : - c b
a). é i 2 5 6 - c b
5). 0 z 0o 2 g - c b
6). g 0 i 2 5 - b b b
7). 8 3 7 i ﬁ - b b b
8). i i 2 0 7 - ¢ ¢ b

Powyzszego wynika, ze cyframi na swoim Brakujaca cyfra jest ,,3”, zatem szukany ciag
miejscu sa: cyfr to:

2 19 a4 1 '3 2 9 4 i1

Odpowiedz:

Szukang liczba jest: 2941
Punktacja
Czynnos¢ | Etap rozwiazania zadania | Punkty
A Znalezienie I cyfry —,,3” 1
B Znalezienie Il cyfry —,2” 1
C Znalezienie Il cyfry —,,9” 1
D Znalezienie IV cyfry —,4” 1
E Znalezienie V cyfry —,,17 1
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Zadanie 6. Niech zyja sofizmaty!!! (5 punktow)

Odpowiedz:
Blad polega na dzieleniu przez 0 — skoro
a-b=c tga-b-c=0

Punktacja
Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty
A Zapisanie, ze bad polega na dzieleniu przez 0 3
B Uzasadnienie, ze w przyktadzie dzielimy przez zero 2

Zadanie 7. Nie Wszystko Ztoto, Co Sie Swieci (3 punkty)

Kladziemy na kazda z szalek po pig¢ monet.

Jezeli zadna z szalek nie opadnie to moneta fatszywa znajduje si¢ wsrodd pozostatych pigciu monet.
W drugim wazeniu szalka z tymi wlasnie monetami opadnie (i wowczas falszywa moneta jest
cigzsza).

W drugim wazeniu szalka z tymi wlasnie nie opadnie — i wtedy falszywa moneta jest 1zejsza.

Jesli natomiast w pierwszym wazeniu jedna z szalek opadnie to zdejmujemy z niej monety
i kfadziemy na ich miejscu pozostate pie¢ monet.

Teraz albo szalki sa w rownowadze (i falszywa moneta wsérdd odtozonych monet jest cigzsza).

Albo jedna z szalek opadnie, co oznacza, ze falszywa monete mamy na szalce, ktora nie opadta.
Falszywa moneta jest, wigc 1zejsza.

Punktacja
Czynnos¢ Etap rozwiazania zadania Punkty
A Pierwsze wazenie 1
B Wazenie II, gdy w [ wazeniu jest rownowaga 1
C Wazenie II, gdy w I wazeniu nie ma rownowagi 1

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”

wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 74



ﬁ unia euroresska [
KAPITAL LUDZKI p m europesski [
FUNDUSZ SPOLECZNY [N

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC

Zadanie 8. Réznica symetryczna (5 punktow)

Rozwigzanie:

wigc B+C=ly, p
(A+B)\C=1{x, p} C\(A+B)={k 1},
wige (A+B)=C={x, pk,t}
A\(B+C)={xt} ; (B+C)\A={p,k}
zatem A+(B+C)={xt, p,k}
Co zauwazytes? (A+B)+C={x Pk, 1} j A+(B+C)= Xt Pk yiee (A+B)-C = A<(B+C)"

Wyznaczanie zbioru (A=B)+~C

Wyznaczanie zbioru A~(B+C)

B-C (B=C)UA (B=C)NA A+(B=C)

8 Diagram zostal wykonany w edytorze graficznym programu Word przez Helene Ewert — Fechner
8 Jlustracje graficzne zbioréw zostaly wykonane w edytorze graficznym Paint przez Helene Ewert — Fechner

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"” 75
wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



ﬁ UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI m EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

Sprawdz, ze dla dowolnych zbioréw A i B zachodzi réwno$é:4 = B = (4 UEJ(4 n B)
A-B=(AUB)\(AnB)

Dane zbiory Ai B

Zbior A

Zbior B

Roznica symetryczna zbiorow A i B wyznaczona zgodnie z przyjeta definicja

A\B

(A\B) U (B\A)=A+B

Roznica sumy zbiorow A i B oraz iloczynu zbioréw A i B

AUB BNA AUB)\(BNA)
Whiosek: (A\B) U (B\A)=A+B=(A UB)\(BNA)
Punktacja
Czynnos¢ Etap rozwigzania zadania Punkty
A Etapy rozwiazania 2
B Sprawdzenie rownosci na diagramie 1
C Wyznaczenie r6znicy symetrycznej danych zbioréw 2
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Zadanie 9. Wyjatek obala hipoteze (2 punkty)

Odpowiedz:

1 5 8 7 3
1111 11 7
-7

4 1
- 3 5

6 1

- 5 6

5 1

- 4 9
2 1
- 21

Nie jest prawda, ze:
,hie istnieje liczba postaci 111...11, w ktorej zapisie wystepuja same jedynki i ktora nie jest
podzielna, przez 77,
bo liczba 111111 jest podzielna przez 7.
Tak, wiec liczba: 111111 jest iloczynem liczby 7 oraz liczby 15873, zatem dzieli si¢ przez 7.
111111=7 x 15873.
W $wietle powyzszego zdanie:
,Zadna z liczb postaci 111...11,
w ktorej zapisie wystepuja same jedynki, nie jest podzielna przez 7”

jest fatszywe
Punktacja
Czynno$¢ Etap rozwigzania zadania Punkty
A Znalezienie liczby postaci 111...11, ktora dzieli si¢ przez 7 1
B Podanie wniosku 1
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Zadanie 10. Zadanie ze smokiem (5 punktéw)

Rozwiazanie:

Zatézmy, ze do zabicia smoka potrzeba:
X — cie¢ po 33 glowy,

y —cigé po 21 gtow,

Z — cig€ po 17 gtow oraz

t—cigé po 1 glowie.

Ilos¢ Przyrost gtow

Cigé Ucinanych gtow Odrastajacych gtow | po dokonaniu cigcia
X 33 48 33-48

y 21 0 21-0

z 17 14 17-14

t 1 349 1-349

Smok bedzie zabity, gdy dla pewnych xy.z,teN zajdzie rownos¢:
2000 —[(33-48)x+(21-0)y +(17-14)z + (1-349)t] =09
Po wykonaniu dziatan otrzymujemy réwnanie:
3(-5x+ 7y + 2z —116t)= 2000
ktore jest sprzeczne, gdyz lewa strona jest podzielna przez 3 a prawa nie.
Odpowiedz:
Rycerz nie moze zabi¢ smoka, bo rownos¢ (*)jest sprzeczna.

Punktacja
Czynno$¢ Etap rozwigzania zadania Punkty
A Wprowadzenie oznaczen 1
B UtozZenie rownania 2
C Uzasadnienie, ze rOwnanie jest sprzeczne i udzielenie odpowiedzi 2
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespdt w zespdt z Matematyka bez Granic" 78
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Zadanie 11. Zadanie dla przysztych policjantéw (4 punkty)

Intuicyjnie mozna powiedzie¢, ze nalezy wierzy¢ naocznemu §wiadkowi.

Przyjrzyjmy sie¢ jednak, jak ta sprawa wyglada od strony matematyczne;.

Ot6z mozliwe sg cztery sytuacje:

1. Swiadek zeznat, ze taksdwka byta czarna i rzeczywiscie tak byto.

2. Swiadek zeznat, ze taksdwka byta czarna, lecz si¢ pomylit (w rzeczywistosci byta niebieska).
3. Swiadek zeznal, ze taksdwka byta niebieska i rzeczywiscie tak byto.

4. Swiadek zeznat, ze taksowka byla niebieska, lecz si¢ pomylit (w rzeczywistosci byta czarna).
Zestawmy, wiec wszystkie sytuacje w tabelce:

Swiadek si¢ myli | Swiadek nie myli sie
(20% = 0,2) (80% = 0,8)

Taksowka byta czarna (85% = 0,85) 0,2*0,85=0,17 |0,8*0,85=0,68

Taksowka byta niebieska (15% =0,15) |{0,2*0,15=0,03 |0,8*0,15=0,12

Z tresci zadania wynika,

ze interesujg nas wyniki w komorkach wypetionych na zielono (sytuacje 3 i 4).
Sad powinien w tym momencie dobrze zastanowi¢ si¢ nad swoim werdyktem.
Co sig¢, bowiem okazuje?

. . 12 . .
Szanse, ze staruszek miat racj¢ wynosza: 12:17 = TR co odpowiada warto$ci okoto 41%.

Prawdopodobienstwo tego, ze si¢ pomylit wynosi natomiast 59%.

Dla wszystkich przysztych sedziow:

Opieranie si¢ w tej sytuacji tylko na zeznaniach §wiadka, moze spowodowaé ukaranie niewinnej
osoby.

Punktacja
Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty
A Zestawienie danych informacji 1
B Analiza danych 1
C Oszacowanie wiarygodnosci $wiadka 2
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Zadanie 12. Znikajacy kwadrat (4 punkty)

Przeciwprostokatna trojkata ponizej nie jest linig prosta. Lamie si¢ w punkcie zetknigcia
czerwonego trojkata z turkusowym. Wyglada ona na prosta, lecz jest to ztudzenie. Mozna to
udowodni¢ (i zobaczy¢) w prosty sposob:

za pomocg piora i zeszytu w kratke.

Zaznaczmy w nim prostg, ktora pokrywa sie¢ z ktora$ z poziomych linii.

Zaznaczmy na tej prostej dowolny punkt na przecigciu si¢ kratek.

Idac od niego, odktadajmy przeciwprostokatna czerwonego trojkata (na 7 kratek w bok idziemy
0 3 do gory i tak do konca kartki).

Idac od tego samego punktu w analogiczny sposob odtézmy przeciwprostokatng turkusowego
trojkata (na 5 w bok idziemy 2 w gore.)

Widag, ze linie si¢ "rozchodza" w miar¢ rysowania.

Potwierdza to teze, ze "przeciwprostokatna" duzego trojkata jest w rzeczywistosci tamana.

Punktacja
Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty
A Narysowanie trojkatow na papierze w kratke lub rozcigcie danych trojkatow 2
B Rozwigzanie problemu — wyjasnienie, gdzie jest kwadracik 2
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Pakiet edukacyjny M-1.3 ,Licze, wiec jestem”

Tresci merytoryczne:

dziatania na liczbach rzeczywistych,

dziatania na liczbach rzeczywistych postaci a + by/c,
potegi, pierwiastki,

poréwnywanie liczb,

wzory skroconego mnozenia,

liczby trojkatne,

systemy pozycyjne,

dzielenie z resztg, nwd, nww,

algorytm Euklidesa,

$rednie,

twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa.

Cele szczegétowe:

ksztalcenie umiejetnosci rozumowania przez analogig,

ksztalcenie i doskonalenie umiejgtnosci logicznego myslenia,

ksztalcenie i doskonalenie umiej¢tno$ci analizy i syntezy,

ksztalcenie i doskonalenie umiejgtnosci stosowania regut wnioskowania,
ksztatcenie umiejetnosci doboru modelu i narzgdzia matematycznego do sytuacji
problemowej,

ksztalcenie umiejetnosci oceny wiarygodnos$ci danych.

Proponowane metody i formy pracy

Metoda: praca w grupach, burza mézgow.
Forma pracy: wspolnym frontem.
Srodki dydaktyczne: karty pracy, gry dydaktyczne.

Iv.

Przebieg zajec

Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

1
2.
3.
4

5.
6.
7

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespot z Matematyka bez Granic

Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obecnosci).

Podziat ucznidéw na zespoty zadaniowe (grupy 4 - 5 osobowe).

Wybér lideréw, sekretarzy, asystentdw poszczegodlnych grup.

Rozdanie kazdej z grup zestawow ¢wiczen otwierajacych oraz materialdw potrzebnych
do rozwigzywania zadan.

Rozwigzywanie ¢wiczen przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.

Przedstawienie 1 porownanie rozwigzan zadan przez przedstawicieli grup.

Zebranie kart z rozwigzaniami.
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Bibliografia do ,,Cwiczen otwierajacych”

[1.]Cewe A., Nahorska H., Zbiér Zadan dla klasy 1. Ksztalcenie w zakresie podstawowym i
rozszerzonym, Wydawnictwo Podkowa Bis, Gdansk 2004

[2.]Cewe A., Krawczyk, M., Kruk M., Nahorska H., Pancer I., Ropela R., Matematyka
W otaczajgcym nas Swiecie Klasa 1, Podrecznik dla klasy pierwszej ksztalcenie w zakresie
rozszerzonym, Wydawnictwo Podkowa Bis, Gdansk 2004

[3.]Trzeciak M., Jankowska M., Matematyka klasa 1 Zbior zadar dia liceum
ogolnoksztatcgeych, liceum profilowanego i technikum Ksztafcenie w zakresie
podstawowym, Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne, Warszawa 2002

[4.] http://www.xlo.pl/~matematyka/strony/tr_2004.html

[5.]http://www.xlo.pl/~matematyka/strony/tr_2006.html

Spotkanie 2: ,,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)

1. Uczniowie siadajg we wczesniej ustalonych zespotach zadaniowych.

2. Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawu zadan ,,Rozwigzmy razem”.

3. Uczniowie dokonuja podziatu, ktora grupa bedzie rozwigzywata dane zadanie. Uczniowie
powinni pociaé¢ zestaw zadan i rozdzieli¢ zadania do odpowiednich grup.

4. Kazda grupa rozwigzuje zadania samodzielnie. Po rozwigzaniu zadania uczniowie redaguja
odpowiedz na karcie odpowiedzi.

5. Jezeli dana grupa zakonczy prace, to jej cztonkowie powinni przytaczyc¢ si¢ i pomoc
W rozwigzywaniu innym grupom.

6. Nauczyciel zbiera karty odpowiedzi.

7. Zakonczenie zajgc.

Bibliografia do zestawu zadan ,,Rozwigzmy razem”

[1.]Bobinski Z., Jarek P., Nodzynski P., Swiatek A., Ustki M., Matematyka z Wesolym
Kangurem, Wydawnictwo Aksjomat, Torun 1995
[2.]Cewe A., Nahorska H., Zbiér Zadan dla klasy 1. Ksztalcenie w zakresie podstawowym
i rozszerzonym, Wydawnictwo Podkowa Bis, Gdansk 2004
[3.]Mastowska D., Mastowski T., Makowski A., Nodzynski P., Stowifiska E., Strzelczyn A.,
Zbior zadan i testow maturalnych do obowigzkowej matur z matematyki (zgodnych
ze standardami obowiqzujgcymi od 2010 roku), Wydawnictwo Aksjomat, Torun 2009
[4.]Trzeciak M., Jankowska M., Matematyka klasa 1 Zbior zada# dla liceum
ogolnoksztategeych, liceum profilowanego i technikum, Wydawnictwa Szkolne
i Pedagogiczne, Warszawa 2002
[5.]http://www.xlo.pl/~matematyka/strony/tr 2004.html
[6.]http://www.xlo.pl/~matematyka/strony/zad 2005.html
[7.]http://www.xl0.pl/~matematyka/strony/tr_2006.html
[8.]http://www.xlo.pl/~matematyka/strony/tr_2007.html
Spotkanie 3: ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

1. Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane karty pracy zespotom zadaniowym.
2. Liderzy poszczegodlnych grup prezentuja rozwigzania zadania.

3. Nauczyciel ocenia pracg grup (pozytywne wzmocnienie).

4. Podsumowanie zajec.
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Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” — , Licze, wiec jestem” ——
Bonus — na rozgrzewke® » o B

)
|

)

e Przetlumacz tre$¢ zadania na jgzyk polski

e Rozwiagz zadanie

e Rozwigzanie zadania nalezy poda¢ w wybranym wczesniej jezyku
Warm-up Bonus Task Seeds of Victory (7 punktow)

Alan, Ben, Charles, Dennis and Eliot's football training session is over. Mr Small, who comes to get
the children after their training, is being given the report by his son. "I scored three goals less than
Alan did; Charles three more than Dennis; Alan five less than Charles and Ben three more than |
did." Grade the children according to the number of goals they have scored. Justify.

Exercice Bonus — pour entrainement Les grains de la victoire (7 points)

Anatole, Barnabé¢, Charles, Denis et Emile ont fini leur entrainement de football. Monsieur Petit qui
vient chercher les enfants aprés I’entrainement a droit au compte-rendu de son fils :« J’ai marqué
trois buts de moins qu’Anatole ; Charles trois de plus que Denis; Anatole cinq de moins que
Charles et Barnabé trois de plus que moi. ». Classer les enfants selon le nombre de buts marqués.
Justifier.

Tarea bonus — ejercicio de iniciacidn Los granos de la victoria (7 puntos)

Anatolio, Bernabé, Carlos, Dionisio y Emilio han acabado su entrenamiento de fatbol.

Don Pequefio quien viene a buscar a los niflos después del entrenamiento escucha lo que le cuenta
su hijo: "He apuntado tres goles menos que Anatolio; Carlos tres mas que Dionisio; Anatolio cinco
menos que Carlos y Bernabé tres mas que yo." Clasifica a los nifios segun el nimero de goles que
han apuntado. Justifica.

Bonus-Aufgabe — zur Erwdarmung Kérnchen des Sieges (7 Punkte)

Anton, Bruno, Charly, Dennis und Emilio kommen vom Fuflballtraining. Als Herr Klein die Kinder
abholt, wird ihm von seinem Sohn Bericht erstattet: ,,Ich habe drei Tore weniger geschossen als
Anton, Charly drei mehr als Dennis, und Anton fiinf weniger als Charly. Bruno hat drei Tore mehr
als ich geschossen.* Bewerte die Kinder nach der Anzahl der geschossenen Tore. Begriinde.

Esercizio Bonus — per riscaldare Acini della vittoria (7 punti)

Antonio, Bruno, Carlo, Dino ed Emilio hanno finito la loro partita di calcio.

11 signor Piccolo che ¢ venuto a prendere i ragazzi dopo la partita ascolta il resoconto di suo figlio:
“Ho segnato tre reti meno di Antonio, Carlo ne ha segnate tre piu di Dino, Antonio cinque meno di
Carlo e Bruno tre pin di me.” Classificare i ragazzi in base al numero di reti segnate. Motivare la
risposta.

88 Zaczerpnigto z [5] - Zadania treningowe 2005; Zadanie 1
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Zadanie 1. Cztery statki (3 punkty) *

Pewnego roku 10 marca rano, do portu w Gdansku przybity cztery statki.
Po potudniu tego samego dnia, wszystkie rownoczes$nie opuscity port.
Pierwszy z nich powraca do Gdanska, co 4 tygodnie,
drugi - co 8 tygodni,
trzeci, — co 12 tygodni,
a czwarty, co 16 tygodni.
Czy wszystkie statki spotkaty si¢ w Gdafisku jeszcze raz w danym roku?
Zadanie 2. Mniej wiecej (3 punkty) ”°

Wiedzac, 7e: 17 </3<18; 22</5<23; 26 <7 <27L7<V3 <18

24/3-3J5+47
10
Zadanie 3. Z powrotem na start! (5 punktéw

Oszacuj warto$¢ wyrazenia:

)71

Wybierz jedna dowolng trzycyfrowa liczbe.

Napisz ja dwa razy obok siebie, aby otrzymac jedna liczbe szesciocyfrowa N.
Np. wybierasz 637, to otrzymujesz N=637637.

Podziel teraz liczbe N przez 13, wynik przez 11 i na koncu otrzymana wartos¢ jeszcze przez 7.
Wykonaj to dla r6znych liczb trzycyfrowych.

Co zauwazasz?

Zapisz swoje wnioski.

Zadanie 4. Prostokatny — tak czy nie? (3 punkty) ”2

Dany jest trojkat o bokach: +/10 , 4+ 32, 6+22

:

Sprawdz czy ten trojkat jest prostokatny?

© Zaczerpnigto z [1] - Zadanie 5.27, Strona 37

" Zaczerpnigto z [2] - Zadanie 56, Strona 25

™ Zaczerpnieto z [3] - Zadania treningowe 2004; Zadanie 8
"2 Zaczerpnigto z [4] - Zadanie 5.28 Strona 72

e Ilustracje zostata wykonana w edytorze graficznym programu Word przez Heleng Ewert — Fechner
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ¢wiczen ,, Rozwigzmy razem”
-, Licze, wiec jestem”

Bonus — na rozgrzewke Ziarenka zwyciestwa ™ (7 punktéw)

Alan, Ben, Charles, Dennis i Eliot zakonczyli trening pitki noznej. Pan Small, ktory przyszedt
odebra¢ dzieci po treningu, ustyszat relacje swojego syna. ,,Zdobylem trzy gole mniej niz Alan,
Charles trzy wigcej niz Dennis. Alan pi¢¢ mniej niz Charles. Ben trzy wigcej niz ja”.
Uporzadkuj dzieci wg liczby zdobytych goli. Uzasadnij.
Rozwiazanie:
Niech inicjat kazdego dziecka oznacza ilo$¢ goli zdobytych przez to dziecko.
Przyjmujemy nastepujace oznaczenia:

A — liczba goli zdobytych przez Alana  C - liczba goli zdobytych przez Charles’a

B — liczba goli zdobytych przez Bena D — liczba goli zdobytych przez Dennisa
Przez N oznaczamy liczbe goli uzyskanych przez tego, ktory opowiada. Otrzymujemy wiec
nastepujace rownosci:
A =N+3 -, Zdobylem trzy gole mniej niz Alan”; C = D+3 — ,,Charles trzy wigcej niz Dennis”
C = A+5 —  Alan pi¢¢ mniej niz Charles”; B = N+3 — , Ben trzy wigcej niz ja”
Na ich podstawie mozna wywnioskowaé, ze opowiada Eliot. Zatem zgodnie z przyjetymi
0znaczeniami:
E — liczba goli, ktore zdobyt Eliot i N liczba goli zdobytych przez opowiadajacego, wigc E =N
A=N+3=N<AiE=N,
wigc E<Ai(A=N+3)A(B=N+3)=(A=B)
[(C=D+3)A(C=A+5)]=D+3=A+5=>D=A+2=D>A,
czyli A=B<D
(C=D+3)=C>D
Uwzgledniajac powyzsze pordwnania otrzymujemy nastepujaca klasyfikacje: E< A=B<D<C
Odpowiedz:

Najwigcej goli zdobyt Charles — pierwsze miejsce. Drugie miejsce uzyskat Dennis.
Trzecie miejsce - Ben i Alan. Czwarte miejsce Eliot

Punktacja
Czynno$é Etap rozwiazania zadania Punkty
A Ttumaczenie na jezyk polski 2
B Poréwnania, wnioskowanie, uporzadkowanie wg liczby zdobytych goli 3
C Zapisanie rozwigzania w jezyku obcym 2

™ Zaczerpnigto z [5] - Zadania treningowe 2005; Zadanie 1
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Warm-up Bonus Task Seeds of Victory (7 punktow)

Let each child's initial means the number of goals scored by that child. The following symbols are
acceptable:

A - number of goals scored by Alan B - number of goals scored by Ben

C - number of goals scored by Charles D- number of goals scored by Dennis

N stands for the number of goals scored by the child who tells the story. Thus, we obtain the
following equations: A =N + 3 — “I scored three goals fewer than Alan”;

C =D + 3 — “Charles scored three more goals than Dennis”

C =A+5—“Alan scored five goals fewer than Charles”;

B =N + 3 - “Ben scored three more goals than I did”

On the basis of this it can be deduced that it is Eliot who is telling the story. Thus, in accordance
with accepted symbolism: E — the number of goals scored by Eliot and N - the number of goals
scored by the narrator, so E =N

A=N+3=N<Aand E=N so E<Aand (A=N+3)A(B=N+3)=(A=B)
[(C=D+3)A(C=A+5)]=D+3=A+5=D=A+2=D> A, thatisA=B<D

(C =D +3): C>D Taking into account the above equations, we obtain the following
classification: E<A=B<D<C

Answer:
Charles scored the highest number of goals - first place.
Dennis - second place.
Third Place - Ben and Alan
Scores
Activity Stages of solutions Points

A Writing the Polish translation 2

B Comparison, conclusion, ordering by the number of acquired goals 3

C Writing the solution in a foreign language 2
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Exercice Bonus — pour entrainement Les grains de la victoire (7 points)

Que I’initiale de chaque enfant signifie le nombre de buts marqués par cet enfant. On admet les
significations suivantes :
A- le nombre de buts marqués par Alan B- le nombre de buts marqués par Ben
C- le nombre de buts marqués par D- le nombre de buts marqués par
Charles Dennis
N va signifier le nombre de buts marqués par celui qui fait le compte-rendu. On obtient alors des
égalités suivantes:
A =N+3 —,J’ai marqué trois buts de moins que Alan”; C = D+3 — ,,Charles trois de plus que
Dennis”
C = A+5 — ,,Alan cinq de moins que Charles”; B = N+3 — , Ben trois de plus que moi”
Sur ces bases on peut conclure que celui qui fait le compte-rendu c¢’est Eliot. Alors, conformement
aux significations admises :
E — le nombre de buts marqués par Eliot et N le nombre de buts marqués par celui qui fait le
compte-rendu, alors E =N
A=N+3=N<AiE=N,alors E<Ai(A=N+3)A(B=N+3)=(A=B)
[(C=D+3)A(C=A+5)]=D+3=A+5=D=A+2=D>A,czyli A=B<D;
(c=D+3)=C>D
En prenant en considération des comparaisons ci-dessus, on obtient la classification suivante :
E<A=B<D<C
La réponse:
Le plus de buts a marqué Charles — le premier prix.
Le deuxi¢me prix a remporté Dennis.
Le troisiéme prix - Ben i Alan. Le quatriéme prix Eliot

Pointage
Numéro de .y . ;
e Solution étape par étape Points
I’activité
A Traduction en langue polonaise 2
B Comparaisons, induction, mise en ordre d’apres le nombre de buts marqués 3
C Inscription de la solution en langue étrangére 2
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Tarea bonus — ejercicio de iniciacion Los granos de la victoria (7 puntos)

Que la letra inicial de cada chico significa el nimero de goles marcados por ¢l. Proponemos las
siguientes equivalencias:

A — el nimero de goles apuntados por Alan B - el numero de goles apuntados por Ben

C - el numero de goles apuntados por Charles D - el numero de goles apuntados por Dennis
N - el nimero de goles apuntados por este chico que estd contando. Obtenemos las siguientes
ecuaciones:
A = N+3 — “He apuntado tres goles menos que Alan”; C = D+3 — “Charles tres goles mas que
Dennis”.
C = A+5 — “Alan cinco goles menos que Charles”; B = N+3 — “Ben tres goles mas que yo”.
Basandonos en esto, se puede concluir quien lo estd contando es Eliot. Entonces, conforme a las
siguientes equivalencias:
E — el numero de goles marcados por Eliot N - el nimero de goles anotados por el chico que lo
relata, entonces: E=N
A=N+3=N<A i E=N, entonces E<A i (A=N+3)A(B=N+3)=(A=B)

[(C=D+3)A(C=A+5)]=D+3=A+5=D=A+2=D>A,  entonces A=B<D;

(C=D+3)=C>D En consideracion a las ecuaciones marcadas, obtenemos la siguiente

clasificacion: E<A=B<D<C_

Solucién:
El que mas goles ha metido Charles — primer premio.
El segundo premio lo ha obtenido Dennis.
El tercero premio — Ben e Alan; Cuatro — Eliot
Puntuacion
Numero de . Cantidad
- Etapas de la solucion de la tarea
la actividad de puntos
A Traduccion de la tarea al polaco 2
B Comparacion, conclusion, poner en orden segun el niimero de goles 3
anotados
Cc Escribir la solucién en un idioma extranjero. 2
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Bonus-Aufgabe — zur Erwdrmung Kornchen des Sieges (7 Punkte)

Es sollte ein Initial von jedem Kind die Zahl von Toren, die dieses Kind geschossen hat, bedeuten.
Wir nehmen folgende Bezeichnungen an:
A — die Zahl der von Alan geschossenen B —die Zahl der von Ben geschossenen Tore
Tore
C — die Zahl der von Charles geschossenen D — die Zahl der von Dennis geschossenen
Tore Tore
Als N bezeichnen wir die Zahl von Toren, die von demjenigen, der erzihlt, geschossen worden
sind. Wir erhalten also folgende Gleichheiten:
A = N+3 — ,Ich habe drei Tore weniger als Alan geschossen”; C = D+3 — ,,Charles drei mehr als
Dennis”
C = A+5 —  Alan fiinf weniger als Charles”; B = N+3 — , Ben drei mehr als ich”
Aufgrund dessen kann man einen Schluss ziehen, dass Eliot erzdhle. Laut angenommenen
Bezeichnungen:
E — die Zahl von Toren, die Eliot geschossen hat und N — die Zahl von Toren, die vom Erzdhlenden
geschossen worden sind, alsoE =N

A=N+3=N<Aund E=N,also E<Aund (A=N+3)A(B=N+3)=(A=B)
[(C=D+3)A(C=A+5)]=D+3=A+5=D=A+2=D>A, das heift A=B<D;
(C=D+3)=>C>D

Wir erhalten folgende Kilassifizierung, indem wir die oben stehenden Vergleichungen
beriicksichtigen:E < A=B<D<C

Antwort:

Die meisten Tore hat Charles geschossen — der erste Platz.
Den zweiten Platz hat Dennis belegt.
Den dritten Platz - Ben und Alan. Den vierten Platz — Eliot

Punktwertung

Tétigkeitsnummer Etappe der Aufgabenlsung Punktenzahl
A Ubersetzung ins Polnische 2
B Vergleichungen, Schlussfolgerungen, Anordnung nach 3

Torenzahl

C Losungsaufschreibung in einer fremden Sprache 2
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Esercizio Bonus — per riscaldare Acini della vittoria (7 punti)

Che I’iniziale del nome di ogni ragazzo significhi il numero di reti segnate da questo ragazzo.
Ammettiamo le seguenti identificazioni:

A — numero di reti segnate da Antonio B — numero di reti segnate da Bruno

C — numero di reti segnate da Carlo D — numero di reti segnate da Dino
Con la lettera N identifichiamo il numero delle reti segnate dal ragazzo che racconta. Otteniamo
dunque le seguenti uguaglianze :
A = N+3 — ,ho segnato tre reti meno di Antonio”; C = D+3 — , Carlo ne ha segnate tre piu di Dino”
C = A+5 — ,, Antonio cinque meno di Carlo”; B = N+3 — ,Bruno tre piu di me”
In base ad esse possiamo dedurre che racconta Emilio. Seguendo dunque le identificazioni
ammesse:
E — numero delle reti che ha segnato Emilio ed N il numero delle reti segnate dal ragazzo che
racconta, allora E=N
A=N+3=N<AeE=N,alloraE<Ag (A=N+3)A(B=N+3)=(A=B)
[(C=D+3)A(C=A+5)]=D+3=A+5=D=A+2=D>A, cioé A=B<D.
(c=D+3)=C>D
Tenendo in considerazione le comparazioni, otteniamo la seguente classificazione:
E<A=B<D<C

Risposta:
Il piu di reti ha segnato Carlo — primo posto.
Secondo posto ha preso Dino.
Il terzo posto — Bruno Ed Antonio. Il quarto posto Emilio
Punteggio:
L . . Numero
N. attivita Fasi della soluzione . .
di punti
A Traduzione in lingua polacca 2
B Comparazioni, deduzioni, sistemazione secondo il numero delle reti segnate 3
C Scrivere la soluzione In lingua straniera 2
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Zadanie 1. Cztery statki (3 punkty)”™

Niech n oznacza liczbe tygodni, po ktorych wszystkie statki spotkajg si¢ w porcie.
Wtedy n=NWW (4; 8;12;16) = NWW (12;16) = 48.

Wszystkie statki spotkaja si¢ po 48 tygodniach, czyli po 48-7 =336 dniach.

10 marca jest 69 lub w roku przestgpnym 70 dniem roku.

Zatem liczac od pierwszego stycznia wszystkie statki spotkaja si¢ wdniu 0 numerze:
69+336 =405>365 - w roku zwyklym (lub 70+336=406>366 - w roku przestgpnym)
w kazdym z przypadkéw numer dnia nastepnego spotkania wszystkich statkow jest wickszy

od liczby dni w roku, zatem wszystkie statki spotkaja si¢ w nastgpnym roku.

Odpowiedz: Wszystkie statki w danym roku juz si¢ nie spotkaty.

Punktacja
Czynno$¢ Etap rozwigzania zadania Punkty
A Zauwazenie, ze liczba tygodni cyklu jest NWW 1
B Wyznaczenie liczby dni i tygodni, ktore uptyng do nastgpnego spotkania 1
o Uzasadnienie i odpowiedz 1
™ Zaczerpnieto z [1] - Zadanie 5.27, Strona 37
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Zadanie 2. Mniej wiecej (3 punkt)”™

W oparciu o dane szacujemy poszczegélne sktadniki licznika:

(L7 <V3<18)= (217 <23 <2-18)= (34 < 2/3<36) (*)

(22<V5<23)=(-23<—5<-22)=(-69<-3/5<-66) (**)

2,6 <7 <2,7 (***)

Otrzymane nieréwnosci (*), (**), (***) zapisujemy w postaci uktadu: 1,7 < Vi< 1s

34<2/3<36

+4-69<-3/5<-66

26<7<27

Nierownos$ci uktadu dodajemy stronami:
(34-6,9+2,6)< (24335 +7)< (36— 6,6 +27) i wykonujemy dziatania

09<(23-3/3+17)<-03 ‘1%

—09 _ 2J§—3£+ﬁ<—0,3

-0,09 < M <-0,03
10 10 10 = 10
Odpowiedz:
Warto$¢ wyrazenia w nalezy do przedziatu: (— 0,09; — 0,03)
Punktacja
Czynnos$¢ Etap rozwigzania zadania Punkty
A Oszacowanie poszczegolnych sktadnikéw 1
B Zapisanie uktadu nierdbwnosci i dodanie ich stronami 1
Cc Obliczenia koncowe i odpowiedz 1

"6 Zaczerpnigto z [2] - Zadanie 56, Strona 25
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Zadanie 3. Z powrotem na start!”’ (5 punktéw)

Przyklady — Obliczenia:
637 — 637637

637637 :13 = 49049
49049 :11 = 4459

S S5 < N

4459:7 =637

512 —»512512 897— 897897 945 — 945945
512512:13=39424 897897 : 13 = 69069 945945:13 =72765
39424 :11=3584 69069 11 = 6279 72765:11=6615
3584:7 =512 6279 7 = 897 6615:7 =945

W kazdym z tych przyktadow po wykonaniu dzielen:

Liczba sze$ciocyfrowa dzielona przez 13,

Otrzymany iloraz dzielony przez 11

Otrzymana warto$¢ dzielona przez 7

W wyniku ostatniego dzielenia otrzymujemy liczbe trzycyfrowa wybrang na poczatku.
Przyktady — rozwinigcie zapisu w systemie dziesigtkowym:

637637 = 6-100000+3-10000+7-1000+6-100+3-10+7 =

= 6-100(1000 +1)+3-10(1000 +1)+ 7 - (1000 +1) =
=600-1001+30-1001+7-1001=1001- (600 + 30 +7)=1001-637

ale 1001 = 13-77 = 13-11-7, wigc 637637 =13-11-7-637

512512 =5-100000+1-10000+2-1000+5-100+1-10+2 =

=5-100(1000 +1)+1-10(1000 + 1)+ 2 (1000 + 1) =
=500-1001+10-1001+2-1001=1001- (500 +10+ 2) =1001-512

ale 1001 = 13-77 = 13-11-7, wigc 512512 =13-11.7-512

897897 =8-100000 +9-10000+7-1000+8-100+9-10+7 =

=8-100(1000 +1)+9-10(1000 +1)+ 7 - (1000 +1) =

=800-1001+90-1001+ 7-1001=1001-(800+90 +7)=1001-897

ale 1001 = 13-77 = 13-11.-7, wiec 897897 =13-11.7-897

945945 =9-100000 + 4-10000+5-1000+9-100+4-10+5=

=9-100(1000 +1)+ 4-10(1000 +1) +5-(1000 +1) =

=900-1001+ 40-1001+5-1001=1001-(900 + 40 +5)=1001-945 ale 1001 = 13-77 = 13-11.7,
wigc 945945=13-11-7-945

lub nieco inaczej: 945945 =9-100000+4-10000+5-1000+9-100+4-10+5=
=1000(9-100+4-10+5)+(9-100+ 4-10+5) =
=(9-100+4-10+5)- (1000 +1) = 945-1001

ale 1001 = 13-77 = 13-11-7, wigc 945945=13-11-7-945

" Zaczerpnigto z [3] - Zadania treningowe 2004; Zadanie 8
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Przyktady — rozwinigcie zapisu mniej szczegotowe

637637 = 637000 + 637 = 637 -1000 + 637 = 637 - (1000 +1) = 637 -1001 = 637-7-11-13
512512 = 512000 +512 = 5121000+ 512 = 512 (1000 +1) = 5121001 = 512 - 7-11-13
897897 = 897000 + 897 = 897 - 1000 + 897 = 897 - (1000 +1) = 897 -1001 =897 - 7-11-13
945945 = 945000 + 945 = 945-1000 + 945 = 945 (1000 +1) = 945-1001 = 945-7-11-13
Uogolnienie: Niech:

a — oznacza cyfre setek liczby b — oznacza cyfre dziesigtek € — oznacza cyfre jednosci
trzycyfrowej liczby trzycyfrowej liczby trzycyfrowej

abc - oznacza liczbe trzycyfrowa

abcabc - oznacza liczbe szesciocyfrowa N, otrzymang przez napisanie dwa razy obok siebie liczby
trzycyfrowej

abc=100-a+10-b+c

abcabc =100000-a +10000-b+1000-¢+100-a+10-b+c =
=1000-(100-a+10-b+c)+100-a+10-b+c =(100-a+10-b+c)1000+1) =
=1001-(100-a+10-b+c)=1001-abc =13-11-7-abc lub

abcabc = abc000 + abc = abc - 1000 + abc = abc - (1000 +1) = abc -1001 = abc - 7-11-13
Whniosek:

Dla dowolnej liczby trzycyfrowej abc: otrzymujemy: abcabc =13-11-7-abc,

zatem abcabc jest podzielna przez kazda z liczb: 13;11; 7; abc

Punktacja
L.p. Etapy rozwigzania Punkty
1 | Podanie przyktadéw, wykonanie dzielen 1
2 Stwierdzenie, ze 1001=7-11-13 1
3 | ,,Odkrycie”, ze: 1001| N -( Liczba N jest podzielna przez 1001) 2
4 | Odpowiedz — zapisanie wniosku 1

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"” 0
wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



ﬁ unia euroresska [
KAPITAL LUDZKI m europesski [
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC FUNDUSZ SPOLECZNY ok

Zadanie 4. Prostokatny — tak czy nie? (3 punkty)”

Przyjmujemy oznaczenia: a=+10; b=4+3J2; c=6+22"°

a=+/10, wigc: a® = (\/E)z =10
b=4+3V2, wigc: b? = <4+3\/§)2 =42 +2~4~3\/§+(3\/§)2
b? =16+ 242 +9-2=16+18+24/2 =34+ 24./2
c=6+2v2, wige ¢? = (6+2v2f =67 +2-6-242 + (22
€2 =36+247/2+4-2=36+8+242 =44+ 242
Zatem:
a? +b? =10+ (34+ 242 )= 44+ 242
i 2 =44+2442
czyli: a® +b? =¢?
Oznacza to, ze w danym trojkacie suma kwadratow dwoch jego bokow rowna jest kwadratowi
trzeciego boku, zatem na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa trojkat o bokach:

V10, 44372, 6+24/2 jest prostokatny.

Punktacja
Czynno$¢ Etap rozwiazania zadania Punkty
A Obliczenie kwadratow bokow 1
B Poréwnania sumy kwadratow dwoch bokow z kwadratem trzeciego boku 1
c Stwierdzenie, ze na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa 1
trojkat 0 podanych bokach jest prostokatny
"8 Zaczerpnicto z [4] - Zadanie 5.28 Strona 72
™ Jlustracja zostala wykonana w edytorze graficznym programu Word przez Helene Ewert — Fechner
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Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” — , Licze, wiec jestem”
Zadanie 1*

e Przettumacz tres¢ zadania na jezyk polski

e Rozwiaz zadanie

¢ Rozwiazanie zadania podaj w wybranym wcze$niej jezyku
Exercise 1. Defiant Omlette (7 points)

Maria wants to prepare a basket with the smallest number of eggs, but in such a way that:
if we remove two eggs each time, then one egg will remain in the basket,

if we remove 4 eggs each time, there will remain 3,

if we remove 6 each time, there will remain 5,

if we remove 3 eggs each time, there will remain 2,

if we remove 5 eggs each time, there will remain 4,

if we remove 7 each time, the basket will be empty.

Calculate how many eggs Maria should put in the basket? Explain your answer.
Exercice 1. Une omelette indocile (7 points)

Marie veut préparer un panier avec la moindre quantité d’oeufs qu’il soit possible, mais de la sorte que:
Si on sort les oeufs deux par deux, il restera un oeuf dans le panier,

Sion en sort 4 par 4, il en restera 3,

Si on ensort 6 par 6, il en restera 5,

Si on ensort 3 par 3, il en restera 2,

Sionensort 5 par 5, il en restera 4,

Sionensort 7 par 7, le panier deviendra vide.

Compte combien d’oeufs Marie doit mettre dans le panier ? Argumente ta réponse.

Tarea 1. Una Tortilla No Humilde (7 puntos)

Maria quiere preparar una cesta con el menor numero de huevos posible, pero de manera que:
Si va a sacar de en dos, en la cesta quedara 1 huevo.

Si va a sacar de cuatro en cuatro, quedaran 3 huevos.

Si va a sacar de seis en seis, quedaran 5 huevos.

Si va a sacar de tres en tres, quedaran 2 huevos.

Si va a sacar de cinco en cinco, quedaran 4 huevos.

Si va a sacar de siete en siete, la cesta quedara vacia.

Calcula cuantos huevos tiene que meter Maria en la cesta. Justifica tu respuesta.

Aufgabe 1. Undemiitige Omelette (7 Punkte)

Marie will einen Korb mit einer moglichst kleinsten Eierzahl vorbereiten, aber auf diese Weise, dass:
wenn wir je zwei Eier herausnehmen, bleibt ein Ei im Korb,

wenn wir je 3 herausnehmen, bleiben 2,

wenn wir je 4 herausnehmen, bleiben 3,

wenn wir je 5 herausnehmen, bleiben 4,

wenn wir je 6 herausnehmen, bleiben 5,

wenn wir je 7 herausnehmen, wird der Korb leer sein.

Berechne, wie viele Eier Marie in den Korb hineinlegen soll? Begriinde die Antwort.

8 Zaczerpnigto z [8] - Zadania 2005; Zadanie 8
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Esercizio 1. Omelette ribelle (7 punti)

Maria vuole preparare un cestino con delle quantita minime delle uova, ma in questo seguente modo che:
quando svuoteremo il cestino togliendo le ouva a due, nel cestino rimarra un uovo,
quando prenderemo a 3, rimarranno 2,

quando prenderemo a 4, rimarranno 3,

quando prenderemo a 5, rimarranno 4,

quando prenderemo a 6, rimarranno 5,

quando prenderemo a 7, il cestino diventera vuoto.

Calcola quanti uova Maria dovrebbe mettere nel cestino? Giustifica la risposta.
Zadanie 2. Sprytne mnozenie (3 punkty)®

i

aZ

ab

o

Zauwaz, ze:
102? = (100 +2)* =100° + 2-100- 2 + 2° =100000 + 400 + 4 = 10404
97-103 = (100 —3)- (100 + 3) =100* —3? =10000 — 9 = 9991
W podobny sposdb oblicz:

a) 74%7¢

by 97%97%

c) 293°

d) 899°

e) 59-61

f) 87-93

g) 198-202

h) 596-604

=z @ &7
b N =
mild E

o

8 Zaczerpnieto z [1] - Zadanie 33 strona 22
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Zadanie 3. Dodaj utamki (5 punktéw) *

Ticznik 1= 2% 1.1
Odejmij utamki a- 2737
1 1 Ey 1=24i4ies
= ——— |wsp6lnym mianownikiem tych utamkow jest. " 0" (h+1). b- » R s
n n+1 T T mianowni deieleded
1 1 . ) )
Py = |doprowadzamy utamki do wspdlnego mianownika
n n+
n+1 n . . . . . . .

= (n+1) - =) = |wykonujemy odejmowanie utamkow o jednakowych mianownikach

n-(n+ n-(n+

n+1l-n 1

“n(+) n-(n+1)
Otrzymali$my, wigc: R N rownos¢, ktora jest prawdziwa dla wszystkich ne N, ,
n-(n+1) n n+l
— czyli tozsamosé.
Korzystajac z tej tozsamosci warto$¢ sumy:
1 1 1 1 1 1
= —+—+—+.. +
1.2 2-3 3-4 4.5 1989-1990 1990-1991
mozna obliczy¢ nastepujaco:

11 11 11 11 1 1 1 1
S=|=-=|+| == |+ === |+|=—=|+...+ - + -—— .
(l 2) (2 3) (3 4} [4 5} (1989 1990j (1990 1991)

Zauwazamy, ze W kazdej parze kolejnych nawiasow tej sumy redukujg si¢ utamki:
Drugi utamek z pierwszego nawiasu z pierwszym utamkiem nawiasu drugiego nawiasu.

S_1_ 1 1990
Otrzymujemy, ze 1991 1991
Zadanie dla Ciebie:
Oblicz warto$¢ sumy:
1 1 1 1 1 1 1 1
e+ ———
a) 1.2 2.3 3 4.5 5.6 6-7 7-8 89 9:10
1 1 1 1 1
=t —— .
b) 1.2 2.3 3-4 4.5 2009-2010 7

Zadanie 4. Palindromy... (5 punktow)®

1991 jest liczbg palindromiczna, tzn. moze by¢ czytana z lewa na prawo i odwrotnie.

Ile jest liczb palindromicznych trzycyfrowych, ktore sa jednocze$nie kwadratami liczb
catkowitych?

W jakich latach najblizszych biezacemu rokowi zapis roku:

Byt liczba palindromiczna?

Bedzie liczbg palindromiczng?

82 Zaczerpnigto z [2] - Zadanie 19 strona 41
8 Zaczerpnigto z [2] - Zadanie 25 strona 43
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Zadanie 5. Wtasciwa kombinacja (5 punktow)®

Martyna jest bardzo zaklopotana, poniewaz zapomniata szyfru otwierajacego jej ktodke.
Zamek szyfrowy sklada si¢ z trzech tarczy,

a kazda z nich mozna ustawi¢ na jednej z 12 pozycji.

Aby otworzy¢ ktoédke, Martyna decyduje sprawdza¢ metodycznie kazda kombinacje:

0-0-0; 0-0-11; 0-1-11;
0-0-1; 0-1-0; 0-2-0;
0-0-2; 0-1-1; ... itd.

Na sprawdzenie kazdej z nich potrzeba 1s.

Po uptywie 16 min 45 s, klodka zostata wreszcie otwarta!
Jaki byt szyfr otwierajacy ktédke ?Odpowiedz uzasadnij.
Zadanie 6. Dziewieésit (5 punktéw)®

Sume cyfr liczby N =10° —92 obliczamy nastepujaco:

100 ... 00O

- 9 2

N= 9 9 ... 9 0 8
1092 =100...00, stad N =100...000 —92 = 99...908,
—— — —
92 zera 92 zera 92cyfry

czyli do zapisu tej liczby potrzeba 90 dziewiatek, zero i osiem, zatem suma cyfr jej cyfr jest rOwna:
(90-9+0+8)=818

0| © O

Mozna réwniez obliczac:
N =10% 92 = (10% —1)- 91 = 999...999 — 91 = 999...908
999..999 999..9

92cyfry 90 cyfr
czyli suma jej cyfr wynosi: (90-9+0+8)=2818
Jaka jest suma cyfr liczby L =10"—2009 a jaka liczby M =10%*°—2010?
Zadanie 7. Trzy pociagi (3 punkty) *

W trzech pociagach znajduje si¢ odpowiednio: 462, 546 i 630 pasazerow. Z ilu wagonow sklada si¢ kazdy
pociag, jezeli w kazdym wagonie jest taka sama liczba osob (najwigksza z mozliwych)?
Zadanie 8. Wycieczka (3 punkty)®

Na wycieczke pojechato 21 0s6b o $redniej wieku 23 lata. Srednia ta wzroénie do 24 lat, jesli doliczy sie
wiek przewodnika. lle lat ma przewodnik?

8 Zaczerpnigto z [3] - Zadania treningowe 2005; zadanie 5

8 Zaczerpnigto z [2] - Zadanie 16 strona 17 oraz z [4] - Zadania treningowe 2006 — zadanie 4
8 Zaczerpnigto z [5] - Zadanie 5.26, Strona 37

87 Zaczerpnigto z [6] - Zadanie 1, Strona 78
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Zadanie 9. Liczba uczniéw liceum (3 punkty)®

Liczba uczniéw pewnego liceum zawarta jest miedzy 500 a 1000.

Kiedy grupujemy ich po 18, badz po 20, badz po 24, pozostaje za kazdym razem po dziewigciu
uczniow. Jak jest liczba uczniow?

Zadanie 10. Studia w Pisa (3 punkty)®

Pewien czlowiek miat trzy chleby, a jego towarzysz dwa. Idac réznymi e
drogami spotkali si¢ przy zrodle i tam usiedli, zeby zje$¢ positek. Obok '
nich przechodzit Zotnierz, a oni zaproponowali mu by zjadl z nimi.
Zomierz usiadt i podrézni podzielili si¢ chlebem w réwnych czeéciach.
Kiedy zjedli wszystkie chleby, zolnierz zostawit im w podzigce 5 monet.
Jeden podrézny wzight 3 monety, poniewaz przyniost 3 chleby, a drugi 2 monety, poniewaz
przynidst 2 chleby. Czy podzial byt sprawiedliwy? Jezeli nie, zaproponuj podzial bardziej
sprawiedliwy. Odpowiedz uzasadnij.

(Leonardo z Pisy: De duobus hominibus panes habentibus... Dwoje ludzi chleb majqc...)

Zadanie 11. Dwa tréjkaty za jeden kwadrat (4 punkty)®

Liczba tréjkatna o n-tym numerze jest suma n kolejnych liczb naturalnych. Kolejne liczby
trojkatne i1 ich geometryczna ilustracja:
T, =1

T,=1+2=3

T,=1+2+3=6

T,=1+2+3+4=10 .“& A

1 3 5] 10 15 21

T,=1+2+3+4+5+...+n
Liczby kwadratowe
Liczby kwadratowe sa kwadratami kolejnych liczb naturalnych K, =n”. Kolejne liczby
kwadratowe i ich geometryczna ilustracja:
0000

100 9094 00 @0
o 33 $38 £28 et $86
14 9 16 o 16

Y A i :

Na rysunku obok przedstawiono pigé pierwszych liczb trojkatnych.

Zadanie dla Ciebie:

Wykaz na rysunku lub obliczajac, na trzech przyktadach, ze:

,suma dwoch kolejnych liczb trojkatnych jest kwadratem pewnej liczby.”

Zaloz, ze ta regula jest prawdziwa dla wszystkich liczb trojkatnych i oblicz 2010 liczbg trojkatna.

8 Zaczerpnigto z [2] - Zadanie 21 strona 24
8 Zaczerpnigto z [7] - Zadania treningowe 2004 — zadanie 10
9 Zaczerpnigto z [8]- Zadania 2005, zadanie 11
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Zadanie 12. Rachunek elementarny (4 punkty)®

Znalez¢ dwie liczby naturalne dodatnie a i b, gdzie a jest wicksze lub rowne b,

takie, ze gdy dodamy do siebie ich sumg, iloczyn i rdznicg to otrzymamy al %b |
a) 2005 + a=b ‘
b) 2009 ‘

Mozna rozwigzaé nastgpujaco: + Cl= o | i

Ada) | 2005 |

[(a+b)+(a-b)+(a—b)=2005]< [a+b+a-b+a—b=2005]
& 2a+a-b=2005< a-(b+2)=2005

Jedynymi dzielnikami 2005 sa: 1; 5; 401 ; 2005

czyli 2005 mozna zapisa¢ w postaci iloczynu na dwa sposoby:

I. 2005=1-2005 lub II. 2005=5-401

I. Poniewaz: a >b >0, a z rozkladu 1- 2005

a=2005

b+2=1"

czyli b =—1co jest sprzeczne z zatozeniem b >0

toied . e iest a=401 tad a=401
0 jeayn 10! 13Zaniem jest: S .
jedynym rozwigz ] b+2-5 q b3

otrzymujemy: {

Sprawdzenie rozwigzania:

a |b|atb|a*h |a-b |atb 404
401|3|404|1203|398|a*b 1203

a-b 398
Suma: | 2005
Odpowiedz: Liczby spelniajgce warunek zadania to: a=401i b=3

ad b)
(a+b)+a-b+(a—b)=2009 < a+b+a-b+a-b=2009 < 2a+a-b=2009 < a-(2+b)=2009

Rozktad 2009 na czynniki pierwsze jest nastepujacy:
2009 |7 a+b
287 |7 @
a1 |a +ax*b
. Lo R +a-—b
Z powyzszego rozktadu wynika, ze jedynymi dzielnikami 2009 sa:
1; 7; 41; 49; 287; 2009. 2 0 O 9
Zatem rozklady liczby 2009 na dwa czynniki sa nastgpujace:
. 2009=1-2009
Il. 2009=7-287
Il 2009 =41-49

Poniewaz: @ >b>0 o

; ale b =—1 jest sprzeczne

. a=2009 a=2009
Z 1 otrzymujemy: a-(b+2)=1-2009 < =
b+2=1 b=-1

z warunkiem b >0

! Zaczerpnigto z [3] - Zadania treningowe 2005; Zadanie 11
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,wiec: a=287 i b=5

a=287 a =287
Z Il otrzymujemy: a-(b+2)=7-287 < =
b+2=7 b=5

. a=49 a=49 .
Z rozktadu 11 otrzymujemy a-(b+2)=41-49 < = wiec a=49 i b=39
b+2=41 b=39
Sprawdzenie rozwiazan:
a |b |atb|a*b |a-b|atbh [292 a |b |atb|a*b |a-b |atb |88
2875 |292|1435|282|a*b  |1435 49 |39 (88 |1911|10 |a*b [1911
a-b 282 a-b 10
Suma: | 2009 Suma: | 2009

Odpowiedz:
Liczby spelniajgce warunek zadania to: (a = 49 ib =5) oraz {(a = 49 i b = 39)
Zadanie dla Ciebie:
Sprawdz czy istnieja takie liczby naturalne a i b, gdzie: a jest wigksze lub rowne b, takie,
ze gdy dodamy do siebie ich sume, iloczyn 1 réznicg¢ to otrzymamy 2010?
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ¢wiczen ,, Rozwigzmy razem”

- ,Licze, wiec jestem”

Zadanie 1. Niepokorny omlet*®* (7 punktow)

Maria chce przygotowaé koszyk z jak najmniejsza iloScia jajek, ale w taki sposob, ze: jesli bedziemy
wyjmowac jajka po dwa, to w koszyku zostanie jedno jajko, jesli wyjmiemy je po 3, zostang 2, jesli
wyjmiemy je po 4, zostang 3, jesli wyjmiemy je po 5, zostang 4, je§li wyjmiemy je po 6, zostang 5, jesli
wyjmiemy je po 7, koszyk bedzie pusty.

Oblicz ile jajek Maria powinna wtozy¢ do koszyka? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwiazanie:

N - zbidr liczb naturalnych ; Niech n oznacza szukana liczbe jajek w koszyku.
Wtedy:

n =2k, +1; gdzie k; € N, bo jesli wyjmujemy po 2 jajka, to w koszyku zostanie 1 jajko
n=3k, +2; gdzie k, € N, bo jesli wyjmujemy po 3 jajka, to w koszyku zostana 2 jajka
n =4k, +3; gdzie k; € N, bo jesli wyjmujemy po 4 jajka, to w koszyku zostana 3 jajka
n=>5k, +4; gdzie k, € N, bo jesli wyjmujemy po 5 jajek, to w koszyku zostana 4 jajka
n =6k, +5; gdzie k; € N, bo jesli wyjmujemy po 6 jajek, to w koszyku zostanie 5 jajek
n =7k ; gdzie ky € N, bo jesli wyjmiemy po 7 jajek, to koszyk bedzie pusty

n=2k +len+l=2k +2<n+1=2-(k +1) n+1)
n=3k,+2 < n+1=3k, +3=n+1=3-(k, +1) n+1)

czyli ( dzieli si¢ przez 2

czyli ( dzieli si¢ przez 3
n=4k, +3 < n+1=4k, +4 < n+1=4-(k, +1) czyli (n+1) i si¢ przez 4

n=5k, +4 <n+1=5k, +5<n+1=5-(k, +1) czyli (n+1)

n="6k, +5 < n+1=6k, +6 < n+1=6-(k; +1) czyli (n+1) dzieli si¢ przez 6
[(n + 1) dzieli si¢ przez 2 i (n + 1) dzieli si¢ przez 3 i (n + 1) dzieli si¢ przez 4 i (n + 1) dzieli si¢
przez 5 i (n+ 1) dzieli si¢ przez 6] < (n+ 1) dzieli si¢ przez NWW(2; 3;4;5;6) = 60 i n =7k,

czyli n dzieli si¢ przez 7, cooznacza, ze n musi by¢ wielokrotnoscia 7 i n+1 musi byé
wielokrotnoscig 60. Najmniejsza liczba catkowita spetniajaca te dwa warunki to 119.

sprawdzenie: 119°2=59 €2y L 750m 119 —2.59.+1, 119:3=39182y 2 ;50 119 -3.391 2.
119:4 =29 reszty 3

dzieli si¢ przez 5

zatem 119=4.29+3, 119:5=23re2y4  suey  119-5.23+44.

119:6=19res2ly’5 75tm 119 = 6-19+5. 119:7 =17 zatem 119=7-17
Odpowiedz: Maria powinna wlozy¢ do koszyka 119 jajek.

Punktacja
Czynno$¢ Etap rozwigzania zadania Punkty
A Thimaczenie na jezyk polski 1
B Stwierdzenie podzielnos$ci n (liczby jajek) przez 7 1
C Stwierdzenie, ze n+1 musi dzieli¢ si¢ przez NWW(2 ;3 ;4;5;6) =60 1
D Znalezienie najmniejszej liczby n spehiajacej warunki 1
E Sprawdzenie otrzymanego wyniku i udzielenie odpowiedzi 1
F Zapisanie rozwigzania w jezyku obcym 2

9 Zaczerpnigto z [8] - Zadania 2005; Zadanie 8
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Exercise 1. Defiant Omlette (7 points)

N - a set of natural numbers, Let n mean the sought number of eggs in the basket. Then:

n=2k, +1; where k; € N, because if we remove 2 eggs each time, there will remain 1 egg in the
basket

n=23k, +2; where k, € N, because if we remove 3 eggs each time, there will remain 2 eggs in the
basket

n =4k, +3; where k, € N, because if we remove 4 eggs each time, there will remain 3 eggs in the
basket

n=>5k, +4; where k, € N, because if we remove 5 eggs each time, there will remain 4 eggs in the
basket

n==6Kk, +5; where k, € N, because if we remove 6 eggs each time, there will remain 5 eggs in the
basket

n =7k, ; wherek, € N, because if we remove 7 eggs each time, the basket will be empty

n=2k +1<n+1=2k +2 < n+1=2-(k, +1) thatis, (n+1) divides by 2

n=3k, +2 < n+1=3k, +3 <= n+1=3-(k, +1) that is, (n+1) divides by 3

n=4k, +3<n+1=4k, +4 < n+1=4-(k, +1) thatis, (n+1) divides by 4

n=5k, +4 < n+1=5k, +5 < n+1=5-(k, +1) that is, (n+1) divides by 5

n=6k; +5 < n+1=6k, +6 < n+1=6-(k, +1) that is, (n+1) divides by 6

[(n+1)divides by 2 and (n+1) divides by 3 and (n+1) divides by 4 and(n+1) divides by 5
and(n+1) divides by 6] < (n+1) divides by NWW/(2;3;4;5;6)=60 and n =7k, or n divides by
7, which means that n must be a multiple of 7, and n+1 must be a multiple of 60. The smallest
number that fulfills these two conditions is 119. Verification:

119:2 =59, the remainder is 1, therefore 119=2-59+1

119:3 =139, the remainder is 2, therefore 119=3-39+2

119:4 =29, the remainder is 3, therefore 119=4-29+3

119:5 =23, the remainder is 4, therefore 119=5-23+4

119:6 =19, the remainder is 1, therefore 119=6-19+5

119:7 =17, therefore 119=7-17

Answer:
Mary should put 119 eggs in the basket.

Scores

Activity Stages of solutions Points
Writing the Polish translation 1
Stating that n (the number of eggs) divides by 7

Stating that n +1 should be divisible by NWW (2, 3, 4, 5, 6) = 60
Finding the smallest number n satisfying the conditions
Checking the result obtained and providing the answer

Writing the solution in a foreign language

mimioo|m| >

I TSN TSN
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Exercice 1. Une omelette indocile (7 points)

N — I’ensemble de nombres naturels ; Que n signifie la quantité recherchée d’ oeufs dans le panier.
Alors :

n=2k, +1; ou k; € N, car si on sort deux oeufs par deux, il restera 1 oeuf dans le panier

n=3k, +2;ou k, € N, car si on sort deux oeufs par deux, il restera 2 oeufs dans le panier

n =4k, +3; ou k; € N, car si on sort deux oeufs par deux, il restera 3 oeufs dans le panier

n=>5k, +4; ou k, € N, car si on sort deux oeufs par deu, il restera 4 oeufs dans le panier

n=6k, +5; ou k, € N, car si on sort deux oeufs par deux, il restera 5 oeufs dans le panier

n=7Kks; ou k, € N, car si on sort 7 oeufs par 7, le panier sera vide

n=2k +1len+1=2k +2 < n+1=2-(k +1) alors (n+1) se divise par 2

n=3k, +2 < n+1=3k, +3 < n+1=3-(k, +1) alors (n+1) se divise par 3

n=4k, +3<n+1=4k, +4 < n+1=4-(k, +1) alors (n+1) se divise par 4

n=>5k, +4 < n+1=5k, +5 < n+1=5-(k, +1) alors (n+1) se divise par 5

n=6k, +5 < n+1=6k, +6 < n+1=6-(k, +1) alors (n+1) se divise par 6

[(n+1)se divise par 2 i (n+1) se divise par 3 i (n+1) se divise par 4 et (n+1) se divise par 5 et
(n+1) se divise par 6] <> (n+1) se divise par NWW(2;3;4;5;6)=60 i n= 7k, alors n se divise

par 7, ce qui signifie que n doit étre le multiple de 7 et n+1 doit étre le multiple de 60. Le moindre
nombre entier remplissant ces deux conditions est 119. Vérification :

119 : 2 =59 du reste, donc 119=2-59+1 119 : 3 =39 du reste, donc 119=3-39+2
119 : 4 =29 du reste, donc 119=4-29+3 119 :5=23 du reste, donc 119=5-23+4
119:6 =19 du reste, donc 119=6-19+5 119:7=17,donc 119=7-17

La réponse:
Marie doit mettre dans le panier 119 oeufs.

Pointage

Numéro de . .

- 1 ¢ ¢ Poin
Pactivité Solution étape par étape oints

A Traduction en langue polonaise 1

B Constatation de la divisibilité de n (quantité d’oeufs) par 7 1

C Constatation que n+1 doit se diviser par NWW(2 ;3 ;4 ;5; 6) = 60 1

D Trouver le plus petit nombre remplissant les conditions 1

E Vérifier le résultat obtenu et donner la réponse 1

F Inscription de la solution en langue étrangere 2
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Tarea 1. Una Tortilla No Humilde (7 puntos)

N - El conjunto de los niimeros naturales; Que n significa el numero buscando de huevos en la
cesta. Entonces:

n=2k, +1; donde k; € N, porque si sacamos de 2 en 2, en la cesta quedara 1 huevo.

n=23k, +2; donde k, € N, porque si sacamos 3 en 3, en la cesta quedaran 2 huevos.

n =4k, +3; donde k, € N, porque si sacamos 4 en 4, en la cesta quedaran 3 huevos.

n=>5k, +4; donde k, € N, porque si sacamos 5 en 5, en la cesta quedaran 4 huevos.

n=26k; +5; donde k; € N, porque si sacamos 6 en 6, en la cesta quedaran 5 huevos.

n=7ky; donde k, € N, porque si sacamos de 7 en 7 huevos, la cesta quedara vacia.

n=2k +1<n+1=2k +2 < n+1=2-(k, +1) es (quiere decir) (n+1) se divide por 2

n=3k, +2 < n+1=3k, +3 <= n+1=3-(k, +1) es (n+1) se divide por 3

n=4k, +3<n+1=4k, +4 < n+1=4-(k, +1) es (n+1) se divide por 4

n=>5k, +4 < n+1=5k, +5 < n+1=5-(k, +1) es (n+1) se divide por 5

n=6k; +5 < n+1=6k,; +6 < n+1=6-(k; +1) es (n+1) se divide por 6

[(n+1) se divide por 2 i (n+1) se divide por 3 i (n+1) se divide por 4 i (n+1) se divide por 5 i
(n+1) se divide por 6] <> (n+1) se divide por NWW (2;3;4;5;6)=60 i n=T7k, entonces n se
divide por 7, eso significa que n tiene que ser multiplo de 7 i n+1 tiene que ser multiplo de 60. El

menor nimero entero que cumple estas dos condiciones es 119. Verificacion :
119:2=59 restal, entonces 119=2-59+1

119:3=39resta 2, entonces 119=3-39+2
119:4 =29 resta 3, entonces 119=4-29+3
119:5=23resta 4, entonces 119=5-23+4
119:6=19resta 5, entonces 119=6-19+5
119:7 =17, entonces 119=7-17

Respuesta:
Maria tiene que meter 119 huevos en la cesta.

Puntuacion

Num(_arp de Etapas de la solucion de la tarea Cantidad
la actividad de puntos

A Traduccion de la tarea al polaco 1

B Constatacion de division n (el numero de los huevos) por 7 1

C Constatacion que n+1 se tiene que dividir por NWW(2 ;3 ;4;5;6) = 60 1

D Encontrar el nimero menor n que cumple las condiciones 1

E Verificar el resultado y dar la respuesta correcta. 1

F Escribir la solucion en un idioma extranjero 2
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Aufgabe 1. Undemiitige Omelette (7 Punkte)

N - Menge von natiirlichen Zahlen ; Bedeute n die gesuchte Eierzahl im Korb, dann:
n=2k, +1; wo k; € N, denn wenn wir je 2 Eier herausnehmen, bleibt 1 Ei im Korb

n=3k, +2;wo k, € N, denn wenn wir je 3 Eier herausnehmen, bleiben 2 Eier im Korb
n =4k, +3; wo k, € N, denn wenn wir je 4 Eier herausnehmen, bleiben 3 Eier im Korb
n=>5k, +4; wo k, € N, denn wenn wir je 5 Eier herausnehmen, bleiben 4 Eier im Korb
n=6k, +5; wo k; € N, denn wenn wir je 6 Eier herausnehmen, bleiben 5 Eier im Korb
n=7ks; wo k, € N, denn wenn wir je 7 Eier herausnehmen, wird der Korb leer sein.
n=2k +1en+1=2k +2 < n+1=2-(k +1) das heibt (n+1) wird durch 2 geteilt
n=3k, +2 <& n+1=3k, +3 < n+1=3-(k, +1) das heiBt (n+1) wird durch 3 geteilt
n=4k, +3 < n+1=4k, +4 < n+1=4-(k, +1) das heiBt (n+1) wird durch 4 geteilt
n=5k, +4 < n+1=5k, +5 < n+1=5-(k, +1) das heiBt (n+1) wird durch 5 geteilt
n=6k; +5 < n+1=6k, +6 < n+1=6-(k, +1) das heift (n+1) wird durch 6 geteilt
[(n+1)teilt man durch 2 i (n+1) teilt man durch 3 und (n+1) teilt man durch 4
und (n+1) teilt man durch 5 und (n+1) teilt man durch 6]

& (n+1) teilt man durch NWW/(2;3;4;5;6)=60 i n = 7k, das heiBt n teilt man durch 7,

was bedeutet, dass n eine Vielfache von 7 sein muss und n+1 eine Vielfache von 60 sein muss.
Die kleinste, ganze Zahl, die diese zwei Bedingungen erfiillt, ist 119.
Nachrechnen :
119:2 =59 des Restes 1 also 119=2-59+1
119:3 =39 des Restes 2 also 119=3-39+2
119:4 =29 des Restes 3 also 119=4-29+3
119:5=23 des Restes 4 also 119=5-23+4
119:6 =19des Restes 5 also 119=6-19+5
119:7 =17 also 119=7-17
Antwort:
Marie soll in den Korb 119 Eier hineinlegen.

Punktwertung

Tatigkeitsn Etappe der Aufgabenlésung Punktenzahl
ummer

A Ubersetzung ins Polnische 1

B Feststellen der Dividualitit von n (die Zahl von Eier) durch 7 1

C Feststellen, dass n+1 durch NWW(2; 3; 4; 5; 6) = 60 geteilt werden muss 1

D Finden der kleinsten n- Zahl, die die Bedingungen erfiillt 1

E Nachrechnen des erhaltenen Ergebnisses und Antwort 1

F Losungsaufschreibung in einer fremden Sprache 2
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Esercizio 1. Omelette ribelle (7 punti)

N - I’insieme dei numeri naturali; Che n significhi il numero cercato delle uova nel cestino.

Allora:

n=2k, +1; dove k; € N, perché se prendiamo le uova a 2, nel cestino rimane 1 uovo.

n=3k, +2; dove k, € N, perché se prendiamo le uova a 3, nel cestino rimarranno 2 uova
n =4k, +3; dove k, € N, perché se prendiamo le uova a 4, nel cestino rimarranno 3 uova

n=>5k, +4; dove k, € N, perché se prendiamo le uova a 5, nel cestino rimarranno 4 uova

n=6k, +5; dove k; € N, perché se prendiamo le uova a 6, nel cestino rimarranno 5 uova

n=7ks; dove k; € N, perché se prendiamo le uova a 7, il cestino sara vuoto.

n=2k +1en+1=2k +2 < n+1=2-(k, +1) cioé (n+1) ¢ divisibile per 2
n=3k, +2 < n+1=3k, +3=n+1=3-(k, +1) cio¢ (n+1
n=4k, +3<n+1=4k, +4 <n+1=4-(k, +1) cio¢ (n+1
n=>5k, +4 < n+1=5k, +5 < n+1=5-(k, +1) cio¢ (n+1
N=6ks +5 < n+1=6k; +6 < n+1=6-(k; +1) cioe (n+1

~—

¢ divisibile per 3

~—

¢ divisibile per 4

¢ divisibile per 5

~_— —

¢ divisibile per 6

[(n+1)¢ divisibile per 2 i (n+1) ¢ divisibile per 3 i (n+1) ¢ divisibile per 4 i (n+1) ¢ divisibile
per 5e (n+1) ¢ divisibile per 6] < (n+1) ¢ divisibile per NWW (2;3;4;5;6)=60 e n = 7k,
cioé n ¢ divisibile per 7, cio che significa che, n deve essere il multiplo di 7 e n+1 deve essere il

multiplo di 60.
Il minimo numero intero che risponde a queste due condizioni & 119.
Verifica:
119:2 =59 resto 1, per cui 119=2-59+1
119:3=39resto 2, per cui 119=3-39+2
119:4=29resto 3, per cui 119=4-29+3
119:5=23resto 4, per cui 119=5-23+4
119:6=19resto 5, per cui 119=6-19+5
119:7 =17, per cui 119=7-17
Risposta:

Maria deve mettere nel cestino 119 uova.

Punteggio:

N. attivita Fasi della soluzione N_umerc_J
di punti

A Traduzione in lingua polacca 1

B Affermazione di divisibilita della n (numero delle uova) per 7 1

C Affermazione che n+1 deve dividersi per NWW(2;3;4;5; 6) =60 1

D Individuare il numero minimo n che risponda alle condizioni 1

E Verifica del risultato ot tenuto e formula della risposta 1

F Scrivere la soluzione In lingua straniera 2
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Zadanie 2. Sprytne mnozenie (3 punkty)®

Ad a.

74? =(70+4) =70? +2-70-4+ 4% = 4900 + 560 + 16 = 5476

74* =(80-6)° =80° —2-80-6+6° = 6400 — 960 + 36 = 5476
Adb.

97% = (100 -3)° =100% —2-100- 3+ 3? =10000 — 600 +9 = 9409
Adc.

293% =(300—7)" =300 — 2-300-7 + 7% = 90000 — 4200 + 49 = 89629

Add.

8992 = (900 —1)* = 900% —2-900-1+12 = 810000 —1800 +1 = 808201
Ade.

59.61=(60—1)-(60+1)= 60 —1* = 3600 —1 = 3599

Adf.
87-93=(90-3)-(90+3)=90% —3? = 81009 = 8091
Ad g.
198- 202 = (200 - 2)- (200 + 2) = 200? — 22 = 40000 — 4 = 39996
Adh.
596 - 604 = (600 — 4)- (600 + 4) = 600 — 4% = 360000 —16 = 359984
Punktacja
Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty
A Za kazdy przyktad 0,5 punktu 6*0,5=3
B Za zrobienie wszystkich przyktadow 1 punkt dodatkowo 1

93 Zaczerpnigto z [1] - Zadanie 33 strona 22
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Zadanie 3. Dodaj utamki (5 punktéw)*

Sktadniki sumy sa ulamkami postaci: ﬁ, dlatego korzystamy z tozsamosci:
n-(n+

1t 1 ————, ktora jest prawdziwa dla wszystkich ne N_ (liczb naturalnych dodatnich)

n-(n+1) n n+1

ad a).

o 1 1 1 1 1 1 1 1
Warto$¢ sumy —+——+—+—+—+—+-—+—+——=
1.2 2.3 34 45 56 6-7 7-8 8.9 9:10

obliczamy nastepujaco:

1 1 1 1 1
R E— — - —

1 L
1.2 23 3.4 4 8-9

AR e -

w powyzszej sumie redukuja si¢ utamki z wyjatkiem pierwszego utamka z pierwszego nawiasu

i drugiego utamka z ostatniego nawiasu, zatem: S = 11 E 1.9
110 10 10 10

L
0

ad b).
WartoéésumyS=i+i+i+i+...+¥.
1.2 2.3 3-4 4.5 2009-2010

Mozna obliczy¢ nastepujaco:

1 1) (1 1) (1 1) (1 1 1 1
S=|=-Z|+| =S|+ === |+| == |+ | =—=——=|.
[1 2} (2 3} (3 4) [4 5j (2009 2010)

Zauwazamy, ze w kazdej parze nawiasow tej sumy redukujg si¢ utamki:
Drugi utamek z pierwszego nawiasu z pierwszym utamkiem nawiasu drugiego nawiasu.

1 2009
Otrzymujemy, ze S =1-——
2010 2010
Punktacja
Czynno$¢ Etap rozwiazania zadania Punkty
A Obliczenie sumy dziesieciu utamkow 2
B Obliczenie sumy utamkow od 1 do 1 3
1.2 2009-2010

9 Zaczerpnieto z [2] - Zadanie 19 strona 41
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Zadanie 4. Palindromy... (5 punktéw)®

Ad 1.

Cyfra jednosci w zapisie dziesietnym liczby naturalnej, ktora jednoczesénie jest kwadratem liczby

naturalnej, moze by¢ jedna z cyfr zbioru: {0; 1 4,5;6; 9}.

Zatem szukane liczby moga mie¢ postaé:

171; m; 575; %; 9x9 , gdzie x jest odpowiednio dobrana cyfrg.

Metoda kolejnych oszacowan i prob stwierdzamy, ze liczbami tymi sa:

121(=112); 484 (= 22?); 676 (= 26°)

Ostatecznie sa tylko trzy palindromiczne trzycyfrowe liczby, ktére sa jednocze$nie kwadratami

liczb naturalnych.

Ad 2.

Jest rok 2010. Liczba palindromiczng - byt zapis roku 2002 - bedzie zapis roku 2112

Odpowiedz:
Sa trzy liczby palindromiczne trzycyfrowe, ktore sa jednoczesnie kwadratami liczb catkowitych.
Najblizsze biezacemu rokowi lata, ktorych zapis palindromem sa: 2002 (by?) i 2112 (bedzie)

Punktacja
Czynnos¢ Etap rozwigzania zadania Punkty
A Ustalenie cyfr, ktore moga by¢ cyframi jednosci liczby, ktdra jest kwadratem 1
innej liczby
B Podanie postaci szukanych liczb 1
C Ustalenie liczb, ktore spetniajg warunki zadania 1
D Odpowiedz na pytanie ,,Ile jest liczb trzycyfrowych ...” 1
E Podanie liczb palindromicznych — ,,numer6w” lat 1
% Zaczerpnigto z [2] - Zadanie 25 strona 43
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Zadanie 5. Wtasciwa kombinacja (5 punktow)*

Obliczamy ile sekund zajeto otwieranie ktodki: 16 min 45 s = (1660 + 45)s = (960 + 45)s = 1005s
Kombinacja szyfru jest zapisem liczby w systemie dwunastkowym. Sprawdzenie kombinacji 0-0-0
zajeto jedng sekundg, czyli kombinacja szyfru jest zapisem liczby 1005-1=1004 w systemie
dwunastkowym. ,,Odwaznikami” w systemie dwunastkowym sg potegi liczby 12:

12° =1

121 =12
12% =144
12° =1728

zauwazamy, ze 127 <1004 <12°, czyli (1004 >122) A (1004 <12°) wige liczba 1004,, w ukladzie
dwunastkowym jest trzycyfrowa. 1004, = abcuz) = a-12° +b-12" +¢-12°.

Warto$ci a, b, ¢ wyznaczamy wykonujac kolejno dzielenia:

1 6 2. 1 1
1 4 0 1 2
1 0 0 4 1 4 4 ) 1 2
- 8 6 4 2 0
1 4 0 - 1 2
Whiosek z powyzszego dzielenia : 8
1004 = 6-144 +140, zatem a =6 Whiosek : 140=11-12+8 zatem b =11 ¢ra;
c=8
Ostatecznie: 1004 = 6-12° +11.-12" +8-12° wiec 6—-11-8 jest szyfrem otwierajacym kiodke.

Odpowiedz:
Szyfrem otwierajacym klodke jest: 6 —11—8, poniewaz trafienie wilasciwej kombinacji (przy
zalozeniu, Zze na kazdg kombinacje¢ cyfr potrzebna byla jedna sekunda) nastapito po uptywie
16 minut i 45 sekund, czyli po 1005 sekundach.
Martyna wybierala liczby od 0, wybrata ich 1005, zatem 1004 to warto$¢ ostatniej wybranej
liczby w systemie dziesiatkowym.
Do zapisu liczby 1004 ,,w systemie dwunastkowym (na kazdej tarczy byto 12 mozliwych

pozycji) potrzebne sg : 6-11-8

Punktacja
Czynnos¢ Etap rozwiazania zadania Punkty
A Wyrazenie czasu w sekundach — 1005 s 1
B Stwierdzenie, ze szukany szyfr jest zapisem liczby 1004 w systemie 1
dwunastkowym
C Znalezienie szyfru 2
D Odpowiedz z uzasadnieniem 1
% Zaczerpnieto z [3] - Zadania treningowe 2005; zadanie 5
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"” 112

wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego




UNIA EUROPEJSKA Ll
KAPITAL LUDZKI l m europEssk (RS
FUNDUSZ SPOLECZNY Ha

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC

Zadanie 6. Dziewiecsit (5 punktéw)”

I. Jaka jest suma cyfr liczby L =102°°° —2009?
L =107°°—-2009; 10%°°° =100...00000;
29...00UdY

2009zer

100 .. 000O0O0|O0
- 2 0 0|9
9 9 .. 979 9|1
L =99..97991 lub L =10°°"-2009 = (102009 —1)— 2008 = 999...99999 — 2008 = 999...97991
iy - > — "
2005cyfr 2009cyfr 2005--cyfr

czyli do zapisu liczby uzyto 2005+2 dziewiatki, jedna siddemke oraz jedna jedynke.
Niech S oznacza sume cyfr tej liczby: S =2005-9+7+2-9+1=18071
Odpowiedz:
Suma cyfr liczby L =22°°°—2009 wynosi 18071.
I1. Jaka jest suma cyfr liczby L =2%°-2010? L =10%°*-2010; 10%°* =100...00000
SAlE kb

2010zer

100 ..00000
- 2010
99 ... 97990
L=99..97990 lub L =10%—2010 = (10?°° ~1)— 2009 = 999...99999 — 2009 = 999...97990
299 299... 29959 299...9
2006¢yfr 201Qyfr 2006--cyfr

czyli do zapisu liczby uzyto 2006+2 dziewiatki, jedng siddemke oraz jedna zero
Niech S oznacza sumg cyfr tej liczby: S =2006-9+7+2-9+0=18079
Odpowiedz:

Suma cyfr liczby L =22°'°—2010 wynosi 18079.

Punktacja

Czynno$é Etap rozwiazania zadania Punkty
A Ustalenie, z jakich cyfr sktada si¢ zapis liczby 2

B Ustalenie ilo$ci poszczegdlnych cyfr potrzebnych do zapisu liczby
C Obliczenie sumy cyfr
D Odpowiedz

[ ™

97 Zaczerpnieto z [2] - Zadanie 16 strona 17 oraz z [4] - Zadania treningowe 2006 — zadanie 4
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Zadanie 7. Trzy pociagi (3 punkty)*®

Niech x oznacza liczbe 0s6b w kazdym z wagonow.

,»W kazdym wagonie jest taka sama liczba pasazerow — najwicksza z mozliwych” oznacza,
ze X musi by¢ najwigkszym wspolnym dzielnikiem liczb: 462, 546 i 630.

x = NWD(462; 546; 630).

Wyznaczanie NWD

Metoda rozktadu liczb na czynniki i znalezienie wspolnych czynnikow

4622 546 | 2 6302
2318 2738 3158
7T T o1 |7 105[3
11 (11 13 |13 35 [5
1 1 7 |7
B L o

NWD(462; 546; 630) = 2-3-7 = 42
Whiosek:
W kazdym wagonie jest 42 pasazerow
Obliczanie liczby wagonéw w poszczeg6lnych pociagach:
W I pociagu jest 462 pasazerdéw, po 42 w wagonie,
zatem liczba wagondéw w I pociagu jest rOwna 462:42 =11
W II pociagu jest 546 pasazerow, po 42 w wagonie,
zatem liczba wagonow w I pociagu jest rowna 546:42 =13
W III pociagu jest 630 pasazeréw, po 42 w wagonie,
zatem liczba wagonow w I pociagu jest rowna 630:42 =15
Odpowiedz:
Liczba wagonow w pociagach jest nastepujaca:
W pociagu, ktory wiezie 462 pasazerow jest 11 wagonow
W pociagu, ktory wiezie 546 pasazerow jest 13 wagonow
W pociagu, ktory wiezie 630 pasazerow jest 15 wagonow

Punktacja
Czynno$¢ Etap rozwiazania zadania Punkty
A Ustalenie, ze liczba pasazerd6w w wagonie jest rOwna 1
NWD(462; 546; 630) i obliczenie NWD
B Ustalenie wagondw w poszczeg6lnych pociagach 1
o Odpowiedz 1

% Zaczerpnigto z [5] - Zadanie 5.26, Strona 37
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Zadanie 8. Wycieczka (3 punkty)®

Niech x; oznacza wiek i-tego uczestnika wycieczkidlaie N oraz 0<i<22

Z tresci zadania wynika, ze $rednia wieku uczestnikow wycieczki wynosi 23 lata zapisujemy ten

fakt w postaci: W

Z powyzszej rOwnosci wynika, ze: X, + X, + -+ X, = 23-21(*).

=23

Wiek przewodnika oznaczamy przez x, .

Zatem fakt, Ze §rednia wieku grupy wraz z przewodnikiem jest rOwna 24 zapisujemy nastgpujaco:
(X4 Xy 44 Xy )+ X,

=24,
22
ale z (*) wynika, ze warto$§¢ nawiasu w liczniku utamka mozna zastapi¢ iloczynem 23-21
_ 21234,
otrzymujemy rownos¢: — =24

stad otrzymujemy: 21-23+x, =22-24,
zatem x, =22-24-21-23 dalej
X, = (23-1)-(23+1)- (22-1)-(22+1) & x,, = (28° —1%)-(22? ~1? ) > x, = 28? ~1-22? 41>
o x,=23-22" & x, =(23-22)-(23+22) & x, =1- 25 x, =45

Odpowiedz:
Przewodnik ma 45 lat.

Punktacja
Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty
A Zapisanie sredniej uczestnikow wycieczki i okreslenie sumy ich wieku 1
B Zapisanie sredniej wieku z przewodnikiem w postaci rownania 1
z niewiadomg oznaczajaca wiek przewodnika
C Obliczenie wieku przewodnika i odpowiedz 1
9 Zaczerpnigto z [6] - Zadanie 1, Strona 78
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Zadanie 9. Liczba uczniéw liceum (3 punkty)'®

Symbol: a|b oznacza ,liczba a jest dzielnikiem liczby 5.
Niech x oznacza liczbg uczniow liceum, wtedy z warunkéw zadania wynika, ze:
Reszta z dzielenia (x :18) jest rowna 9, zatem 18| (x —9) - liczba (x—9) dzieli si¢ przez 18

Reszta z dzielenia (x: 20) jest rowna 9, zatem 20| (x —9) - liczba (x —9) dzieli si¢ przez 20

Reszta z dzielenia (x : 20) jest rowna 9, zatem 24| (x—9) - liczba (x —9) dzieli si¢ przez 24.

Z powyzszego wynika, ze liczba (X - 9) jest podzielna przez kazda z liczb: 18, 20, 24,
zatem musi by¢ podzielna przez NWW(18, 20, 24) =360.

18 |2 20 |2 24 |2

9 3 10 |2 12 |2

3 3 5 5 6 2

1 1 3 3
1

NWW (18; 20; 24)=2-2-2-3-3-5 =360

Otrzymali$my, ze (X - 9) jest wielokrotnos$cig liczby 360.
Liczba 720 jest jedyna wielokrotno$cia liczby 360 zawarta migdzy 500 a 1000,
stad x—9=720, czyli x=729.
Odpowiedz:
W tej szkole jest 729 uczniow.

Punktacja
Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty

Whiosek:

A Jesli reszta z dzielenia x przez liczbe jest rowna 9, 1
to X - 9 dzieli si¢ przez tg liczbe

B Zauwazenie, ze (X - 9) musi by¢ podzielne 1
przez NWW(18; 20;24) i wyliczenie NWW

o Obliczenie liczby uczniow iodpowiedz 1

10 Zaczerpnigto z [2] - Zadanie 21 strona 24
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Zadanie 10. Studia w Pisa (3 punkty)™*

(Leonardo z Pisy: De duobus hominibus panes habentibus... —,, Dwoje ludzi chieb majgc...”)
Podziat monet: ,,Jeden podrézny wzigt 3 monety, poniewaz przyniost 3 chleby, a drugi 2 monety,
poniewaz przyniost 2 chleby.” - Bytby sprawiedliwy gdyby zotnierz sam zjadt wszystkie chleby.
Podrozni mieli razem 5 chlebow i podzielili si¢ chlebem w rdwnych czesciach.

To znaczy, ze kazdy z podréznych i zotierz zjedli po g = 1% chleba.

Oznacza to, ze podrozny, ktory miat trzy chleby oddat zolierzowi 3 — 1% = 1% chleba,

natomiast drugi z podréznych oddat zotnierzowi 2 —lg = % chleba.

Poniewaz 1

43 a4 Czyli 4 czgsci zjedzonego chleba zolnierz otrzymal od pierwszego
311

z podroznych natomiast od drugiego tylko 1 czgsé.
Oznacza to, ze monety powinny zosta¢ podzielone w stosunku 4:1,
czyli 4 monety dla pierwszego z podr6znych, a dla drugiego 1 moneta.
Odpowiedz:
Pierwszy podrézny powinien wzia¢ 4 monety, a drugi 1 monetg.
Taki podziat jest bardziej sprawiedliwy.

Punktacja
Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty
A Stwierdzenie, ze podzial monet 3:2 bylby sprawiedliwy 1

gdyby Zohierz sam zjadt chleb

Zauwazenie, ze kazdy zjadt 1% chleba

oraz ile chleba oddali podrézni (I: l%, all %)

C Zaproponowanie sprawiedliwego podziatu monet i odpowiedz 1

101 7aczerpnicto z [7] - Zadania treningowe 2004 — zadanie 10
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Zadanie 11. Dwa tréjkaty za jeden kwadrat (4 punkty)*

Liczby tréjkatne:

Niech T, oznacza n-tq liczbe trojkatna
T, =1 T,=1+2+3+4=10, ale rowniez T, =T, +4
T,=1+2=3,aleréwniez T, =T, +2
T,=1+2+3=6,alerowniez T, =T, +3 T, =1+2+3+4+5+..+(n-1)+n=T,,+n

-l a | & & | & | A
T, T,¢ ¢ T, % T, o T, %
SECINE S -4
1 3 re SO0

10 15 21
T, T,=T,+2 | T,=T,+3 | T,=T,+4 |T,=T,+5 |T,=T,+6

Liczby kwadratowe:
Niech K, oznacza n-tq liczbe kwadratows to znaczy: K, =n?

K =1 K,=2"=4 Ky=3°=
K,=42=16 K, =n’
Zauwazamy, ze: T, = K,
T, +T,=1+3=4=2?=K
T12+T23:3+6:9:32=K23 098 1.38
T,+T,=6+10=16=4% =K,

® o5 00
ce o0 e
Qo e 0
OO0 0 e e
cCc o0

Rysunek obok przedstawia sume T, + T, = K,

. Tn +Tn+1 = Kn+1 = (n+1)2 (*)
Ta010+ To011 = Kzon) uwzgledniajac, ze Ta011 = Tooso + 2011

Too10 + Tao1o + 2011 = 20117 2T,y = 20112 — 2011

Z réwnosci (*) otrzymujemy:
K o1, = 20117

oraz otrzymujemy: stad zatem
2-T,p10=2011-(2011-1) czyli 2 Tao10=2011-2010 5y 2-To010 = 4042110 (i mie
T= 4045110 cayli Teoso = 2021055
Odpowiedz: T,,,, = 2021055
Punktacja
Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty
A Zauwazenie zwigzku migdzy kolejnymi liczbami trojkatnymi 1
B Zastgpienie sumy dwoch kolejnych liczb trojkatnych liczbg kwadratowa 1
C Zapisanie rownania z niewiadoma liczba 2010-tg trojkatna 1
D Obliczenie 2010-tej liczby trojkatnej i odpowiedz 1
102 7aczerpnigto z [8]- Zadania 2005, zadanie 11
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Zadanie 12. Rachunek elementarny*® (4 punkty)

(a+b)+a-b+(a—b)=2010<a+b+a-b+a-b=2010
czyli
2a+a-b=2010 < a-(2+b)=2010
Rozktad 2010 na czynniki pierwsze jest nastepujacy:
2010 |2
1005 |3

335 |5
67 67
1

Z powyzszego rozktadu wynika, ze dzielnikami liczby 2010 sa:
1; 2; 3; 5; 6;10; 15; 30; 67; 134; 201; 365; 402; 670; 1005; 2010.

Zatem rozktady liczby 2010 na dwa czynniki sg nastgpujace:

2010=1-2010 2010=2-1005 2010=3-670

(@
a+b
+ax*xb
+a—->b
2010
3
2010 =5-402

2010=6-365 2010=10-201 2010=15-134 2010=30-67

Poniewaz: a>b >0, to:
Z rozktadu I otrzymujemy:
a-(b+2)=1-2010 =
a=2010 a=2010
=
b+2=1 b=-1
Z rozktadu II otrzymujemy:
a-(b+2)=2-1005 <
a=1005 a=287
=
b+2=2 b=0
Z rozktadu III otrzymujemy
a=670 a=670
a-(b+2)=3-670 = SN
b+2=3 b=1
Z rozktadu IV otrzymujemy
a=402 a=402
a-(b+2)=5-402 = =N
b+2=5 b=3
Z rozktadu V otrzymujemy
a=2365 a=365
a-(b+2)=6-365 = =
b+2=6 b=4
Z rozktadu VI otrzymujemy
a=201 a=201
=
b+2=10 b=8
Z rozktadu VII otrzymujemy

a=134 a=134
a-(b+2)=15-134c>{ {

a-(b+2):10-201<:>{

<
b+2=15 b=13

108 Zaczerpnigto z [3] - Zadania treningowe 2005; Zadanie 11

; b =0 jest sprzeczne z warunkiem b >0

; b =-1 jest sprzeczne z warunkiem b >0

;wiec a=3351b=4 (3)

;wiec a=670 i b=1 (1)

;wiec a=402 ib=3 (2)

;wiecc a=201ib=8 (4)

; wigc a=134 i b=13 (5)
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Z rozktadu VIII otrzymujemy

a=67 a=67 .
a-(b+2):30-67c>{ <:>{ ; wigc a=67 i b=28 (6)
b+2=30 bh=28
Sprawdzenie rozwiazan:
1 2
a |b |atb|a*b |a-b]a+b 671 ||a |b |atb|a*b |a-b|at+b 405
6701 |369(1876(39 |a*b 670 | |402(3 |369|1876|39 |a*b 1206
a-b 669 a-b 399
Suma: [ 2010 Suma: [ 2010
3 4
a |b |atb|a*b [a-b]a+b 339 | |a |b |atb|a*b |a-b|at+b 209
335|4 |369(1876(39 |a*b 1340] |1201|8 |369(1876]39 |a*b 1608
a-b 331 a-b 193
Suma: | 2010 Suma: | 2010
5
a |b |atb|a*b [a-b]atb 147 | |a |b |atb|a*bh [a-b]atb 95
134(13]369|1876(39 |a*b 1742 |67 [28]369(1876(39 [a*b 1876
a-b 121 a-b 39
Suma: | 2010 Suma: [ 2010

Odpowiedz:

Istnieja nastepujace pary takich liczb naturalnych (a, b), gdzie: a jest wicksze lub rowne
b, takich, ze gdy dodamy do siebie ich sumeg, iloczyn i r6znicg to otrzymamy 2010 sg to:
(670; 1); (402; 3); (335; 4); (201, 8); (134; 13); (61; 28)

Punktacja
Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty
A Zapisanie warunku a- (b +2)= 2010 ; wyznaczenie dzielnikow liczby 2010; 1
podanie rozktadéw 2010 na czynniki
B Analiza otrzymanych rozkladow, wyznaczenie warto$ciaib 2
(Po 1p za kazde rozwiazanie)
Sprawdzenie wynikow i odpowiedz 1
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Pakiet M-1.4 ,,Wektor! Do nogi!”

Ten sympatyczny boks|erek to Wektor

I. Tresci merytoryczne:

pojecie wektora,

dodawanie, odejmowanie, mnozenie przez liczbe wektorow systentycznie

i W wspotrzednych,

pojecie wektora zerowego, przeciwnego, wektorow roéwnych,

przeksztatcanie punktu w symetrii wzglgdem prostej, symetrii sSrodkowej, w jednoktadnosci.

Il. Cele szczegétowe:

utrwalenie pojecia wektora syntetycznie i analitycznie,

nabycie umiejetnosci podziatu odcinka punktem,

pokazanie wektora jako narz¢dzia do rozwigzywania probleméw w geometrii analitycznej,
W szczegolnosci w przeksztalceniach geometrycznych i odnajdowaniu punktow

na ptaszczyznie z wykorzystaniem wlasnosci trojkata i czworokatow,

przyblizenie prostych zastosowan wektorow do rozwigzania probleméw fizycznych.

lll. Proponowane metody i formy pracy

Metoda: praca w grupach, burza mézgow.
Forma pracy: wspolnym frontem.
Srodki dydaktyczne: karty pracy, gry dydaktyczne.

IV. Przebieg zajec

Spotkanie 1: ,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

1
2.
3.
4

5.
6.
7

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”

Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obecnosci).

Podziat uczniéw na zespoty zadaniowe (grupy 4 - 5 0sobowe).

Wybor lideroéw, sekretarzy, asystentow poszczegolnych grup.

Rozdanie kazdej z grup zestawow ¢wiczen otwierajacych oraz materiatdéw potrzebnych
do rozwigzywania zadan.

Rozwigzywanie ¢wiczen przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.

Przedstawienie 1 porownanie rozwigzan zadan przez przedstawicieli grup.

Zebranie kart z rozwigzaniami.
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Bibliografia do ,,Cwiczen otwierajacych”

[1.]JRams S., Rams T. , Matematyka bez granic, Czes¢ II, Zadania konkursowe - etap wstepny
1998-2003, Nowy Sacz 2003
[2.]Legutko M., Legutko M., Turnau S., Matematyka I. Podrecznik dla liceum
ogolnoksztategeego i liceum zawodowego, Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne,
Warszawa 1991
Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)

1. Uczniowie siadaja we wcze$niej ustalonych zespotach zadaniowych.

2. Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawu zadan ,,Rozwigzmy razem”.

3. Uczniowie dokonuja podziatu, ktora grupa bedzie rozwigzywata dane zadanie. Uczniowie
powinni pocia¢ zestaw zadan i rozdzieli¢ zadania do odpowiednich grup.

4. Kazda grupa rozwigzuje zadania samodzielnie. Po rozwigzaniu zadania uczniowie redaguja
odpowiedz na karcie odpowiedzi.

5. Jezeli dana grupa zakonczy pracg, to jej cztonkowie powinni przytaczyc¢ si¢ i pomoc
W rozwigzywaniu innym grupom.

6. Nauczyciel zbiera karty odpowiedzi.

7. Zakonczenie zajgc.

Bibliografia do zestawu zadan ,,Rozwiazmy razem”

[1.]Butrym P., Matematyka w zadaniach praktycznych, Wydawnictwo Szkolne Omega,
Krakow 2004

[2.]Kaminski Z., Fizyka dla kandydatow na wyzsze uczelnie techniczne, Wydawnictwa
Naukowo - Techniczne, Warszawa 1973

[3.]Legutko M., Legutko M., Turnau S., Matematyka I. Podrgcznik dla liceum
ogolnoksztalcacego i liceum zawodowego, Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne 1991

[4.]Lomnicki A., Trelinski G., Geometria dla klasy I liceum ogdlnoksztatcacego, liceum
zawodowego i technikum, Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne, Warszawa 1986

[5.]Mendel B., Mendel J., Zbior zadan z fizyki dla klasy pierwszej Liceum Ogolnoksztatcacego
i Technikum, Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne, Warszawa 1975

Spotkanie 3: ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

1. Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane karty pracy zespotom zadaniowym.
2. Liderzy poszczeg6lnych grup prezentuja rozwigzania zadania.

3. Nauczyciel ocenia pracg grup (pozytywne wzmocnienie).

4. Podsumowanie zajgc.
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Spotkanie 1: ,Cwiczenia otwierajace” - ,,Wektor! Do nogi!”

Zadanie na rozgrzewke'

e Przettumacz tres¢ zadania na jezyk polski

¢ Rozwigz zadanie

¢ Rozwiazanie zadania podaj w wybranym wcze$niej jezyku
Warm up exercise Misfit (10 points)

“Axial symmetry is boring” Jacques is complaining and is fed up with the fact that a line is
connecting a point and its image at right angle. Why not try another angle? Jacques has invented
modification called the inclined symmetry. A line segment connecting point M and its image M’ in
Jacques’s symmetry is parallel to a define line segment d and is divided into two equal parts by the
axis of symmetry, which is a straight line AB. The straight line d and AB intersect at an angle
of 60°.

105
1

Rysunek do zadania

If we accept:

S; — Jacques’s symmetry

¢ —the line segment AB

S;(M) — the picture of the point M In Jacques’s

symmetry
S;(M)=M" — the picture of the point M in
Jacques’s symmetry is the point 1/ e

M. — the Picture of the point M
in parallel projection onto a line ¢ in the direction
toalined B

Notice that Sy(M)=M"< MM, = M _M'

c

C

Redraw and zoom the figure presented above on a separate answer sheet and construct a picture
(shown in the figure) of the circle by the “inclined symmetry” setting the appropriate number of the
images of the points.

104 7aczerpnigto z [1] — strona 89; zadanie 7
105 Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry II
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Ejercicio de iniciacion Inadaptado (10 puntos)

,»El eje de simetria es aburrido” — se queja Jacques y esta harto de que la linea que une el punto y su
imagen en el angulo recto. Porque no intentar el otro angulo? Jacques se inventa la transformacion,
llamada «simetria oblicua»:

“El segmento que une el punto M y su imagen M’ en la simetria de Jacques es paralelo a una recta
definida d y dividida por dos partes iguales con el eje de simetria, que es la recta AB”. Las rectas d
y la recta AB se cruzan en el angulo de 60°.

Si las nombramos:

S; — simetria de Jacques

c—recta AB

S3(M) — imagen del punto M en la simetria de Jacques

S;(M)=M" - imagen del punto M en la simetria de Jacques es el punto M’

Mc—imagen del punto M en la proyeccion paralela en la recta € en direccion de la recta d
Observamos que: S;(M)=M"< M—I\/Ic = W

Copia y amplia esta figura en la hoja de soluciones y construye la imagen (presentada en el dibujo)
de la circunferencia por esta “simetria oblicua” marcando las imagenes de los nimeros de puntos
adecuados.

Esercizio per riscaldarsi Non Appropriato (10 punti)

“La simmetria assale ¢ noiosa” si lamenta Giacomo e ne ¢ gia stufo che la linea lega il punto e la
sua immagine all’angolo retto.

Perché non provare un altro angolo? Giacomo inventa una trasformazione cosidetta simmetria
obliqua:

“Il tratto che lega il punto M e la sua immagine M’ nella simmetria di Giacomo ¢ parallelo ad una
certa retta stabilita d e diviso in due parti uguali dall’asse di simmetria, che ¢ rappresentata dalla
retta AB” La retta d e la retta AB si incrociano all’angolo di 60°

Se introdiciamo le seguenti identificazioni:

Sy — simmetria di Giacomo

c —retta AB

S;(M) — immagine del Punto M nella simmetria di Giacomo

Sy(M)=M"— il punto /" ¢ I’'immagine del punto M nella simmetria di Giacomo

M. — immagine del Punto M Nel prospetto paralelo Sulla retta ¢ nella direzione della retta d
Notiamo che Sy(M)=M"< MM_ = M M

Copia ed ingrandisca la figura sopra presentata sulla scheda di soluzioni ed costruisca I’'immagine

(presentata sul disegno) di un circolo da parte di questa “simmetria obliqua” tracciando le immagini
di un numero appropriato dei punti.
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Exercice pour entrainement Inadapté (10 points)

« La symétrie axiale est ennuyante » se plaint Jacques

et il en a assez que la droite relie le point et son image a angle droit.

Pourquoi ne pas essayer un autre angle ?

Jacques invente la transformation appellée la symétrie oblique :

« Le segment reliant le point M et son image M’ dans la symétrie de Jacques est paralléle a une
certaine droite établie et divisé en deux parties égales par I’axe de symétrie qui est la droite AB »

La droite d et la droite AB se croisent sous un angle de 60°.

Si on admet les significations suivantes:

S; - la symétrie de Jacques

c — la droite AB

S;(M) - I’image du point M dans la symétrie de Jacques

S;(M)=M" - I’'image du point M dans la symétrie de Jacques est le point M’

M. — I’image du point M dans la projection paralléle sur la droite ¢ dans la direction de la droite d
On remarque que Sy(M)=M"< M—I\/IC = W

Retrace et aggrandit la figure ci-dessus dans la fiche de solution et construit 1’image du cercle
(presenté sur le dessin) par cette « symétrie oblique » en déterminant les images d’un nombre
convenable de points

Aufwdrmungsaufgabe Unangepasst (10 Punkte)

~Achsesymmetrie ist langweilig” meckert der Jacques

Und hat die Nase voll davon, dass die Linie einen Punkt mit seinem Bild in einem geraden Winkel
verbindet.

Warum nicht ein anderer Winkel?

Jacques denkt eine Umformung aus- schrige Symmetrie genannt:

,Der den Punkt M und sein Bild M’ verbindende Abschnitt in der Symmetrie von Jacques ist
parallel zu einer bestimmten Geraden d und teilbar in zwei gleiche Teile durch die Symmetrieachse,
die die Gerade AB ist“. Die Geraden d und Gerade AB schneiden sich in einem Winkel 60°.

Wenn man eine Bezeichnung einfiihrt:

S; — Symmetrie von Jacques

¢ —Gerade AB

S;(M) — das Bild vom Punkt M in der Symmetrie von Jacques

Sy(M)=M"—das Bild vom Punkt M in der Jacques’ Symmetrie ist der Punkt 1/’

M. — das Bild vom Punkt M in der parallelen Projektion auf die Gerade ¢ Richtung der Geraden d

Es lasst sich feststellen, dass Sy(M)=M"«< MM, =M M’

Zeichne und vergrofire die oben dargestellte Figur auf das Losungsblatt nach und baue ein Bild des
oben gezeichneten Kreises durch ,,die schrige Symmetrie®, indem du die Bilder der entsprechenden
Punktezahl festlegst
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Zadanie 1. Podziat odcinka (6 punktéw) '

Dane sg punkty A(-2,3) i B(3,-1). 7
Znajdz wspotrzedne punktu P dzielacego odcinek AB:
e wstosunku 1:1 (5,

e wstosunku 2:3

Zadanie 2. Wektor w tréjkacie (4 punkty) *”

Potacz wektorem $rodki dwoch bokdéw dowolnego trojkata.

Pokaz, ze uzyskany wektor ma kierunek trzeciego boku trojkata i dtugosé
réwna potowie jego dtugosci.

Srodkowa w tréjkacie, to odcinek aczacy wierzchotek
ze $rodkiem przeciwlegtego boku.

: Jakg whasnos¢ srodkowych wida¢ na rysunku? ' 81 52
Czy moglbys ja uzasadnic?

Zadanie 3. Srodek ciezkosci tréjkata (4 punkty)

C

109

A B
Wyznacz wspotrzedne s$rodka ciezkosci trojkata w zaleznosci od wspodtrzednych jego
wierzchotkow. Gdzie znajduje si¢ $rodek cigzkosci trojkata ABC, gdy A(-1,-1), B(5,0), C(2,4)?
Zadanie 4. Symetria osiowa (3 punkty) **°

Punkt A' jest obrazem punktu A w przeksztalceniu opisanym zwigzkiem:
RA'=—RA, gdzie punkt R jest rzutem prostopadtym punktu A na dang prosta I. Jak a rysunku: ™!

W,
Alxy)

1
i U5 SYITELT i

i R[x.0) %
APy

1. Znajdz analityczne wzory tego przeksztalcenia, jesli prosta | jest osig OX.

2. Zaznacz na plaszczyznie i polacz kolejno odcinkami punkty:

(_215)1 (_115)1 (_2r6)1 ('412)1

(-2,2), (-2,1), (-1,1), (-2,0), (-2,-1), (2,-1), (2,7), (-2,7), (-2,6).

Otrzymasz profil ludzika.

Dla kazdego punktu (X, y)zaznacz odpowiadajacy mu punkt (X', y') wedtug danego przeksztalcenia.

1% Zadanie wtasne Iwony Derendarz - inspirowane zbiorami zadan i podrecznikami uzywanymi w pracy z klasa
197 Zadanie wlasne Iwony Derendarz - inspirowane zbiorami zadan i podrgcznikami uzywanymi w pracy z klasa
108 Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry II
1% Zadanie wtasne Iwony Derendarz - inspirowane zbiorami zadan i podrgcznikami uzywanymi w pracy z klasa
10 Zaczerpnigte z [2]

Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry 11
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,Cwiczenia otwierajace”
- ,Wektor! Do nogi!”

Zadanie na rozgrzewke Nieprzystosowany (10 punktéw)

»Symetria osiowa jest nudna” skarzy si¢ Jacques i ma juz do$¢ tego, ze linia taczy punkt ijego
obraz pod katem prostym.

Dlaczego nie sprobowac innego kata?

Jacques wymysla przeksztatcenie zwane symetria skosna:

,»Odcinek 1aczacy punkt M i jego obraz M’ w symetrii Jacquesa jest rownolegly do pewnej
ustalonej prostej d i dzielony na dwie rowne czeSci przez o$ symetrii, ktorg jest prosta AB”.

Proste d i prosta AB przecinaja si¢ pod katem 60°.

Jesli wprowadzimy oznaczenia:

M. — obraz punktu M rzucie réwnolegtym na prostg ¢ w kierunku prostej d.

S; - symetria Jacquesa;

c — prosta AB;

S;(M)=M" - obrazem punktu M w symetrii Jacquesa jest punkt 1/”;

S;(M) — obraz punktu M w symetrii Jacquesa;

Zauwazymy, ze: Sy(M)=M" < MM =M M'

C

Przerysuj i powigksz przedstawiong wyzej figur¢ na arkuszu rozwigzan i skonstruuj obraz
(przedstawionego na rysunku) okrggu przez t¢ ,,symetri¢ sko$na” wyznaczajac obrazy odpowiedniej
liczby punktow.
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Rozwiazanie:
Rysunek do rozwiazan we wszystkich jezykach?

C

-~
Wyznaczenie obrazéw punktow okregu: A; B; M; C; D; E;
Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami:
punkty: A; B; Mc; C¢; D¢; E; sg odpowiednio obrazami punktéw: A; B; M; C; D; E; w rzucie
réwnolegtym na prosta ¢ w kierunku prostej d.
Zauwazamy, ze Sy(A)=A oraz Sy(B)=B, czyli, ze punkty A i B sa punktami stalymi tego
przeksztalcenia.

zatem S;(M)=M’; S;(C)=C’; Sy(D)=D’; Sy(E)=E".

Zauwazamy, ze obrazem danego okregu bedzie elipsa

Uwagi: Mozna znalez¢ obrazy wigkszej liczby punktow

Zapis wektorowy nie jest wymagany, ale tatwiej zapisa¢ kolejne etapy konstrukc;ji.

Punktacja
Czynnos¢ Etap rozwigzania zadania Punkty
A Thumaczenie na jezyk polski 1
B Znalezienie obrazoéw punktow statych (A, B) 1
C Wyznaczenie obrazéw minimum trzech dowolnych punktéw okregu 2
D Wyznaczenie obrazéw kolejnych punktow 1
E Narysowanie elipsy 2
F Poprawno$¢ i staranno$¢ wykonanych rysunkow 1
G Zapisanie rozwigzania w j¢zyku obcym 2
12 Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry II
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Ejercicio de iniciacién Inadaptado (10 puntos)

Marcar las imagenes de puntos de la circunferencia: A; B; M; C; D; E;

Conforme a los marcados admitidos: los puntos: A; B; Mc; Cc; Dc; Ec

son adecuadas las imagenes de los puntos A; B; M; C; D; E;

en la proyeccion paralela en la recta ¢ en direccion de la recta d

Observamos que S;(A)=A y Sy(B)=B, es decir, los puntos A y B son puntos fijos de esta
transformacion.

¢

Entonces S;(M)=M’; S;(C)=C’; Sy(D)=D’; SiE)=E’. Observamos que la imagen de la
circunferencia es la elipse

Patrz — ,, Rysunek do rozwigzan we wszystkich jezykach”

Observaciones: Se puede encontrar el nimero de puntos mas grande.

La notacion de vectores no es obligatoria, pero es mas fécil anotar las siguientes etapas de la
construccion.

Puntuacion
NL;T;\:? dgg la Etapas de la solucion de la tarea dCea;IJIr?tao ds
A Traduccién de la tarea al polaco 1
B Encontrar las imagenes de puntos fijos (A, B) 1
C Marcar las imagenes minimo de tres libres puntos de la circunferencia 2
D Marcar las imagenes de los puntos siguientes 1
E Trazar la elipse 2
F Trazar los dibujos de la manera correcta y cuidadosa 1
G Marcar la solucion en un idioma extranjero 2

Esercizio per riscaldarsi Non Appropriato (10 punti)

Indicare le immagini dei punti del circolo: A; B; M; C; D; E. In accordo alle identificazioni
stabilite: i punti: A; B; Mc; Cc; Dc; Ec. corrispondono alle immagini dei punti: A; B; M; C; D; E
nel prospetto parallelo sulla retta ¢ nella direzione della retta d. Notiamo che S;(A)=A e che
S;(B)=B, cio che significa che i punti A e B sono punti fissi di una tale trasformazione.

per cui S3(M)=M’; Sy(C)=C’; Sy(D)=D’; Sy(E)=E’

Notiamo che I’immagine del circolo dato ¢ una ellisse.

Patrz — ,, Rysunek do rozwigzan we wszystkich jezykach”

Osservazioni: Possono essere trovate le immagini di ulteriori punti

Il registro vettoriale non ¢ richiesto, ma ¢ piu facile di registrare le succesive fasi della costruzione.

Punteggio:
N. attivita Fasi della soluzione Numero di punti
A Traduzione in lingua polacca 1
B Trovare delle immagini dei punti fissi (A, B) 1
C Indicare le immagini di minimo tre punti arbitrani del circolo 2
D Indicare le immagini dei punti successivi 1
E Disegnare ’ellisse 2
F Correttezza ed accuratezza dei disegni 1
G Scrivere la soluzione in lingua straniera 2
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Exercice pour entrainement Inadapté (10 points)

Détermination des images des points du cercle: A; B; M; C; D; E. D’aprés les significations
admises: les points A; B; Mc; Cc; Dc; Ec sont successivement les images des points A; B; M; C; D;
E dans la projection parall¢le sur la droite ¢ dans la direction de la droite d. Nous remarquons que
Si(A)=A et S;(B)=B alors que les points A et B sont les points fixes de cette projection.

alors S;(M)=M’; S;(C)=C’; Sy(D)=D’; Sy(E)=E’. Nous remarquons que I’image du cercle donné sera
Iellipse. Patrz — ,, Rysunek do rozwigzan we wszystkich jezykach”

Remarques: 11 est possible de trouver des images d’un plus grand nombre de points.

La formule vectorielle n’est pas exigée, mais il est plus facile d’enregistrer les étapes consécutives
de la construction

Pointage
Numéro de Iactivité Solution étape par étape Points
A Traduire en langue polonaise 1
B Trouver les images des points fixes(A,B) 2
C Déterminer les images d’au moins trois points quelconques du cercle 2
D Déterminer les images des points suivants 1
E Dessiner I’ellipse 2
F La correction et précision du dessin 1
G Ecrire la solution en langue étrangere 2

Aufwarmungsaufgabe Unangepasst (10 Punkte)

Das Festlegen der Punktebilder in einem Kreis: A; B; M; C; D; E;

Gemif der angenommenen Bezeichnung: Punkte: A; B; Mc; Cc; Dc; Ec sind entsprechend die
Bilder der Punkte: A; B; M; C; D; E; in der parallelen Projektion auf die Gerade c in Richtung der
Geraden d.. Wir bemerken, dass S;(A)=A und Sy(B)=B, also, dass die Punkte A und B die
Stammpunkte dieser Umformung sind.

also S;(M)=M’; S;(C)=C’; Sy(D)=D’; Sy(E)=E’

Es ist zu bemerken, dass Das Bild des Kreises ist die Ellipse.

Patrz — ,, Rysunek do rozwigzan we wszystkich jezykach”

Anmerkungen: Man kann die Bilder der groleren Menge von Punkten finden

Die Vektoreneintragung ist nicht erforderlich, aber es ist leichter, folgende Konstruktionsabschnitte
aufzuzeichnen.

Punktwertung
Tatigkeits Etappe der Aufgabenldsung Punktenzahl
nummer
A Ubersetzen ins Polnische 1
B Das Finden der Bilder von Stammpunkte (A, B) 1
c Das Festlegen der Bilder von Minimum drei beliebigen Punkten des 2
Kreises.
D Das Festlegen der Bilder von den folgenden Punkten 1
E Das Aufzeichnen der Ellipse. 2
F Die Korrektheit und Genauigkeit der Zeichnungen 1
G Die Eintragung der Losung In der Fremdsprache 2
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Warm-up Bonus Misfit (10 points)

Indication of the points of the circle of images:A; B; M; C; D; E;

In accordance with accepted symbols: points A; B; Mc; Cc; Dc; Ec are respectively the images of
the points: A; B; M; C; D; E in a parallel projection onto a straight line ¢ in the the direction of a
lined

We note that S;(A)=A and S;(B)=B, so the points A and B are definite points of this
transformation

$0 S(M)=M’; S(C)=C’; Sy(D)=D’; Sy(E)=E’

We note that the image of a circle is the ellipse

Patrz — ,, Rysunek do rozwigzan we wszystkich jezykach”

Notes: You can find images of more points

Entry vector is not required, but it’s easier to save the stages of construction.

Scores

Activity Stages of solutions Points
Translation into Polish 1
Finding an image of the points (A, B)

Showing three images of the points of the circle at least
Showing the images of the remaing points

Drawing an ellipse

Correctnedenss and precision while drawing the pictures
Giving the solution into a foreign language

®O|mmoO|w >
NSNS NI
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Zadanie 1. Podziat odcinka (6 punktéw)

Ad a)
Dane sg punkty A(-2,3) i B(3,-1).

Szukany punkt jest srodkiem odcinka AB.
Zapisujemy wspotrzedne wektorow:

AS =[x+2;y—3]; AB=[3—(-2)-1-3].

Punkt S jest $rodkiem odcinka AB, wigc AS :%ﬁ.
El
2.

X+2=

We wspotrzednych mamy, wigc:

1 5
X+2,y—-3[==[3+2,-1-3[=| =,
-2.y-3)-2e+2-1-3)-

otrzymujemy uktad rownan:

y—-3=-2

Rozwigzaniem tego uktadu sa szukane wspotrzgdne punktu S = [% ,1} .
Ogdlnie: gdyby Alxq,y1), B(x2,y2), S(x.y)

B[x2.y2)

5yl
Alx1,%1)

113

mamy réwno$¢ wektorow: AS = % AB , co daje we

, 1
wspbtrzednych: [x — xg, y — y; | = 5 [x2 =X, y2 = 1.

1
X=X = E(Xz —Xl)
Konsekwentnie otrzymujemy: 1 )
y=y1=502v)

— X1 + X +
a nastepnie wzory na $rodek odcinka AB , punkt 5(122 , MJ

2

ns Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry II

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”

wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 132



UNIA EUROPEJSKA Ll
KAPITAL LUDZKI l m europEssk (RS
FUNDUSZ SPOLECZNY Ha

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC

ad b) Analogicznie, niech punkt P(x,y) dzieli odcinek AB w stosunku 2:3

a

= B[x2.v¥2]
PRy
Al1,y1) "
2
X=X = g(Xz —Xl)

mamy wigc AP = %ﬁ , czyli: po przeksztalceniu otrzymujemy:

Yy-Y1 =*(Y2 —Y1)

5
X = 2X2 +3X1 ,
5 , czyli P(O,—j
2y2 +3y1 5
Ve

Uogélnienie: Majac dane wspotrzedne punktow A i B: A(xq, 1), B(X2, Y2 ), wyznacz wspotrzedne
takiego punktu P, ktory dzieli odcinek AB W stosunku m:n.
Ogodlnie, dla podziatu odcinka AB punktem P(x,y) w stosunku m:n uzyskujemy:

po uporzadkowaniu i wyznaczamy wartosci:

mx, + NX my, +n
X = 2 1 Orazy: yZ y1’
m+n

mx, +nx, My, +n
ktore sg wspotrzednymi szukanego punktu P( 2 1% MY, yl]

m+n  m+n
Punktacja
Czynnos¢ Etap rozwigzania zadania Punkty
A a)Zapisanie rownosci wektorow: zs_ 15 1
2
B a)Wyznaczenie wspotrzednych wektorow as i 1,z 1
2
C a) Wyznaczenie wsp6trzednych punktu S 1
D b)Zapisanie 75 _225 1
5
E b)Zapisanie rownosci migdzy wspoirzednymi wektoréw 1
F b)Wyznaczenie wspotrzgdnych punktu P 1

e Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry II
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Zadanie 2. Wektor w tréjkacie (4 punkty)

Rozwiazanie:
a)
Korzystajac z rysunku'":
C
52
S
B
A

Zauwazamy, ze: AC =2 STC i CB=2. C‘S; oraz S;S, = E + ?Sz stad otrzymujemy:
AB=AC +CB=25,C+2CS, =2(5,C +CS,)-25S,  zatem AB=2-5S,, korzystajac
z whasnosci iloczynu wektora przez liczbe otrzymaliSmy, ze uzyskany wektor S S, ma kierunek

wektora AB , czyli trzeciego boku trojkata i dlugos$é rowna potowie jego dlugosci
b)

Jaka wtasnos¢ srodkowych widaé na rysunku? **°

h=3
m

Odpowiedz:

Srodkowe w trojkacie dziela sie w stosunku 2:1, liczac od wierzchotka.

Czy moglbys ja uzasadnic?

W uzasadnieniu mozemy powota¢ si¢: na czes¢ a) zadania i podobienstwo trojkatow ABS i S,S,S

lub bezposrednio na twierdzenie Talesa.

Punktacja
Czynno$¢ Etap rozwiazania zadania Punkty
A Zapisanie AB = AC +CB 1
B Przejscie na potowy wektorow i zapis AB = Zﬁ 1
C Uzasadnienie 1

15 Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry 11

Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry II
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Zadanie 3. Srodek ciezkosci tréjkata (4 punkty)

Ilustracja — $rodek ciezkosci trojkata™’

B
A

Niech punkty A; B; C majg wspotrzedne: A(Xl; yl), B(Xz; yz), C(X3; y3),
za$ punkt S(srodek cigzkosci): S(x, ).

Xp+X3 Yo2+Y3
2 12

odcinek AS; w stosunku 2:1, to wspohrzedne punktu S maja postaé:

Mamy wowczas: Sl[ ], bo S, jest $rodkiem odcinka BC, aponiewaz S dzieli

2%4_)(1 (o Lt Xo+Xg
x= 3 , czyli: 3
Yi+tY2+Ys
+ —
2y22y3+Y1 y= 3

y= 3

Otrzymali$my, ze $rodkiem cigzkosci AABC o wierzchotkach w punktach:

A(Xl; yl)’ B(Xz; yz)r C(Xz; ys)r jest punkt S[X1+X§ 5 ; y1+y:23 * y3]-
Stad $rodek cigzkosci AABC, gdzie A(-1,-1), B(5,0), C(2,4) ma wspotrzgdne:

[—1+5+2 , —1+0+4j _(21)
3 3

Odpowiedz:
Srodkiem cigzkosci AABC, gdzie A(-1,-1), B(5,0), C(2,4) jest punkt S(2;1)

Punktacja
Czynno$¢ Etap rozwigzania zadania Punkty
A Zapisanie $rodka boku za pomoca wspotrzednych wierzchotkow 1
B Wykorzystanie stosunku podzialu odcinka punktem do zapisania réwnan 2
i wyprowadzenia wzorow na $rodek cigzkosci trojkata
C Wyznaczenie punktu S 1
n Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry II
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Zadanie 4. Symetria osiowa (3 punkty)

Ilustracja przeksztalcenia: '*

[
Apx.y]

1
- U5 SyTTEtrii

0 |Remy T x
ALy

Z tresci zadania mamy:
RA'=-RA, ale: RA=[x—x; y—0]=[0; y]i RA'=[x—x; y—0]=[x—x; y]
Otrzymujemy, zatem rownosci:

[x—x; y]=-{0; y]=[0; - y]

Wiec:
X'—-x=0 . ; X'= X
, , co daje w koncu ¢ |
y=-y y=-y
W tabeli zestawione sg wspotrzedne oraz numery na wykresie danych punktow i ich obrazow
Nr punktu | 1 2 3 4 5 6 7 8

Punkt (-2;5) | (-1;5) [(-26) | (-42) |(-2,2) |(-2,1) |(-1;1) | (-2,0)

Obraz (-2;-5) | (-1;,-5) | (-2;-6) | (-4;-2) | (-2;-2) | (-2;-1) | (-1;-1) | (-2; 0)

Nr obrazu | 1’ 2’ 3 4 5 6’ 7 8’

Nr punktu | 8 9 10 11 12 13

Punkt (-2;0) | (-2;-1) | (2;-1) | (2;7) | (-2;7) | (-2;6)

Obraz (-2;0) | (-2;1) | (2;1) | (2;-7)| (-2;-7) | (-2; -6)

Nr obrazu | 8’ 9’ 10° 11’ 12° 13’

118 -
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Punktacja
Czynnos¢ Etap rozwigzania zadania Punkty
A Wyznaczenie wzorow na symetrie wzgledem osi OX 1
B Wyznaczenie wspotrzgdnych obrazéw danych punktow 1
w symetrii wzglgdem osi OX
C Wykonanie rysunku 1

e Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry II
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Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” - ,,Wektor! Do nogi!”

e Przetlumacz tre$¢ zadania na jezyk polski
e Rozwigz zadanie
e Rozwigzanie zadania nalezy podaj w wybranym wcze$niej jezyku'”’

C

A

Tareal. ...Que hacemos con el Cuadrilatero? (5 puntos)

Une los medios de aquel cuadrilatero convexo ABCD. ;Qué figura vas a obtener? Justifica tu
respuesta.
Exercise 1. ...what about the Quadrilateral? (5 points)

Join the points equidistant from any points of convex quadrilateral ABCD.
What figure do you get? Justify your answer.
Aufgabe 1. ...und was mit dem Viereck? (5 Punkte)

Verbinde die Mittelpunkte der Seiten eines beliebigen gewolbten Vierecks ABCD.
Was fiir eine Figur bekommst du? Begriinde deine Antwort!
Exercice 1. ... Et quoi avec le quadrilatére ? (5 points)

Relie les milieux des c6tés d’un quadrilatére convexe ABCD.
Quelle figure obtiendras-tu ? Justifie la réponse.
Esercizio 1. ...ed il quadrangolo? (5 punti)

Collega i centri dei lati di un qualunque quadrangolo convesso ABCD.Wuale figura ottieni?
Giustifica la risposta.

120 P
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Zadanie 2. Podziat odcinka punktem (2 punkty)**

Dane sa punkty A(1; -2) i B(4; 1).
Znajdz wspblrzedne punktu P dzielacego odcinek AB W stosunku 1:2
Zadanie 3 . ...analogie; analogie... (5 punktow)'?

Wspotrzedne srodka cigzkosci trojkata okreslaja wzory:
[X1+X2 X3 y1+y2+y3]

3 3

gdzie (4, y2). (x2, y2); (%3.¥3) sa wspohrzednymi jego wierzchotkow.
Zbadaj; czy prawdziwe sa analogiczne twierdzenia w przypadku:
a) Kwadratu'*®

Dix4.v4]

A1y
Cx3.y3)

B[x2.y2)
b) Czworo$cianu foremnego'”*

D

(Wykorzystaj twierdzenie:

odcinki taczace wierzchotki czworoscianu ze Srodkiem cigzkos$ci przeciwleglej Sciany przecinaja sig
w jednym punkcie;

przy czym punkt ten dzieli kazdy z odcinkow w stosunku 3:1).

121 Zadanie wlasne Iwony Derendarz - inspirowane zbiorami zadan i podrgcznikami uzywanymi w pracy z klasg
122 Zaczerpnigto z [1]
12 Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry II
Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry 11
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Zadanie 4. Rodzina Indianina (6 punktow)*

Punkt A jest obrazem punktu A w przeksztatceniach opisanym zwigzkami:

Przeksztafcenie 1. (;A = %C?)TA, gdzie punkt O jest srodkiem uktadu wspotrzednych

Przeksztatcenie IL: RA' = —2 I?A; gdzie R jest rzutem prostopadtym punktu A na dang prosta | i jesli
prosta | jest osig OY. Znajdz analityczne wzory tych przeksztatcen.
Zaznacz na plaszczyznie i polacz kolejno odcinkami punkty:

(-2;5); (-15); (-2; 6); (-4: 2); (-2 2); (-2, 1); (-15 1); (-2; 0); (-2; -1); (25 -1); (2 7); (-2 7); (-2; 6).
Otrzymasz profil ludzika. Wyznacz na oddzielnych rysunkach obraz ,,profilu ludzika” w kazdym
z tych przeksztatcen.

Wskazowka: Dla kazdego punktu (X; y) zaznacz odpowiadajacy mu punkt (x’; y’) wedtug danego
przeksztalcenia.

Zadanie 5. Holowniki (5 punktéw)'*®

Dwa holowniki ciagna duzy statek do portu. Wigkszy z nich ma site uciagu 2000kG; a mniejszy
1600kG. Wiedzac; ze statek ma si¢ poruszaé prosto po linii AB; zaproponuj katy « i/ ; jakie
kierunki holownikéw musza tworzy¢ z linig AB.

Zadanie 6. Widziata Pani?!!l... (3 punkty)

ku

ka

SRR

Jaka wilasno$¢ iloczynu wektora przez liczbe mozna odczytac z rysunku? 18
Zadanie 7. Srodek symetrii (4 punkty) *#

Dane sg punkty
A(-2; 1) i B(0; 3) oraz punkt S(1; -1) bedacy srodkiem symetrii rownolegtoboku ABCD.
Znajdz wspotrzgdne punktéw C i D.

% Zaczerpnigto z [2]

1% 7Zaczerpnieto z [3]

127 Zaczerpnigto z [1]

2 [lustracja zostala wykonana w edytorze graficznym programu Word przez Helene Ewert — Fechner
12 Zadanie whasne Iwony Derendarz - inspirowane zbiorami zadan i podrgcznikami uzywanymi w pracy z klasa
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Zadanie 8 —,,0$ symetrii” (4 punkty) 130

Dane sg punkty A(2; -1) i C(-5; 2), ktore sa wierzchotkami trapezu rownoramiennego ABCD
oraz prosta | o rownaniu: x = —3 be¢dgca jego osig symetrii.

Znajdz wspotrzgdne punktow B i D. s
Zadanie 9. Znéw $rodek symetrii (5 punktow)™

Punkt A(-1; 2) jest wierzchotkiem kwadratu ABCD

Punkt S(2; 1) jest jego srodkiem symetrii.

Wyznacz wspotrzedne pozostatych wierzchotkéw kwadratu.
Zadanie 10. Raz;... dwa;... trzy;... szukasz Ty (3 punkty)

133

Punkty:

P(-1-2) Q1) R(-23)
sa wierzchotkami réwnolegloboku.
Znajdz punkt S - czwarty wierzchotek rownolegltoboku.
Ile jest rozwigzan tego zadania? Odpowiedz uzasadnij.
Zadanie 11. Réwnia (4 punkty)™*

Na gtadkiej ptaszczyznie pochylej; tworzacej z poziomem kat & = 30°7;

lezy stalowy blok o cigzarze Q=1500N.

Wyznacz sil¢ F; ktora dziatajac w kierunku rowni utrzyma blok w rownowadze
oraz reakcje R; jaka wywiera na niego ta rOwnia.
Zadanie 12. Przeprawa przez rzeke (4 punkty

)135

Lodka przeptywa przez rzeke o szerokosci 500m z predkoscig 72km/h.

Prad wody znibst ja 0 150 m w dot rzeki.

Oblicz:

Predkos¢ pradu rzeki oraz czas; w ciggu; ktorego todka przeptyneta na drugi brzeg.

1% Zadanie wlasne Iwony Derendarz - inspirowane zbiorami zadan i podrgcznikami uzywanymi w pracy z klasa
31 . .
Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry 11
132 7adanie wlasne Iwony Derendarz - inspirowane zbiorami zadan i podrgcznikami uzywanymi w pracy z klasa
133 Zadanie wlasne Iwony Derendarz - inspirowane zbiorami zadan i podrgeznikami uzywanymi w pracy z klasa
13 Zaczerpnieto z [4]
% Zaczerpnigto z [5]
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ¢wiczen ,, Rozwigzmy razem”
- ,Wektor! Do nogil!”

Zadanie 1. ...a co z czworokatem? (5 punktéw)™®

Potacz $rodki bokdéw dowolnego czworokata wypuktego ABCD.
Jaka figure otrzgmasz? Odpowiedz uzasadnij.
Rozwiazanie: **’

C

52
54

51 B
W AABC: 5,5, = > AC natomiast w AADC: 5,55 = 2 AC, zatem S,S, = S,S, (¥)
Analogicznie w AABD i ACBD otrzymamy, ze S,S;, i S,S, (**) sa rdwne, bo sa rowne potowie

wektora DB. Z réwnosci (*) i (**) wynika, ze w czworokacie S1S,S3S, przeciwlegle boki sa
rowne i réwnolegte, a wige czworokat S1S,S3S,4jest rownoleglobokiem.

Punktacja
Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty
A Ttumaczenie na jezyk polski 1
B Wykonanie rysunku i zauwazenie rownoséci wektorow 1
C Uzasadnienie, ze czworokat jest rownolegtobokiem 1
D Zapisanie rozwigzania w jezyku obcym 2

Tareal. ...Que hacemos con el Cuadrilatero? (5 puntos)

En AABC: 5:5:= %E sin embargo en AADC: S5:5;= %R, entonces S;5; = 5,55 (¥).
Analdgicamente en AABD i ACBD obtenemos, que 5.5, i 535,(*%) son iguales porque son iguales

a la mitad del vector pg. De la ecuacion (*) i (**) resulta que en el cuadrilatero 515,555 los lados
opuestos son iguales y paralelos, de esta manera, el cuadrilatero 55,555, es el paralelogramo.

Puntuacion
Numero de ., Cantidad
o Etapas de la solucion de la tarea
la actividad de puntos
A Traduccion de la tarea al polaco 1
B Trazar el dibujo y darse cuenta de que los vectores son de la misma 1
longitud.
C Justificar que | cuadrilatero es el paralelogramo. 1
D Marcar la solucion en un idioma extranjero 2
1% Zadanie wlasne Iwony Derendarz - inspirowane zbiorami zadan i podrgeznikami uzywanymi w pracy z klasa
g Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry II
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Esercizio 1. ...ed il quadrangolo? (5 punti)
Nel AABC: 5,5, = ER invece nel AADC: 5,53 = ER , pertanto S,S, =S,S, (*). Analogicamente
nel AABD e ACBD otteniamo, che S,S; e S,S, (**) sono uguali, perché sono pari alla meta del

vettore DB. Dalla parita (*) e (**) risulta che nel quadrangolo 5,5,5;5, i lati opposti sono pari e
paralleli, di conseguenza il quadrangolo S;S,S3S, ¢ parallelogrammo.

Punteggio:
N. attivita Fasi della soluzione Numero di punti
A Traduzione in linga polacca 1
B Realizzare il disegno e notare la parita dei vettori 1
C Giustificare che quadrangolo ¢ un parallelogrammo 1
D Scrivere la soluzione in lingua straniera 2

Exercice 1. ... Et quoi avec le quadrilatére ? (5 points)

N . -1 —
Dans AABC: §,5,=AC cependant dans AADC: .5, =%AC . alors 5.5, =5,5. (*).
Analogiquement dans AABD et ACBD on obtient que S,S; et S,S, (**) sont égaux car égaux a la

moitié du vecteur b_é Sur la base des égalités (*) i (**) il résulte que dans le quadrilatére
5152535, les cotés opposés sont égaux et paralleles alors le quadrilatére S1S,S3S54€st un

parallélogramme.
Pointage
Numéro de I’activité Solution étape par étape Points
A Traduire en langue polonaise 1
B Effectuer le dessin et remarquer 1’égalité des vecteurs 1
C Justifier que le quadrilatére est un parallélogramme 1
D Ecrire la solution en langue polonaise 2

Aufgabe 1. ...und was mit dem Viereck? (5 Punkte)
In AABC: 515; = %E dagegen in AADC: 5453 = %R, also s,S, =S,S, (*). Analog in AABD und
ACBD stellen wir fest, das S,S, i S,S, (**) sind gleich, weil sie gleich der Hélfte des Vektors

Iﬁ_é sind. Aus der Gleichheit (*) und (**) ergibt sich, dass in dem Viereck $;S,S3S, die
gegeniiberliegenden Seiten sind gleich und parallel, also das Viereck $1S,S3S4ist ein
Parallelogramm

Punktwertung
Tatigkeits . Punktenz
nummer Etappe der Aufgabenlosung ahl
A Ubersetzen ins Polnische. 1
B Das Anfertigen der Zeichnung und das bemerken der Gleichheit der Vektoren. 1
C Die Begriindung, das das Viereck ein Parallelogramm ist. 1
D Die Eintragung der Losung in der Fremdsprache. 2
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Zadanie 1. ...what about the Quadrilateral? (5 points)

In AABC: 5,5, = 3AC whereas in AADC: 5555 = 3 AC S0 5,5, = 5,55 (+). Likewise in AABD and
ACBD we obtain 5,5, i 5,5; (**) are equal because they are equal half of the vector bz The equality
(*) and (**) appear that in the quadrilateral 5,5,5:5, opposite sides are equal and parallel so the

quadrilateral 5,5,5;5.is parallelogram.

Scores
Activity Stages of solutions Points
A Translation into Polish 1
B Drawing a picture and noticing that the vectors are equal 1
C Stating that the quadrilateral is parallelogram. 1
D Giving the solution into a foreign language 2

Zadanie 2. Podziat odcinka punktem (2 punkty)

Propozycja rozwiazania:
Przyjmujemy, nastgpujaco wspotrzedne punktow: =
¥

1 /E[xz,yz]
1 /
/ Plyl

Alx1,¥1)
A(Xl; y,); B(x,:y,); P(x y). Stosunek podziatu to 1:2.

8

—_— 11—
Mamy, wigc AP = g AB | ¢co daje we wspotrzednych: [X - X5 Y- yl] = %[X2 XY, — Y1]r

2% + X
X—X1=%(X2—X1) X=sz
nastepnie: , @ po uporzadkowaniu uktad: .
v =Ly, yy) _2itye
Y-N1=7W2-¥1 y=
3 3
Dla punktow A(L —2) i B(4,1) otrzymujemy P(Z 13 +4. 2(_32)”)  czyli P(2,-1)
Odpowiedz:
Odcinek AB w stosunku 1:2 dzieli punkt P(2,-1)
Punktacja
Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty
A Zapisanie AB = %AB’ oraz rownos$ci mi¢dzy wspotrzednymi wektorow 1
B Wyznaczenie wspotrzednych punktu P 1
138 Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry 11
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Zadanie 3. ...analogie; analogie... (5 punktow)

Ad a).
Dix4,v4)

A1,
Cix3.y3)

Bx2.y2] 139
dla kwadratu o wierzchotkach: A(x;; y;), B(X,; ¥,),C(Xs; ¥5) , D(X,; V,)
i $rodku przeciecia jego przekatnych S(X, y) zachodza zwiazki:
Punkt S(X; y) jest §rodkiem odcinka E, zatem:

x= ; X3
*)
y= Yi+Y3
2
Punkt S(x; y) jest srodkiem odcinka BD , zatem:
X = X2 + Xy
2 *k .
_Y2tYs
y 2

Z (*) i (**) wynika, ze:

XX XX
2 2
YitYs  YotVYa
2 2

X+ X

y+y=
po wykonaniu dodawan mamy:
_Xg+Xg X3+ Xy
2
_YitYatYstys
2

2X

2y

Tak, wigc otrzymujemy wzory:
X = Xp +Xo +X3+ Xy
4
YitYatYs+ya

y= 7

189 Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry II
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Ad b).
W czworoscianie o wierzchotkach.: A(X; V;;z,), B(X,: ¥,:2,), C(Xs; Vs: Z3), D(X,: Vi Z4),
D

> C
A ‘
"
4 140
Srodek ciezkosci trojkata ABC oznaczamy przez D', i ze wzoru na wspohrzedne $rodka ciezkosci
X1+X2+X3. y1+y2+y3. Zl+ZZ+Z3

trojkata otrzymujemy: D'[ 3 ; 3 ; 3 ) , za$ $rodek ciezkosci bryty

oznaczamy S(X, Y, Z). Z faktu: ,,Odcinki taczace wierzchotki czworoscianu ze srodkiem cigzkosci
przeciwleglej $ciany przecinaja si¢ w jednym punkcie; przy czym punkt ten dzieli kazdy z

odcinkow w stosunku 3:1” wynika, Zze punkt S dzieli odcinek DD' w stosunku 3:1, stad

otrzymujemy rownos¢ wektorow: DS = % DD'.Z poréwnania ich wspotrzednych otrzymujemy:

X—X4=§ NrXT_y, w= XLHXo X3+ Xg
4 3 4
3 +Yo + . . +Yo+Yy3+
yoys =2 Yi+Ya+Y3 ~ya | i wefekcie: |y = Yi+Y2+Ya+Yq
4 3 4
3(z1+25+12 _tip+i3+7y
1-74="> M_de Z_f
4 3
Odpowiedz:
Srodkiem cigzko$ci czworo$cianu, ktorego wierzchotkami sg punkty:
A ¥ii 7)) B(%o: Y21 2,). Cla: Y31 25), DIXi Vi 2,)
jest punkt S X1+X2+X3+X4; Vi+Y,+Y;+ Y, ; Z,+2,+2,+1,
4 4 4
Punktacja
Czynno$¢ Etap rozwigzania zadania Punkty
A a) Zapisanie S jako $rodka boku AC i jako §rodka BD 1
B a) Dodanie rownan stronami i wyznaczenie wspotrzednych srodka ci¢zkosci 1
kwadratu
c b) Zapisanie srodka cigzkosci jednej ze $cian czworo$cianu 1
we wspoétrzednych
D b) Zapisanie roéwnosci migdzy wspotrzednymi wektorow z wykorzystaniem 1
informacji o stosunku podziatu
E b) Wyznaczenie wspotrzednych $rodka ciezko$ci czworoscianu 1
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Zadanie 4. Rodzina Indianina (6 punktow)
Ad 1)
Punkty majg wspotrzedne: O(0,0), A(X, y), A (X', y‘), zatem z rowno$ci wektorow: C_)Z\' = %C?A

1 X'= %x
uzyskujemy: [x',y']= E[X' y], wigc: )
==
5 y
W tabeli zestawione sg wspotrzedne oraz numery na wykresie danych punktow i ich obrazow
Nr 1 2 3 4 5 6 7

Punkt | (-2;5) (-1, 5) (-2,6) | (42 | (-2,2) (-2,1) (-1, 1)
Obraz | (-1;2,5) | (-0,5;2,5) | (-1;3) (-2;1) (-1;1) (-1,0,5) | (-0,5;0,5)
Nr * 1 2’ 3’ 4’ 5’ 6’ 7

Nr 8 9 10 11 12 13
Punkt | (-2;0) (-2;-1) (2-1) | &7 | (27 | (-2,6)
Obraz | (-1;0) (-1;-0,5) | (1;0,5) | (1;35) | (-1;3,5) (-1; 3)
Nr ‘ 8 9 10° 11° 12° 13
llustracja graficzna. ***

11°
4 7
L]
L]
] E.I 1
q 10*
. . 9 10 - . . .
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Ad II).
Przyjmujemy, ze punkty: 4; 4’ maja wspotrzedne: A(X; y); A (X'; y') wtedy R(O; y). Zatem

wektory maja wspotrzedne: RA = [X', y'—y]; RA= [X,O], wigc z rownosci wektorow: RA'= —2RA

. . X'=—2X
wynika, ze [X', y'—y] = —2[x,0], mamy wige: ¢ y
L
ALy Alxy]

X'=—2X
Zatem przeksztatcenie II). okreslone jest wzorami: { , .

y=y

. 142

W tabeli zestawione sg wspolrzedne danych punktéw i ich obrazoéw

Punkt (x; y) (-2,5) | (1,5 [(2,6) [(-42) [(-2,2) [(-2,1) |(-1;1)

Obraz x;y’) | (4,5 1(2;5) (4, 6) 8,2 |42 4,1 2, 1)

Punkt (X; y) (-2,0) | (-2;-1) | (2-1) | (7)) [ (7)) |(-2,6)

Obraz (x;y) | (40 [(4-1) [(-4-1) |47 |47 |46

Ponizej ilustracja graficzna:

Punktacja

Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty
Wyznaczenie wzordw na jednoktadnos¢
Przeksztalcenie wzgledem nich danych punktéw
Wykonanie rysunku

Wyznaczenie wzordw na powinowactwo osiowe
Przeksztalcenie wzgledem nich danych punktéw
Wykonanie rysunku

[y

m|molo|m| >

A
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Zadanie 5 — ,,Holowniki” - (5 punktow)
Dane:

F. = AC; F, = 2000 kG

F, = AD; F, 1600 kG

< BAC|=a; |< BAD|=

2000

1600

D 143
Aby statek nie zboczyt z toru AB odcinki 0znaczone x musza by¢ rowne.

Zatem [g =sin aj = (x=F, -sina)
1
oraz (': =sin ,BJ = (x=F,-sinp)

2
Mamy, wigc

. . .. Fy . . 1600 .
F,sina=F,sin 3, czyli sinae =—%sin B, sina =——sin 3,
1 ,sin g, czyl A B 2000 B

sina = gsinﬁ, np.sin g =% dla B =30%daje sina = % ikat o ~ 23°35'

N |-
(S BN

Odpowiedz:

Holowniki musza z linig AB tworzy¢ takie katy « i £, ze: sina = gsm p

Punktacja
Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty
A Wykonanie rysunku ilustrujacego sytuacje w zadaniu 1
B Zapisanie odcinka x za pomoca F; i F, 2
C Ulozenie rownania 1
D Propozycja konkretnych wartosci katowych 1

143 -
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Zadanie 6. Widziata Pani?!l... (3 punkty)

Ponizsze rownosci wynikaja z definicji iloczynu wektora przez liczbg
Ki=k-u (%)
kw=k-w (**)

ka=k-a (***)

Na rysunku wida¢, ze: J+ W= g oraz kﬁ+ kw= El
Ku-+ kw = k-U+k.\7v=k.(J+\7v)= k-a

Uwzgledniajgc rownosci (*), (¥*), (***) otrzymujemy:
ka=k-a= k-(ﬁ+\7v)=k-ﬁ+k-\7v

Powyzsze rownosci $wiadcza o rozdzielnodci iloczynu wektora przez liczbe wzgledem sumy
wektorow.

Punktacja
Czynno$¢ | Etap rozwigzania zadania | Punkty
A Zauwazenie, ze u+w=a 1
B | kuskw=klu+w) 1
¢ |ku+w)-ka 1

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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Zadanie 7. Srodek symetrii (4 punkty)

Dane:
A(-2,1) D C
B(0,3)
S(1; -1)
Szukane:
Clxc: ye)
D(%o: Yo) A
Sposéb I:
Korzystamy ze wzoru na wspotrzedne $rodka odcinka:
Punkt S(1; -1) jest srodkiem odcinka AC , zatem spetnione sa rownosci:

-2+Xs 1
2 . {Xc =4
, czyli:
1+yc 1 Yo =3
2
Punkt S(1; -1) jest srodkiem odcinka BD, zatem spenione sg rownosci:
0+ X,
2 =1 . {Xd =2
, czyli:
3+Ye _ 4 Yo =5
2

Mamy, wi¢c punkty C(4; -3) i D(2; -5).
Sposéb I1:
Korzystamy z rownosci wektoréw o danych wspotrzgdnych:

AS = SC AS=[1-(-2;-1-1=[3-2] SC=[xc -1 ye —(1)]=[xc -1 ye +1]

z powyzszych rownosci otrzymujemy, ze
AS =SC & [x -1 Yo +1]=[3,—2] > . ~1=3i yo +1=—2< X =4i y. =-3
Analogicznie BS =SD; BS =[1-0; ~1-3]=[1; - 4]; SD =[x, -1 y, +1]

BS = SD < [, —1 yp +1]=[L; —4] > X, =2i y, =5
Odpowiedz:
Pozostatymi wierzchotkami réwnolegtoboku sg punkty C(4; -3) i D(2; -5).

Punktacja
Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty
A Zapisanie rownan prowadzacych do wyznaczenia punktu C 1
B Wyznaczenie wspotrzednych punktu C 1
C Zapisanie rownan prowadzacych do wyznaczenia punktu D 1
D Wyznaczenie wspotrzednych punktu D 1
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Zadanie 8. O$ symetrii (4 punkty)

¥
C[5.2) H2(3.2]  Bjxb.yh)]
\|
1
-3
D=t S163.1) Al2.-1)
145

Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku i korzystajac ze wzoréw na wspotrzedne srodka odcinka
mamy:

-5+ Xp _

o=

2+ Yo B

5=

{Xb =-1
Yp =2

-3

2

czyli:

i dla punktu D:

wigc:

Uzyskane wspotrzedne to: B(-1,2), D(-8,-1).

Punktacja

Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty
Zapisanie rownan prowadzacych do wyznaczenia punktu B
Wyznaczenie wspotrzednych punktu B
Zapisanie rownan prowadzacych do wyznaczenia punktu D
Wyznaczenie wspotrzgdnych punktu D

[y

ol0|m| >

S
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Zadanie 9. Znéw Srodek symetrii (5 punktdw)

4R.2) )

{ 146

Przyjmujac, Ze punkt C(x¢, Y. ), otrzymujemy: stad: C(S,O).

C+ =1
2
0-2 1

Prosta BD jest prostopadta do AC, ktdrej wspotczynnik kierunkowy a = 513
Zatem rownanie prostej BD: y —1=3(x —2), ma po przeksztalceniach posta¢: y =3x—5.
Szukamy punktéw B i D jako punktéw wspdlnych prostej BD i okregu o $rodku w punkcie S
i promieniu r =|SA = /(2+1)? +{1-22)=V10.

y=3x-5

(x-2)? +(y-1)> =10

Po podstawieniu: (x —2)? +(3x—5-1)> =10,

dalej (x—2)? +(3x—6)? =10, (x—2)* +[3-(x—2)f =10 10(x - 2)? =10, (x-2)* =1,
wigc Xx—2=11lub x—-2=-1,

Tak, wigc: {

. . x=3, [x=1
co daje w konsekwencji punkty: i .
y=4 |y=-2

Punkty B(1-2) i D(3,4)

Odpowiedz:
Pozostatymi wierzchotkami kwadratu sa punkty: C(5; 0); B(L-2) oraz D(3,4)
Punktacja
Czynno$¢é Etap rozwigzania zadania Punkty
A Wyznaczenie wspotrzgdnych punktu C 1
Wyznaczenie wspotczynnikow kierunkowych prostych AC i BD 1
c Zapisanie zwigzkow prowadzacych do znalezienia pozostatych 1
wierzchotkéw kwadratu
D Doprowadzenie do rownania z jedna niewiadoma 1
E Wyznaczenie wspotrzednych punktow B i D 1
146 Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry II
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Zadanie 10. Raz;... dwa;... trzy;... szukasz Ty (3 punkty)
1. Réwnolegtobok PQRS;: ™/

PQ=[1-(-1}1-(-2)]=[2 3]

SR=[-2-x3-y]

Wektory % = SlﬁR , maja, wigc odpowiednio rowne

wspotrzedne: [2; 3] = [— 2—X;3— y] , 3)

. [=x-2=2
co daje
3-y=3 1

i punkt S,(~4;0)

.1

2. Réwnolegtobok PQS;R
PQ=[23]
RS, =[x~ (-2} y-3] 2
Wektory Rj = @, mamy, wigc rowne wspotrzedne:
[2;3]=[x+2 y-3], »
covii X+2=2
y y-3=3’
wigc punkt S, (0; 6)
3. Réwnoleglobok PS;QR
RQ=[1—(-2)1-3]=[3 - 2]
i PSy =[x—(-1) y—(-2)]
Wektory RQ = PSj,
wige [3;-2]=[x+L y+2],

co prowadzi do uktadu:
{x +1=3

y+2=-2
zatem trzeci punkt S,(2; —4).

To zadanie ma trzy rozwigzania, poniewaz przy danych 3 punktach mamy trzy mozliwosci
uzyskania obrazu odcinka utworzonego na dwoch punktach w symetrii $rodkowej wg trzeciego

punktu.

Punktacja

Czynno$¢ Etap rozwiazania zadania Punkty
A Wyznaczenie czwartego wierzcholka z wykorzystaniem rownosci wektorow 1
B Po punkcie za kazdy nastgpny przypadek 2

17 Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry II
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148

Zadanie 11. Réwnia (4 punkty)

- o o

Uktad sit (3, ?, R dziatajacych na blok jest w rownowadze, co oznacza Q+F+R=0.
Na rysunku z poczatku i konca sity (3 , wykres$lonej w przyjetej skali, poprowadzono linie

réwnolegte do sit FiR otrzymujac zamknigty trojkat prostokatny.
Wartosci liczbowe sit F i R mozna obliczy¢ bezposrednio z rysunku:

g:sina, zatem F = Qsina =1500N - 0,5 = 750N , oraz g: cosa,
V3
zatem R =Qcosa =1500N -7:750-\@N ~1300N .

, . . S . 149
Wykreslne rozwiazanie zadania ilustruje rysunek. .

~

A

Odpowiedz:
Sita F; ktora dziatajac w kierunku réwni utrzyma blok w réwnowadze ma warto$¢
750 N, natomiast reakcja R; jaka ta rOwnia wywiera na blok ma warto§¢ okoto 1300 N.

Punktacja
Czynno$¢é Etap rozwigzania zadania Punkty
A Wykonanie rysunku cigzaru na rowni z dziatajacymi sitami 1
B Wykreslenie sit w trojkacie prostokatnym 1
c Wyznaczenie wartoéci sity F 1
D Wyznaczenie wartosci sity R 1

148 Zaczerpnieto z [4]
49 Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry 11

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”

wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 155



ﬁ unia euroresska [
KAPITAL LUDZKI p m europesski [
FUNDUsZ 5POLECZNY (NI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC

Zadanie 12. Przeprawa przez rzeke (4 punkty)

Rozwiazanie

Oznaczenia: jak na rysunku, =

SR=v, v -predkos¢ wiasna todki

SN = \Tr » Vy - predko$¢ rzeki

$Q| = 500m.

QM| =150m,

‘SM ‘ = s, droga przebyta przez todke,

v=7,2km/h= 7200_m =120m/min .
60min

Droga przebyta przez todke: s =+ 5002 +150% =+/272500 ~ 522m.

Mozemy obliczy¢ czas potrzebny na pokonanie tej drogi t = S % =4,35min.=4min.21s.
Vr

Zauwazamy rowniez podobienstwo
ASNR ~ AMQS,, (tréjkaty prostokatne o przystajacym jeszcze jednym kacie),

.V s
wige — =——.
v QM|
Mamy, zatem:
v = 150-120 34,5m/min.=0,58m/s.
522
Odpowiedz:
Predkos$¢ pradu rzeki wynosi 0,58 m/s. L.odka przeptyneta na drugi brzeg po 4 min. i
21s.
Punktacja
Czynno$¢é Etap rozwigzania zadania Punkty
A Wykonanie rysunku, wprowadzenie oznaczen 1
B Wyznaczenie drogi s 1
C Wyznaczenie czasu potrzebnego na przeprawe 1
D Wyznaczenie predkosci pradu rzeki 1
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Pakiet M-1.5 ,,Sinus, cosinus daj Boze trzy minus...”

Tresci merytoryczne:

definicje funkcji trygonometrycznych kata ostrego,

wartosci funkcji trygonometrycznych katow: 30°, 45°, 60°,

zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata,

zwigzki migdzy funkcjami trygonometrycznymi katow ostrych tego samego trojkata
prostokatnego, trojkaty prostokatne,

wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata, gdy dana jest warto$¢ jednej z nich.

Cele szczegétowe:

utrwalenie poje¢ sinus kata, cosinus kata, tangens kata ostrego,

doskonalenie umiejetnosci stosowania zwigzkow migdzy funkcjami trygonometrycznymi tego
samego kata ostrego,

doskonalenie umiejetnos$¢ stosowania funkcji trygonometrycznych do zadan praktycznych,
ksztalcenie umiejetnosci rozstrzygania problemu ,,czy istnieje taki kat?”,

doskonalenie sprawnosci wykonywania dziatan na liczbach — réwniez niewymiernych.

Proponowane metody i formy pracy

Metoda: praca w grupach, burza mézgow.
Forma pracy: wspolnym frontem.
Srodki dydaktyczne: karty pracy, gry dydaktyczne.

Iv.

Przebieg zajec

Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obecnosci).

1
2. Podzial uczniow na zespoty zadaniowe (grupy 4 - 5 osobowe).

3.

4. Rozdanie kazdej z grup zestawow ¢wiczen otwierajacych oraz materiatdéw potrzebnych

Wybér liderow, sekretarzy, asystentdw poszczegdlnych grup.

do rozwigzywania zadan.

5. Rozwiazywanie ¢wiczen przez ucznidw pod kierunkiem nauczyciela.
6.
7. Zebranie kart z rozwigzaniami.

Przedstawienie i porownanie rozwigzan zadan przez przedstawicieli grup.

Bibliografia do ,,Cwiczen otwierajacych”

[1.]Cewe A., Nahorska H., Zbiér zadar dla klasy 1. Matematyka w otaczajgcym nas Swiecie.

Ksztalcenie w zakresie podstawowym i rozszerzonym, Wydawnictwo Podkowa Bis, Gdansk
2004

[2.]Cewe A., Krawczyn M., Kruk M., Nahorska H., Pancer I., Ropela R., Matematyka

W otaczajqcym nas swiecie. Podrecznik dla klasy 1 ksztalcenie w zakresie podstawowym,
Wydawnictwo Podkowa, Gdansk 2008

[3.]Mastowska D., Mastowski T., Makowski A., Nodzynski P., Stowifiska E., Strzelczyn A.,

Zbior zadah i testow maturalnych do obowigzkowej matur z matematyki (zgodnych
ze standardami obowigzujgcymi od 2010 roku), Wydawnictwo Aksjomat, Torun 2009

[4.]http://www.zadania.info
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Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)

5.

6.
7.

Uczniowie siadaja we wczesniej ustalonych zespotach zadaniowych.

Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawu zadan ,,Rozwigzmy razem”.

Uczniowie dokonujg podziatu, ktora grupa bedzie rozwigzywata dane zadanie. Uczniowie
powinni pociaé zestaw zadan i rozdzieli¢ zadania do odpowiednich grup.

Kazda grupa rozwigzuje zadania samodzielnie. Po rozwigzaniu zadania uczniowie redaguja
odpowiedz na karcie odpowiedzi.

Jezeli dana grupa zakonczy prace, to jej cztonkowie powinni przytaczy¢ sie i pomoc

W rozwigzywaniu innym grupom.

Nauczyciel zbiera karty odpowiedzi.

Zakonczenie zajgc.

Bibliografia do zestawu zadan ,,Rozwiazmy razem”

[1.]Cewe A., Nahorska H., Matura z matematyki od roku 2010. Zbidr zadan maturalnych

Z zakresu ksztatcenia podstawowego, Wydawnictwo Podkowa, Gdansk 2009

[2.]Mastowska D., Mastowski T., Makowski A., Nodzynski P., Stowifiska E., Strzelczyn A.,

Zbior zadan i testow maturalnych do obowigzkowej matur z matematyki (zgodnych
ze standardami obowigzujgcymi od 2010 roku), Wydawnictwo Aksjomat, Torun 2009

[3.]Pawtowski H., Matematyka 1 zakres podstawowy, Wydawnictwo Pedagogiczne OPERON,

Rumia 2002

[4.]Wojtowicz W., Kielecki B., Czyzykowski M., Trygonometria dla klas X i XI, Panstwowe

Zaktady Wydawnictw Szkolnych, Warszawa 1961

[5.] http://matematyka.pisz.pl/strona/718.html
Spotkanie 3: ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”

1. Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane karty pracy zespotom zadaniowym.
2. Liderzy poszczegolnych grup prezentuja rozwiazania zadania.

3.

4. Podsumowanie zajgc.

Nauczyciel ocenia prace grup (pozytywne wzmocnienie).
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Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” —,,Sinus, kosinus, daj Boze trzy minus...”

W tym zadaniu nalezy:
e Przetlumaczy¢ tres¢ zadania na jezyk polski
e Rozwiagzaé zadanie
e Rozwigzanie zadania nalezy poda¢ w wybranym wczes$niej jezyku
TNustracja do wszystkich wersji jezykowych™!
B 3

1=

<CBA=900°

Warm up Two right-angled triangles (10 points)

Assuming the data as shown in the figure below, calculate: sin«, cosa and the length of the catheti
of the triangle EDA
Exercice pour entrainement Deux Triangles Rectangles (10 points)

En admettant les données comme sur I’image ci-dessous, calcule: sinea, cosa et les cathétes du
triangle EDA.
Ejercicio de iniciacion Dos triangulos rectangulos (10 puntos)

Admitiendo los datos como los del dibujo de mas abajo, calcula: sine, cosa y las longitudes de
los cateos del triangulo EDA
Aufgaben zur Erwarmung Zwei rechteckige Dreiecke (10 Punkte)

Nimm die Angaben wie auf der Zeichnung unten an und berechne: sina, cosa sowie die Langen
von Katheten des Dreiecks EDA.
Esercizi di apertura esercizio per riscaldare Due Trangoli Rettangoli (10 punti)

Ammessi i dati riportati sul disegno qui sotto, calcola: sine¢, cosa nonché le lunghezze dei cateti
del triangolo EDA.

31 Rysunek wykonany za pomocq programu GEONEXT przez Helene Ewert - Fechner
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Zadanie 1. Wysoki czy niski? (8 punktéw)™*
Wysokos¢ trojkata rownoramiennego jest dwa razy krotsza niz jego ramig.
Oblicz miary katow tego trojkata. Rozwaz dwa przypadki.

Zadanie 2. Od sumy sinus6éw, do iloczynu cosinuséw (4 punkty) **3

W trojkacie prostokatnym o katach ostrych « i f spetniony jest warunek: sina +sin g = ?

Oblicz iloczyn cosinusoéw katow ostrych tego trojkata.
Zadanie 3. tuk podkowiasty (4 punkty) ***

Pl

W architekturze islamu czesto stosowanym elementem byt fuk podkowiasty.
Schemat okna w ksztalcie takiego tuku (fuku okregu) przedstawiono na rysunku powyze;j.

Korzystajgc z danych na rysunku oblicz wysoko$¢ okna h i najwigkszy przeswit d .
jiss

Zadanie 4. Elektrownia wiatrowa (6 punktow

c
Ewa jadac drogg widziata elektrowni¢ wiatrowg oznaczong na rysunku156 literg E.
Z punktu A widziata ja pod katem 30°stopni do kierunku drogi. A z punktu B pod katem 60°.
Przejezdzajac przez punkt C mingla elektrownie. Diugo$é odcinka AB jest rowna 20km.
Oblicz: (W rachunkach przyjmij, ze ~/3 ~1,75.)
e miary katow ZAEB i Z/BEC
o dlugos¢ odcinka BC
o odlegltos¢ elektrowni od drogi

2 Zaczerpnigto z [2] - Zadanie 2.27, Strona 47

158 Zaczerpnigto z [3] - Zadanie 5, strona 98

134 Zaczerpnigto z [4] - d555/5180631

1% Zaczerpnigto z [4] - d555/220466

1% Rysunek wykonany za pomoca programu CaRMetal przez Heleng Ewert - Fechner
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczen otwierajacych”
- ,,Sinus, cosinus daj Boze trzy minus...”

Cwiczenie na rozgrzewke Dwa tréjkaty prostokatne (10 punktéw)

Przyjmujac dane jak na rysunku, **

B 3

<CBA=490.0°

Oblicz:

sina, cosa oraz dhugosci przyprostokatnych trojkata EDA.
Szkic rozwiazania:
Dane:

B

<CBA=900°

Trojkaty AABC oraz AEDA prostokatne, w ktorych jeden z katow ostrych ma miarg o
W AABC: |AB|=3, [BC|=4
W AEDA: |DE| =4

Szukane:
sina=?, cosa="?

7 Rysunek wykonany za pomocq programu GEONEXT przez Helene Ewert - Fechner
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Przyprostokatne AEDA: ‘AE‘ =7 oraz ‘AD‘ =7

W AABC:

1. Na mocy twierdzenia Pitagorasa: |AC|” =|AB|” +|BC|*. Uwzgledniajac dane z rysunku
otrzymujemy QAC\Z =3? +42):> QAC\Z = 9+16):> |AC|® = 25, zatem |AC| =5

2. Z definicji funkcji trygonometrycznych otrzymujemy:

. |AB| ) 3
l. sinag =+——, stad sina =—
|AC 5
BC
l. cosa =——, stad cosa = —
| BC| 4
\AC 5

W AEDA:
AE
l. (sina:j/\(sinazsj/\DE=4,zatem @:3 stad \AE\=§-4, czyli \AE\:E
DE 5 4 5 5 5

|

|AD| 4 |AD| 4 4 :
Il. |cosa=r—[A|cosa=—|A|DE|=4, zatem — =—, stad |AD|==-4, czyli

IDE| 5 4 5 5

‘ AD\ = E
5
Odpowiedz:

. 4 S 12 1
sina = g ; cosa = 5 Przyprostokatne w trojkacie AEDA wynosza: 5 oraz €6

Punktacja

Czynnos¢ Etap rozwiazania zadania Punkty

A Ttumaczenie na jezyk polski 1

Wyznaczenie diugosci przeciwprostokatnej [ac|
Obliczenie sina, cosa

Wyznaczenie dugosci przyprostokgtnej [ag|
Wyznaczenie diugosci przyprostokatne;j [ap|
Zapisanie rozwigzania w jezyku obcym

Mmoo w
NIN(N[N| -

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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Warm up Two right-angled triangles (10 points)

pane: Right-angled triangles: AABC and AEDA, in which one of the acute angles has measure .
In AABC: |AB|=3; [BC|=4
In AEDA: |DE| = 4
Search:
sine, cosa
The catheti AEDA, That is:|AE| = ? and |AD|="?
In AABC:

1. On the strength of the Pythagoras theorem: |AC|” =|AB|” +|BC|”. Taking into account the data
from the figure we get: (AC|” =37 +42)=> (AC[* =9+16)=|AC[* =25, 50 |AC| =5
2. On be basis of the definition of trigonometric functions we get:

M8l 3 |BC| 4
l.sing=——,s0sina =— Il. cosa =—,50 COSx =—
|AC 5 |AC 5
In AEDA:
AE AE
I.| sina :u /\(sina :§)/\\DE\ =4, then u _3 , SO|AE| :§~4, 50 |AE| _12
DE| 5 4 5 5 5
AD AD
1. cosoz:u A com:ij/\\DE\ =4, then uzf, 50 |AD| ~4.4,50 |AD| _16
DE\ 5 4 5 5 5
Answer:
sina = 3 ; Cosa = g The catheti in the triangle AEDA are: % and %
Scores
Activity Stages of solutions Points
A Translation into Polish 1
B Giving the length of the hypotenuse \E\ 1
C Calculating sin &, cos « 2
D Giving the length of the cathetus \E\ 2
E Giving the length of the cathetus [AD| 2
F Writing the solution in a foreign language 2

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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Exercice pour entrainement Deux Triangles Rectangles (10 points)

Données:
Les triangles rectangles: AABC et AEDA, dans lesquels 1’un des angles aigus a la mesure o

Dans AABC: |AB|=3; [BC|=4

Dans AEDA: ‘DE‘ =4
Recherchés:

sina, cos

Cathétes AEDA, alors: ‘AE‘ =7 et ‘AD‘ =7
Dans AABC:

1. Conformément au théoréme de Pythagore \AC\2 = \AB\2 +| BC\Z. En prenant en considération les
données de I’image, on obtient (jAC\2 =324+ 42):> (jAC\2 =9 +16):> \AC\Z =25, alors \AC‘ =5
2. D’apres la définition des fonctions trigonométriques on obtient:

oo |Ae 3 BC o 4
l.sinag=——,d’ou Sina=— Il. cosa =——,d’ou cOSax =—
|AC 5 |AC
Dans AEDA:
AE AE
I. | sina :u A[sina :ng\DE\ =4, alors u=§, d’ou |AE| :§~4, alors |AE| _12
|DE| 5 4 5 5 5
AD AD
1. | cose =u /\(COS(Z :EJA\DE\ =4, alors u =i, d’ou |AD| =ﬂ-4, alors |AD| _16
‘DE‘ 5 4 5 5 5
Réponse:
. 3 4 . . .12 16
sing = 5 ; Cosa = 4 Les cathétes dans le triangle AEDA s’élévent a: — et 5
Pointage
Numéro de I’activité Solution étape par étape Points
A Traduire en langue polonaise 1
B Déterminer la longeur de la cathéte‘ﬁ‘ 1
C Calculer sina, cosa 2
D Déterminer la longeur de la cathete ‘E‘ 2
E Déterminer la longeur de la cathéte‘ﬁ‘ 2
F Ecrire la solution en langue étrangere 2
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"” 164
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Ejercicio de iniciacion Dos triangulos rectangulos (10 puntos)

Datos:
Los triangulos rectangulos:
AABC y AEDA, en los cuales uno de angulos agudos tiene la medida o
W AABC: |AB|=3; [BC|=4
W AEDA: |DE| =4
Buscados:
sine, cosa
Cateos AEDA, entonces: |AE|=? y |AD|="?
W AABC:

1. Basandonos en el teorema de Pitagoras: \AC\Z = \AB\Z +\BC\2. Tomando los datos del dibujo en

consideracion obtenemos: QAC\2 =324 42):> ([AC\2 =9 +16):> \AC\2 =25, Entonces |AC| =5
2. De la definicion trigonométrica obtenemos:

. |AB| . 3 |BC| 4
l. sinag =+——, stad sina =— Il. cosa =——, stad cOSax = —
|AC 5 |AC 5
En AEDA:
3 . 12
I | sing _|AEl Alsing =2 A|DE| = 4, asi [AE| _3  se deduce que|AE| = =4, es decir |AE| ==
|DE| 5 4 5 5 5
AD ;
I cosoc:u /\(cosa:ﬁj/\\DE\ _4,asi A0l _4,
|DE| 5 4 5
4 . 16
se deduce que |AD| = g~4 , es decir |AD| = B
La respuesta:
sina = % ; Cosa = g Los cateos en el triangulo AEDA tienen: 12 y?.
Puntuacion
Numero de la actividad Etapas de la solucion de la tarea Cantidad de puntos
A Traduccion de la tarea al polaco 1
B Marcar la longitud de la hipotenusa [Ac| 1
C Calcular sine, cosa 2
D Marcar la longitud del cateo [AE| 2
E Marcar la longitud del cateo [AD| 2
F Marcar la solucion en un idioma extranjero 2
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"” 165
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Aufgabe zur Erwdarmung Zwei rechteckige Dreiecke (10 Punkte)

Angaben:
Rechteckige Dreiecke: AABC und AEDA, in denen einer von den spitzen Winkeln das Maf} o hat

In AABC: |AB|=3; |BC|=4
In AEDA: |DE| =4
Gesucht:

sina, cosa

Katheten AEDA, also: ‘AE‘ =7? und ‘AD‘ =7
In AABC:
1. Aufgrund des Pythagordischen Lehrsatzes : \AC\Z = \AB\2 + \BC\Z. Die Angaben aus der
Zeichnung beriicksichtigend, bekommen wir: QAC\Z =3% 442 ):> QAC\Z =9 +16): \AC\Z =25,
also |AC| =5
2. Aus Definitionen von trigonometrischen Funktionen bekommen wir:

- |AB| .3 |BC| 4
l. sina =——, daher sina=— Il. cosa =——, daher cosa = —
|AC 5 |AC 5

In AEDA:

l. sina:E A[sina:§]A\DE\:4,also @i,daher\AE\:EA,also \AE\:E
|DE| 5 4 5 5 5

AD
I, (COSa =J/\(003a :EJA\DE\ =4, also @:g daher |AD| :%4, also|AD)| :%

IDE| 5
Antwort:
sina = g ; COSa = g Die Katheten im Dreieck AEDA betragen: % und E

Punktwertung

Tétigkeits nummer Etappe der Aufgabenlsung Punktenzahl
A Ubersetzung ins Polnische 1
B Bestimmung der Kathetenldnge ‘E‘ 1
C Berechnung von sina, cosa 2
D Bestimmung der Kathetenldnge ‘E‘ 2
E Bestimmung der Kathetenldnge ‘ﬁ‘ 2
F Einschreibung von Ldsung in einer fremden Sprache 2

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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L’esercizio per riscaldare Due triangoli rettangoli (10 punti)

Dati:
I triangoli rettangoli: AABC e AEDA, nei quali uno degli angoli aguti ha la misura o
Nel AABC: |AB| =3; |BC|=4
nel AEDA: ‘DE‘ =4
Ricercati:
sina, cosa
Cateti AEDA, cio¢ :|AE|=? e |AD|="?
Risoluzione:
nel AABC:

1. Applicando il teorema di Pitagora: \AC\2 = \AB\2 +\BC\2. In considerazione dei dati del disegno
otteniamo (AC|* =37 + 47 )= (AC[ =9+16)=|AC[ =25, per cui |AC|=5
2. Dalla definizione delle funzioni trigonometriche otteniamo :

|AB| BC|

l. sin@ =-———, per cui sina::g Il. cosa =——, per cui cosazﬂ
|AC 5 |AC 5

Nel AEDA:

I (SiHOZ:AEJ/\[SiﬂOfZ:s]/\DE=4,a”OI’a @:3 per cui \AE\:§-4,cioé \AE\:E
DE 5 4 5 5 5

AD| 4 |AD| 4 _ 4 16
Il [cosa =1— |A|cosa =— |A|DE|=4,allora — = —, per cui |AD|=—-4, cio¢ |AD|=—
IDE| 5 4 5 5 5
Risposta:
sina = § ; COSa = ﬂ I cateti nel triangolo AEDA sono: E e E
5 5 5 5
Punteggio:
N. attivita Fasi della soluzione Numero di punti
A Traduzione in lingua polacca 1
B Definire la lunghezza dell’ipotenusa ‘E‘ 1
C Calcolo del sina, cosa 2
D Definire la lunghezza del cateto [AE| 2
E Definire la lunghezza del cateto [AD| 2
F Scrivere la soluzione in lingua straniera 2
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"” 167

wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



ﬁ unia euroresska [
KAPITAL LUDZKI p m europesski [
FUNDUsZ 5POLECZNY (NI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC

Zadanie 1. Wysoki czy niski? (8 punktow)

Rozwiazanie:

W informacji: ,,Wysoko$¢ trojkata rOwnoramiennego jest dwa razy krotsza niz jego ramig”

nie okres$lono, ktora wysokos$¢ (prostopadta do podstawy trdjkata, czy prostopadta do ramienia
trojkata) ma t¢ wlasnosé.

Rozwazamy, wigc dwa przypadki:

Przypadek I:

Przyjmujemy, ze wysoko$¢ opuszczona na podstawe trojkata jest dwa razy krotsza niz jego ramig
Oznaczenia i rysunek™®

C

CD =h - wysokos¢ trojkata;
AD = DB - potowa podstawy

Dane:
AABC — réwnoramienny: AC =BC =a
h:%a stad a=2h
Szukane:
Miary katow: ¢ =f=? y="?
Rozwiazanie:
W AADC mamy:

CD jest wysokosciag AABC, wigc, miara ‘<1 ADC‘ =90°, zatem trojkat AADC jest prostokatny
Z definicji funkcji sinus otrzymujemy:
. CD . h . 1 o
sina=——=sina=_-=sina=>=|xa|=30°,
2h 2
zatem f=a =30°
Wyznaczanie miary kata  :
7 =180° — (o + 8) =180° — (30° +30°) = 120°

Odpowiedz — przypadek I:
Miary katow trojkata wynosza: 30°; 30°; 120°

158 Rysunek wykonany za pomocg programu GEONEXT przez Helene Ewert - Fechner
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Przypadek 11:
Przyjmujemy, ze wysoko$¢ prowadzona do ramienia trojkata jest dwa razy krotsza niz to ramig
Oznaczenia i rysunek™:

AD = BE = h - wysoko$¢ trojkata
Dane:

AABC - réwnoramienny, w ktorym: AC=BC =a; h= %a stad a=2h

Szukane:
Miary katow: o =f=? y =7
Rozwiazanie:
Rozwazam, AADC (analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢, dla ABEC).
W AADC mamy: AD jest wysokoscia AABC, wigc, miara ‘<1 ADC‘ =90°, zatem trojkat AADC jest
prostokatny. Z definicji funkcji sinus otrzymujemy:
. AD . h . 1 o 5
siny =25 =siny =_-=siny =2 = |« 7| =30°. Zatem y =30°.
Wyznaczanie miary kata f=a: a+ f+y =180°, po uwzglednieniu, ze f=a i y =30°.
Otrzymujemy: 2.« +30°=180°, stad 2-a =150°, czyli o = 75°
Odpowiedz — przypadek I1:
Miary katow trojkata wynosza: 30°; 75° 75°
Odpowiedz:
Trojkat rownoramienny, w ktorym wysokosc¢ jest dwa razy krotsza niz jego ramie
moze mie¢ katy: 30°; 30°,120° lub 30°; 75°; 75°.

Punktacja

Czynno$¢ Etap rozwiazania zadania Punkty
A Przypadek: wysokos¢ prostopadta do podstawy jest dwa razy krotsza niz 1

ramig trojkata, wykonanie rysunku, zapisanie danych

B Wyznaczenie sina i wartosci kata « 2
C Wyznaczanie wartosci katow trojkata 1
D Przypadek: wysokos¢ prostopadta do ramienia jest dwa razy krotsza niz 1
E Wyznaczenie sin y i wartosci kata y 2
F Wyznaczanie wartosci katow trojkata 1

159 Rysunek wykonany za pomoca programu GEONEXT przez Helene Ewert - Fechner
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Zadanie 2. Od sumy sinuséw, do iloczynu cosinuséw (4 punkty)

Dane i rysunek: ¢

« 1 f sa katami ostrymi w trojkacie <BCA Egu 0 ; i
prostokatnym 3
: . 5
sina +sin g = >
Oblicz:
COS - COS f3 5
Rozwiazanie:

Wykorzystujemy zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi,
ktore zachodza w AABC:

. a
sinag =—=cos
c

b
Cosa:%:sinﬂ sina = cos 8 sin® . +cos® o =1 sin f+cos® f=1

2
Z danych wynika: {sina +sing= \26] = (sina +sin ) = (\/Zgj .

Stosujemy wzor na kwadrat sumy

. . . . 5 . . . . 5
(sm2 a+2-sing-sin g +sin? ,B:Z):(smz a+sin® ,8+2~sma-smﬂ:ﬂ *)
Zauwazamy:, poniewaz Sin 8 = Cos«, to sin® a +sin’ g =sin’ a +cos’ a =1
sinf =cosa i sina =cos B, zatem sine -sin f=cos #-cos« .

. . . . . 5
Wobec powyzszych zwigzkéw rownos¢ (*) przybiera postaé: 1+2-C0Sa-C0Sf = 7
. 5 1 1
wiec2-CoS« - €os :Z_l zatem 2-coSa -C0S [ = Z\: 2 stad cosa - cos f = 3
Odpowiedz:

. . 1
o, f sakatami ostrymi w trojkacie prostokatnym i [Sln a+sinfg = \/ZgJ = COS - COS 3 = 3

Punktacja
Czynno$é Etap rozwiazania zadania Punkty
A Zapisanie danych, rysunek. Podanie zwiazkow mig¢dzy sinusami 1
i cosinusami katow ostrych w trojkacie prostokagtnym
B Zastosowanie wzoru na kwadrat sumy oraz zwiazkow migdzy funkcjami 2
C Podanie odpowiedzi 1
80 Rysunek wykonany za pomocq programu GEONEXT przez Helene Ewert - Fechner
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Zadanie 3. tuk podkowiasty (4 punkty)

Dane:
d
h :
""""""ri":iﬂ""""T
' : “h“-‘/
P O |R
- 3m
[PR|=3m
|£RST| =30°
ISU|=|ST|=|sR|=r
Wyznacz: h
Wyznacz: d
Rozwigzanie:

1

Zauwazmy, ze h = ‘SU ‘ + ‘OS

, natomiast d = 2-|ST
wigc tak naprawde wystarczy wyliczy¢ boki trojkata prostokatnego ASOR.

Znamy jeden z jego bokow ‘OR‘ = % -‘PR‘ = %3 =15

0raz |< OSR| =90°—|< RST| = 90°-30° = 60°.

3
W takim razie w ASORmamy:  ([OR _ . .| SRl '\OR\ L |SR[= 2 3 _f3
ISR| sin 60° V3
2
oraz [%:cos 60°]:Q05\ =|SR|-cos 60°) = [0S :ﬁ-%:g

Zatem: d :2-\SR\:2\@; h=\SU\+\SO\:\@+§:¥
Odpowiedz:

Wysokos$¢ okna wynosi: h = % , natomiast prze$wit d = 2+/3

Punktacja

Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty

A Zapisanie danych 1

B Wyznaczenie dtugosci bokéw ASOR
C Wyznaczeniedih
D Podanie odpowiedzi

S
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Zadanie 4 — Elektrownia wiatrowa (6 punktow)
Dane'®: ‘E‘ =20km

| £BAE|=30° |£CBE|=60°
Oblicz:

|<AEB| =7 i |£BEC| =7 [BC|=?

‘E‘ =7 - odlegtos¢ elektrowni od drogi

W rachunkach przyjmij, ze J3~175 . & c
Ad @) Poniewaz | ZABE| =180°—60° =120°, mamy
| ZAEB| =180° - | £BAE| —|ZABE| =180° —30°—120° = 30°. Ponadto w trojkacic VBCE mamy
\ABEC\ =180°-90°—-30°=30°. | tak: \LAEB\ =30°, \LBEC\ =30°
Ad b) Zauwazamy, ze ‘LAEB‘ = ‘LBAE‘ =30°, zatem trojkat VABE jest rownoramienny,

[C]

stad ‘ﬁ‘ = ‘E‘ =20. Ponadto w VBCE mamy: ﬁ =c0s60° = %
BE
B,

Stad, uwzgledniajac wezesniejsze dane otrzymujemy: 20 = > zatem ‘BC = 10‘ .
Otrzymali$my, ze: dlugoé¢ odcinka BC wynosi 10km.

EC EC!
Ad c) Sposéb I: W VBCE : mamy: g =sin60° = ﬁ , Zatem u = ﬁ ,czyli

‘BE‘ 2 20 2

[EC|=10V3 ~175
Sposob II: Skoro wiemy, ze VBCE jest trojkatem prostokatnym, w ktorym ‘ﬁ‘ =20 i ‘%‘ =10,
mozemy dtugosé EC wyliczy¢ z twierdzenia Pitagorasa:

=+/20% 10 =+/400-100 =+/300 =10+/3 17,5

Odpowiedz: Odlegto$¢ elektrowni od drogi wynosi 17,5km

D
EC = \BE\ —‘BC

‘ 2

Punktacja
Czynno$¢ Etap rozwigzania zadania Punkty
A Wyznaczenie miar katow 2
B Wyznaczenie dtugoscei |ac| 2
C Wyznaczenie odlegtosci elektrowni od drogi 2

181 Rysunek wykonany za pomoca programu CaRMetal przez Heleng Ewert - Fechner
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Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” - ”Sinus, cosinus daj Boze trzy minus...”

Zadanie 1'%
W tym zadaniu nalezy:

e Przetlumacz tre$¢ zadania na jezyk polski

e Rozwiaz zadanie

e Rozwigzanie zadania podaj w wybranym wczes$niej jezyku
Task 1. The clinic, the stairs (8 points)

In front of the entrance to the clinic there are stairs that have 8 steps, each height 15 cm.
It was decided that a ramp having a slope o 7° for the disabled people will be built.
Calculate the length of the driveway. The result rounds to 10cm.

Tarea 1. El dispensario, las escaleras (8 puntos)

Delante de la entrada en el dispensario hay unas escaleras que tienen 8 peldafios de 15 cm de altura
cada uno.

Se ha decidido construir una rampa para las personas con su movilidad reducida, con la inclinacion
de 70.Calcula la longitud de esta rampa.

Escribe el resultado en numeros redondos a 10 cm..

Aufgabe 1. Poliklinik, die treppe (8 Punkte)

Vor dem Eingang zu einer Poliklinik befindet sich eine Treppe, die 8 Stufen von einer Hohe von je
15 cm hat. Man hat beschlossen, einen Zufahrtsweg fiir Behinderte von einer Neigung von 70zu
bauen. Berechne die Linge des Zufahrtsweges. Gib das Ergebnis in einer Abrundung bis 10cm an.
Esercizio 1. Ambulanza, scala (8 punti)

Davanti all’entrata dell’ambulanza c’¢ la scala che ha 8 gradi a 15 cm di altezza ognuno. Si ¢ decise
di costruire una discesa per disabili con la pendenza di 7°.

Calcola la lunghezza della discesa. Esprimi il risultato arrotondato a 10 cm

Exercice 1. Dispensaire, Escalier (8 points)

Devant I’entrée au dispensaire il y a ’escalier qui est composé de 8 marches dont chacune a 15cm
de hauteur.

On a decidé de construire une rampe d'acceés handicapé sous une inclinaison de 70. Calcule la
longeur de la rampe.

Donne le résultat arrondi a 10cm.

162 Zaczerpnigto z [1]
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Zadanie 2. Od sumy cosinuséw, do iloczynu sinuséw (4 punkty) *¢*

243 8,

W trdjkacie prostokatnym suma cosinusow katow ostrych jest rOwna 3

Oblicz iloczyn sinusow tych katow

Zadanie 3. ...sinus réznicy, sinus sumy... (3 punkty)™®*

Dane sa wzory:
sin(— ) =sina-cos B—cosa-sin g (*);
sin(e + ) =sina-cos B+cosa-sin f (**)
Korzystajac ze wzoru (*) sin15° mozna obliczy¢ nastepujaco:
Zauwazamy, ze 15° = 45°—30°, zatem

$in15° = sin(45° — 30°) = sin 45° cos 30° — cos 45°sin 30° =

stad otrzymujemy, ze Sin15° = g . (\@ —1).

Postepujac analogicznie oblicz sin75°.

Zadanie 4. Od sinusa do tangensa (3 punkty)’®

. . . 5 .
Wiedzac, ze a jest katem ostrym i Sina = % ,oblicz tgr .

Zadanie 5. Czy istnieje?... (3 punkty)’®®

Czy istnieje kat ostry « taki, ze sina = ? itga = %?

OdpowiedZ uzasadnij.

Zadanie 6. Warto$¢ wyrazenia... (3 punkty) **

Wiedzac, ze tga = % , oblicz warto$¢ wyrazenia 5- (2-Sin2 a —1).

163 Zaczerpnieto z [2] - Zadanie 6.27, strona 109
184 7aczerpnicto z [3] - Zadanie 6, strona 98
165 Zaczerpnieto z [3] - Zadanie 1, strona 98
168 Zaczerpnieto z [3] - Zadanie 4, strona 98
187 Zaczerpnicto z [3] - Zadanie 2, strona 98
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Zadanie 7. Tréjkaty podobne... (7punktéw)™®

W trojkacie ostrokatnym AKLM poprowadzono prosta prostopadia do boku KL .: **

K Q 2 R L

Poprowadzona prosta przecina:

bok KM w punkcie P ibok KL w punkcie Q.

Punkt R jest spodkiem wysokosci trojkata
poprowadzonej z punktu M .

Wiedzac, ze \W\ =6i ‘@‘ = 2 oblicz sinus kata MKL.

Zadanie 8. Prawie $limak Teodorosa??... (6 punktéw)”°

Oblicz warto$é sin? & i warto$é cos’® o, uwzgledniajac dane przedstawione na rysunku:
171 17
a) b)
Slimak Teodorosa

i

173

Zadanie 9 — Nie taki kwadrat straszny... (5 punktow)

W kwadracie [ ABCD punkt E jest érodkiem boku CD.
Odcinki BE i AC przecinaja si¢ w punkcie F .
Wyznacz tangensy katow trojkata ACEF .

168 Zadanie wiasne Heleny Ewert - Fechner

169 Rysunek wykonany za pomoca programu GEONEXT przez Heleng Ewert - Fechner
170 7aczerpnicto z [2] - Zadanie 6.7, strona 106

171 Rysunek wykonany za pomoca programu GEONEXT przez Heleng Ewert - Fechner
172 Rysunek wykonany za pomocg programu CaRMetal przez Helene Ewert - Fechner
78 7aczerpnicto z [4] - Przykiad 7, strona 146

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

175



ﬁ unia euroresska [
KAPITAL LUDZKI p m europesski [
FUNDUSZ SPOLECZNY [N

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC

174

Zadanie 10 — Kat wzniesienia... (3 punkty)

Aby wyznaczy¢ szerokos¢ rzeki (na rycinie jest to odcinek DC),
Zmierzono:

odlegtosé ‘E‘ =52,5m prostopadle do brzegu.

Drzewo BC rosngce na brzegu po przeciwnej stronie rzeki, wida¢ z punktu A pod katem
wzniesienia 22°, a z punktu D - pod katem 35°.
Oblicz szerokos¢ rzeki.

Zadanie 11. ... i kat depresji (2 punkty)'”

Reflektor ustawiony nad brzegiem morza na wysokosci 75 m uchwycit 16dZ pod katem 4° (kat
depresji).
Oblicz odlegtos¢ todzi od brzegu morza.

Zadanie 12. A koto sie toczy... (3 punkty)'’®
Koto o promieniu 12,5¢m toczy si¢ po ptaszczyznie poziome;.

W pewnej chwili punkt A okrggu znajdowat si¢ w potozeniu najwyzszym.
Na jakiej wysokos$ci nad ptaszczyzna pozioma znajduje si¢ obecnie punkt A,
jezeli koto obrécito si¢ 0 67°.

174 Zaczerpnieto z [4] - Przyklad 3, strona 148

75 Zaczerpnigto z [4] - Przyktad 4, strona 149
7 Zaczerpnigto z [5] - Zadanie 59, strona 31
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ¢wiczen ,, Rozwigzmy razem”
- ”Sinus, cosinus daj Boze trzy minus...”

Zadanie 1. Przychodnia, schody (8 punkdéw)

Przed wejsciem do przychodni lekarskiej znajduja si¢ schody majace 8 stopni &)o 15cm wysokosci
kazdy. Postanowiono zbudowa¢ podjazd dla niepelnosprawnych o nachyleniu 7.
Oblicz dlugo$¢ podjazdu. Wynik podaj w zaokragleniu do 10cm.
Rysunek i oznaczenia:
K

7 P

15 cm

KS =h - wysoko$¢ podjazdu

PK =d - dtugo$¢ podjazdu

Wysokos$¢ podjazdu réwna jest wysokosci schodow:
h=8-15cm =120 cm

W AKPS mamy:
KS_ sin7°
h . h
Zatem —=sin7°<d=——,
d sin7°
ale h=120cm i sin7°=0,1219,
wiee d =120 _ogga 13
01219
Odpowiedz:
Dhugos¢ podjazdu w zaokragleniu do 10 cm wynosi 980 cm.
Punktacja
Czynno$¢ Etap rozwiazania zadania Punkty
A Thumaczenie na jezyk polski 1
B Wykonanie rysunku i wprowadzenie oznaczen 1
C Obliczenie wysokosci podjazdu 1
D Obliczenie dlugosci podjazdu 2
E Zaokraglenie otrzymanego wyniku i podanie odpowiedzi 1
F Zapisanie rozwigzania w jezyku obcym 2
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Task 1. The clinic, the stairs (8 points)

Symbols:

KS =h - the height of the driveway; PK =d - the length of the driveway

The height of the driveway equals the height of the stairs: h=8-15cm =120 cm
h

sin7°’

In AKPS we have: ﬁ=sin7°. So E=Sin7°<:>d =
PK d

But h=120 cm and sin7°=0,1219.

d=—120 _gg4413
01219
Answer:

The lenght of the driveway (being rounded to 10 cm) is 980 cm.

Scores
Activity Stages of solutions Points
A Translation into Polish 1
B Making a picture and introducing symbols 1
C Calculating the height of the driveway 1
D Calculating the length of the driveway 2
E Rounding the obtained result and giving the correct answer 1
F Writing the solution in a foreign language 2
Tarea 1. El dispensario, las escaleras (8 puntos)
Las designaciones:
KS =h - Laaltura de la rampa
PK =d - lalongitud de la rampa
La altura de la rampa es igual a la altura de las escaleras:
h=8-15cm =120 cm
En AKPS tenemos: KS _ sin 7°, entonces h =sin7°<d=— h ,
PK d sin7°
. 120
pero h=120cm y sin7°=0,1219 entonces d = ———— =984,413
0,1219
Solucion:
La longitud de la rampa en numeros redondos de 10 cm, es de 980 cm.
Puntuacion
Numero de la actividad Etapas de la solucion de la tarea Cantidad de puntos
A Traduccion de la tarea al polaco 1
B Dibujar el dibujo y marcar las designaciones 1
C Calcular la altura de la rampa 1
D Calcular la longitud de la rampa 2
E Dar la respuesta en ntimeros redondos 1
F Marcar la solucion en un idioma extranjero 2
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Aufgabe 1. Poliklinik, die treppe (8 Punkte)

Bezeichnungen:
KS =h - Hohe des Zufahrtsweges
PK =d — Linge des Zufahrtsweges

Die Hohe des Zufahrtsweges ist gleich an Hohe der Treppe: h=8-15cm =120 cm

h
sin7°’

In AKPS haben wir: % =sin7°. Also g =sin7°<d =

aber h =120 cm i sin7° = 01219. So d = —20_ _ 984,413
01219

Antwort:
Die Zufahrtsldnge betrégt in Abrundung bis 10 cm 980 cm.

Punktwertung

Tatigkeits nummer Etappe der Aufgabenlésung

Punktenzahl

A Ubersetzung ins Polnische

1

Zeichnung und Einfithrung von Bezeichnungen

Berechnung der Hohe des Zufahrtsweges

Berechnung der Lange des Zufahrtsweges

m g0 w

Abrundung des Ergebnisses und Antwortsangabe

n

Einschreiben der Losung in einer fremden Sprache

N R[NP~

Esercizio 1. Ambulanza, scala (8 punti)

Identificazioni:
KS =h - altezza della discesa

PK =d - lunghezza della discesa
h
sin7°’

Nel AKPS abbiamo: % =sin7°, allora g =sin7°<d =

ma h=120cm e sin7°=0,1219, dunque d = 120 =0984,413
0,1219
L’altezza della discesa ¢ pari all’altezza della scala: h=8-15cm =120 cm
Risposta:
La lunghezza della discesa arrotondata a 10cm, € di cm 980.

Punteggio:

N. attivita Fasi della soluzione Numero di punti

A Traduzione in lingua polacca

B Realizzare il grafico ed inserire le identificazioni

C Calcolo dell’altezza della discesa

Calcolo della lunghezza della discesa

Arrotondare il risultato ot tenuto e dare la riposta

Scrivere la riposta nella lingua straniera

DI T S
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Exercice 1. Dispensaire, Escalier (8 points)

Désignations:

KS =h - I’hauteur de la rampe

PK =d —la longeur de la rampe

L’hauteur de la rampe égale a la hauteur de ’escalier: h =8-15cm =120 cm

Dans AKPS on a: ﬁ:sin7°.A|0rS E:sin7°<:>d = _h ,
d sin7°
. . 120
mais h =120 cm et sin7°=0,1219 donc d = ——— = 984,413
01219
Réponse:
La longeur de la rampe arrondi a 10cm égale 980 cm.
Pointage
Numéro de I’activité Solution étape par étape Points

A Traduire en langue polonaise 1
B Faire le dessin et introduire les désignations 1
C Calculer ’hauteur de la rampe 1
D Calculer la longeur de la rampe 2
E Arrondir le resultat recu et donner la réponse 1
F Ecrire la solution en langue étrangére 2
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Zadanie 2. Od sumy cosinuséw, do iloczynu sinuséw (4 punkty) BCA= 900"

Dane:
a i B sa katami ostrymi w trojkacie prostokatnym
243
COS & + COS 3 = 3
Oblicz: 5
sina-sinfg="?
Rozwiazanie:
Wykorzystujemy zwigzki mi¢dzy funkcjami trygonometrycznymi, ktore
zachodza W AABC:

sina:%:cosﬂ cosa:g:sinﬁ sina = cos 8
sin?a+cos’a =1 sin? p+cos* g =1

2
Z danych wynika: [c05a+cosﬂ —2\3@} = (cosa +cos ) —(2\3@}

Stosujemy wzor na kwadrat sumy
(cos2 o +2-C0Sa - oS S+ cos? ,B:%sj:{cosz a+coszﬁ+2-005a-cosﬂzgj *)

Zauwazamy, ze poniewaz cosa =sin 3, t0 cos® o +cos® g =sin® f+cos® f=1;
sin 8 =cosa i sina =cos B zatem cos B-cosa =sina-sin 3;

Wobec powyzszych zwiazkow rownos¢ (*) przybiera postac: 1+ 2-sina -sin = % ,
wigc 2-sina-sin 8 =§—1;

. . 1
2-sma-smﬂ:§\: 2,

. . 1
zatem sing -sin g =

6
Odpowiedz:
N , o 243
W trojkacie prostokatnym o katach ostrych « i g takich, ze cos « +cos B = =
iloczyn sinus6w tych katow jest rowny %
Punktacja
Czynno$¢ Etap rozwiazania zadania Punkty
A Zapisanie danych, rysunek. Podanie zwiagzkéw miedzy sinusami 1
i cosinusami katow ostrych w tréjkacie prostokatnym
Zastosowanie wzoru na kwadrat sumy oraz zwigzkow migdzy funkcjami
B trygonometrycznymi katow ostrych w trojkacie prostokatnymi. 2
Obliczenie sina -sin g
C Podanie odpowiedzi 1
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Zadanie 3. ...sinus réznicy, sinus sumy... (5 punktow)

Korzystajac ze wzoru: Sin(a + ﬂ) =sina-cos B+ cosa -sin B (**)
sin 75° obliczamy nastgpujaco: zauwazamy, ze 75° = 45° +30°, zatem:

sin 75° = sin(45° + 30°) = sin 45°c0s30° + c0s45°sin 30° = g % g % = ?(\/5 +1)
stad otrzymujemy, ze sin 75° = g . (\@ +1)
Punktacja
Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty
A Zapisanie 75° = 45° + 30° 1
B Zastosowanie wzoru (**) 1
C Podstawienie wartosci funkcji, wyznaczenie sin 75° = % (\/5 +1) 1

Zadanie 4. Od sinusa do tangensa (3 punkty)
J5

Dane: o — kat ostry oraz sina = —

Szukane: tga
sina

Z whasnoéci funkcji trygonometrycznych tga = , sina jest dany, zatem do wyznaczenia

warto$ci tgar brakuje wartosci COScx .

Wyznaczymy cosa, korzystajac z ,,jedynki trygonometryczne;j”:
2

(sin? &+ cos? @ =1)=> cos? @ =1-sin® a, stad cos? & :1—[\§J

czyli (cosz a=1- %) = (cos2 a=1- %j = (cos2 a= gj ; o jest katem ostrym, zatem cosa >0,

wigc cosa = \/Z i === Mamy wigc sina = ﬁ i cosa i oraz tgo _Sina ,
5 .5 5 5 " cosa
5
5 5 5 . 1
zatem tga = —2= = — - —— stad otrzymujemy tgo ==
9725 5 2k 2
5
Odpowiedz:
Jesli sina = E ,to tgax _1
5 2
Punktacja
Czynnos¢ Etap rozwigzania zadania Punkty
A Zapisanie danych, podanie wzoréw 1
B Obliczenie cosa 1
C Wyznaczenie wartosci tgea , podanie odpowiedzi 1
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Zadanie 5. Czy istnieje? (3 punkty)

otrzymujemy: (sm “_ 2] = C0Sa = E~sin a,
cosa 2

3
3 V3
3

to znaczy, Ze coSa = -

Z danych tga = 2 oraz ze zwigzku tga = sina
3 cosa

ale sina =§ wigc cosa :g

V3

Z drugiej strony, jesli dany jest sing = g i cosa = - to musi by¢ prawdziwy zwiazek

sin? a +cos® a =1 ,jedynka trygonometryczna”.
2 2
Sprawdzenie: {sin a= g ACOSaL = \Z@J =|sin?a+cos’ o = {\fj + [‘fj , stad

sin?g+cofa=or3-1,3_13
=5t3"

=== 21 wbrew tozsamoséci sin? ¢ +cos? a =1.
4 3 4 12

Odpowiedz: Nie istnieje kat ostry a taki, ze sina = ? i tga = %, bo przyjecie tych wartosci

prowadzi do sprzecznosci.

Punktacja

Czynno$é Etap rozwiazania zadania Punkty
A Wyznaczenie warto$ci cosa W oparciu o dane 1
B Podstawienie warto$ci cosa i sina do jedynki trygonometrycznej 1
C Whiosek i odpowiedz 1

Zadanie 6. Wartos¢ wyrazenia... (3 punkty)

Dane: tga :% Oblicz: Warto$¢ wyrazenia 5- (ZSin2 a —1)

Niech W oznacza warto$¢ szukanego wyrazenia, wtedy W =5- (2 -sin? a —1): 10-sin?a - 5.

Korzystajac z danych w zadaniu oraz ze zwigzkéw migdzy funkcjami trygonometrycznymi
sin o

otrzymujemy: (tga SEIN tga = j = [S'n Z_ 1) (cosa = 3-sin &). Dla wszystkich
3 cosa cosa 3

katow prawdziwa jest rownos¢: sin? a + cos® @ =1. Podstawiamy do ,,jedynki trygonometryczne;j”
(3-sina) zamiast cose i otrzymujemy: sin? o +(3-sina )’ =1, czyli sin® & +9-sin” a =1, stad
10-sin® o =1, zatem warto$¢ wyrazenia W =10-sin ¢ -5=1-5= 4.

Odpowiedz:

Jezeli tga = % , to warto$¢ wyrazenia 5-(2 -sin o —l) wynosi -4.

Punktacja
Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty
A Zapisanie danych i przeksztatcenie wyrazenia do postaci: 1
W =10-sin’> ¢ -5
B Wyznaczenie wartosci 10-sin® o 1
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C Obliczenia warto$ci wyrazenia i podanie odpowiedzi | 1

Zadanie 7. Trojkaty podobne (7 punktéw)

“Tm
Dane i rysunek: *'’ W
‘@‘ =2; W‘ =6 )
Szukane: sin ZMKL
K TQ 2 “r

Z treéci zadania wynika, ze PQ | KL oraz MR L KL zatem PQ H MR . Prowadzimy prostg
rownolegla do KL przechodzaca przez punkt R . Powstaje nowy tréjkat prostokatny AMR'P,

w ktorym: ‘W = ‘@‘ =2, W\ =6. Trojkaty AMRK oraz AMR'P sa podobne. Z podobienstwa
tych trojkatow wynika, ze [ZMKL| =|ZMPR. Przyjmujemy, ze |ZMKL| = a
MR __
I spos6b: W AMR'P mamy: sina = ‘ , stosujac twierdzenia Pitagorasa wyznaczamy ‘MR" :
PM
ol L lppl’ _ Bl ol L 02 _ 2 . [opl’ _r2 92 IVT=I
MR|" +[PR]" =|[PM|" < |MR| +2* =6 < |MR| =6°-2*=32-16-2 zatem |MR|=4v2
: 42 242
stad sina = =—
6 3
PRI 2 1 , , :
Il sposéb: W AMR'P mamy: cosa = ﬁ =573 Warto§¢ cosa wstawiam do, jedynki
PM
2
trygonometrycznej” i otrzymuje: sin? o + (%) =1 sina= 1_% sina :g sing = ¥
Odpowiedz:
sin Z/MKL = &
3

Punktacja
Czynnos¢ Etap rozwiazania zadania Punkty

A Zapisanie danych, wykonanie rysunku 1

B Wskazanie trojkatow podobnych; zauwazenie rownosci katow: 1

|£MKL| = |£MPR'|

C Wyznaczenie bokow trojkata prostokatnego AMR'P 1

D Podanie wniosku koncowego 1

E Obliczenie sin & 1
77 Rysunek wykonany za pomocg programu CaRMetal przez Heleng Ewert - Fechner
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F Podanie odpowiedzi | 1
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Zadanie 8. Prawie slimak Teodorosa??... (6 punktow)

Ad a)
Dane:

Trojkaty prostokatne: AEAB; AEBC; AECD: ‘E‘ =2

=1; ‘ﬁ‘:

Obliczyé:
sina=? cos’a ="

W AECD
Ec| (ec)
mamy: sing = — = sin‘a = = (*),
D] &)
natomiast cosa = m =cos’a = Q ‘)2

Zadane wielkosci obliczymy wyznaczajac kolejno kwadraty przeciwprostokatnych:

Z AEAB na mocy twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy: Qﬁ‘)z = Qﬁ‘)z + QE‘)Z uwzgledniajac
dane z rysunku mamy: Q@‘)Z =2241°=4+1=5,

Analogicznie z AEBC otrzymujemy: QE‘)Z = Q@‘)z + q%‘)z, po uwzglednieniu danych

na rysunku i wyniku wcze$niejszych obliczen mamy: QE‘)Z =5+2%=9,

Na mocy twierdzenia Pitagorasa z AECD otrzymujemy: Qﬁ‘)z = QE‘)Z + Qﬁ‘)z

—\
wiec uwzgledniajgc dane i wyniki wezedniejszych obliczen otrzymujemy: QED‘) =9+3°=18,

Podstawiajac wyniki obliczen do (*) otrzymujemy: sin? ¢ = T % ,
. . . - 2 ¥ 9 1
natomiast podstawiajac dane i otrzymane wyniki do (**) mamy: cos” o = 8-18" 2

Odpowiedz:

sin2a=1 i coszoc:1
2 2
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Ad b)
Dane: Trojkaty prostokatne: AEAB; AEBC; AECD: ‘E‘ =1,

E‘:S; \ﬁ\:z;

ﬁ‘:l

Obliczyé: sin®a =?; cos’ a =?

E_
1
R
O I
W AECD mamy: sing = — = sin’a = —= (*),
= (o))
— —\2
natomiast cosa = IIZ(D: =cos’a = SES))Z ()

Zadane wielkos$ci obliczymy wyznaczajac kolejno kwadraty przeciwprostokatnych:
—\2 —\2 -
Z AEAB na mocy twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy: QEB‘) = QEA‘) +QAB‘)Z uwzgledniajac

dane z rysunku mamy: Qﬁ‘)z =1°+3°=1+9=10.

Analogicznie z AEBC otrzymujemy: QE‘)Z = Q@‘)Z + Qﬁ‘)z, po uwzglednieniu danych

na rysunku i wyniku wczesniejszych obliczen mamy: QE‘)Z =10+2% =14,

Na mocy twierdzenia Pitagorasa z AECD otrzymujemy: QE‘)Z = QE‘)Z + QFC‘)Z

wigc uwzgledniajac dane i wyniki wezesniejszych obliczen otrzymujemy: QEDZ =14+1* =15,

Podstawiajgc wyniki obliczen do (*) otrzymujemy: sin® o = E,

2
natomiast podstawiajac dane i otrzymane wyniki do (**) mamy: cos® o = 1—5 = %
Odpowiedz: sin’ o = 1 s costa =+
5 15
Punktacja
Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty
A Zapisanie danych oraz podanie wzoréw a) i b) 1
B Obliczenie kwadratow kolejnych przeciwprostokatnych a) i b) 3
C Obliczenie sin’a i cos?a oraz podanie odpowiedzi a) i b) 2
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Zadanie 9. Nie taki kwadrat straszny... (5 punktow) .

Dane i rysunek:*"

ABCD - kwadrat

DE = EC - punkt E jest srodkiem boku CD .

BE N AC = {F} - odcinki BE i AC przecinajq si¢ w punkcie F
Przyjmujemy oznaczenia:

|ZECF|= G

Oblicz: !

tga ; 98 tgy - Wyznacz tangensy kqtow trojkqta ACEF .

Zauwazmy, 7e: o = =|/BEC]| za$ y =|ZAFB|. . (a

Zgodnie z danymi i rysunkiem otrzymujemy: F

AD _
W AADC stad tga = — =1, bo (1 ABCD jest kwadratem:, zatem ‘AD‘ =
W ABCE: P jest rodki CD, wiec |BC| =|DC [Bc _2-[cg|
: Punkt E jest $rodkiem boku CD, wiec ‘BC‘ —‘DC‘ ‘CE‘ stad g5 - ‘ ‘ ‘7‘ -

CE CE

ABOF : Rysujemy BD, ktéry jest druga przekatna tego kwadratu.
Niech przekatne kwadratu przecinaja si¢ w punkcie O, to znaczy AC ~BD = {O}.
Przekatne kwadratu dziela si¢ na potowy, wigc:
o CBF A
w ABDC odcinki BE i CO sa $rodkowymi stad: — = — ==
FC| |Fg|
Ponadto sg one (przekgtne kwadratu) do siebie prostopadte w takim razie ABOF jest trojkatem
prostokatnym, w ktorym przyprostokatna OF jest trzy razy krotsza od przyprostokatnej OB,

bo [OB| =|OC]| i u = : [FC|=2
[Fe| 2
ponadto ‘&‘ =
e (0G| - OF |+ 2 OF 3. OF] cayi: 08~ 3[0F] gy - 221 - 1971 _
‘OF‘ OF|
Odpowiedz:
Tangensy katow trojkata ACEF wynosza: tga =1; tg8=2; tgy =3
Punktacja
Czynno$¢ Etap rozwiazania zadania Punkty
A Zapisanie danych, wykonanie rysunku, wprowadzenie oznaczen 2
B Wyznaczenie tge oraz tgg; 1
o} Wyznaczenie tgy i podanie odpowiedzi 1

18 Rysunek wykonany za pomoca programu GEONEXT przez Heleng¢ Ewert - Fechner
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Zadanie 10. Kat wzniesienia... (3 punkty)

Oznaczenia i rysunek: "

DC‘ =X - szerokos¢ rzeki

‘@‘ =h - wysokos¢ drzewa;

B
h
. X
o= 22° g=35 :
A 52,5 D c
Dane:
Trojkaty prostokatne: AACD i ABCD
|#BAC|=a =22°. |/BDC| = =35°_|AD|=525m
Oblicz: x=2?
Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami otrzymujemy:
|AD|+x
aw ABCD: tgﬂ:h, stad h=x-tgp
X
. e . o, xtgB e ,
Wracajac z tym do réwnosci (*), otrzymujemy rownosé: tga = ‘7‘ , ktdra jest rownowazna
AD|+ X
S S ‘E‘ ‘9o
g - QAD‘ + X): X194 < ‘AD‘ ‘g + X-tga = x-tgp skad x =-———— ostatecznie, wigc
tgf —tga
_ 525-1922 N 52,5-0,4040 N 21,21138 ~ 7161619 ~72.
tg35°—-tg22° 0,7002 —0,4040 0,296181
Odpowiedz:
Rzeka ma szeroko$¢ 72m.
Punktacja
Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty
A Zapisanie danych, przyjecie oznaczen, rysunek 1
B Wyznaczenie tangensoéw katow «, S oraz powigzanie otrzymanych rownosci 1
C Obliczenie szerokosci rzeki i podanie odpowiedzi 1

18 Rysunek wykonany za pomocq programu CaRMetal przez Helene Ewert - Fechner
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Zadanie 11. ... i kat depresji (2 punkty)

Oznaczenia:
‘ﬁ‘ = X - odleglos¢ todzi od brzegu morza

R X P

Dane:
ALPR - trojkgt prostokqtny
|«PRL|=4°; [PL|=75m
Szukane:
Odlegtos¢ todzi od brzegu morza: x = ?
Rozwigzanie:
W trojkacie ARPL mamy:
PL
tg4° = u & tg4° =E
X
skad x = n = 5 ~1073
tg4°  0,0699
Odpowiedz:
L6dz znajduje si¢ w odlegtosci 1073m od brzegu morza.
Punktacja
Czynnos$¢ Etap rozwiazania zadania Punkty
A Zapisanie danych, przyjecie oznaczen, wyznaczenie tg4° 1
B Obliczenie odlegtosci todzi od brzegu morza i podanie odpowiedzi 1
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Zadanie 12. A koto sie toczy... (3 punkty)

Rysunek'® i oznaczenia:

A - wybrany punkt okregu

O - $rodek okregu

K - rzut prostokatny punktu A na $rednice

B - rzut prostokatny punktu A na ptaszczyzne pozioma

‘a‘ = \ﬁ\ =T - promien okregu
A8

Dane: Koto o promieniu 12,5¢cm

- odlegto$¢ punktu A od ptaszczyzny poziome;j

r=|0A =[oL] =125¢m; |2A0K| = 67°
Szukane:

‘E - odlegto$¢ punktu A od ptaszczyzny poziome;j
Rozwiazanie:

L

B

Bezposrednio z rysunku wida¢, ze poszukiwana wysokos¢ ‘E‘ jest rowna ‘ﬁ‘ .

R o} foL

<9

, nalezy wigc obliczy¢ ‘@

cos67° =11 = ‘@‘ = \@ -C0S67° = ‘@‘ ~12,5-0,3907 = \@\ ~ 4,8841

oA

stad \H\ ~125+4,8841~17,38

, ktore wyznaczymy z prostokatnego AAKO:

Odpowiedz: Jezeli koto obrdcito si¢ o 67°, to punkt A znajduje si¢ na wysokosci 17,38 cm

nad ptaszczyzna pozioma

Punktacja
Czynno$¢ Etap rozwigzania zadania Punkty
A WyKonanie rysunku, wprowadzenie oznaczen i zapisanie danych 1
B Wyznaczenie dlugo$ci odcinka KO 1
180 Rysunek wykonany za pomoca programu CaRMetal przez Heleng Ewert - Fechner
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C | Wyznaczenie odlegtosci punktu A od ptaszczyzny poziomej, odpowiedz | 1
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Pakiet M-1.6 ,,0 wartosci! Nie badz az tak bezwgledna!”

I. Tre$ci merytoryczne:

definicja wartosci bezwzglednej,

podstawowe wiasno$ci wartosci bezwzgledne;j,
przedziaty,

funkcje przedziatami liniowe i ich wykresy,
twierdzenie Pitagorasa,

symetralna odcinka.

Il. Cele szczegotowe:

ksztalcenie pojecia odleglosci na prostej i na ptaszczyznie,

ksztatcenie umiejetno$ci rozumowania przez analogie,

korzystanie z definicji wartosci bezwzgledne;j,

utrwalanie wlasno$ci wartosci bezwzglednej i wykorzystywanie ich do rozwigzywania

roOwnan i nierownosci,

e utrwalanie poje¢ zwigzanych z pojeciem funkcji (wykres, miejsce zerowe, monotoniczno$é,
zbior wartosci),

e interpretacja geometryczna rozwigzania rownania lub nieréwnosci z jedna lub dwiema

zmiennymi.

lll. Proponowane metody i formy pracy

Metoda: praca w grupach, burza mézgow.
Forma pracy: wspolnym frontem.
Srodki dydaktyczne: karty pracy, gry dydaktyczne.

IV. Przebieg zajec:
Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

1. Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obecnosci).

2. Podziat ucznidow na zespoty zadaniowe (grupy 4 - 5 osobowe).

3. Wybor liderow, sekretarzy, asystentow poszczego6lnych grup.

4. Rozdanie kazdej z grup zestawow ¢wiczen otwierajacych oraz materialdw potrzebnych
do rozwigzywania zadan.

5. Rozwigzywanie ¢wiczen przez uczniéw pod kierunkiem nauczyciela.

6. Przedstawienie i pordwnanie rozwigzan zadan przez przedstawicieli grup.

7. Zebranie kart z rozwigzaniami.

Bibliografia do ,,Cwiczen otwierajacych”

[1.]Legutko M., Legutko M., Turnau S., Matematyka I, Podrecznik dla liceum ogdlnoksztatcgcego i
liceum zawodowego, Wyd. 11, Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne, Warszawa 1993

[2.] Orlinska M., Matura 2010, Zakres rozszerzony, Matematyka, Wydawnictwo Pedagogiczne
OPERON, Gdynia 2009

[3.]Rams S., Rams T., Miedzynarodowy konkurs matematyczny ~Matematyka bez granic”, czesé 1I,
zadania konkursowe-etap wstgpny 1998-2003, Nowy Sacz 20003
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Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)

1. Uczniowie siadajg we wcze$niej ustalonych zespotach zadaniowych.

2. Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawu zadan ,,Rozwiazmy razem”.

3. Uczniowie dokonujg podziatu, ktora grupa bedzie rozwigzywata dane zadanie. Uczniowie
powinni pociaé zestaw zadan i rozdzieli¢ zadania do odpowiednich grup.

4. Kazda grupa rozwigzuje zadania samodzielnie. Po rozwigzaniu zadania uczniowie redaguja
odpowiedz na karcie odpowiedzi.

5. Jezeli dana grupa zakonczy prace, to jej cztonkowie powinni przytaczy¢ si¢ i pomoe
W rozwigzywaniu innym grupom.

6. Nauczyciel zbiera karty odpowiedzi.

7. Zakonczenie zajgc.

Bibliografia do zestawu zadan ,,Rozwiazmy razem”

[1.]Legutko M., Legutko M., Turnau S., Matematyka I, Podrecznik dla liceum
ogolnoksztategeego i liceum zawodowego, Wyd. 11, Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne,
Warszawa 1993

[2.]Orlinska M., Matura 2010, Zakres rozszerzony, Matematyka, Wydawnictwo Pedagogiczne
OPERON, Gdynia 2009

[3.JRams S., Rams T. , Matematyka bez granic, Czes¢ II Zadania konkursowe - etap wstepny
1998-2003, Nowy Sacz 2003

Spotkanie 3: ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

1. Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane karty pracy zespotom zadaniowym.
2. Liderzy poszczegodlnych grup prezentuja rozwigzania zadania.

3. Nauczyciel ocenia pracg grup (pozytywne wzmocnienie).

4. Podsumowanie zaj¢c.
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Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” - ,,Wartosci! Nie badz az tak bezwzgledna!”

W tym ¢wiczeniu:
e Przetlumacz tre$¢ zadania na jgzyk polski
e Rozwiaz zadanie
e Rozwiazanie zadania nalezy podaj w wybranym wczesniej jezyku

50ecm 50em 50cm

Warm up a hungry snail (6 points)

A snail wants to take the shortest route from point A to point B.

In its way there is a glass roof in the form of an equilateral triangle.

Its dimensions can be read from the attached drawing:

Calculate the length of the shortest route. Explain how you calculated it.
Exercice pour entrainement Escargot Qui A Faim (6 points)

L’escargot veut traverser le plus court chemin du point A au point B.

Sur son chemin il y a un toit de verre dont la vue en coupe est un triangle équilatéral. On peut lire
ses mesures sur I’image cijointe.

Calcule la longeur du plus court chemin. Explique comment tu I’as obtenu.

Ejercicio de iniciacion Un caracol hambriento (6 puntos)

El caracol quiere pasar por el camino mas corto desde el punto A hasta el punto B. En su camino
hay un techito de vidrio de la seccion del triangulo equilatero. Se puede leer sus dimensiones en el
dibujo abajo. Calcula la longitud del camino mas corto. Explica como lo has hecho.

Esercizio per riscaldare Chiocciola affamata (6 punti)

La chiocciola vuole passare utilizzando il piu corto tratto dal Punto A al punto B. Sulla sua strada si
trova un piccolo tetto di vetro di una sezione del triangolo equilatero.

Le sue dimensioni si leggono sul disegno qui allegato.

Calcola la lunghezza del piu corto tratto. Spiega come 1’hai ottenuta.

Aufgabe zur Erwarmung Eine hungrige Schnecke (6 Punkte)

Eine Schnecke will den kiirzesten Weg gehen, vom Punkt A bis zum Punkt B. Auf seinem Weg
befindet sich ein Déchlein aus Glas von einem Durchschnitt eines gleichseitigen Dreiecks. Seine
Abmessungen kann man aus der beigefiigten Zeichnung ablesen:

Berechne die Lange des kiirzesten Weges. Erklare, wie du es berechnet hast.
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Zadanie 1. Jak daleko stad, jak blisko... (7 punktow)

Warunek ‘X‘ =5mozna odczytac ,,odlegtos¢ punktu x od 0 jest rowna 57,
za$§ warunek ‘X - 2‘ =5 ,,0dlegtos¢ punktu x od 2 jest rowna 5”.

Rozwiazania rOwnan mozna wtedy zinterpretowac nastepujaco:

X| =5 na osi OX szukamy punktoéw odleglych od 0 o 5 jednostek, czyli: [X =5 <> x =5 lub
181

X=-5
B[5] ‘ A[5)
|0[|]]
‘X - 2‘ =5 na osi OX szukamy punktéw odlegtych od 2 o 5 jednostek, czyli ‘X - 2‘ =< x-2=5
lub x-2=-5,
B[-3) ‘ ; A7)
czyli x=7 lub x=-3 | 5[2) 182

Rozwiaz dane rownania i nierownosci:

2x—4|=6 |2x—4/<6 2x-4/<6

2x—4|>6 2x—4/>6 x=1+[x+1 =3

s ¥
Zadanie 2. To nie jest naturalne? (5 punktow)

Wykaz, 7e liczba v/17 1242 ++/242 + 3 + /2 jest naturalna.
Zadanie 3. Mozna prosciej? (5 punktéw)

Dana jest funkcja f(x)=x—|x—1.

Narysuj jej wykres.
Okresl:
1. Zbidr jej wartosci;
2. Miejsca zerowe;
3. Monotoniczno$¢
Zadanie 4. Jaki to obszar? (4 punkty)

Przedstaw zbior punktow plaszczyzny, ktorych wspolrzedne spetniajg warunek: ‘X‘ + \y\ <2.

Jak nazwiesz powstata figure geometryczna?

81 Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry Il
182 Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry II
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczen otwierajacych”
- ,Wartosci! Nie badz az tak bezwzgledna!”

Zadanie na rozgrzewke Gtodny slimak (6 punktéw)

Slimak chce przejé¢ najkrétsza drogg z punktu A do B.
Na jego drodze znajduje sie szklany daszek o przekroju trojkata rGwnobocznego.
Jego wymiary mozna odczytaé z zatagczonego rysunku.

50cm 50em 50cm

Oblicz dlugos¢ najkrotszej drogi. Wyjasnij jak ja uzyskates.
Rozwigzanie:
10,5
B
3*0,9 5*0;
A 183

Slimak musi pokonaé 4 pasy, kazdy o szerokosci 0,5m.

Po utozeniu ich obok siebie (rozwinigciu pobocznicy, czyli ,,sptaszczeniu” bryly) mozemy obliczy¢
dtugos¢ drogi 2,5m w oparciu o twierdzenie Pitagorasa.

d?=(3-05) +(4-0,5

d? =(05) -(3° +4%)=(05) - 25= (05)’ -5°

d>0,zatem d =0,5-5=25

Odpowiedz: Najkrotsza droga §limaka jest rowna 2,5m

Punktacja
Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty
A Ttumaczenie zadania na jezyk polski 1
B Za prawidtowo obliczong dtugos¢ drogi 1
o Za drogg prawidtowo wytyczong i wyznaczona w wyniku pomiaru 1
D Za prawidtowo narysowang drogg, ale przy braku obliczen 1

188 Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry |
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E Za odpowiedz sformutowang w jezyku obcym | 2
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Warm up a hungry snail (6 points)

The snail ought to go through 4 strips, each 0.5 m wide.
470,5

3%0,5 570

A

After putting them side by side (developing the side, or ’flattening’ the solid figure).
We can calculate the path length 2.5 m based on the Pythagorean theorem.

d?=(3-050 +(4-0,5
d? =(05) (3 +4%)=(05)-25=(05) -5°. d >0 = d =0,5-5=25

Scores
Activity Stages of solutions Points
A Translating the task into Polish 1
B Calculating the length of the route 1
C Correct calculation and tracing of the route 1
D Drawing the route properly, failed calculation 1
E Giving the answer in a foreign language 2

Exercice pour entrainement Escargot Qui A Faim (6 points)

L’escargot doit parcourir 4 voies, chacune de 0,5m.
0.5

3*0.

A

Aprés les avoir mises I’une a c6té de ’autre (aprés avoir « aplati » le solide géométrique)
on peut calculer la longeur du chemin 2,5m d’apreés le théoréme de Pythagore.
d?=(3-05)° +(4-0,5

d?=(05) - (32 +4%)=(05) -25=(05) 5%, d >0 = d =0,5-5=25

Pointage
Numéro de ’activité Solution étape par étape Points
A Pour la traduction en langue polonaise 1
B Pour le calcul correct de la longeur du chemin 1
C Pour le chemin correctement tracé et déterminé suite a la mesure 1
D Pour le dessin correct du chemin, mais sans calculs 1
E Pour la réponse formulée en langue étrangere 2
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Ejercicio de iniciacion Un caracol hambriento (6 puntos)

El caracol tiene que superar 4 vias, de la anchura 0,5m cada una.
40,5

3*0.5 5%y

A

Si las ponemos una al lado de otra ( si ponemos la figura en plano).

Podemos calcular la longitud del camino 2,5m basandonos en el teorema de Pitagoras.
d?=(3-05) +(4-05)

d?=(05) (3 +4%)=(05)-25=(05)-5°. d >0 = d =05-5=2,5

Puntuacion

d Num(_erp Etapas de la solucion de la tarea Cantidad
e la actividad de puntos

A Traduccioén de la tarea al polaco 1

B Calcular correctamente la longitud del camino. 1

C Marcar y trazar correctamente el camino como resultado de la medida 1

D Trazar correctamente el camino, pero con falta de célculos. 1

E Marcar la solucion en un idioma extranjero 2

Esercizio per riscaldare Chiocciola affamata (6 punti)

La chiocciola deve trapassare 4 tratti ognano di una larghezza di 0,5m.
4%0,5

3*0.5 5%

A

Dopo averli sitemati accanto a loro (risvolto la parte laterale, cio¢ dopo aver appiattito il blocco)

possiamo calcolare la lunghezza del tratto 2,5 m in base al teorema di Pitagora.
d?=(3-05)° +(4-0,5

d? =(05)-(3* +4%)=(05) - 25= (05)* -5°

d>0=>d=05-5=25

Punteggio
L . . Numero
N. attivita Fasi della soluzione . -
di punti
A Traduzione dell’esercizio in lingua polacca 1
B Per la corretta lunghezza calcolata 1
C Per il tratto correttamentetracciato ed indicato in seguito alla misurazione 1
D Per il tratto disegnato correttamente, ma senza i calcoli 1
E Per la riposta formulata in lingua straniera 2
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Aufgabe zur Erwdarmung Eine Hungrige Schnecke (6 Punkte)

Die Schnecke muss 4 Strecken zuriicklegen, jede von einer Breite von 0,5m.

440,

B

3*0,8 5%y

A

Nach Verlegung der Strecken nebeneinander (Entwicklung des Flachenmantels,
also ,,Abflachen” des Korpers) konnen wir die Lange des Weges 2,5 m

anhand des Pythagoréischen Lehrsatzes berechnen.

d?=(3-057 +(4-0,5

d? =(05)-(3° +4%)=(05) - 25=(05) -5°

d>0=d=05-5=25
Punktwertung

Tétigkeits nummer Etappe der Aufgabenlosung Punktenzahl

A Ubersetzung der Aufgabe ins Polnische 1

B Fiir eine richtig berechnete Léinge des Weges 1

C Fiir einen richtig infolge von Abmessungen abgesteckten Weg 1

D Fiir einen richtig gezeichneten Weg, aber ohne Berechnungen 1

E Fiir eine richtig formulierte Antwort in einer fremden Sprache 2
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Zadanie 1. Jak daleko stad, jak blisko... (7 punktow)

Ad a)

|2x — 4| = 6, z wlasnosci wartosci bezwzglednej mamy: 2|x—2/=6, czyli [x—2|=3

wiee: x—2=3 lub x—2=-3"%

AFT) %0'3 , S o3 B(5)
|

czyli x=5 lub x=-1

Ad b)

Mamy: [2x -4 <6, wigc 2jx—2| <6, czyli [x—2| <3.

Poniewaz odlegto$¢ od 2 ma by¢ mniejsza niz 3 otrzymujemy: x—2<3 i x—2>-3.
Nastepnie: x <5 i x > -1, co daje przedzial: x e (-1,5)

Ad c)

Mamy: [2x—4| <6, wigc 2]x—2| <6, czyli [x—2/<3.

Poniewaz odlegtos¢ od 2 ma by¢ mniejsza lub rowna 3 otrzymujemy: x-2<3 i x—2>-3.
Nastepnie: x <5 i x> -1, co daje przedzial: X € (~15).

Ad d)

Mamy: [2x -4 > 6,wigc 2x—2|>6, czyli [x-2/>3

Poniewaz odlegtos¢ od 2 ma by¢ wieksza niz 3 otrzymujemy: x—2>3 lub x—-2 < -3.
Nastgpnie: x >5lubx < -1, co daje sumg przedzialow: x e (— c0,—1) U (5,+)

Ad e)

Mamy: [2x -4/ > 6, wiec 2x—2>6, czyli [x—2/>3.

Poniewaz odlegtos¢ od 2 ma by¢ wigksza lub rowna 3 otrzymujemy: x—2>3 lub x-2<-3.
Nastepnie: x >5lubx < -1, co daje sume przedziatow: x e (— o0,—1 >u <5,+oo ).

Ad )

Mamy: |x -1+ |x+1 =3,

czyli suma odlegtoéci szukanego x od punktéw —1 i 1 ma by¢ rowna 3

Odlegto$¢ migdzy punktami —1 i 1 wynosi 2.

Aby suma odlegtosci szukanego punktu na osi od —1 i 1 wynosita 3,

musimy ,,0dej$¢” od —1iod 10 %, co daje rozwigzania X = 1% i x= —1%

1,5 * 15
1 ¥ 1

; 185

Punktacja

Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty

A Za prawidlowo wyznaczone rozwigzanie roOwnania lub nieréwnosci

w przyktadach od a) do ¢) Po 1 punkcie

B Za prawidlowo wyznaczone rozwigzania rOwnania w podpunkcie f) 1

184 Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry Il
185 Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry II
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Zadanie 2. To nie jest naturalne? (5 punktéw)

Zalozenie:

Teza:

Dowod:

X =17 -12V2 + 242 +3+2

x e N -dana liczba jest naturalna

OKorzystajac ze wzordw skroconego mnozenia zauwazamy, ze:
(22 -3f =8-1242+9=17-1212,

Podobnie: (V2 +1 =2+2v2 +1=3+242.
Dang liczbe zapiszemy, wiec w postaci:

x=\@v2-3f +[V2+1f +v2=[2V2 -3 +[V2 41+ V2 =3-2/2+ V2 +1+12 =2 N oW

Punktacja
Czynno$é Etap rozwiazania zadania Punkty
A Zapisanie liczb pod pierwiastkiem w postaci kwadratu sumy lub réznicy 2
B Zapisanie liczb w postaci warto$ci bezwzglednej 1
C Zapisanie liczb bez wartosci bezwzgledne;j 1
D Redukcja i wniosek 1
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Zadanie 3. Mozna prosciej? (5 punktéw)
Z definicji wartosci bezwzglgdnej mamy:
X— dy x>1
S AR
-x+1, gdy x<1
stad:
—(x=1), gdyx>1
K-t {¥ (x-1) gdyx=1
X—(-x+1), gdyx<1
zatem otrzymujemy funkcj¢ okreslong wzorami:
2X — dy xe(—o0l
(=[x L 9 xelenD
1, gdy Xxe(l+wx)
Szkic wykresu funkcjit® f(x)=x—|x -1

/ 1
Wiasnosci funkeji f(x)=x— Ix=1
a) Zbiorem jej wartosci funkcji jest: Y = (— 0,1 >

¥

b) Miejscem zerowym funkcji jest x, :%

¢) Monotoniczno$¢: funkcja jest niemalejaca

Punktacja
Czynnos¢ Etap rozwigzania zadania Punkty
A Zapisanie funkcji bez wartosci bezwzglednej (uwzgledniajac 1
przedziaty)
B Wykres funkcji 1
C Udzielenie odpowiedzi na poszczegdlne pytania od a) do c) Po 1 punkcie

186 Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry II
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Zadanie 4. Jaki to obszar? (4 punkty)

Rozwiazanie:
Warunek: |X| +|y| < 2 zapiszemy bez uzywania znaku wartosci bezwzgledne;.

Z definicji warto$ci bezwzglgdnej mamy:

x dlax>0
X =

—X

y dlay>0
-y dlay<0
Xx+y<2 dlax>=0Ay=>0
-X+y<2 dlax<0Ay=0
—-x—-y<2 dlax<0Ay<0
X—y<2 dlax>0Ay<0

dlax<0 oraz y:{

zatem: [x|+|y|<2 <

W poszczegolnych ¢wiartkach uktadu wspotrzednych otrzymujemy zbiory tych punktow,
ktorych wspotrzedne spetniaja podane warunki:

I ¢wiartka: 11 éwiartka: III ¢wiartka: IV ¢éwiartka:
x=0,y=0 x<0,y=0 x<0,y<0 Xx>0,y<0
X+y<2 —X+y<?2 —X—y<2 X—y<2

. . . ;o r ;W
llustracja graficzna zbioru rozwiqzan nierownosci

87

v

,"y:><+2

. . .
=2,

-4

Y

Odpowiedz: Zbior wszystkicﬁ punktéw plaszczyzny uktadu wsp(’)hze;dnych: ktorych wspotrzedne
spetniajg warunek: |x|+|y| <2 jest kwadratem, ktorego wierzchotkami sg punkty:

A=(-2;0); B=(0;2); C=(2;0); D=(0;-2)

Punktacja
Czynno$é Etap rozwigzania zadania Punkty
L - L . - 4 - (Po jednym
Zapisanie nierownosci bez wartosci bezwzglednej (uwzgledniajac (. J, .y
A , . . . . za kazdq éwiartke
poszczegdlne obszary) i zaznaczenie w uktadzie wspotrzednych wkladu)
B Rozpoznanie otrzymanej figury i udzielenie odpowiedzi 1
187 Rysunek wykonany za pomoca programu GEONEXT przez Helene Ewert - Fechner
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Spotkanie 1: ,Rozwigzmy razem” - ,,Wartosci! Nie badz az tak bezwzgledna!”

W tym zadaniu nalezy:

e Przetlumaczy¢ tre$¢ zadania na jezyk polski

e Rozwiagzaé zadanie

e Rozwigzanie zadania nalezy poda¢ w wybranym wczesniej jezyku
Task 1. Can It Be Simpler? (7 points)

Given the function f(x)=|3—-x—4.

What is the domain of the given function?

Find the zero points of this function

For which argument does the function get its lowest value?
Prove that this function is neither increasing nor decreasing

Demonstrate that in the interval (3,00 ) the function is increasing
Tarea 1. ¢{Se Puede Mas Sencillo? (7 puntos)

Tenemos la funcién f(x)= B—x—4.

(Cual es el dominio de esta funcion?

Encuentra los puntos raiz (o cero) de esta funcion.

(Para qué argumento esta funcion obtiene el valor mas pequeiio?
Demuestra que esta funcion no es ni creciente ni decreciente

Demuestra que en el intervalo (3,oo ) la funciodn es creciente
Esercizio 1. Si puo piu facilmente? (7 punti)

E’ data la funzione f(x)= B—x—4.

Quale ¢ I’insieme di definizione di questa funzione?

Trova una radice (o zero) di questa funzione.

Per quale argomento tale funzione raggiunge il minore valore?
Dimostra che questa funzione non € ne crescente, ne diminuente.

Dimostra che nell’intervallo <3, o ) questa funzione ¢ crescente.
Aufgabe 1. Geht es einfacher? (7 Punkte)

Es gibt eine Funktion f(x)=[3—x—4.

Wie ist ihr Definitionsbereich?

Finde die Nullstellen dieser Funktion.

Fiir welches Argument erreicht die Funktion den Kkleinsten Wert?
Zeige, dass diese Funktion weder zunehmend noch abnehmend ist

Zeige, dass in einem Intervall <3,oo ) diese Funktion zunehmend ist
Exercice 1. Peut-on plus simplement? (7 points)

'y a une fonction f(x)= [3—X —4. Quel est le domaine de définition de cette fonction?
Trouve les racines d'un nombre de cette fonction

Pour quel argument cette fonction atteint la plus petite valeur?

Démontre que cette fonction n’est ni croissante ni décroissante.

Démontre que dans I’intervalle <3,oo ) cette fonction est croissante.
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Zadanie 2. Jak daleko stad, jak blisko... (3 punkty)
Rozwigz dane rownania i nierdwnosci:

a) [6+3x=9

b) |6+3x <9

c) [6+3x<9

d) [6+3x>9

e) [6+3x>9

Zadanie 3. tatwo zauwazyg, ze... (3 punkty)*®

Wykorzystujac wlasnosci wartosci bezwzglednej podaj rozwigzania rownan i nierownosci:
a) |x=x
b) |x=-x
) |¥>x
d) L1-x=x-1
e) |x-4/<0
f) [x<x
9 [2x+3=2x+3

Zadanie 4. To nie jest naturalne? (6 punktéw)™®

Wykaz, ze liczba

2y V14-6v5+121-45 -5
by V9-4v2 +111+612 32

Jest naturalna.
Zadanie 5. Naturalne? Oczywiscie! (6 punktéw)

190

Wykaz, ze jesli:

VX? +4x+4

24 |x-4-x+7=4
a) xe(-24)to 2 X—4/—x+
2 p—
b) Xe(—2,3),to VAX® +16Xx+16 _3 x—3 —a
2X +4 x-3

188 Zaczerpnigto z [1]
189 Zaczerpnieto z [2]
%0 Zaczerpnigto z [2]
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Zadanie 6. Spietrzenie (4 punkty)™*

Odczytaj na osi liczbowej i podaj rozwigzania rownan:
X|+[x-3 =5

x+1+|x-2/=3
x=1+|x-5=3
i<l

Zadanie 7. Od szczeg6tu do ogétu (4 punkty)*®

Dobierz liczby a, b i ¢ (¢ > 0) tak, aby rozwigzanie rownania: |x —a| +|x —b| = ¢ byto:

Zbiorem jednoelementowym
Zbiorem dwuelementowym
Zbiorem pustym

Przedziatem <a,b >?

Czy moze by¢ jeszcze inny przypadek? Uogdlnij swoje obserwacje formutujac odpowiednie

twierdzenie.

Zadanie 8. Pod kontrola (4 punkty)™

W odlegtej Syldawii przestrzen powietrzna jest
nadzorowana przez cztery centra kontroli.

Znajduja si¢ one w miejscowosciach:

Nantsk, Klow, Lugdun i Tolsa.

Syldawskie wtadze przyjety nastepujaca prosta regute:
”Kazdy samolot w syldawskiej przestrzeni powietrzne;j
ma by¢ nadzorowany przez najblizej potozone centrum
kontrolne”.

Znane sa odlegtosci:

|KT| = 600km,
|KL| = 350km,
INK| = 350km,
[TL| = 400km

INT| = 450km.

Narysuj na arkuszu rozwigzan centra kontroli (1ecm = 50km).

LUGDUN

Pokoloruj cztery strefy dozoru przez poszczegdlne centra kontroli, po uprzednim wyznaczeniu ich

granic!

19! Zaczerpnigto z [1]
92 7aczerpnieto z [1]
1% Zaczerpnigto z [3] - zadanie5 strona 88
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Zadanie 9. Pola i miedze (8 punktow)***

Przedstaw zbidr punktow plaszczyzny, ktorych wspotrzedne spetniaja podany warunek.
Jak nazwiesz powstalg figur¢ geometryczna?

X <2
a)
ly-2/<1

b) x=|y|

) X_y
X[y

d) |x+|]y=4

e) [x-|y|>3

Zadanie 10. Pomysimy logicznie (3 punkty)
Rozwiaz dane rownania i nierdOwnosci:

a) [2x+3-4/<1

b) [x-1-7/>3

€) Vx*—4x+4-3x+5=0

Zadanie 11. Maturalny standard (2 punkty)

Narysuj wykres funkcji f(x)=|x|—x* +4x+4.
Okresl:

Zbior wartosci tej funkcji

Podaj jej miejsca zerowe

Okresl jej monotonicznosé
Zadanie 12. Czujesz ten rytm? (3 punkty)

Wykonaj w oddzielnych uktadach wspotrzgdnych kolejno
rysunki ilustrujagce wykresy funkc;ji:

== y=RL y=pi-4, y= B,y
y=-2x+2, y=|-2x+2

Yy =-2x+2

y:%x+1, y =[x/+1, y=%x+4

1
3

19 Zaczerpnigto z [1]
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ¢wiczen ,, Rozwigzmy razem”
- ,Wartosci! Nie badz az tak bezwzgledna!”

Zadanie 1. Mozna prosciej? (7 punktow)*®

Dana jest funkcja f(x)=[3—X|—4. Jaka jest dziedzina tej funkcji? Znajdz miejsca zerowe tej
funkcji. Dla jakiego argumentu funkcja ta osiaga najmniejszg warto$¢? Wykaz, ze funkcja ta nie jest
ani rosnaca, ani malejgca. Wykaz, ze w przedziale <3, 0 ) funkcja ta jest rosnaca.

Rozwigzanie: f(x)= ‘3— x‘ —4, z definicji warto$ci bezwzglgdnej mamy:

‘3 x\f 3-X,0dy3-x>0, x<3
x—3,gdy3-x<0, x>3

otrzymujemy, zatem f(x)= {_ x-1 gdy xe (_ =3 )
x—7, gdy x € (3,+)

Wykres funkcji'®® f(x)=[3—x/—4""

Wiasnosci funkcji f(x)= ‘3 - X‘ -4

Dziedzina: D=R, .

1 Miejsca zerowe: X =1 X=7
Najmniejsza wartoscig funkcji jest:

, f (3) =—4, funkcja nie przyjmuje warto$ci
najwigksze;j.

Funkcja nie jest monotoniczna w swojej
dziedzinie, ale jest przedziatami
monotoniczna:

maleje dla x e (~,3)

™N

)

roénie dla X € (3,+oo)_
Dla x € (3,+00 ) mamy: f(x)=x-7,
zatem f(x,)— f(x)=%, —7—(x, —=7)=x, —x, stad mamy: dla x, —X, >0 rowniez,

f (X2 )— f (Xl) >0 czyli f (X) jest funkcja w tym przedziale rosnacg.

Punktacja

Czynnosci Etapy rozwigzania Punkty

A Thumaczenie 1

Zapisanie funkcji bez wartosci bezwzglednej (uwzgledniajac przedziaty)
i sporzadzenie wykresu

Udzielenie odpowiedzi na poszczegdlne pytania: za a) i b) razem

Udzielenie odpowiedzi na poszczeg6lne pytania: za ¢), d) razem

Uzasadnienie, ze funkcja jest rosnaca w przedziale (3 | o

MmOl @
N[ || -

Zapisanie rozwigzania w jezyku obcym

195 Zaczerpnigto z [1]
1% Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry 11
197 Wykres wspélny dla rozwiazan we wszystkich jezykach

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”

wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 210




tnm unia euroresska [
KAPITAL LUDZKI m europesski [
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC FUNDUSZ SPOLECZNY ok

Task 1. can it be simpler? (7 points)

f(x)=[3—x —4, from the definition of absolute value we have:

3_)(_{3—x, gdy3-x>0, x<3
x—3,gdy3-x<0, x>3
D=R: x=-1x=7

The lowest value of the function is: f(3)= -4, the function does not obtain the highest value. The
function is not monotonic in its domain, but is monotonic at intervals: decreasing for x e (- «0,3)
and increasing for x < (3+00) For x & (34w ) we have: f(x)=x-7,also

f(x,)— f(x,)=x, —7—(x, —7) = x, —x, hence we have: for x, —x, >0 also f(x,)- f(x,)>0
tahtis f(x) the function in this interval is increasing

_ _1, d . 13
then, we obtain f(x)= x—1,gdy X & (-oo )
x—7,9dy X & (3+x)

Scores
Activity Stages of solutions Points
A Translation into Polish 1
B Giving the function without the absolute value (including intervals), and 1
drawing the graph
C Answering respective questions: for a) and b) together 1
D Answering respective questions: for c) and d) together 1
E Proving that the function is increasing in the interval 1
F Giving the solution in a foreign language 2

Tarea 1. ¢{Se Puede Mas Sencillo? (7 puntos)

3—x,cuando3—x>0, x<3

f(x)=[3—X -4, de la definicion del valor absoluto tenemos: [3—x| =
x—3,cuando3-x<0, x>3

—x—1,cuando x e (—oo,3 )

obtenemos, entonces f(x)={ D=R.x=-1x=7

x—7,cuando x & (3,+w)
El menor valor de funcion es: f(3)=—4, la funcién no coge el valor mayor.

La funcion no es mondtona en su domino, pero es monétona en los intervalos: disminuye para

X € (—0,3) y crece para x e (3,+c) Para X € 3+ ) tenemosen: f(x)= x — 7, entonces
f(x,)— f(x)=x, =7 —(x, —=7) = x, — x, asi tenemos: para X, — X, >0 también

f(x,)— f(x,)>0 quiere decir f(x) es funcion creciente en este intervalo.

Puntuacion
Numero -
de la Etapas de la solucion de la tarea Cantidad
L de puntos
actividad
A Traduccion de la tarea al polaco 1
B Escribir la funcién sin valor absoluto (tomando los intervalos en consideracion) y 1
trazar el diagramo
C Responder a las preguntas a y b junto 1
D Responder a las preguntas c y d junto 1
E Justificar que la funcion es creciente en el intervalo {3, +2) 1
F Marcar la solucion en un idioma extranjero 2
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"” )11
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Zadanie 1. Si puo piu facilmente? (7 punti)

f(x)=[3—x —4, dalla definizione del valore assoluto abbiamo:

B-x— 3—-x,quandd3—x>0, x<3 —x—1,quando XG(—OO,3 )
x—3,quando3-x <0, x>3 x—7,quando x e (3,+)

D=R; x=-1 x=7 Il minore valore della funzione ¢ : f(3)=-4, la funzione non raggiunge il

riceviamo, per cui f(x)= {

valore massimo La funzione non € monotona nel suo insieme di definizione, ma diventa monotona
negli intervalli: decresce per x e (—o0,3)e cresce per x e (3,+w) Per x & (3+o0 ) abbiamo:
f(x)=x—7,percui f(x,)- f(x,)=x,—7—(x, —7)=x, —x, di conseguenza abbiamo: per

X, —X, >0 anche f(x,)- f(x,)>0cio¢ f(x) ¢ funzione crescente in questo intervallo.

Punteggio
N. attivita Fasi della soluzione Numerq di
punti
A Traduzione 1
B Scrivere la funzione senza il valore assoluto (considerando gli intervalli) e 1
rappresentare graficamente

C Rispondere alle singole domande: per a) e b) insieme 1
D Rispondere alle singole domande: per c) e d) insieme 1
E Giuitificare che la funzione ¢ crescente nell’intervallo <3, + 0) 1
F Scrivere la soluzione nella lingua straniera 2

Aufgabe 1. Geht es Einfacher? (7 Punkte)

f(x)= [3—x -4, aus der Definition vom absoluten Betrag haben wir:

‘3 x\f 3-x,0dy3—x>0, x<3
Xx—3,0dy3-x<0, x>3 x—7,gdy x e (3,+)

D=R; x=-1x=7 Der Kleinste Funktionswert ist: f(3)=—4, die Funktion nimmt den gréften

Wert nicht an

Die Funktion ist in ihrem Definitionsbereich nicht monoton, sie ist aber in ihren Intervallen

monoton: sie ist fallend fiir x e (~o0,3) und wachsend fiir x  (3,+s0) Fiir X € (3+c0 ) haben wir:
f(x)=x-7,als0 f(x,)— f(x,)=x, —7—(% —7)=x, —x, daher haben wir: fiir x, —x, >0
auch f(x,)— f(x,)>o0also f(x)istin diesem Intervall eine wachsende Funktion.

-x-1,gd —00,3
bekommen wir, also f(x):{ XLt Xe( 3 )

Punktwertung
Tatigkeits Etappe der Aufgabenlosung Punktenzahl
nummer
A Ubersetzung 1
B Aufschreiben der Funktion ohne absoluten Bereich (die Intervalle 1
beriicksichtigend) und Aufzeichnen des Bildes der Funktion
C Antwort auf einzelne Fragen: fiir a) und b) zusammen 1
D Antwort auf einzelne Fragen: fiir ¢), d) zusammen 1
E Begriindung, dass die Funktion im Intervall <3, + o0) wachsend ist 1
F Aufschreiben der Losung in einer fremden Sprache 2
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Exercice 1. Peut-on plus simplement? (7 points)

3-%0dy3—x>0, x<3

f(x)= ‘3— X‘ —4, de la définition de la valeur absolut on a: [3— x| =
x—3,0dy3—x<0, x>3

—-x-1,gdy xe (-3 )

alors on obtient f(x)= { D=R; x=-1,x=7 Laplus petite valeur de la

x—7,9dy x e (34+0)
fonction est: f(3)=—4, la fonction n’atteint pas la valeur la plus grande La fonction n’est pas
monotone dans sa domaine, mais elle est monotone dans les intervalles: décroit pour x e (—0,3) €t
accroit pour x e (3,+e0) Pour x e (340 )ona: f(x)=x-7,alors
f(x,)— f(x,)=x%,—7—=(x, —=7)=x, —x,d’ott on a: dla x, —x, >0 aussi f(x,)— f(x,)>0alors
f(x) est la fonction dans cette intervalle croissante

Pointage
Numéro de .o , .
P activité Solution étape par étape Points
A Traduire 1
B Noter la fonction sans valeur absolut (en prenant en consideration les 1
intervalles) et construire le graphique
C Donner la réponse a des questions particuli¢res: pour a) et b) au total 1
D Donner la réponse a des questions particuliéres: pour c) et d) au total 1
E Justifier que la fonction est croissante dans 1’intervalle (3. +0) 1
F Ecrire la solution en langue étrangére 2
Zadanie 2. Jak daleko stad, jak blisko... (3 punkty)
‘6 + SX‘ =9, z wlasnosci wartosci bezwzglednej mamy:
[x+2|=3, wige: x=-5 lub x =1.
[
BI-51 51 [ A 198,
Czytamy: ”odlegtos¢ od -2 wynosi 3”
‘6 + 3X‘ <9 mamy: x e (-5;1): ,,odleglos¢ od -2 jest mniejsza od 3”
6+3x| <9 mamy: x e(-5;1): ,0dlegtos¢ od -2 jest mniejsza lub rowna 3”
6+3x| > 9 mamy: x e (—o0; —5)U (L +),, odleglosé od -2 jest wigksza od 3”
‘6 + SX‘ >9 mamy: X e (— 00} — 5)u <ZL‘ + ) ,, odlegto$¢ od -2 jest wigksza lub rowna 3”
Punktacja
Czynnosci Etapy rozwiazania Punkty
A Rozwigzanie rownania ) 1
B Rozwigzanie nierownosci b) i ¢) 1
Cc Rozwigzanie nierdwnosci d) i e) 1
1% Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry II
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Zadanie 3. tatwo zauwazyg, ze... (3 punkty)
a) [x/=x:dla x>0, bezposrednio z definicji
b) ‘X‘ =—x:dla x <0, bezposrednio z definicji
C) ‘x‘ > x:dla x <0, bezposrednio z definicji
d) [x<x:dla x>0

e) [2x+3=2x+3:dla 2x+3>0, czyli xz-%

f) l-x=x-1:dlai-x<0,czyli x>1
9) [x-4/<0:xe0

Punktacja
Czynnos$ci Etapy rozwigzania Punkty
A Rozwigzanie a),b) 1
B Rozwigzanie c), d) 1
C Rozwigzanie nierdwnosci ), f) i g) 1
Zadanie 4. To nie jest naturalne? (6 punktéw)
Ad a)

Niech x = v/14 - 645 +/21- 45 — /5 .

Zauwazamy, ze:

14-6J5=9-6J5+5=3~2.3-V5+(V5f =(3-5) (¥)
21-45=1-45+20=1-4/5+4.5-12 =2.1. 25+ (25 =[1-2J5] (**)

Wykorzystujac (*) i (**) otrzymujemy:

x=14-6V6 +21-476 V5 =\/[3-B) +/L-2V5) ~B =[-8 +}L-2V5| -5

ale ‘3—\/5‘:3—\/§,b0 3-./5>0 oraz ‘1—2\@‘:—1+2\@,b0 1-25 <0.

Zatem x=3—+/5-1+2v5 -5 =2-25+25 =2 za§ liczba 2 N
Odpowiedz:

Otrzymali$my: \/14 65 + \/21— 45 - \5=2,
co oznacza, ze (\/14 — 645 +/21- 445 — \/gj e N czyli,

ze liczba [\/14 — 65 ++/21-4./5 — ﬁ) jest liczbg naturalng.
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Adb)
Niech y =v/9— 42 + 11+ 642 —3V2.
Zauwazamy, 7e: 9— 42 =1-442 +8 =12 —2.2.y2 + (242f =1-2v2f ()

114642 =9+ 6/2+2=3 +2-3-v2 + (V2] =(3+v2] ()
Wykorzystujac (*) i (**) otrzymujemy:

y=9-4V2 + 11+ 672 -3/2 = [ 22] +\[3+V2f ~3v2 =1-272[ +[3+2-3/2
ale [1-212| =-1+2V2, b0 1- 242 <0

oraz ‘3+\E‘=3+ﬁ, bo 3+v2>0

Zatem y=-1+2v2+3++/2-3/2=2+3/2-3/2=2¢N.
Odpowiedz:
Otrzymali§my, Ze, \/9— 42 +/11+ 642 — 342 = 2, €O 0Znacza,
ze: (m+m—3x/§)e N

czyli, ze liczba /9442 +/11+6+2 -3+/2 jest liczba naturalna.

Punktacja
Czynnosci Etapy rozwigzania Punkty
A a) Zapisanie liczb pod pierwiastkiem w postaci kwadratu sumy lub r6znicy 9
i przejscie do warto$ci bezwzgledne;j
B a) Zapisanie liczb bez warto$ci bezwzgledne;j i redukcja 1
c b) Zapisanie liczb pod pierwiastkiem w postaci kwadratu sumy lub réznicy )
i przejscie do wartosci bezwzgledne;j
D b) Zapisanie liczb bez warto$ci bezwzglednej i redukcja 1
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Zadanie 5. Naturalne? Oczywiscie! (6 punktow)
Ad a)
Jezeli x e (—2;4), 10: \X? +4x+4 = J(x+ 2)F =|x+2/=x+2i|[x-4=-x+4

VX2 +4x+4

Zatem warto$¢ wyrazenia w podanym przedziale wynosi: B X—4|—x+7=
X+
2
2
Jx+2) —\x—4\—x+7=M—\x—4\—x+7=:i2—(—x+4)—x+7:
X+2 X+2 X+2
=1+Xx-4-x+7=4
2
Powyzsze oznacza, ze: x e (—2;4)= #—\x—4\—x+7:4
X+

Ad b)
Jezeli x e (-2,3), to:

Jax? +16x +16 = \/(2x+4)2 =[2x+4/=2x+4 i |[x-3=-x+3
Zatem warto$¢ wyrazenia w podanym przedziale wynosi:

V4 16x16  x-3 _J@xed)  x-3_Pxed x-3 2x+d ,x-3

2X+4 .‘X—S‘_ 2x+ 4 \X—S\_2x+4_ x-3  2x+4 "3-x
=1-3-(-1)=1+3=4.

VX2 +4x+4
X

Powyzsze oznacza, ze: x e (- 2;3)= T x—4-x+7=4
+
Punktacja
Czynnosci Etapy rozwigzania Punkty
A a) Zapisanie liczb pod pierwiastkiem w postaci kwadratu sumy lub r6znicy 5
i przejscie do warto$ci bezwzgledne;j
B a) Zapisanie liczb bez wartosci bezwzglednej i redukcja 1
C b) Zapisanie liczb pod pierwiastkiem w postaci kwadratu sumy lub rdznicy )
i przejscie do wartosci bezwzglednej
D b) Zapisanie liczb bez warto$ci bezwzglednej i redukcja 1
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* 4 x

Zadanie 6. Spietrzenie (4 punkty)

Ad a)
X +|x—3 =5 Oznacza, ze suma odlegtosci xod 0 i od 3 ma wynosi¢ 5.

Poniewaz obie liczby odlegle s o 3, to trzeba si¢ oddali¢ od nich o potowe pozostatej odlegtosci

[57;3} czyli 0 1, w obie strony, co daje x=0-1=-1lub x=3+1=4.

-7 -6 -5 -4 -3 -2 - a 1 2 3 4 5 6 7 8

»199
Ad b)
‘x +ﬂ + ‘X - 2‘ =3 Oznacza, ze suma odlegtosci x od -1 1 od 2 jest rowna 3.

Poniewaz obie liczby sg odlegte o 3, wigc rdwnanie speinia kazda liczba lezaca miedzy nimi i one
obie. Mamy, wige X & (-12).

»-200
Ad c)

Ix=1]+|x-5=3.

Odlegtos¢ liczby 1 od 5 wynosi 4, nie ma wigc liczb, ktorych suma odlegto$ciod 115

wynositaby 3. Odpowiedz: X € ¢
-1 0 | 2 3 4 B 7 8

A

~_ 5
- J)AB| = 4.0 201

Ad d)

[x—1=|x—4|. Liczby 1 i 4 sg odlegle od siebie o 3.

Liczby tak samo odlegte od nich obu leza w potowie drogi (na symetralnej odcinka),
na osi OX jest to, wige X = 2%.

1T 0 | 2 B 3 4 5 & 7 8

v

202

Punktacja

CzynnoSci Etapy rozwigzania Punkty

Za prawidtowo wyznaczone rozwiazanie rownania

A w przyktadach od a) do d)

Po 1 punkcie

198 Rysunek wykonany za pomocq programu GEONEXT przez Helene Ewert - Fechner

20 Rysunek wykonany za pomocq programu GEONEXT przez Helene Ewert - Fechner

21 Rysunek wykonany za pomocq programu GEONEXT przez Helene Ewert - Fechner

202 pysunek wykonany za pomocq programu GEONEXT przez Helene Ewert - Fechner
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Zadanie 7. Od szczegétu do ogotu (4 punkty)

Ad a)

Zbiorem jednoelementowym: Przyktad: a=b =3, ¢=0, wtedy x =3.
Uogolnienie:

Zbior rozwigzan rownania |x —a| +|x —b| = ¢ jest jednoelementowy <> a=bic=0
Ad b)

Zbiorem dwuelementowym. Przyktad: a=-1,b=3,¢=6, wedy x=-2lub x=4.
Uogolnienie:

Zbior rozwigzan rownania |x —a| +|x —b| = ¢ jest dwuelementowy < ¢ >|a—b|ra=b
Ad ¢)

Zbiorem pustym. Przyktad: a=-1,b=3,c=2
Uogolnienie:

Zbior rozwigzan rownania |X —a| +|x —b| = ¢ jest zbiorem pustym < c <|a—bjra=b
Ad d)

Przedzialem <a,b ). Przyklad: Np. a=-1,b=3, c=4.
Uogolnienie:

Zbior rozwigzan rownania |X —a| +|x —b| = ¢ jest przedzialem (a;b) <>c=|a—-bjra=b
Odpowiedz:

W tresci zadania podano wszystkie mozliwe przypadki, to znaczy, ze:
Zbior rozwigzan rownania |X —a| +|x —b| = ¢ moze by¢:
zbiorem pustym lub zbiorem jednoelementowym lub zbiorem dwuelementowym
lub przedziatem domknigtym

Punktacja
Czynnosci Etapy rozwigzania Punkty
A Za prawidtowo podany przyktad rownania od a) do d) Po 1 punkcie

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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Zadanie 8. Pod kontrolg (4 punkty)

Gdy potaczy si¢ parami miasta,
to uzyska si¢ granice stref kontroli jako symetralne odcinkdéw taczacych te centra kontroli.

Decydujacy jest przy tym wiasciwy wybor punktow granicznyc

Punktacja
Czynnosci Etapy rozwigzania Punkty
A Wyznaczenie symetralnych odcinkow 1
B Wybor granic 2
Cc Doktadno$¢ i sposob przedstawienia obszarow 1

28 Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry 11
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Zadanie 9. Pola i miedze (8 punktéw)

Rozwiazania:

Ad a)
X <2 -2<x<2
ly-2/<1  [1<y<3

Figura jest prostokqtemZM.
Ad b)

x=|y

2

I
x

1=1Ax>0AYy>0-warunek prawdziwy
1=-1Ax>0Ay<0-—warunek faszywy
—1=1Ax<0AYy>0-warunek faszywy

—1=-1AXx<0AYy<0-warunek prawdziwy

Suma p(’)%prostychzos.

Ad c)

l:l;ZastrzeZenia: x#0, y=0

My
5=X/\X>O/\y>0
Xy
izl/\X>0/\y<0

X 'y X -

==

X —:XAX<O/\y>O
X:L/\X<0/\y<0
_X —

Zatemﬁ:ﬁ@[(x>O/\y>0)v(x<0/\y<0)]

2% Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry 11
205 Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry II
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Otrzymana figura to suma I i III ¢wiartki uktadu wspotrzednych bez osi wsp(')lrze;dnych206
Ad d)

[ +[y] =4
Korzystajac z definicji wartosci bezwzglednej otrzymujemy:
X+y=4 dla x>0Ay>0

-Xx+y=4 dla x<0Ay>0

—-x—-y=4 dla x<0Ay<0

x—y=4 dla x>0Ay<0

“

X +]y|=4 <

Figura jest brzegiem kwadratu. 2°

206 Rysunek wykonany za pomocq programu GEONEXT przez Heleng Ewert - Fechner
207 Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry I
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Ade)

X =[y]>3""

Korzystajac z definicji warto$ci bezwzglednej otrzymujemy:
X -|y|>3<
x—y>3 dla x>0Ay=>0
-x—-y>3 dla x<0Ay=>0
-x+y>3 dla x<0Ay<0
Xx+y>3 dla x>0Ay<0

R : S B4 4
S, > . 5 | ’:'
N 3 ‘.“
\‘.\ i 4 1 \\\ ,’/
M- >3 . X-1v>3
tai lei f7i &0 lsi | ] [T 20 4 s e 7
”’l \-3.’111 \\“
. -4 | N | “‘.
:" ,’/ -3 \‘\\
Il . -6 | \‘\
Punktacja
Czynnosci Etapy rozwiazania Punkty
A Narysowanie figur w punktach a) i b) Po 1 punkcie
Analiza rOwnania lub nierdwnosci .
B . L . Po 2 punkty kazdy
i narysowanie figur w punktach c), d) i e)

208 Rysunek wykonany za pomocq programu GEONEXT przez Helene Ewert - Fechner

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



KAPITAL LUDZKI pﬁ o suporsen [
FUNDUSZ SPOLECZNY -

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC

EUROPEJSKI *

*

Zadanie 10. Pomysimy logicznie... (3 punkty)

Ad a)

[l2x+3 -4 <l (|2x+3-4<1i[2x+3-4>-1)

(|2x+3 <5 i[2x+3>3)=
[-5<2x+3<5i (2x+3>3 lub 2x+3<-3)]=

[-4<x<1li (x>0 lub X<—3)]
Co daje sume¢ przedziatow x e (- 4; —3)u(0;1)

Odpowiedz:

Ad b)

-4 3 |I] ¢ 209

|2x+3 -4 <1< xe(-4;,-3)u(0;1)

‘\x—ﬂ—7‘>3©(\x—ﬂ—7>3 lub [x-1-7<-3)e

[[x-1>10 Iub

x-1<4]<

[(x >11 lub x< —9) lub (x <51i x> 73)].
Co daje sume przedzialow x e (—oo; —9) U (= 3; 5) U (1L o0)

""""" 1 P_______¥)_'___TI_______K e
-9 -3 | 5 T
x210
Odpowiedz:
[x=1-7>3 xe (-0 -9)u(-3,5)U (1L )
Ad c)
VX? —4x+4-3x+5=0</(x-2)* =3x+5=0, czyli [x—2|-3x+5=0,
mamy dwie mozliwosci:
3
| x>2 Wtedy: x—2-3x+5=0, X=§e<2,oo )i
. 7
Il x <2 Wtedy: —x+2-3x+5=0, X:Ze(—oo,Z)
Odpowiedz:
7
VX —4x+4 -3x+5=0x =7
Punktacja
L.p. Etapy rozwigzania Punkty
1 | Poprawne rozwigzanie kazdej nierbwnosci lub rownania | Po 1 punkcie
29 Rysunek wykonany przez Iwone Derendarz w programie Cabri Geometry 11
20 pysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry |l
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Zadanie 11. Maturalny standard (2 punkty)

Dana jest funkcja f(x)=|x|— IX? +ax+4.

Przeksztalcamy rownanie funkcji do postaci rOwnowaznej:

00 ==+ = £()=[ =+ 2 & 1= [x+2

, XeR

Mamy trzy przedziaty:
) xe(-o00,-2) f(x)=—x+x+2=2

1) xe(-20)_, f(x)=—x-x-2=-2x-2

) xe(0,00 ), f(x)=x-x-2=-2

To daje funkcjc;m:

Odpowiedz:

2, dla x e (~0,-2)

f(x)=1-2x-2, dla xe(-2;0)

-2, dla x &(0;)
¥
2
1
1
-2
-2

Zbidr wartosci tej funkcji: Y = <— 2; 2>

Jej miejsca zerowe: x, =-1

Monotoniczno$é: funkcja jest nierosnaca.

Punktacja
Czynnosci Etapy rozwiazania Punkty
Zapisanie funkcji bez wartosci bezwzgledne;j
A . L : 1
(uwzgledniajac przedzialy) i sporzadzenie wykresu
B Udzielenie odpowiedzi na wszystkie poszczegolne pytania 1

2 Rysunek wykonany przez Iwong Derendarz w programie Cabri Geometry II
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Zadanie 12. Czujesz ten rytm? (3 punkty)

y=x y=], y=-1. y=x-1 y=[x-1-1, y=|}x-1-1
y=x,y=[x

y=x-1
¥ .
¥
=] =il 1
1
1 \ /
- -
y=[x-1 y=[x-1-1
’ =i v
S .
-
y=[)-1-1
¥
=11 1
1

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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y=-2x+2, y=|[-2x+2, y=-2x+2
y=-2x+2 y=|-2x+2|

y=-2x+2

y=-2x+2

y=%x+1. y=%\x\+1, y:%x+4

y:%x+1 y=%\x\+l

¥ ¥
,“5":1."4 | = /
/ 1 :

-3
1
y= 1 X+
3
¥
=113+ T
v 1
-3
Punktacja
Czynnosci Etapy rozwigzania Punkty
A Poprawne narysowanie kazdej funkcji Po 1 punkcie
w poszczegdlnych punktach za kazdy podpunkt

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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Pakiet M-1.7 - ,Na uktady nie ma rady”

Tresci merytoryczne:

réwnanie prostej na plaszczyznie,

warunek rownolegto$ci i warunek prostopadtosci prostych bedacych wykresami funkcji
liniowej,

uktady rownan liniowych — rozwigzywanie algebraiczne metoda przeciwnych
wspotczynnikow i podstawiania,

graficzna interpretacja uktadow réwnan liniowych,

uktady rownan stopnia pierwszego z wartoscig bezwzgledna,

stosunek pol figur podobnych.

Cele szczegétowe:

ksztalcenie umiejetnosci rozwigzywania uktadow rownan ré6znymi metodami,

utrwalanie nawyku precyzyjnego oznaczania niewiadomych i sprawdzania zgodnosci
otrzymanych wynikow z zatozeniami,

utrwalenie definicji wartosci bezwzglednej,

nabywanie bieglosci w dziataniach na liczbach niewymiernych,

wskazanie zastosowan matematyki w prostych zadaniach z fizyki (zalezno$¢ miedzy droga,
predkoscia i czasem).

Proponowane metody i formy pracy

Metoda: praca w grupach, burza mézgow.
Forma pracy: wspolnym frontem.
Srodki dydaktyczne: karty pracy, gry dydaktyczne.

Iv.

Przebieg zajec

Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obecnosci).

1
2. Podzial ucznidow na zespoty zadaniowe (grupy 4 - 5 osobowe).

3.

4. Rozdanie kazdej z grup zestawow ¢wiczen otwierajacych oraz materiatdow potrzebnych

Wybér lideréw, sekretarzy, asystentdw poszczegdlnych grup.

do rozwigzywania zadan.

5. Rozwiazywanie ¢wiczen przez ucznidw pod kierunkiem nauczyciela.
6.
7. Zebranie kart z rozwigzaniami.

Przedstawienie 1 porownanie rozwigzan zadan przez przedstawicieli grup.

Bibliografia do ,,Cwiczen otwierajacych”
[1.] Drobka N., Szymanski K., Matematyka, klasa 1. Zbior zadan dla liceum

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”

ogolnoksztatcgeego, liceum profilowanego i technikum, Wydawnictwa Szkolne
i Pedagogiczne, Warszawa 2002
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Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)

1. Uczniowie siadajg we wczesniej ustalonych zespotach zadaniowych.

2. Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawu zadan ,,Rozwiazmy razem”.

3. Uczniowie dokonuja podziatu, ktéra grupa bedzie rozwigzywata dane zadanie.
Uczniowie powinni pocigé¢ zestaw zadan i rozdzieli¢ zadania do odpowiednich grup.

4. Kazda grupa rozwigzuje zadania samodzielnie.
Po rozwigzaniu zadania uczniowie redaguja odpowiedz na karcie odpowiedzi.

5. Jezeli dana grupa zakonczy prace, to jej cztonkowie powinni przytaczyc¢ si¢ i pomdc
W rozwigzywaniu innym grupom.

6. Nauczyciel zbiera karty odpowiedzi.

7. Zakonczenie zajgc.

Bibliografia do zestawu zadan ,,Rozwiazmy razem”

[1.]Cewe A., Nahorska H., Zbiér zadar dla klasy I, Wydawnictwo Podkowa, Gdansk 2004

[2.]K}aczkow K., Kurczak M., Swida E., Matematyka, zbior zadar: do liceum i technikum, k. 1.,
Wydawnictwo Oficyna Edukacyjna Krzysztof Pazdro, Warszawa 2002

[3.]Drobka N., Szymanski K., Matematyka, klasa 1. Zbior zadar dla liceum
ogolnoksztatcgeego, liceum profilowanego i technikum, Wydawnictwa Szkolne
i Pedagogiczne, Warszawa 2002

[4.]Bartman A., Fabianski ., | ty zostaniesz Euklidesem I, Oficyna Wydawniczo — Poligraficzna
i Reklamowo — Handlowa ,,Adam”, Warszawa 1996

[5.18niezek A., Tecza P., Zbior zadar z algebry dla szkét Srednich, Wydawnictwa Szkolne
i Pedagogiczne, arszawa 1994

[6.]Herbut L., Olszanska A., Maturalnie, ze zdasz, Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne,
Warszawa 2004

Spotkanie 3: ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

1. Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane karty pracy zespotom zadaniowym.
2. Liderzy poszczegolnych grup prezentuja rozwigzania zadania.

3. Nauczyciel ocenia pracg grup (pozytywne wzmocnienie).

4. Podsumowanie zajgc.

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” - ,,Na uktady nie ma rady”

Zadanie 1

e Przetlumacz tres¢ zadania na jezyk polski;

e Rozwiaz zadanie

e Rozwigzanie zadania nalezy poda¢ w wybranym wczesniej jezyku
Task 1. Squares Once! (5 points)

The ratio of the areas of two squares is § while their circumferences differ by 32 Calculate
the lengths of their diagonals
Aufgabe 1. Quadrate, Auf Einmal! (5 Punkte)

Das Verhiltnis der Flichen von zwei Quadraten ist gleich i, ihre Umfénge dagegen sind um 32

unterschiedlich. Berechne die Langen von Diagonalen dieser Quadrate!
Exercice 1. Carrés une fois! (5 points)

Le rapport des aires de deux carrés égale é, cependant leurs périmétres différent de 32. Calcule les
longeurs des diagonales de ces carrés.
Tareal. Cuadrados una vez! (5 puntos)

La relacion de dos cuadrados es igual ;, sin embargo sus perimetros difieren de 32. Calcula las
longitudes de diagonales de estos cuadrados.
Esercizio 1. Quadrato uno! (5 punti)

Il rapporto delle superfici di due quadrati ¢ § invece le loro circonferenze differenziano di 32.
Calcola le lunghezze delle diagonali di questi quadrati.

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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Zadanie 2. Proste i punkty (4 punkty)®*?

Dane sa punkty:

A=(-2-1)
B=(24)
C=(30).

Wyznacz rownania prostych:
|, - zawierajacej punkty A i B,
I, - przechodzacej przez C iréwnolegtej do |,
I, - przechodzacej przez C i prostopadtej do |,
Wykonaj rysunek do zadania

Zadanie 3. Uktad z wartoscia bezwzgledna raz! (5 punktow)**

. o . y-2x+1=0
Rozwiaz algebraicznie i graficznie uktad rownan: Y ‘X‘ 1-0

Zadanie 4. Liczby i cyfry raz! (4 punkty)®**

Suma liczby dwucyfrowej i liczby powstatej po przestawieniu jej cyfr
jest rowna 121, za$ roznica tych liczb to 63.

Jakie to liczby?

12 7adanie wlasne Anny Rybak

23 Zaczerpnieto z [1] - Zadanie 6.42, strona 71
24 7adanie wtasne Anny Rybak

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"”
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Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” - ,,Na ukfady nie ma rady?”

Zadanie 1. Kwadraty raz! (5 punktéw)?*®

Stosunek pol dwoch kwadratow jest rowny % , natomiast ich obwody réznia si¢ o 32.

Oblicz dlugosci przekatnych tych kwadratow.

Rozwiazanie:

Przyjmujemy oznaczenia: a - dtugo$¢ boku mniejszego kwadratu, a >0
b - dlugos¢ boku wiekszego kwadratu, b >0

Wtedy: Warunek: ,,stosunek pol dwoch kwadratow jest rowny % ” zapisujemy w postaci:

2
[%) = é . Natomiast informacje: ,,Obwody kwadratow rdznig si¢ o 32” wyraza rownosc:
db-4a=32.°

il

217

Otrzymane rownosci zapisujemy w postaci uktadu rownan i rozwigzujemy ten uktad

a) 1 a_1 a_ 1
b) "9 ©4 p 3 lubip~ 3 -sprzeczne z zaloZeniem,

4b-4a=32 (b-a=8 b-a=8

. b=3a b=3a b=3a . a=4
wige zatem stad ostatecznie:
3a—-a=8 2a=8 a=4 b=12
Odpowiedz:
Przekatna mniejszego kwadratu to 4+/2, za$ wigkszego to 1242 .
Punktacja
Czynno$é Etapy rozwigzania Punkty
A Przetlumaczenie zadania na j¢zyk polski 1
B Oznaczenie niewiadomych w jezyku obcym, podanie zalozen 1
C Utozenie uktadu roéwnan 1
D Rozwiazanie uktadu rownan 1
25 7adanie whasne Anny Rybak
28 [lustracja do rozwigzai we wszystkich jezykach
AT Rysunek wykonany za pomocq programu GEONEXT przez Helene Ewert - Fechner
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F Podanie odpowiedzi w jgzyku obcym
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Task 1. Squares Once! (5 punktéw)

Let us designate:
a — length of the side of the smaller square, a >0
b — length of the side of the bigger square, b >0

2
Then: The condition “the ratio of the areas of two squares is é write as: [Ej _1

9

While the equation 4b — 4a = 32 represents the expression “their circumferences differ by 32”

Let us write the obtained equations as a system of equations and solve the system

a) 1 a 1 a_ 1
b) 9 ©4p 3 Orqp 3 -contradicts the assumption,

4b—-4a =32 b-a=8 b-a=8
- = = . =4
thus b=3a therefore b=3a hence b=3a finally: a
3a—a= 2a=38 = b=12
Answer:

The diagonal of the smaller square is 4+/2 and that of the bigger one is 122

Scores
Activity Stages of solutions Points
A Task translation into Polish 1
B Designation of the unknowns in a foreign language, presenting assumptions 1
C Arranging systems of equations 1
D Solving the systems of equations 1
E Giving the answer in a foreign language 1
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Aufgabe 1. Quadrate, Auf einmal! (5 Punkte)

Wir nehmen Bezeichnungen an:

a - die Seitenlénge des kleineren Quadrats, a >0

b - die Seitenléinge des groBeren Quadrats , b >0

Dann: Bedingung: ,,das Verhiltnis der Fldchen von zwei Quadraten

. o1
ist gleich =
g 9

2
” wir schreiben es folgend auf: (%) ==,

1
9

Die Information dagegen: ,,die Quadratenumfange sind um 32 unterschiedlich” driickt die
Gleichheit aus: 4b—4a =32.
Die erhaltenen Gleichheiten schreiben wir in Form eines Gleichungssystems und dieses System
16sen wir auf folgende Weise:

2
a 1 a_1 a_ 1
b) "9 << p 3 oderqp 3 -unvereinbar mit Voraussetzung,

4b—-4a =32

also b=3a also b=3a daher b=3a schlieBlich:
3a—a=8 2a=8 a=4 b=12

Antwort:

b-a=8 b-a=8
a=4

Die Diagonale des kleineren Quadrats ist 4+/2, des groBeren dagegen ist 12+/2 .

Punktwertung
Tatigkeits Etappe der Aufgabenldsung Punktenzahl
nummer

A Ubersetzung der Aufgabe ins Polnische 1

B Bezeichnung von Unbekannten in einer fremden Sprache, Angabe von 1

Voraussetzungen

C Verlegung eines Gleichungssystems 1

D Losung eines Gleichungssystems 1

E Antwortsangabe in einer fremden Sprache 1
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Exercice 1. Carrés une fois! (5 points)

On admet les désignations:
a - la longeur du coté de plus petit carré, a >0
b -lalongeur du coté de plus grand carré, b >0

2
Alors: La condition:” Le rapport des aires de deux carrés égale 1, on écrit sous forme : [gj = % .
Cependant I’information: ,,les périmétres des carrés différent de 32.” exprime 1’équation:
4b—4a =32.
On écrit les équations regues en forme de systéme d'équations et on calcule ce systéme
a)’ _1 a_1 a__1 b=3a
b) 9 ©4 p 3 OUsp 3 -contradictoire a la supposition, alors {
4b—4a=32 |b-a=8 [b-a=8 Sa-a=8
b=3a b=3a a=4
alors d’ou définitivement:
2a=8 a=4 b=12
Réponse:
La diagonale de plus petit carré c’est 4+/2, cependant de celui plus grand 12+/2 .
Pointage
Numéro de . . ;
e s Solution étape par étape Points
Iactivité
A Traduire en langue polonaise 1
B Designer les inconnus en langue étrangére, formuler les suppositions 1
C Construire le systéme d'équations 1
D Calculer le systéme d'équations 1
E Ecrire la solution en langue étrangere 1
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Tareal. Cuadrados una vez! (5 puntos)

Establecemos que:
a - La longitud del lado del cuadrado menor a >0
b - La longitud del lado del cuadrado mayor, b >0

Entonces: Condicion: ““ la relacion de superficie de dos cuadrados es igual 3 ” lo que escribimos de

2
la manera siguiente:: (%) = % . Sin embargo, la informacion “Los perimetros de cuadrados
difieren de 32” se explica por este ecuacion: 4b—4a =32.
Las igualdades obtenidas las escribimos en forma de un sistema de ecuaciones y lo solucionamos
al’ _1 a_1 a__1 b=23a
b) 9 ©4 p 3 O03b 3 -contradictorio al principio, asi pues{
4b—4a-32 |(b-a=8 |b-a=8 %a-a=8

b
entonces
2

= = . =4
s resulta que{b 3a definitivamente: {t? 1

Respuesta:
La diagonal del cuadrado menor es 4+/2 , del cuadrado mayor es 12+/2 .

Puntuacion
Numero de la ., Cantidad de
. Etapas de la solucion de la tarea
actividad puntos
A Traduccién de la tarea al polaco 1
B Establecer la incognitas en un idioma extranjero, dar las principes. 1
C Establecer un sistema de ecuaciones 1
D Solucionar el sistema de ecuaciones 1
E Dar la respuesta en un idioma extranjero. 1
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Esercizio 1. Quadrato uno! (5 punti)

Definiamo le identificazioni:

a - lunghezza del quadrato minore, a >0

b - lunghezza del quadrato maggiore, b >0

Allora: Condizione: ,,I1 rapporto delle superfici di due quadrati ¢ %,”

scriviamo in forma: (3)2 _1.
b) 9

Invece I’informazione: ,,Le loro circonferenze differenziano di 32” esprime 1’'uguaglianza:

4b—-4a=32.

Le uguaglianze ottenute scriviamo In forma di sistema di equazioni e lo risolviamo

a) _1 a_1 a__1 L b=3a
b) "9 << p 3 oppure s 3 -contraddittorio alla premessa, dunque {
db-4a=32 |b-a=8 b-a=8 3a-a=8
b=3a ,. . [b=3a. . a=4
allora di cui infine:
2a=8 a=4 b=12
Risposta:
La diagonale del quadrato minore & 4+/2 , invece di questo pitl grande & 12+/2 .
Punteggio
L . . Numero di
N. attivita Fasi della soluzione .
punti
A Traduzione dell’esercizio in lingua polacca 1
B Definizione dei valori cercati in lingua straniera, esprimere le premesse 1
C Stesura del sistema di equazioni 1
D Risoluzione del sistema di equazioni 1
E Dare la riposta In lingua straniera 1
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Zadanie 2. Proste i punkty (4 punkty)
Punkty:
A=(-2-1); B=(24); C=(30);
Acl, ABel, = pr.AB=I;
(C € Iz)/\(lz H I1);
Celynall, L1)
lL: y=ax+b;
A=(-2-1)AAcl,=>-1=a-(-2)+b;i B=(2,4)ABel,=>4=a-2+b
—1=-2a+b 2=y
Otrzymujemy, wigc uktad rownan: , czyli 4
4 = 2a + b b — E
2
l,: y=cx+d;
Z rownoleglosci prostych 1, oraz I, wynika rowno$¢ ich wspotczynnikow kierunkowych c =a,

zatem ¢ = % , wige rownanie prostej |, przybiera postaé: y = % x+d. C(3;0)el, zatem jego

wspotrzedne musza spetnia¢ rownanie tej prostej, otrzymujemy uktad rownan:

) c=2
5 4 czyli ‘55:”2: y=2 B
0=>.3+d d=-=2 44
4 4
l:y=ex+f

Z prostopadlosci prostych |, oraz I, wynika, ze ich wspotczynniki kierunkowe odpowiednio e oraz
aspelniaja warunek: a-e = —1; C(3;0) e |,, zatem jego wspotrzedne musza spetnia¢ réwnanie tej

prostej, otrzymujemy uktad rownan:

4
5 e=——
e'Z:_l,czyli 12 :>I3=—ﬂ'x+E
0=3e+f f==2 5 5
5
Odpowiedz:
Rownania prostych sg nastepujace
| :y:§x+§' | :y:ﬁx—E' | :y:—£x+E
! 472" ¢ 47 47 7 575
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llustracja graficzna®®:

Punktacja
Czynnos¢ Etapy rozwiazania Punkty
A Wyznaczenie rownania prostej |, 1
B Wyznaczenie réwnania prostej |, 1
C Wyznaczenie rownania prostej |, 1
D Wykonanie rysunku do zadania 1

218

Rysunek wykonany za pomocq programu CaRMetal przez Heleng Ewert - Fechner
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Zadanie 3. Uktad z wartoscia bezwzgledng raz! (5 punktéw)

Rozwiazanie graficzne: 219

] ¥
ER R EEIRE o/ M I '3 T 5 B
Y201 =0 v
/2
Rozwigzanie algebraiczne:
\x\— Xx,dlax>0
" l-x,dlax<0’
czyli:
-2x+1=0 -2x=-1 X=2
Dla x>0 mamy: y = y & zgodne z zatozeniem.
y—x-1=0 —y+x=-1 y=3
X 2
-2x+1=0 -2x=-1 =3
Dla x <0 mamy: yoex y—ex = 3 sprzeczne z zalozeniem.
y+x-1=0 —y-x=-1 1
y =
3
. L A X=2
Zatem jedynym rozwigzaniem danego uktadu rownan jest { .
y =
Punktacja
Czynno§é Etapy rozwigzania Punkty
A Rozwiazanie I przypadku 1
B Rozwigzanie 11 przypadku 1
C Podanie odpowiedzi 1
D Rozwigzanie graficzne 2

29 Rysunek wykonany za pomocq programu GEONEXT przez Helene Ewert - Fechner
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Zadanie 4. Liczby i cyfry raz! (4 punkty)

Przyjmujemy, ze symbol ab =10-a+1-b oznacza liczbe dwucyfrowa,
ktorej cyfra dziesigtek jest roOwna a, za$ cyfira jednosci Wynosi b .
Niech:

X - oznacza cyfre dziesiatek szukanej liczby

y - oznacza cyfre jednosci szukanej liczby

z warunkow zadania mamy: xe NAX<9; yeNAy<9

Zgodnie z przyjgtymi oznaczeniami:

Xy - jest szukang liczba

yx - to liczba o przestawionych cyfrach

Rownosé xy + xy =121 jest zapisem algebraicznym warunku:

»uma liczby dwucyfrowej i liczby powstatej po przestawieniu jej cyfr jest rowna 1217
Zapis xy — yx = 63 oznacza, ze: roznica tych liczb to 63

Otrzymali$my w ten sposob uktad rownan:

XY + YX = 10x+y+10y +x =121 X+y=11 Xx=9 . .
Xy+yx 121<:> y y = y = - zgodne z warunkami zadania.
Xy — yx =63 10x+y-10y —x =63 X-y=7 y=2
Odpowiedz:
Szukana liczba to 92.
Punktacja
Czynnos¢ Etapy rozwigzania Punkty

A Oznaczenie niewiadomych, podanie zalozef 1

B Utozenie uktadu réwnan 1

C Rozwigzanie uktadu 1

D Podanie odpowiedzi 1
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Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” - ,Na uktady nie ma rady”

e Przetlumaczy¢ tres¢ zadania na jezyk polski

e Rozwiagza¢ zadanie

e Rozwigzanie zadania nalezy poda¢ w wybranym wczesniej jezyku
Task 1. Into the basket (5 points)

During a basketball match the player Wysocki, performing 16 successful throws in the game, (that
is, for 2 or 3 points) scored 36 points. How many throws were worth 2 points, and how many worth
3 points?

Aufgabe 1. In den Korb (5 Punkte)

Wihrend eines Basketballspiels hat der Spieler Wysocki 36 Punkte gewonnen, indem er 16
effektive Wiirfe aus dem Spiel (also fiir 2 oder 3 Punkte) gemacht hat. Wie viele Wiirfe waren fiir 2
und wie viele fiir 3 Punkte?

Exercice 1. Dans le panier (5 points)

Pendant un match de basket, le joueur Wysocki, en tirant 16 fois (a 2 ou 3 points) a gagné 36 points.
Il y a eu combien de tirs & 2 points et combien a 3 points ?
iLas Canastas! (5 puntos)

Durante un partido del baloncesto, el jugador Wysocki ha hecho 16 lanzamientos eficaces (quiere
decir: de 2 o de 3 puntos) consiguiendo 36 puntos. ;Cuantos lanzamientos ha hecho de 2 y cuantos
los ha hecho de 3 puntos?

Esercizio 1. Nel canestro (5 punti)

Durante la partita di pallacanestro il giocatore Wysocki, eseguendo 16 lanci effettivi dal gioco, (cioe
per 2 oppure 3 punti), ha segnato 36 punti. Quanti lanci erano per 2, e quanti per 3 punti?
Zadanie 2. Nie taki pierwiastek straszny (4 punkty)?*°

Rozwiaz algebraicznie uktad rownan

8 Y g

\@—2_\@+2
oS 1433
V3-1 3+1 2

Zadanie 3. kota dwa! (4 punkty)®*

Stosunek pol dwoch stycznych zewngtrznie kot wynosi 1, za$ odlegtos¢ migdzy ich srodkami to 80.
9

Oblicz obwody tych kot.

220 7aczerpnieto z [1] — zadanie 15.14 f), strona 99
21 7adanie wtasne Anny Rybak
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Zadanie 4. Motocyklem z A do B (4 punkty) >

Motocyklista poruszajacy si¢ ze stalg predkoscia przejechat droge z miasta A do miasta B

w ustalonym czasie.

Jesli jechatby z predkoscig o 6 km/godz. wigksza, to czas przejazdu bytby o 1 godzing krétszy.
Gdyby za$ predkos¢ byta o 5 km/godz. mniejsza to czas przejazdu bylby o 1 godz. i 12 min.
dhuzszy.

Z jaka predkoscia jechal motocyklista z A do B?

W jakim czasie przebyt t¢ droge?

Jak daleko jest z A do B?

Zadanie 5. Uktad z wartoscia bezwzgledna dwa! (5 punktow) 22

Rozwiaz algebraicznie i graficznie uktad rownan:
y+x-1=0
ly|-x-1=0

Zadanie 6. Liczby i cyfry dwa! (4 punkty)®*

Jezeli do liczby dwucyfrowej dopiszemy z prawej strony cyfre jej dziesiatek, to otrzymamy liczbe

0227 wigksza.

Dopisujac za$ przed dang liczbg cyfre jej jednosci otrzymamy liczbe 21 razy wigksza.

Jaka to liczba?

Zadanie 7. Podstawianie... (4 punkty)?

Rozwiaz uktad rownan wprowadzajac zmienne pomocnicze podane obok:

L + ! =01
X—y+2 1l-x-y A= 1 C ho 1
1,1 03 X—y+2 x+y-1

X—-y+2 x+y-1 -
Zadanie 8. Punkt przeciecia a parametr (4 punkty)®*®
Okresl, dla jakich warto$ci parametru M punkt przecigcia si¢ prostych:
L:y=x-2m-2; |,:y=-2x+m+1
nalezy do IV ¢wiartki uktadu wspoirzednych.
Czy istnieje takie m, aby punkt przeciecia si¢ tych prostych nalezat do T ¢wiartki?

222 7aczerpnigto z [2]
223 7aczerpnigto z [3] — zadanie 6.44 a), strona 71
24 7aczerpnigto z [4]
225 7aczerpnieto z [1]
26 7aczerpnieto z [1]
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Zadanie 9. Naszo$¢ i Waszos$¢ (4 punkty)®”’

79y

Kiedy$ do partii ,,Naszo$¢” nalezato dwa razy wigcej cztonkdow niz do partii ,,Waszo$¢”. W wyniku
nieudanych dziatan w niedalekiej przesztosci z czlonkostwa w ,,Waszosci” zrezygnowato 20 osob,
ktore przeszty do ,,Naszosci”.

Niestety — w partii ,,Naszo$¢” wybuchta afera finansowa. Kazdy z poprzednich uciekinieréw
przyprowadzit do starej partii az 5 cztonkoéw ,,Naszosci”! W wyniku udanej akcji propagandowe;j
partia ,,Waszos$¢” przyjeta jeszcze 165 nowych czlonkoéw i obecnie liczy trzy razy wiecej niz
,»Naszo$¢”. Ile 0sob obecnie liczy kazda partia?

Zadanie 10. Dziadek i Babka (4 punkty)**®

Dziadek i Babka maja razem 140 lat.. Dziadek ma obecnie dwa razy tyle, ile Babka miata wtedy,
gdy Dziadek miat tyle, ile Babka ma teraz. Ile lat ma Dziadek a ile Babka?
Zadanie 11. Miedz i byé (4 punkty)?*®

Stop miedzi i cynku wazy 24N.

Przy zanurzeniu w wodzie stop ten traci na wadze ,8 N.
9

Znajdz cigzar miedzi i cynku w tym stopie, jezeli wiadomo,
ze miedz traci na wadze 1,1 %, a cynk ,,2% swojego cigzaru.
9 7

Zadanie 12. Kwas mréwkowy (4 punkty)?*°

Ile kilogramow kwasu mréwkowego o stezeniu 20%

iile kilograméw kwasu mréwkowego o stezeniu 5% nalezy zmieszac,
aby otrzymac 36 kg kwasu o stgzeniu 10%?

27 7adanie wiasne Anny Rybak
28 7aczerpnieto z [5]

29 Zaczerpnigto z [5]

20 7aczerpnicto z [6]
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ¢wiczen ,,Rozwigzmy razem”
- ,Na uktady nie ma rady”

Zadanie 1. Do kosza (5 punktow)

Podczas meczu koszykowki zawodnik Wysocki, wykonujac 16 skutecznych rzutow z gry,
(czyli za 2 lub za 3 punkty), zdobyt 36 punktow. Ile byto rzutow za 2 a ile za 3 punkty?
SzKkic rozwigzania
Przyjmujemy oznaczenia:
X - liczba rzutéw za 2 punkty, x e N, x <16
y - liczba rzutow za 3 punkty, y e N, y <16
Wtedy:
X+Yy =16 - oznacza, ze Wysocki wykonat 16 skutecznych rzutow
2x - oznacza liczbe punktow zdobytych w rzutach za 2 punkty
3x - oznacza liczb¢ punktow zdobytych w rzutach za 3 punkty
2x+3y - oznacza sumg zdobytych punktow
Otrzymujemy, wigc uktad réwna:
{ x+y=16 |(-2) {—2x—2y:—32 {y=4 {x:lZ
= = =

2x+3y =36 2x+3y =36 X+y=16 y=4

- otrzymane wyniki sa zgodne z zalozeniami: xe N, x<16 i ye N, y<16

Odpowiedz:
Wysocki wykonal 12 rzutéw za 2 punkty i 4 rzuty za 3 punkty.
Punktacja
Czynno$é Etapy rozwigzania Punkty
A Przettumaczenie zadania 1
B Oznaczenie niewiadomych w jezyku obcym, podanie zalozen 1
c Utozenie uktadu rownan 1
D Rozwigzanie uktadu 1
E Podanie odpowiedzi w jezyku obcym 1
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Task 1. Into The Basket (5 points)

Let us assume that:

x —number of throws worth 2 points, xe N, x <16

y — number of throws worth 3 points, y e N, y <16

Then:

X+ Yy =16 - means that Wysocki performed 16 successful throws

2x - designates the number of points scored with throws for 2 points
3x - designates the number of points scored with throws for 3 points
2x + 3y - designates the sum of points scored

Thus we obtain a system of equations:
x+y=16 |-(-2) —2x-2y=-32 (y=4 x=12
<+ & &
2x+3y =36 2x+3y =36 X+y=16 y=4
- the obtained results agree with the assumptions: xe N, x<16; ye N, y <16

Answer:
Wysocki performed 12 throws for 2 points and 4 throws for 3 points

Scores

Activity Stages of solutions Points
A Przetlumaczenie zadania 1

B Oznaczenie niewiadomych w jezyku obcym, podanie zatozen
C Utozenie uktadu rownan
D
E

Rozwigzanie uktadu

A

Podanie odpowiedzi w jgzyku obcym
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Aufgabe

1. In den Korb (5 Punkte)

Wir nehmen Bezeichnungen an:
x - Zahl der Wiirfe fiir 2 Punkte, x e N, x <16
y - Zahl der Wiirfe fiir 3 Punkte, y e N, y <16

Dann:
X+y=16

- bedeutet, dass Wysocki 16 effektive Wiirfe gemacht hat

2x - bedeutet die in Wiirfen fiir 2 Punkte gewonnene Punktezahl
3x - bedeutet die in Wiirfen fiir 3 Punkte gewonnene Punktezahl

2x+3y -

bedeutet die Summe von gewonnenen Punkten

Wir bekommen, also das Gleichungssystem:
x+y=16 |(-2) —2x-2y=-32 (y=4 x=12
S+ & S
2x+3y =36 2x+3y =36 X+y=16 y=4

- die erhaltenen Ergebnisse stimmen mit Voraussetzungen iiberein: xe N, x<16 i ye N, y <16

Antwort:

Wysocki hat 12 Wiirfe fiir 2 Punkte i 4 Wiirfe fiir 3 Punkte gemacht.

Punktwertung

Tatigkeits Etappe der Aufgabenldsung Punktenzahl
nummer
A Ubersetzung der Aufgabe 1
B Bezeichnung von Unbekannten in einer fremden Sprache, Angabe von 1
Voraussetzungen

C Verlegung eines Gleichungssystems 1

D Losung eines Gleichungssystems 1

E Antwortsangabe in einer fremden Sprache 1
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Exercice 1. Dans le panier (5 points)

On admet des désignations:
X - le nombre de tirs a 2 points, x e N, x <16
y - le nombre de tirs a 3 points, y € N, y <16
Alors:
x+y =16 - signifie que Wysocki a fait 16 tirs efficaces
2x - signifie le nombre de points gagnés grace aux tirs a 2 points
3x - signifie le nombre de points gagnés grice aux tirs a 3 points
2x +3y - signifie la somme de points gagnés
On obtient alors le systéme d'équations:
x+y=16 |(-2) {—2x—2y:—32 {y:4 {x:lZ
=+ =
2x+3y =36 2x+3y =36 X+y=16 y=4

- les résultats obtenus sont conformes aux suppositions: xe N, x<16 i ye N, y <16
Réponse:
Wysocki a fait 12 tirs a 2 points et 4 tirs a 3 points.

Pointage

Numéro de L . ;

. Solution étape par étape Points

’activité

A Traduire en langue polonaise 1

B Designer les inconnus en langue étrangere, formuler les suppositions 1

o Construire le systeme d'équations 1

D Calculer le systéme d'équations 1

E Ecrire la solution en langue étrangere 1

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"” 248

wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego




tnm unia euroresska [
KAPITAL LUDZKI m europesski [
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC FUNDUSZ SPOLECZNY :

* 4 x

Tarea 1. jLas canastas! (5 puntos)

Establecemos que:

x - El nimero de los lanzamientos de 2 puntos, xcn,x<16

y - El nimero de los lanzamientos de 3 puntos, ycn,y<16

Entonces:

X+ Yy =16 - quiere decir que Wysocki ha hecho 16 lanzamientos eficaces
2x - marca el nimero de puntos ganados en los lanzamientos de 2 puntos

3x - marca el nimero de puntos ganados en los lanzamientos de 3 puntos
2x+3y - marca la suma de todos los puntos ganados.

De esta manera obtenemos el sistema de ecuaciones:
X+y=16 -(—2)<:>+{—2x—2y:—32 {y:4 {x:lZ
2x+3y =36 2x+3y =36 X+y=16 y=4
- los resultados obtenidos son conformes con los principios xe N, x<16 i ye N, y <16
La respuesta:
Wysocki ha hecho 12 lanzamientos de 2 puntos y 4 de 3 puntos.

Puntuacion
Numero de la ., Cantidad de
L Etapas de la solucion de la tarea
actividad puntos
A Traduccion de la tarea al polaco 1
B Establecer las incognitas en un idioma extranjero, dar las 1
notaciones basicas
C Establecer un sistema de ecuaciones 1
D Solucionar el sistema de ecuaciones 1
E Dar la respuesta en un idioma extranjero. 1
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespo6t w zespot z Matematyka bez Granic"” 249

wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



ﬁ UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI m EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC FUNDUSZ SPOLECZNY

*

Esercizio 1. Nel canestro (5 punti)

Definiamo le identificazioni:
X - numero lanci per 2 punti, xe N, x <16
y - numero lanci per 3 punti, y e N, y <16
Allora:
x+Yy =16 - significa, che Wysocki ha eseguito 16 lanci effettivi
2x - significa il numero dei punti segnati con i lanci per 2 punti
3x - significa il numero dei punti segnati con i lanci per 3 punti
2x + 3y - significa la somma dei punti segnati
Otteniamo dunque un sistema di equazioni:
x+y=16 |(-2) —2x-2y=-32 (y=4 x=12

{2x+3y=36 <:>+{2x+3y=36 <3{x+y=16<:>{y=4
- risultati ottenuti sono conformi alle premesse: xe N, x<16 € ye N, y<16
Risposta:

Wysocki ha eseguito 12 lanci per 2 punti e 4 lanci per 3 punti.

Punteggio

L . . Numero
N. attivita Fasi della soluzione . .
di punti

A Traduzione dell’esercizio 1

B Definizione dei valori cercati in lingua straniera, esprimere le premesse 1

C Stesura del sistema di equazioni 1

D Risoluzione del sistema 1

E Dare la riposta in lingua straniera 1
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Zadanie 2. Nie taki pierwiastek straszny (4 punkty)

Usuwamy niewymierno$¢ z mianownikow utamkow

3y =—f—10 —xff+2 ~3-10
\@;2 \@;2 1+3f 3+1 y( 1+3f <
i1 Jael 2

z pierwszego z rownan wyznaczamy Y ,czyli

{— x(2v3+3)+ y(V3-2)=-v3-10
x( 3+1)+ y(\/§—1)21+3\/§

_ o3 13jx(22f+3) (V3-10)v3+2)-x(2v3+3)V3 +2)=23+1243 - x(12+ 7V3).

Po podstawieniu do drugiego réwnania otrzymujemy:

x(V3+1)+(23+12v3 - x(12+ 743)(V3 -1)=1+ 3
x(v3+1)- (543 +9)=1+3v3 - 233+ 23-36+1243.

Po wykonaniu dziatan i redukcji wyrazen podobnych: {X - \/25
y =

Punktacja

Czynno$¢ | Etapy rozwigzania | Punkty
A Obliczenie x 2
B Obliczenie y 2
Zadanie 3. kota dwa! (4 punkty)

Przyjmujemy oznaczenia:
r - promien mniejszego kota, r >0
R - promien wigkszego kota, R >0

R =60

ry’ 1 r 1 r_1
R) 941 R 3 lub 3 sprzeczne z zalozeniem, wigc
R+r= r=20

R+r=80 80 R+r—80

Odpowiedz:
Obwod mniejszego kola wynosi 407, za$ wigkszego to 120 .

Punktacja

Czynno$¢é Etapy rozwigzania Punkty
Oznaczenie niewiadomych, podanie zalozef 1
Utozenie uktadu roéwnan

Rozwigzanie uktadu
Podanie odpowiedzi

olo|w| >
PR
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Zadanie 4. Motocyklem z A do B (4 punkty)

Oznaczenia:

v - predkos¢ motocyklisty, v >5
s - odlegtos¢ zA do B, s>0

t - czas jazdy, t>~1

v+67i V+6_7't
-1y : t-1 vt=(v+6)t-1)
s yale s=v-t, wigc vt p=4 B ,
V-5= V_5= v-t=(v-5)t+12)
t+1,2 t+12
zatem v=6t-6 =S V=30 - zgodne z zatoZeniami.
6=-5t+12v t=6
Mamy wigc s=30-6, czyli s=180.
Odpowiedz:

Predkos$¢ motocyklisty to 30 km/godz..
Czas potrzebny na przejazd to 6 godzin, a szukana odlegtos¢ to 180 km.
Punktacja

Czynnos¢ Etapy rozwigzania Punkty
A Oznaczenie niewiadomych, podanie zalozen 1
B Utozenie uktadu rownan 1
C Rozwigzanie uktadu 1
D Podanie odpowiedzi 1
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Zadanie 5. Uktad z wartoscig bezwzgledna dwal! (5 punktow)

Rozwiazanie algebraiczne:

>
ly|= y. dlay*o,czyli
-y, dlay<0

zgodne z zatozeniem.

-1= 2y =2 =
dIayzOmamy:{erX O@{ y <:>{X 0

y—-x-1=0 -y+x=-1

y+x-1=0
-y-x-1=0

Jedynym rozwigzaniem zadania jest punkt A (0,1).
231

dla y <0 mamy: { & 2 =0 sprzeczno$é, brak rozwigzan.

Rozwiazanie graficzne:

yt= =10

-3 4 g £
Punktacja

Czynno$¢ | Etapy rozwigzania Punkty

A Rozwigzanie I przypadku 1

B Rozwiazanie II przypadku | 1

Cc Podanie odpowiedzi 1

D Rozwiazanie graficzne 2

21 Rysunek wykonany za pomocq programu GEONEXT przez Helene Ewert - Fechner
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Zadanie 6. Liczby i cyfry dwa! (4 punkty)

Niech
abc =100a +10b+1c oznacza liczbe trzycyfrows,
z warunkow zadania mamy: xe NAx<9;yeNAy<9

{xyx=227+xy {100x+10y+x_227+10x+ y

99x +9y =227
100y +10x + y = 21-(10x + y) '

, po uporzadkowaniu:
po upor { 80y = 200x

yxy =21 xv

X=2
Rozwigzaniem uktadu jest { g zgodne z zatozeniem.

Odpowiedz:
Szukana liczba to 25.
Punktacja
Czynno$¢ | Etapy rozwigzania Punkty
A Oznaczenie niewiadomych, podanie zalozen |1
B Utozenie uktadu roéwnan 1
C Rozwigzanie uktadu 1
D Podanie odpowiedzi 1

Zadanie 7. Podstawianie... (4 punkty)
a-b=01 a=0,2
= ;
a+b=03 b=01

11
. o . _ 5 X—y=3 X=7
wracajac do podstawienia otrzymujemy: X 1y +2 ]5_ S { y = {

_ x+y=11 y=4
x+y-1 10
Odpowiedz:
=7
Rozwigzaniem uktadu sg liczby: {X 4
y =

Punktacja

Czynno$¢ | Etapy rozwigzania | Punkty
A Obliczenie x 2
B Obliczenie y 2
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Zadanie 8. Punkt przeciecia a parametr (4 punkty)

y=x-2m-2 X—2m—-2=-2x+m+1 X=m+1 .
& & czyli A=(m+1-m-1).
y=-2x+m+1 y=-2x+m=1 1

Punkt nalezy do IV ¢wiartki, gdy jego wspotrzgdne spetniaja warunek:
m+1>0

x>0 .
, Mamy, wigc: < m>-1.
y<0 -m-1<0

Punkt nalezy do I éwiartki gdy jego wspotrzedne spetniajg warunek:

x>0 ) m+1>0
, mamy, wiec: - uktad sprzeczny.
y>=0 -m-1>0

Odpowiedz:
Gdy me (—1; oo), to punkt przecigcia nalezy do IV ¢wiartki uktadu wspotrzednych.
Nie istnieje takie m, dla ktérego punkt przeciecia nalezy do I ¢wiartki.

Punktacja
Czynno$é Etapy rozwigzania Punkty
A Wyznaczenie wspotrzegdnych punktu przecigcia 1
B Rozwigzanie warunku pierwszego 1
C Rozwigzanie warunku drugiego 1
D Podanie odpowiedzi 1
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Zadanie 9. Naszosc¢ i Waszos¢ (4 punkty)

Oznaczenia:

X - poczatkowa liczba cztonkdw partii ,,Naszo$¢”, x € N

y - poczatkowa liczba czlonkow partii ,,Waszos¢”, y e N Ay > 20

Zapisujemy tre$¢ zadania w jezyku algebry:

X=2y . kiedys do partii ,, Naszos¢” nalezato dwa razy wiecej czlonkow niz do partii ,, Waszos¢”

y—20 - W wyniku nieudanych dziatan w niedalekiej przesziosci z czlonkostwa w ,, Waszosci”
zrezygnowato 20 0sob

X+ 20 - ilos¢ cztonkow,, Naszosci”, gdy 20 0sob z ,, Waszosci” przeszio do ,, Naszosci”.

X+20— (20 +5- 20) =x-100 - ilos¢ cztonkow,, Naszosci”, gdy. kazdy z poprzednich uciekinierow
przyprowadzit do starej partii az 5 cztonkow ,, Naszosci”!

>

Y +5-20 - ilos¢ cztonkow w ,, Waszosci”, gdy kazdy z poprzednich uciekinierow przyprowadzit do

starej partii az 5 cztonkow ,, Naszosci”!

y+5-20+165 - ilos¢ cztonkow w ,, Waszosci”’, gdy partia ,, Waszo$¢” przyjeta jeszcze 165 nowych
cztonkow

3- (X —100) =y+5-20+165 D _ obecnie "Waszosé¢” liczy trzy razy wiecej czionkow niz
., Naszos¢”.

X =2y

3-(x—100)=y +5-20 +165

o x=2y x=2y X =226
Rozwigzujemy uktad: = =
3x—300=y+265 3x—y =565 y =113

Z rownosci (*) i(**) tworzymy uktad: {

- zgodne z zaloZeniem

Obecnie partie licza:
,,Naszos¢”: x—100=126
za$ ,,Waszo$¢”: y+100+165=113+265=378=3-126
Odpowiedz:
Obecnie w partii ,,Naszos¢ jest 126 cztonkdéw, a w ,,Waszo$ci” — 378.

Punktacja

Czynnos¢ Etapy rozwigzania Punkty
A Oznaczenie niewiadomych, podanie zalozen 1

B Utozenie uktadu rownan
C Rozwigzanie uktadu
D Podanie odpowiedzi

| e
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Zadanie 10. Dziadek i Babka (4 punkty)

Oznaczenia:
b - wiek Babki, b>0
d - wiek Dziadka, d =0

Wiek teraz Wiek przed d —b laty
d b
b b—(d—b)
b+d =140 b+d =140 b=60 y
= = - zgodne z zalozeniem
d=2-(2b—d)  |4b-3d=0 " |d=80
Odpowiedz:
Dziadek ma 80 lat, a Babka 60 lat.
Punktacja
Czynno$¢ Etapy rozwigzania Punkty
A Oznaczenie niewiadomych, podanie zatozen 1
B Utozenie uktadu rownan 1
C Rozwiazanie uktadu 1
D Podanie odpowiedzi 1

Zadanie 11. Miedz i by¢ (4 punkty)

Oznaczenia:

¢ - cigzar cynku, ¢ € (0;24)

m - cigzar miedzi, m e <O;

m+c=24
111%m +143%c = 2§
9 7 9

24)

—m+

100 =
900 700 9 7m+9c =182

m+c=24 _ _
{100 1000_269{ m+c =24 {m‘”

- otrzymane warto$ci zmiennych sa zgodne z zatozeniem.

c=7

Odpowiedz:
Cigzar miedzi to 17N, a cynku — 7N.
Punktacja
Czynno$¢ Etapy rozwigzania Punkty
A Oznaczenie niewiadomych, podanie zalozen 1
B Utozenie uktadu rownan 1
C Rozwiazanie uktadu 1
D Podanie odpowiedzi 1
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Zadanie 12. Kwas mrowkowy (4 punkty)
Oznaczenia:

x - liczba kg kwasu 20%, x < (0;36)

y - liczba kg kwasu 5%, y € (0;36)

X+Yy=36 X+Yy=36 x=12 .
= - zgodne z zatozeniem.

20%x +5%y =10% - 36 4x+y=72 y=24
Odpowiedz:
Nalezy zmiesza¢ 12 kg kwasu 20% i 24 kg kwasu 5%.
Punktacja
Czynnos¢ Etapy rozwigzania Punkty
A Oznaczenie niewiadomych, podanie zalozef 1
B Utozenie uktadu rownan 1
C Rozwigzanie uktadu 1
D Podanie odpowiedzi 1
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