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Materiay edukacyjne pod tytuemWespdé w zespdé z Matematyk bez Granic
do matury Il " opracowano w ramach realizowanego przez Polskigarzystwo Matematyczne
projektu ,Wesp6 w zespO z Matematykez Granic” wspo finansowanego zeodkow Unii
Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spoego. Podrcznik ,Wespd w zespd
z Matematyk bez Granic do matury II” stanowi cz drug materiaow edukacyjnych
adresowanych do uczniéw drugiej klasy szké pomadgizjalnych kontynupych zajcia
pozalekcyjne z matematyki w ramach Projektu, realenego w latach 2009 — 2012 w szko ach
z wojewddztw: kujawsko - pomorskiego, lubuskiegachodniopomorskiego.

Projekt ,Wespd w zespd z Matematykez Granic” wpisuje siw ponadregionalny program
rozwijania umiejtno ci ucznibw w zakresie kompetencji kluczowych, zeczegdlnym
uwzgl dnieniem nauk matematyczno - przyrodniczycteykow obcych.

Celem projektu ,Wespd w zespd z Matematydlez Granic” jest podnoszenie kompetencji
kluczowych uczniéw ze szké podstawowych, gimnasjeh i ponadgimnazjalnych w zakresie
kszta towania umiejno ci opisywania w jzyku matematyki otaczajego wiata, stawiania
hipotez i ich weryfikowania, rozwkywania probleméw w tworczy sposob, integracji zesp
klasowego, skutecznego porozumiewaniagird nych sytuacjach, efektywnego wspo dzia ania
w zespole oraz interdyscyplinarnego spojrzeniataazajc nas rzeczywisto z uwzgl dnieniem
znajomoci j zykow obcych.

Podr cznik ,Wesp6 w zespd z Matematyk bez Granic do matury II” zawiera siedem
pakietow edukacyjnych zgodnych z podstagrogramow kszta cenia ogoélnego dla gimnazjéw
i szk6 ponadgimnazjalnych oraz standardow egzamgjngch. Materiay edukacyjne zawarte
w podr czniku maj by rédem do wzbogacenia t@ omawianych w ramowym programie
nauczania z zakresu matematyki realizowanych neciagh lekcyjnych w szko ach, z ktorych
pochodz uczestnicy Projektu, rozszerzenia ich i usystermtyania wiedzy.

Zaproponowany podzia na 7 blokow tematycznychazadbkonany w oparciu o podaiznik:
Cewe A. Krawczyk M., Kruk M., Nahorska H., PancerRopela R. ,Matematyka w otaczeym
nas wiecie. Podrcznik dla klasy 2", Wydawnictwo Podkowa, Ga& 2008.

Podzia jest zgodny z Podstawprogramow kszta cenia ogélnego dla gimnazjow i szkd
ponadgimnazjalnych, ktérych ukczenie umoliwia uzyskanie wiadectwa dojrza &i po zdaniu
egzaminu maturalnego.

Pakiety edukacyjne zawarte w poczniku ,Wespo w zesp6 z Matematyk bez Granic
domatury II” b d realizowane na zajiach pozalekcyjnych w klasach drugich szké
ponadgimnazjalnych, z ktérych pochodziczestnicy Projektu, pod kierunkiem nauczyciela
nauczajcego matematyki w danej klasie.

Materiay podane w kalym pakiecie edukacyjnym zaplanowano do realizagji cztery
godziny lekcyjne - zaj pozalekcyjnych zwanych,Spotkaniami zespo 6w MbG'.

Zaj cia te mog by realizowane w dwojaki sposob:
~Spotkanie 1 zespo 6w MbG” — 1 godzina lekcyjna -wjczenia otwierajce”.
~Spotkanie 2 zespo 6w MbG” — 2 godziny lekcyjneRozwi my razem”.
~Spotkanie 3 zespo 6w MbG” — 1 godzina lekcyjnazaj, cia podsumowuie”.

bd:
~Spotkanie 1 zespo 6w MbG” — 1 godzina lekcyjna-wjczenia otwierajce”.
~Spotkanie 2 zespo 6w MbG” — 1 godzina lekcyjnaRezwi my razem”.
~Spotkanie 3 zespo 6w MbG” — 1 godzina lekcyjnaRezwi my razem”.
~Spotkanie 4 zespo 6w MbG” — 1 godzina lekcyjna-aj,£ia podsumowuge”.
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Ka de ,Spotkanie Zespo 6w MbG” zawiera ngsij ce sta e elementy:
- planowanie i podzia zadarealizacja za cnych plandw,

- rozwi zywanie zestawu zada rozwi zanie zestawu zadgrzez zespo y zadaniowe, w tym
jednego zadania wzyku obcym,

- udokumentowanie pracy zespo 6w,
- podsumowanie i ocena.

Realizacja kadego pakietu edukacyjnego rozpoczniejedn godzin lekcyjn przygotowa
kszta tujcych po dane umiejtno ci (wskazane przez Autoréw Pakietu) pod kierunkiem
nauczyciela.

» Wwiczenia otwieraj ce” odbywaj si zgodnie z terminarzem obowuj cym w danym
pakiecie i s przeprowadzane przez nauczycieli matematyki w jdatesie w siedzibie szké,
z ktorych pochodzuczestnicy Projektu.

Zadania z ,, wicze otwierajcych” s treningiem do rozwizywania zestawu ,Rozwimy
razem”. Rozwizane zadania przez zespo y uczniow zdkgo zestawu zadgRozwi my razem”
sprawdza nauczyciel matematyki uczestregzw projekcie i ocenia je wed ug otrzymanego khicz
w danym pakiecie.Arkusze rozwi za zestawu zada ,Rozwi my razem” stanowi
ka dorazowo za cznik do raportu z realizacji danego pakietu edukagjnego.

Pierwsze zadanie podawane jest weyku obcym (angielskim, francuskim, niemieckim,
hiszpaskim i w oskim). Naley je przet umaczy, rozwi za i poda rozwi zanie w wybranym
j zyku obcym. Rozwizanie to musi zawieraco najmniej 30 wyrazow.

W rozwi zaniu zestawu zada,Rozwi my razem” uczestniczy caa klasa, pracuj
w odpowiednio dobranych grupach. Czas na rozanie zada wynosi 90 minut. Oceniana jest
rownie strona graficzna i estetyka przedstawionych rozavi. Uczniowie mog korzysta
ze s ownikéw jzykowych, przyboréw geometrycznych, iyozek, kredek i flamastréw.

Zakres wspoé pracy z nauczycielami uczestragmi w projekcie ,Wespé6 w zespo
z Matematyk bez Granic”:

- zaplanowanie terminéw zaj pozalekcyjnych;
- realizacja pakietdow edukacyjnych zgodnie z wytyeanirojektodawcy;
- przygotowanie raportu z realizacji kdego pakietu edukacyjnego:

0 podanie terminow, w ktérych odby y saj cia;

0 odnotowanie frekwenciji;

0 uwagi dotyczce realizacji zaj ;

0 dane dotyczce zestawu ,Rozwi my razem”.

- przes anie raportu wraz z lisbbecnoci ucznidow na zagiach oraz arkuszami rozvza
zestawu ,Rozwi my razem” na adres Punktu Konsultacyjnego Projektu;

- aktualizacja stanu osobowego zespo u klasowego;
- WspO dzia anie w zakresie monitoringu i ewaluacjiytz cej realizacji Projektu.
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Zak adamy, e przeprowadzenie zajw ramach projektu:
wyrobi umiej tho  wspO pracy i dzielenia siobowi zkami w grupie;
wzbudzi zainteresowanie matematykuczniow;
rozwinie umiejtno wnioskowania oraz stawiania i weryfikowania hipgte

wykszta ci umiejtno  czytania tekstow matematycznych ze zrozumieniem
oraz analizowania ich z wykorzystaniem pajtechnik matematycznych;

rozwinie umiejtno interpretowania danych;

wykszta ci umiejtno  stosowania schematéw, symboli literowych, rysunkémykresow
w sytuacjach zwizanych z otaczag rzeczywistoci ;

wspomoe i wzmochi proces edukacyjny, jakiemu podlegajczniowie szkoé
podstawowych, gimnazjow i szk6 ponadgimnazjalnych;

ugruntuje wiedz wyniesion przez uczniéw z lekcji matematyki;
wspomo e kszta cenie gyka obcego, wzbogaci s ownictwo o terminologiatematyczn

poka e zastosowania poj i teoretycznych probleméw do rozwywania zagadnie
praktycznych;

pozwoli zdj matematyk z piedesta u niedoignionej Krolowej Nauk;

wzbudzi wréd m odziey i dzieci aktywne postawy wobec pojawigych si probleméw,
nieust pliwo i upér w rozwi zywaniu zada.

Cele szczego owe kdego pakietu edukacyjnego umieszczonpray poszczegolnych pakietach.
%%%& - *+ $
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Zgodnie z za ceniami Projektu, zagia pozalekcyjne przeznaczone dla uczniow klasy
drugiej szkoy ponadgimnazjalnej, ktorzy chatrwali, poszerzy wiedz oraz rozwija
i udoskonali swoje umiejtnoci w zakresie kompetencji kluczowych, ze szczegdiny
uwzgl dnieniem matematyki i gykdw obcych, jak réwnie chc odnie sukces na egzaminie
maturalnym z matematyki. o klasy, ktore bra y udzia w projekcie w rokiksinym 2009/2010.

& - *

Ucze kontynuujcy uczestnictwo w Projekcie lub przystj cy do niego w klasie drugiej szko y
ponadgimnazjalnej powinien:
- okrela warto logiczn zdania, zaprzeczenie zdania, alternatywy, konijiniaplikacii,
rownowano ci zda ;
wykonywa podstawowe dzia ania na zbiorach i przedzia achbbwych (suma, cz
wspolna, ronica);
wykonywa obliczenia na liczbach rzeczywistych, w szczegd@hdzia ania na pogach
o wyk adnikach wymiernych;
odré nia liczby wymierne od liczb niewymiernych;
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zamienia u amki zwyk e na u amki dzieshe okresowe i odwrotnie;

zna poj cie wartoci bezwzgldnej liczby rzeczywistej i jej zwkek z odleg oci na osi
liczboweyj;

porownywa liczby rzeczywiste;

szacowa warto ci wyra e liczbowych oraz bd przybli enia;

rozwi zywa nierownoci liniowe oraz ich ukady i zapisywawyniki w postaci
przedzia 6w liczbowych;

stosowa obliczenia procentowe;

szkicowa wykresy funkcji liczbowych zadanych tabelkoraz funkcji przedzia ami
liniowych;

odczytywa z dowolnego wykresu funkcji jej w asra;

znajdowa na podstawie wykresu funkcji jej wartd najwi ksze (najmniejsze) w dziedzinie
lub jej podzbiorze;

przekszta cawykresy funkcji (przesuncia wykresu wzd u o0si);

wyznacza rOwnania prostej na p aszcxye;

rozwi zywa uk ady réwna liniowych i zna ich interpretacj geometryczn w uk adzie
wspo rz dnych;

stosowa uk ady rowna liniowych z dwiema i trzema niewiadomymi do rozaania zada
tekstowych;

opisywa p0 p aszczyzny za pomoaierownoci liniowych;

stosowa twierdzenie Talesa do rozwzywania zada;

wyznacza skal podobie stwa dwoch figur podobnych;

wykorzystywa twierdzenie o stosunku pol podobnych do rozyvania zada;

wyznacza funkcje trygonometryczne ka ostrego w trojkcie prostoktnym;

rozwi zywa zadania geometryczne z wykorzystaniem funkcji dn@metrycznym ka
ostrego w trojkcie prostoktnym;

oblicza pozosta e wart@i funkcji trygonometrycznych, j& jest znana jedna z nich;

zna elementy przynajmniej jednegayka nowoytnego;

czyta ze zrozumieniem, t umaczyvyrazy i budowa proste zdania;

biegle pos ugiwasi s ownikiem jzyka obcego.

/& 0) . ) $

Zak adamy, e uczniowie po drugim roku realizacji Projektudb potrafili:
zna podzbiory zbioru liczb rzeczywistych i relacje wozg nimi;
oblicza procent danej liczby;
wyznacza sum, ro nic iiloczyn przedzia 6w;
zna definicj przedzia u liczbowego na osi;
wykonywa dzia ania na wielomianach;
rozwi zywa rownanie wielomianowe, stosgjmetody rozk adu wielomianu na czynniki;
rozwi zywa nierownoci homograficzne;
zna definicje funkcji i odczytywaw asnoci funkcji z wykresu;

wyznacza sum, ronic i iloczyn przedziaow trygonometrycznych t& ostrego
w tréjk cie prostoktnym i stosowaje do rozwizywania zada;

wyznacza sum n-pocztkowych wyrazow cigu arytmetycznego;
umie zastosowawzOr na n-ty wyraz cgu arytmetycznego i geometrycznego.
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przeprowadzanieskomplikowane rozumowania matematyczne,
pos ugiwa si w asnociami liczb i dzia a oraz w asncciami figur przy rozwizywaniu
zada,
pos ugiwa si kalkulatorem przy rozwzywaniu typowych zada
dostrzega, wykorzystywa i interpretowa zale no ci funkcyjne,
interpretowa zwi zki wyra one za pomocwzoréw, wykresow, schematéw, diagramow,
tabel.
Zak adamy roéwnie, e realizacja zaj w ramach Projektu w roku szkolnym 2010/2011:

u atwi aktywizacj uczniow;
pozwoli na wykszta cenia postawy nieysiwo ci i uporu w rozwizywaniu zada;

pozwoli na wyksztacenie u ucznibw umigo ci przejrzystego przedstawiania
rozumowania i uzasadniania odpowiedzi;

pozwoli na wykszta cenie umié¢no ci uzasadniania w asnego stanowiska, argumentowania
i przekonywania innych;

pozwoli na wykszta cenie umieo ci pracy w zespole, podejmowanie ngch funkcji

spo ecznych w grupie i ich zamiana w zale ci od potrzeb;

pozwoli na uwiadomienie uczniom o ytecznoci matematyki w yciu codziennym;

pozwoli dobrze zaplanowa wykorzysta czas na nauk

pozwoli zaspakajai rozwija wiele potrzeb edukacyjnych uczniow;

daje moliwo lepszego poznania uczniow;

integruje zespd klasowy.

'& ( *+ ) $

Czas trwania zaj uzale niony jest od organizacji roku szkolnego i sk adazstrzech etapow.
Ka dy etap obejmuje jeden rok nauki szkolnej i polega realizacji siedmiu pakietow
edukacyjnych w wymiarze 28 godzin lekcyjnych (pgotiziny na jeden pakiet).

%3& 4 *

W czasie zaj pozalekcyjnych z matematyki w ramach Projektu gnoviorm pracy jest praca
w grupach.

Zak adamy, e dziki pracy w zespo ach zadaniowych uczniowied b mieli mo liwo
udoskonalenie swoich umigpo ci twdrczego rozwizywania probleméw oraz rozwin
abstrakcyjne myenie matematyczne. Szczegolne kocky pracy w zespole d mieli uczniowie
mniej zdolni. Taka forma zaj ma czsto decydujcy wp yw na zmian ich postawy wobec
przedmiotu, zwiksza ich zainteresowanie zejmi i niejednokrotnie pomaga ogn lepsze
wyniki w nauce. Dziki czynnemu udzia owi w pracach ioghi ciach zespo u zadaniowego,
uczniowie nabior wiary we wasne siy ichnie uzupe ni braki w swoich wiadomaiach
z matematyki i jzykdw obcych.
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Praca w grupach ma nie tylko walory ksztae ale i wychowawcze, pozwala na:
- wykszta cenie umiejno ci w komunikowaniu sii wspé pracy,
- uczy przestrzegania przyych zasad,
- pomaga stasi odpowiedzialnym za swoje w asne nauczanie,
- zapewnia wiksze poczucie bezpieczwa,
- wzmacnia wiar we w asne mdiwo ci,
- umo liwia wzajemne uczenie sod siebie,
- zach ca do otwartej dyskusji oraz do podejmowania nowaatia
- zwi ksza odpowiedzialno za siebie i innych,
- daje szansna pokonywanie w asnej niaia o ci,
- uczy tolerancji i yczliwo ci,
- zwi ksza zaang@wanie i motywacj do pracy,
- przygotowuje do publicznych wysgtie .
Mo nate zastosowatakie metody jak dyskusja, metodaiczeniowa i burza mozgéw.
W czasie indywidualnej pracy z podenikiem ucze mo e skorzysta z nastpuj cych porad
doskonalcych umiejtno rozwi zywania zada
Przeczytaj zadanie kilkukrotnie.
Je eli zadanie dotyczy konkretnej sytuacji, postarapg/obrazi sobie t sytuac;j.
Mo esz wykonarysunek do zadania.
Ustal, co jest niewiadomw zadaniu i co wystarczy wiedziegby t niewiadom ustali .
Wyodr bnij dane z zadania i ustal czego resez si na podstawie tych danych dowiedzie
U 6 plan rozwizania i wykonaj go.
Sprawd, czy Twoje rozwizanie jest poprawne.

3&$

Pakiet M-2.1 ,Parabole taz ...”

Pakiet M-2.2 ,Wiele mian i jedna hi.. hiperbola”

Pakiet M-2.3 ,Nieodparty urok agoéw; strze si poci gudo ...”
Pakiet M-2.4 ,Kombinuj dziewczyno!”

Pakiet M-2.5 ,Miary - wizyta u krawca”

Pakiet M-2.6, cinki, wycinki ... wizyta u krawca dwa”
Pakiet M-2.7 ,Co robi, eby nic nie robi?” - ,Kapitaliki”
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rownania i nieréwnai kwadratowe i metody ich rozwaywania;
wykresy i w asnoci funkcji kwadratowych;

najmniejsza i najwiksza warto funkcji w przedziale;
rownania i nierbwnai kwadratowe z parametrem.

%%& () -

utrwalenie znajomai wzorow dotyczcych funkcji kwadratowej;
wiczenia w przekszta caniu wym algebraicznych;
odczytywanie w asnai funkcji z wykresu.

%%%& () -

umiej tno dokonywania samooceny;
usystematyzowanie zdobytej wiedzy;

u wiadomienie celowai pracy w grupie;

ocenienie trafnai dokonanego wyboru roli w grupie;
kszta towanie umietno ci zaprezentowania danych;
przygotowanie i praktykowanie wysgtie publicznych;
formu owanie i wyraanie w asnych opinii;

s uchanie opinii wyraanych przez innych cz onkéw.

%3& $ 4

Metoda: praca w grupach, burza mézgow.
Forma pracy: wspélnym frontem.
rodki dydaktyczne: karty pracy, gry dydaktyczne.

3&$ - *+
0 . F 3 #% ?
1. Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obeci)o
2. Podzia ucznidow na zespo y zadaniowe (grupy 4 sdbowe).
3. Wybor lideréw, sekretarzy, asystentow poszczegdirgrep.
4. Rozdanie kadej z grup zestawdéwwicze otwieraj cych oraz materia 6w potrzebnych do

rozwi zywania zada

o

Rozwi zywanie wicze przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.
6. Przedstawienie i poréwnanie rozwa zada przez przedstawicieli grup.
7. Zebranie kart z rozwzaniami.
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[5]

0

nie ek A., T cza P.Zbiér zada z algebry dla szkérednich,Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne,

Warszawa 1994
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# < 3(#% ?

Uczniowie siadaj we wczeniej ustalonych zespo ach zadaniowych.
Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawu zgdazwi my razem”.

Uczniowie dokonuj podzia u, ktéra grupa dzie rozwizywa a dane zadanie. Uczniowie
powinni poci zestaw zadai rozdzieli zadania do odpowiednich grup.

Ka da grupa rozwizuje zadania samodzielnie. Po rozx@niu zadania uczniowie redaguj
odpowied na karcie odpowiedzi.

Je eli dana grupa zakeozy prac, to jej cz onkowie powinni przyczy si i poméc
W rozwi zywaniu innym grupom.

Nauczyciel zbiera karty odpowiedzi.
Zako czenie zaj .

Bibliografia do zestawu zada ,Rozwi my razem”

nie ekA., T cza P.Zbiér zada z algebry dla szkdrednich,Wydawnictwo Szkolne i Pedagogiczne,

Warszawa 1994

Babia ski W., ChakoL., Ponczek D.Matematyka, podcznik dla liceum ogdlnokszta@ego, kszta cenie ogdlne
w zakresie podstawowym i rozszerzonywgdawnictwo Nowa Era, Warszawa 2007

Bednarek W.Zbiér zada dla uczniéw lubicych matematyk Gda skie Wydawnictwo Owiatowe, Gdask 1995
Informator o egzaminie maturalnym od 2010 roku z@ntzony na stronie internetowej CKE

K aczkow K., Kurczak M., wida E.,Matematyka. Zbiér zadado liceéw i technikéw, klasa NVydawnictwo
Oficyna Edukacyjna Krzysztof Pazdro, Warszawa 2006

/I F 3 #% ?

Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane kargcy zespo om zadaniowym.
Liderzy poszczegolnych grup prezentupzwi zania zadania.

Nauczyciel ocenia pragyrup (pozytywne wzmaocnienie).

Podsumowanie zaj.
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W tym zadaniu naley:

1. Przetumaczytre zadania na gyk polski

2. Rozwi za zadanie

3. Rozwi zanie zadania nalg poda w wybranym wczeniej j zyku
HI & 0J -) 3< ?

A wire of the length 140 cm is divided into two farFrom the first part the square is made and
from the second one the rectangle is made for wihielratio of adjacent sides is 3:1.
How the wire should be divided to obtain the snstlsim of areas of a square and a rectangle?

I &K L-) 3<  ?

Se divide el hilo de 140 cm en dos partes. De wamte gormamos el borde del cuadrado, de otra,
el borde del rectangulo en el cual la relaciénoddados es 3:1

¢, Como se debe dividir el hilo para que la sumardasadel cuadrado y los del rectangulo sea la
menor?

H &K M 3 3< 7

On coupe en deux un fil de fer de 140 cm. La presrpartie sera le cété d'un carré, la deuxiéme -
le coté d’'un rectangle, dans lequel la relationai#és est de 3 : 1.
Comment couper le fil pour que la somme de l'airecdrré et du rectangle soit la plus petite?

H &N ) 3< 7

Il filo lungo di 140 cm é diviso in due parti. Ctanprima parte facciamo il lato del quadrato e con
I'altra il lato del rettangolo nel quale il rappordei lati fa 3 : 1.
Come dividere il filo purché la somma di campi geadrato e del rettangolo sia la piu piccola?

4- &N # < ?

Einen 140 cm langen Draht teilen wir in zwei TeAeis dem einen formen wir eine Quadratkante,
aus dem anderen eine Kante eines Rechtecks, irdder8eitenverhéltnis 3:1 ist. Wie soll man den
Draht teilen, damit die Summe der Flacheninhalte @oadrat und Rechteck am kleinsten wird.

! Zaczerpnito z [1]

( ! " HS% & #
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G &G B 6 39 2 ¢
Dla rowna kwadratowych o nieujemnym wyrdiku prawdziwe s nastpuj ce wzory, zwane

H H ’ b C . - 7 .
wzorami Viete'a:x, + x,= - —; x, XX, = —. Bez wyznaczania rozwia réwnania kwadratowego
a a

2x* - 3x- 2=0 oblicz sum kwadratéw i odwrotno sumy rozwiza .

G /&' B 86 39 78

Jak nazywa siwielok t wypuk y, w ktérym liczba przeknych jest o 450%wksza ni liczba
bokow?

G '&G D 39 ?°

Kupiec kupi konia i po pewnym czasie sprzeda g@4 pistole, trac przy tym tyle procent,

ile pistoli kosztowa ko.
Za ile pistoli kupiec kupi konia?

2 Zadanie w asne Anny Rybak
3 Zadanie w asne Anny Rybak
“zZaczerpnite z [2]

! "l #$ % & #
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G & > 3< ?

Drut o d ugoci 140 cm dzielimy na dwie czci. Z pierwszej tworzymy brzeg kwadratu, z drugiej
brzeg prostokta, w ktorym stosunek bokdw jest rowny 3:1.

Jak naley podzieli drut, aby suma pol kwadratu i prosttkby a najmniejsza?

G & > 3< ?J

Niech x b dzie d ugoci krétszego boku prostota, x1 (0175)

za y dugoci boku kwadratuyi (035)

8x+4y =140, czyli y =-2x+35. Suma pdl jest funkcjzmiennejx o dziedzinieD = (0;175):
f(x) = 3xxx+ (- 2x+ 357, po uporzdkowaniu f(x) = 7x? - 140x +1225

Funkcja ta osiga najmniejszwarto g dla x,, = - b_ 2140 _4 gdzie x1 D.
a

14
Wtedy y =-20+35=15
Odpowied : Drut dzielimy w stosunkuly :8x =60:80

Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania Liczba punktow
A Przet umaczenie zadania 1
B Wprowadzenie oznaczgzapisanie za @ 1
C U o enie wzoru funkcji 1
D Wyznaczeniegl D 1
E Podanie odpowiedzi i przet umaczenie jej rzgl obcy 1
HI .&0J -) 3< ?

Let x be the length of a shorter side of this rectangle(0175),

and lety be the side’s length of the squasd, (035).

8x+4y =140 soy=-2x+35.

The sum of areas is the function of a variabieith the domainD = (0;175):
f(x) = 3xxx + (- 2x+ 35, after orderingf (x) = 7x? - 140x +1225.

The function achieves the smallest vatpéor x,, = - b _ 214014 wherexi D.

2a 14
Theny =-20+35=15.
Answer: The wire should be divided in the radéig :8x =60:80

Scores
Activity Stages of solving the task Points
A Translation of the exercise’s text into Polish 1
B Introduction of notations and writing of assurops 1
C Writing of a function’s rule 1
D Computation ofgl D 1
E Giving the solution and translation of it intodtish 1
9
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| &K L-) 3< 7

Que x sea la longitud del lado mas corto del recténgmio,(O:L?,S), en cambig constituya el
lado del cuadradoyi (035). 8x+4y =140, es Deciny =- 2x+35
La suma de &reas constituye la funcién de la viarialoon dominioD = (0;175):

f(x) = 3xxx+ (- 2x+ 35, después de haber ordenaddx) = 7x? - 140x +1225
Esta funcion tiene un valor menqmparax,, = - 23: 224910 déndexi D.
a

Entoncey =-20+35=15
Respuesta: Se divide el hilo en proporcén: 8x =60:80

Puntuacion
Cantidad
Actividad Etapas de la solucion de la tarea de
puntos
A Traduccion de la tarea 1
B Introduccion de las marcas, apuntacion de higtes 1
C Formacion de la formula de la funcion 1
D Determinacion (medicionyl D 1
E Presentacién de la respuesta y su traduccionlendaa 1
extranjera
HI &K M -) 3< ?

Soitx la longueur du cété plus court du rectangdé,(O:L?,S) et y la longueur du c6té du carré,
yi (035). 8x+4y =140 doncy =-2x+35

La somme des aires est la fonction de la varialleec le domaind® = (0,175) :

f(x)=3xxx+(- 2x+ 357, aprés 'arrangement (x) = 7x? - 140x +1225

La fonction atteint sa plus petite valegipour x,, = - b __-140 =10 ou x1 D.

2a 14
Alors y =-20+35=15
Réponse: On coupe le fil dans la relatiéy:8x =60:80

Pointage
Numéro
o . Nombre

de Solution étape par étape d :
A e points
l'activité

A Traduction de I'exercice 1

B Introduction des notations mathématiques, formortaties 1

hypothéses

C Formulation de la fonction 1

D Détermination degl D 1

E Réponse et sa traduction en langue étrangere 1

! "l #$ % & #
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Se x € il lato piu corto del rettangolo x = (0;97,5

e y la lunghezza del lato di quadrato y = (0;35)

8x + 4y = 140, alloray = 2x + 35

La somma dei campi e funzione della variabile x itgiominio D = (0;17,5)
f(x) = 3xxx + (- 2x+ 35, dopo sistemaziond (x) = 7x? - 140x +1225

Questa funzione ottiene il valore piu piccolo q pgr= - b_ _-140_ 10 dovexI D.

2a 14
Allora y =-20+35=15
Risposta: Il filo deve essere diviso in rapportdyi 8x = 60 : 80

Punteggio
N. . . , . Numero di
attivita Tappa di soluzione dell’esercizio punti
A Traduzione dell’esercizio 1
B Introduzione delle indicazioni, iscrizione defleemesse 1
C Stesura della formula di funzione 1
D Indicazione q D 1
E Risposta e la sua traduzione in lingua straniera 1

4- &N 3< ?

Seix die Lange der kirzeren Rechteckseite, (0; 17,5) dagegery die Lange der Quadratsei;eT, (035).
9x + 4y = 140, also y = —2x + 35
Die Summe der Flacheninhalte ist eine Funktionv@eiable x vom Definitionsbereictl) = {0;17,5)

f(x) = 3xxx + (- 2x+ 35, nach dem Ordnefi(x) = 7x2 — 140x + 1225

Die Funktion erreicht den kleinsten Weytir x,, = —% = —% =10, wox € D.
Danny = —204 35 =15
Antwort:
Den Draht teilen wir im Verhéltnidy: 8x = 60: 80
Punktwertung
Tatigkeits Etappe der Aufgabenlésung Punktenzahl
nummer|
A Ubersetzung der Aufgabe 1
B Einfuhrung der Bezeichnungen, Niederschreiben von 1
\Voraussetzungen
C Aufstellen der Formel von Funktion 1
D Bestimmung vorg € D 1
E Antwortangabe und -Ubersetzung in eine Fremdbprac 1

! "l #$ % & #
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G &G B 6 39 ?
17 1 2
ﬂ: 25, 2 + 2 = + 2 - = _, =
Xl X2 (Xl XZ) 2X1X2 4 Xl + X2 3
Punktacja
o . Liczba
Czynno Etap rozwizania zadania .
punktow
A Zapisanie wzorow Viete'a i obliczenie sumy kwadvatd 2
B Zapisanie wzorow Viete’a i obliczenie odwrotobsumy 2
G /& ! B 86 39 ?

Jak nazywa siwielok t wypuk y, w ktérym liczba przeknych jest o0 450%wksza ni liczba
bokow? A

n - liczba bokéw szukanego wieldl, N3 3, nl N. Z tre ci zadania otrzymujemy réwnanie:
M =550%n , a po uporzdkowaniu: n’- 3n=11In. Rozwi zaniami tego réwnaniasn=0 -

sprzeczne z za eniem orazn =14, wi ¢ szukany wielokt to czternastokK.

Punktacja
. . . Li
Czynno Etap rozwizania zadania |czb,a
punktow
A Wprowadzenie oznaczezapisanie za @ 1
B U 0 enie rownania 1
C Rozwi zanie rOwnania, sprawdzenie z za&oiami 1
D Podanie odpowiedzi 1
G '& G D 39 ?

x - liczba pistoli, za ktére kupiec kupi konk>0. x- 24 - tyle pistoli straci , sprzedaj, za
strata ta tox%> X. Otrzymujemy réwnaniex - 24 = ﬁxx . Rozwi zaniami tego réwnania €0
lub 60.

Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania LICZb,a
punktéw
A Wprowadzenie oznaczezapisanie za @ 1
B U o enie rownania 1
C Rozwi zanie réwnania, sprawdzenie z za&niami 1
D Podanie odpowiedzi 1

® Zadanie w asne Anny Rybak
6 Zadanie w asne Anny Rybak

! "l #$ % & #
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W tym zadaniu naley:
1. Przetumaczytre zadania na gyk polski

2. Rozwi za zadanie
3. Rozwi zanie zadania nalg poda w wybranym wczeniej j zyku

H &% ) 3< 2

The container with the capacity 40 litres is fullabcohol. Some part of alcohol was poured out and
instead it the water was added. Then exactly theegaart of mixture was poured out and the water
was added again instead it. After it there wasitt@sl of alcohol in the container. How many litres
of liquid were poured out in each case?

I &% ) < ?

Del recipiente con capacidad de 40 litros, llenddoalcohol, echaron una cantidad de alcohol y
afiadieron agua. Cuando volvieron de echar la mantdad de la mezcla completando por agua
el recipiente, se quedaron ahi 10 litros de alcohol

¢,Cuantos litros de liquido echaron cada vez?

H  &$ ) 3< 2

On a retiré une certaine quantité d’alcool et @joaté de I'eau dans un récipient d’'une contenance
de 40 litres rempli d’alcool. En retirant de nouvéa méme quantité du mélange et en remplissant
le récipient d’eau, il restait 10 litres d’alcool.

Combien de litres de liquide a-t-on retiré a chalpis?

H & ) < ?

Dal recipiente di 40 litri con I'alcol hanno versatina certa quantita d’alcol e hanno aggiunto
'acqua. Quando hanno versato di nuovo la stesaati@ di miscela riempiendo il recipienta con
'acqua, nel recipiente sono rimasti 10 litri dt@ll Quanti litri di liquido sono versati ogni val

4- &$ )  3< ?

Aus einem mit Alkohol gefillten Gefal3 mit der Kapazvon 40 Liter wurde eine gewisse Menge
Alkohol abgegossen und Wasser nachgegossen. Alswider die gleiche Menge Gemisch abgoss
und das Gefal3 mit Wasser auffillte, blieb im Gef@iter Alkohol. Wie viele Liter Flussigkeit
goss man jedes Mal ab?

" Zaczerpnite z [1]
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Krople wody tryskajce z fontanny poruszagi po torach opisanych réwnaniami:

4 5 : 1, :
A: y=-—=X"+4x; B: y=-=x"+2x;C: y=-—X"+—
y 3 X X y > X X y 9 X X
Jak daleko odrodka fontanny spadakrople?
Podaj réwnania paraboD, E,F i wsp6 rz dne ich wierzcho kow.
G /&( +C 38 2 7

Na wykresié! jest przedstawiony szkic wykresu funkcji kwadragpw
Odczytaj z wykresu znaka, b, ¢, B, p, (.

3_

8 Zaczerpnite z [2]

® Zdj cie i rycina — skany obrazkéw z [2]; wykres wykam#lelena Ewert — Fechner w programie GEONEXT
10 Zadanie w asne Anny Rybak

1 Wykres wykona a Helena Ewert — Fechner w progeaBEONEXT
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G '&: E - 39 ?

. Geniusz i A. Dam siedzieli na sprawdzianie z evaiatyki w jednej awce, jeden z nich pisa
zadania z grupy A, drugi — grupy B.

Zadanie czwarte (z rozszerzenia) w grupie A miae t, ,Dla jakiej wartoci parametrum
funkcja f(x)=(5- m)x?- 2(1- m)x+ 2(1- m) przyjmuije tylko wartoci dodatnie™?

W grupie B zadanie czwarte brzmiao: ,Wyznacz patumm tak, aby zbiorem rozwia
nieréownoci (5- m)x? - 2(1- m)x+ 2(1- m)>0 by zbiér liczb rzeczywistych.”

Czy ch opcy mogli te zadania rozwywa tak samo? Uzasadnij swapdpowied.

Rozwi zadanie z grupy A.

G =&" Q& ?

Kasia, Basia i Ma gosia uczyy srazem do sprawdzianu z matematyki. Miay rozai trzy
nieréwno ci kwadratowe.

Kasia mia a rozwiza nieréwno : x* <25 zapisa a, wic: x? < 25/\/_, otrzyma ax<5.

Basia miaa rozwiza nieréwno : (x- 2)(x+3)3 x+3 i zapisaa(x- 2)(x+3)3 x+3/(x+3),
otrzyma aX- 23 1, czyli x3 3.

Nieréwno Magosi to X*+x+1 0. Magosia liczy: D=-3 i zapisuje: nie ma rozwzania.
Rozwi zania te zobaczyli koledzy z klasy: . Geniusz i Mam i stwierdzili, e adna

z dziewczynek nie potrafi rozwiywa nieréwnoci.
Rozwi te nierdwnoci poprawnie i opisz, jakie bdy pope ni y dziewczynki.

G L& ) 7 39 2?2 °

Wykaza, e jeeli rownanie kwadratoweax’ +bx+c=0 o wspé czynnikach ca kowitych ma
pierwiastek wymierny, to, co najmniej jedna z licgyb, ¢ jest parzysta.

G 1& G B 6 39 2?2 °

Bez wyznaczania rozwia réwnania kwadratoweg®x® - 3x- 2=0 oblicz sum szecianéw
i sum odwrotnoci rozwi za réwnania.

G 2& O 3; ?

Dane jest réwnani’ +bx+c =0 z niewiadom x.
Wyznacz wartcci b orazc tak, aby by y one rozwzaniami danego réwnania.

12 7adanie w asne Anny Rybak
13 Zadanie w asne Anny Rybak
14 Zaczerpnito z [3]
15 Zadanie w asne Anny Rybak
16 Zaczerpnito z [4]
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G 5&R) c 3 2 "

O ile procent naley zwi kszy promie kuli, aby pole jej powierzchni wzros o o 44%?

G .9&( 3 2/

Dla jakiej wartoci parametrux réwnanie z niewiadomk ma jedno rozwizanie:
2x2 - 3(k- x+1- k2 =07

G .& ) 38 2 7

Pewien zak ad stolarski produkuje sto y, ktére egage po 96 z otych za sztuk

Zwi zek midzy kosztem produkch(x) a liczb x wytworzonych w cigu dnia sto 6w wyraa
wzor K (x)=5x2 + 6x +160.

Zak ad moe wyprodukowa dziennie maksymalnie 12 sto éw.

Oblicz, ile sto 6w dziennie powinien wyprodukown zak ad, aby jego produkcja by a op acalna.
Okre |, dla jakiej liczby wyprodukowanych w a@u dnia sto éw zysk zak adu dizie najwikszy

i ile wyniesie.

G .&: B *E 3; 2 U

»Z Oty podzia” to podzia odcinka na dwie czi tak, by stosunek d 8gzej z nich do krétszej by
taki sam, jak ca ego odcinka do oz d u szej.
Stosunek ten nazywa < ota liczb i oznacza liter / .

Obliczj . Znajd jej odwrotno . Co zauway e ?

17 Zaczerpnito z [5]
18 Zadanie w asne Anny Rybak
19 Zaczerpnito z [5]
20 7Zadanie w asne Anny Rybak

! " HS% & # ¢



rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI lm EUROPEISK
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

# + 7 # < O
$ ) 7

Gadanie 1. Promile(5 punktéw)

Z naczynia o pojemnai 40 litréw nape nionego alkoholem odlano pevilo  alkoholu i dolano
wody. Gdy znowu odlano taka sama ilanieszaniny i dope niono naczynie woev naczyniu
zosta 0 10 litréw alkoholu. lle litréw cieczy odiaza kadym razem?

Zadanie 1 - Promile(5 punktow — Szkic rozwi zania:

Niech x oznacza uamek wyraj cy cz caej iloci alkoholu odlewanego za kdym razem,
x1 (0;1)' Wtedy po pierwszym odlaniu w naczyniu zostd6- 40xlitréw alkoholu. Po drugim

odlaniu w naczyniu mamy0- 40x - x(40- 40x)|itréw alkoholu. Zgodnie z trei zadania mamy
réwnanie:40- 40x - x(40- 40x)=10. Po uporzdkowaniu otrzymujemy réwnanie:

4x* - 8x+3=0, ktérego rozwizaniami s liczby: x, = 1 X, = 3

2 2

sprzeczne z za eniem.
Odpowied: Za ka dym razem odlano po owczyli 20 litréw.

Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania Liczba punktow
A Przet umaczenie zadania 1
B Wprowadzenie oznaczgzapisanie za @ 1
C U o enie rownania 1
D Rozwi zanie rOwnania, sprawdzenie z za&pniem 1
E Podanie odpowiedzi i przet umaczenie jej rzgl obcy 1

Exercise 1. Per milg5 points)

Let x denote the fraction expressing the part of thelevkapacity which was poured out in each
case,x1 (01). After first pouring out there wad0- 40xlitres of alcohol in the container. After

second pouring out it wag0- 40x- x(40- 40x) litres of alcohol in the container. Hence the
equation:40- 40x - x(40- 40x) =10. After ordering we obtain the equatiofix® - 8x+3=0, the

solutions of which are the numbers<1:% agreeable with the assumption and :g

contradicted with the assumption.
Answer: In every case 20 litres were poured out.

Scores
Activity The stages of solution Points
number
A Translation of exercise’s text 1
B Introduction of notations and writing the assuioms 1
C Writing the equation 1
D Soving the equation, checking the assumption 1
E Giving the solution and translation it into Eisgli 1

(« ! "l #$ % & #
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Tarea 1. Por mil (5 puntos)

Que x represente una fraccion siendo una parte de todaritidad de alcohol echado cada vez
juntos x1 (0;1). Entonces, después de la primera echada, enigilerge quedaro®0- 40x litros

de alcohol. Después de la segunda echada en piergei tenemogl0- 40x - x(40- 40x) litros
de alcohol. Conforme al contenido de la tarea tersenma ecuacion40- 40x - x(40- 40x) =10.

Después de haber ordenado, obtenemos una ecuan:8x+3=0, cuyas soluciones son

numeros:x, = % conforme a la hipotesi, :g no conforme a la hipotesis

Respuesta: Cada vez echaron la mitad, es dedir@s |

Puntuacion
Numero 5 Cantidad
de la Etapas de la solucion de la tarea
g de puntos
actividad
A Traduccion de la tarea 1
B Introduccion de las marcas, apuntacion de lagtbgis 1
C Formacion de la ecuacion 1
D Solucion de la ecuacion, verificacion de la higsid 1
E Presentacion de la respuesta y su traduccionlendaa 1
extranjera

Exercice 1. Pour mille(5 points)

Soit x la fraction exprimant une partie de toutgulantité d’alcool retiré a chaque fobs| (0;1).

Alors, apres la premiére ponction, il restait démgécipient 40- 40x litres d’alcool. Aprés la
deuxiéme, nous avons dans le récipiét 40x- x(40- 40x) litres d'alcool. Conformément &

I'exercice, nous avons I'équatiod0- 40x- x(40- 40x)=10. Nous arrivons ainsi a I'équation :
4x? - 8x+3=0.

Il'y a 2 solutions x, = % , conforme a I'hypothese &, :g contraire a I'’hypothese.

Réponse: A chaque fois, on a retiré la moitié, d2étres.

Pointage
Numéro
L . Nombre
de Solution étape par étape :
A de points
I'activité
A Traduction de I'exercice 1
B Introduction des notations mathématiques, formotaties 1
hypotheses
C Formulation de I'équation 1
D Solution de I'équation, vérification de I'’hypote 1
E Réponse et sa traduction en langue étrangere 1
! " #S% & # ®
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Se x indica la frazione della parte di tutto I'alcolrgato ogni voltaxi (071).

Cosi dopo il primo versamento abbiamo nel recigieid- 40x litri di alcol.
Dopo il secondo versamento nel recipiente abbidto 40x - x(40- 40x) litri di alcol.

Secondo il contenuto del compito otteniamo I'eqoaei: 40- 40x - x(40- 40x)=10.
Dopo il riordinamento otteniamo I'equaziondx® - 8x+3=0, di cui soluzione sono i numeri:

1
X =5 conformemente alla premessazezg non conforme alla premessa.

Risposta: Ognia volta viene versata la meta, du@uéri.

Punteggio
N. . . , . Numero di
L Tappa di soluzione dell’esercizio )
attivita punti
A Traduzione della proposizione 1
B Introduzione delle indicazioni, iscrizione detleemesse 1
C Composizione dell'equazione 1
D Soluzione dell’equazione, revisione delle preraess 1
E Risposta e la sua traduzione in lingua straniera 1

4- &$ )  3< 2

Bezeichnex eine Bruchzahl, die den Teil der ganzen Menge jeédak abgegossener Alkohol
ausdriickt,x1 (071). Dann blieb im GefaR nach dem ersten Abgief@n 40x Liter Alkohol. Nach

dem zweiten Abgieen haben wir im GefaB- 40x- x(40- 40x) Liter Alkohol. GemaR dem
Aufgabeninhalt haben wir die Gleichungd0- 40x- x(40- 40x)=10. Nach dem Ordnen

bekommen wir die Gleichungtx’ - 8x+3=0, deren L6sung die Zahlen:

!

2
voraussetzungsgemalf und
=3

2

voraussetzungswidrig sind.
Antwort: Jedes Mal hat man die Halfte, also 20.dlegegossen.

Punktwertung
Tatigkeits Etappe der Aufgabenlosung Punktenzahl
nummer
A Ubersetzung der Aufgabe 1
B Einfuhrung der Bezeichnungen, Niederschreiben von 1
Voraussetzungen
C Aufstellen der Gleichung 1
D Gleichungslosen, Prufen mit der Voraussetzung 1
E Antwortangabe und -tbersetzung in eine Fremdhlprac 1
9
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a) Dla parabol:A D odleg o spadajcych kropel
od rodka to 3 metry (miejsca zerowe).

Dla parabol:C, F odleg o spadajcych kropel
od rodka te 3 metry.

Dla parabolB, E ta odleg o wynosi 4 metry
b)

3
D: y:—%x2—4x;W= -5;3

E: y= -%xz-Zx;W=(- 2,2)

2, 2 .- 3.1
F: y=-=xX-=x; W= - —/—
=g 73" 2’2
Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania L|czb,a
punktow
A Podanie odleg @i: 34 3 1
B Podanie réwnatrzech paraboli 2
C Podanie wspo rdnych wierzcho kéw 2
G 1& ( +C 38 ?
Odpowied:
a>0, b>0 c¢<0 D>0 p<0 g<O
Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania L'CZb,a
punktow
A Podanie znaku kalej liczby po 0,5 pkt 3

2L 7aczerpnite z [2]
22 7adanie w asne Anny Rybak
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_ _ . a>0. a=b=0 _
Tak, aby rozwiza obydwa zadania nalg rozpatrzy warunki: - OU c>0 czyli
m<5 . m<5 . . 5-m=-21-m)=0
, o . . O mi (-¥;2U0 -
- 4m*+40m- 36<0  mi (- ¥;1)E(9,¥%) 21- m)>0
sprzeczne
Odpowied: Warunki zadania spe nian<1
Punktacja
Czynno Odpowied z uzasadnieniem L'CZb,a
punktow
A Zapisanie pierwszego uk adu warunkow 1
B Rozwi zanie pierwszego uk adu 1
C Zapisanie i rozwizanie drugiego uk adu warunkow 1
D Sformu owanie rozwizania 1
G =&" 3< ?

Nieréwno Kasi: (x- 5)(x+5)<00 xi (- 55), b dpolega na pierwiastkowaniu stronami
nierbwnoci.

Nieréwno Basi: (x- 2)(x+3)- (x+3)3 00 (x- 3)(x- 3)2 00 xT (- ¥;- 3)E(3¥) b d
polega na dzieleniu przez wyemnie o nieustalonym znaku.

Nierbwno Ma gosi jest spe niona dla kdej liczby rzeczywistej, bd polega na rozwianiu
réwnania a nie nierdwnoi.

Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania L'CZb,a
punktow
A Rozwi zanie poprawnie kaej nierbwnoci 3
B Wskazanie bdu u kadej dziewczynki 2

% 7adanie w asne Anny Rybak
24 7adanie w asne Anny Rybak
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G & ) 7 39 7

Niech x, b dzie wymiernym pierwiastkiem podanego réwnania. &2zmyt, = ax, .
2

. . t t
Wtedy t, jest wymierne oraa 2 +b-2+c=0,skdt,” +bt, +ac=0.
a a

Liczba t, jest, wi c pierwiastkiem tréjmianut,’ +bt, +ac.

Poniewa wsp6 czynnik przyt? jest réwny 1, wic liczbat, jest ca kowita.

Za 6 my, wbrew temu, co mamy udowodnie liczby a,b,c s wszystkie nieparzyste.

Jeli t, jest nieparzyste, to liczbtf i bt, S nieparzyste, wic liczbat,” +bt, +ac jest nieparzysta,
co jest niemaliwe, gdy zero nie jest liczbnieparzyst.

Jeeli t, jest parzyste, to liczby? | bt, s parzyste, wic liczba to2 +bt, +ac jest nieparzysta,
CO znowu jest niemdiwe.

Tak, wi c zaoenie, e liczby ab,c s wszystkie nieparzyste jest dne, czyli co najmniej jedna
Z nich jest parzysta.

Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania L'CZb,a
punktéw
A Uzasadnienie, ze liczhig jest ca kowita 1
B Rozpatrzenie przypadkiy nieparzyste 1
C Rozpatrzenie przypadkiyy parzyste 1
D Podanie wniosku ka@owego 1
G 1& G B 6 39 ?

D =25 wi ¢ réwnanie ma dwa pierwiastki

63
K+ = (0 +0)0 - 06 +36)= 04 ) ) - 2306 - %0 )= 00+ ) ) - B )=

i+i_—X1+X2 = §
X X, XX, 2
Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania L'CZb,a
punktow
A Zapisanie wzorow Viete’a i obliczenie sumy kwadra 2
B Zapisanie wzorow Viete'a i obliczenie odwrotobsumy 2

% Zaczerpnito z [3]
% 7adanie w asne Anny Rybak
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G 2& @) 3; ? 7

b” +bb+c=0
c+bc+c=0
po podstawieniu do drugiego:4b* - 2b*- 2b*> =00 2b2(2b2 - b- 1)=O. Wic b=0 Iub

Niech b?-4c30. Wtedy Z pierwszego réwnania mamy:C=-2b*,

1
1 . b=0_ P=-5  b=1 . |
= - EUb =1. Otrzymujemy pary: c:OU 1 U __ o Ka da z par spe nia zaenie
¢ 2
dotycz ce istnienia pierwiastkow.
Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania Liczba punktow
A U o enie uk adu 2
B Podanie trzech rozwza réwnania z jednniewiadom 2
C Podanie wspo rdnych wierzcho kéw 1
D Sprawdzenie z za eniem 1

G 5&R ) C 3( 2

Z tre ci zadania mamy:
p(x0r ) = pr2 4% gdzie x >100,

, G 7 = 2 k4
1000( 10C’

czyli x* =14400wi ¢ x=-120- sprzeczne, lukx =120,
Promie wzrés , wic o 20%.

Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania Liczba punktow
A U o enie réwnania z trei zadania 1
B Rozwi zanie rownania, podanie odpowiedzi 1
G 9& ( 38 ?

Porz dkujemy réwnanie ze wzglu na niewiadomk: - k? - 3xk+2x* +3x+1=0.
Réwnanie to ma jedno rozwaanie, gdy wyronik jest rowny 0.
D=9x% - 4x(- 1){2x2 +3x+1)=17x? +12x + 4.
D=0U 17x* +12x+4=0.
Wyré nik otrzymanego rownania wynodi2® - 4X7x4 =144- 204= - GRatem to rownanie
nie ma rozwizania, wic nie istnieje parametx spe niajcy warunki zadania.

Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania Liczba punktow
A Uporz dkowanie rownania ze wzglu na niewiadom 2
B Obliczenie wyronika, podanie odpowiedzi 2

27 Zaczerpnito z [4]
2 Zaczerpnito z [5]
29 7Zadanie w asne Anny Rybak
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Funkcja zysku jest dana wzorem:
Z(x)=96x- (5x* +6x+160)= - 5x +90x - 160, gdzie x] N Ux£12.

Produkcja jest op acalna, gdy zysk jest dodatny)i gdy zak ad produkuje od 3 do 12 sto Ow.

Najwi kszy jest wtedy, gdy zak ad wyprodukuje 9 sto dyskzwtedy wyniesie 245.

Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania L'CZb,a
punktow
A Zapisanie funkcji zysku 1
B Obliczenie, kiedy produkcja jest op acalna 1
C Obliczenie maksymalnego zysku 1
G L& B *E 3; ?

Niech a oznacz d ugo pierwszej, d uszej cz ci odcinka o d ugai a+b.

a
a_ .
Mamy — =
y b y
Otrzymujemy réwnanie kwadratowe® - j - 1=0, ktérego rozwizaniami s:
. 1- .1+
J :T\/g lubj = fs

Pierwsze z otrzymanych rozveia jest sprzeczne - d ugoodcinka nie moe by liczb ujemna.

Odwrotno z otej liczby to liczba od niej 0 1 mniejsza:

1_ 1 2 W5-1_+5-1_45+1

—= = = :/ -1
J 1+45 1+45 {5-1 2 2
2
Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania L'CZb,a
punktow

A Wprowadzenie oznaczé€mo e by rysunek) 1
B U o enie rbwnania 1
C Rozwi zanie rOwnania, sprawdzenie rozaa 2
D Obliczenie odwrotnai 1
E Sformu owanie wniosku 1

30 Zaczerpnito z [5]
31 Zadanie w asne Anny Rybak
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definicja wielomianu, stopnia wielomianu;
dzia ania na wielomianach i wyr@niach wymiernych;
wykresy funkcji homograficznych.

%%& () -

kszta cenie umiefno ci dzia a na wielomianach;

nabywanie bieg @i w dzia aniach na wyr&niach wymiernych;
nabywanie bieg @i w sporzdzaniu wykresow funkcji;

kszta cenie umiefno ci analizy i syntezy.

%%%& $ 4

Metoda: praca w grupach, burza mézgow.
Forma pracy: wspolnym frontem.
rodki dydaktyczne: karty pracy, gry dydaktyczne.

%3&$ - *+
o . F 3:#% ?

Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obecio
Podzia ucznidow na zespo y zadaniowe (grupy 4 sdbowe).
Wybor lideréw, sekretarzy , asystentéw poszczegiirgrup.

0w b e

Rozdanie kadej z grup zestawdwwicze otwieraj cych oraz materia éw potrzebnych
do rozwi zywania zada

o

Rozwi zywanie wicze przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.

o

Przedstawienie i porbwnanie rozwa zada przez przedstawicieli grup.
7. Zebranie kart z rozwezaniami.
Bibliografia do, wicze otwieraj cych”

[1] Herburt I., Olszaska A.,Maturalnie, e zdaszWydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne, Warszawa 2004
[2] Informator o egzaminie maturalnym od 2010 roku zsnizony na stronie internetowej CKE
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Uczniowie siadaj we wczeniej ustalonych zespo ach zadaniowych.

Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawu zgdazwi my razem”.

Uczniowie dokonuj podzia u, ktdra grupa dzie rozwi zywa a dane zadanie. Uczniowie
powinni poci zestaw zadai rozdzieli zadania do odpowiednich grup.

Ka da grupa rozwizuje zadania samodzielnie. Po rozzéniu zadania uczniowie redaguj
odpowied na karcie odpowiedzi.

Je eli dana grupa zakazy prac, to jej cz onkowie powinni przyczy si i pomoc
W rozwi zywaniu innym grupom.

Nauczyciel zbiera karty odpowiedzi.
Zako czenie zaj .

Bibliografia do zestawu zada ,Rozwi my razem”

[1] Informator o egzaminie maturalnym od 2010 roku zanczony na stronie internetowej CKE

0

Ll A

/| F Q # % S

Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane kargcy zespo om zadaniowym.
Liderzy poszczegolnych grup prezentupzwi zania zadania.

Nauczyciel ocenia pragrup (pozytywne wzmaocnienie).

Podsumowanie zaj.

! "l #$ % & #
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W tym zadanitf nale y:
1. Przetumaczytre zadania na gyk polski
2. Rozwi za zadanie
3. Rozwi zanie zadania nalg poda w wybranym wczeniej j zyku
HI & ! ) 3< ?
The first half of his journey to school Tomek gdgsa bicycle with the average speed 10 km/hour.

The second one he goes faster - with the speedittokir. What is the medium speed of Tomek on
the whole distance from home to school?

H & TU) 3< 2

Thomas a fait la moitié du chemin pour aller adléca vélo avec une vitesse moyenne de 10 km/h.
L’autre moitié a été faite plus rapidement — avee witesse de 15 km/h. Quelle est la vitesse
moyenne de Thomas sur tout le parcours ?

I &) ) 3< 7

Tomas iba en velo a la escuela con una velocidadlarde 10 km por hora durante la premiera
mitad del camino. La segunda mitad iba mas rapidénecon una velocidad de 15 km/h.
¢,Cual est la velocidad media de la ida de Tomdsdmel camino?

H &O0) 3< ?

Tomek andava a bicicletta a scuola la prima metalaovelocita di 10 km/h. La seconda meta
andava piu presto — con la velocita di 15 km/h.|I@ua velocita media di Tomek durante tutto il
viaggio?

4- &G 0 ) 3< 2

Thomas fuhr mit dem Fahrrad die Halfte des Weges Sahule mit durchschnittlicher
Geschwindigkeit 10 km/h. Die zweite Weghalfte fugirschneller — mit der Geschwindigkeit 15
km/h. Was ist die Durchschnittsgeschwindigkeit itnomas’ Fahrt auf dem ganzen Weg?

32 7adanie w asne Anny Rybak
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Podaj, jakie przekszta cenia natevykona, aby
z wykresu funkcjiy = 3 otrzyma wykres y = 2x- 1.
X x+1
Naszkicuj otrzymany wykres i odczytaj z niego rozeinia rc’)wnaniazxxT'l1 =2.

Sprawd otrzymane rozwizania rachunkowo.
G 1&T 3; ?

Do zbiornika o pojemnai 700 n? mo na doprowadziwod dwiema rurami.

W ci gu jednej godziny pierwsza rura dostarcza do zbiaro 5nf wody wi cej ni druga rura.
Czas nape niania zbiornika tylko pierwszir jest o 16 godzin krotszy od czasu nape niania tego
zbiornika tylko drug rur .

Oblicz, w cigu ilu godzin pusty zbiornik zostanie nape niorg/Jijwoda b dzie doprowadzana
przez obie rury jednoczeie.

G '&$ E 3< ?

Jedna krawd prostopad ocianu ma d ugo b, druga jest od niej d sza o 4, a trzecia krag
jest d usza od pierwszej o 6.

Dla jakich wartoci b objto tego prostopad cianu jest mniejsza od ol ci szecianu
o kraw dzi d ugoci b+3?

Podaj wynik dok adny oraz jego przyldnie z dok adnai do dwdch miejsc po przecinku.

3 Zadanie w asne Anny Rybak
34 Zaczerpnito z [1]
% Zaczerpnito z [2]
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Tomek po ow drogi do szko y jecha na rowerze zedni pr dko ci 10 km/godz.
Drug po ow drogi jecha szybciej — z ptko ci 15 km/godz.

Jaka jestrednia prdko

jazdy Tomka na ca ej drodze?

G &" 3< ?J
Pierwsza Druga s . s o
po owa | po owa V= T wict= v Szukana pdko to:v, = L+t
Pédko io 115 Po podstawieniu mamy:
rg%a Zs Zs y S S .S _.5800_.,
S 2 2 "1 1 _ 1 __ 1 _ 30s+20s " 50s
Czas ~s —s —s+—_s =27
£>0 t, t, 2 ,2 20 30 600
10 15
Odpowied: rednia prdko na ca ej drodze th2 km/godz.
Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania Liczba punktow
A Przet umaczenie zadania 1
B Wprowadzenie oznaczgzapisanie za @ 1
C Zapisanieredniej prdko ci na ca ej trasie 1
D Wykonanie przekszta ce 1
E Podanie odpowiedzi i przet umaczenie jej rzgl obcy 1
HI &l ) 3< ?
. Second s s
First half half v==,s0t ==, The seeked average speed= .
a t v t,+t,
d 10 15 -
d_spee After substitution we have:
Istagce 1, 1 v = S s _ s _ SV600: 12
fime 2 2 Tl 1, 1,1 30s+20s 50
t 0 b L 2 ,2 20 30 600
10 15
Answer: The average speed during his journey toadk 12 km/hour.
Scores
Action Stages of solution Number of points
A Translation of exercise’s text 1
B Introduction of notations and writing the assuios 1
C Computation the average speed on the whole wagttool 1
D Execution of transformations 1
E Giving the solution and translating it into Esgli 1
89
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H & TU) 3< ?

Premier s ) , .
e Deuxieme v=2donct = 2. La vitesse recherchée= . Apres
moitié moitié t \4 A
Vitesse 10 15 avoir substitué nous avons :
Parcours 1 1 V = S = S = = SVGOO— 12
=s =s moyenne ™ - - + 927 -
s>0 > > 1 ls is+ls 30s+20s 50s
Temps 2 ,2 20 30
t>0 b t, 10 15
Réponse: La vitesse moyenne sur tout le parcoudeek2km/h.
Pointage
Numeéro de L, , Nombre de
R Solution étape par étape .
l'activité points
A Traduction de I'exercice 1
B Introduction des notations mathématiques, formotaties 1
hypotheses
C Détermination d’'une vitesse moyenne sur toualequrs 1
D Exécution des transformations 1
&) ) 3< ?
P”T“era Seg_und V= S entonces = S La velocidad buscada:
mitad a mitad t v
Velocidad 10 15 S
Camino 1 1 v, :t P Después de haber sustituido, tenemos:
s 0 ES ES l ; S 600
Tempo V. = = = = sXx =12R
t t r
t 0 1 z 1ol 1 1 3054205~ 50s
2 ,2 20 30
10 15
espuesta: La velocidad media en todo el camin@ ésnth.
Puntuacioén
1 Cantidad de
% Etapas de la solucion de la tarea i
K % % puntos
A Traduccioén de la tarea
B Introduccion de las marcas, apuntacion de latb§® 1
C Inscripcion de la velocidad media en todo el cemi
D Ejecucién de las transformaciones 1
E Presentacion de la respuesta y su traduccionlendaa
extranjera
8<
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V= ?S dunquet = s

rahl

Prima| Seconda v
meta | meta R _ o . )
Velocital 10 15 La velocita ottenutar , = e Dopo la sostituzione abbiamo:
Sstraga =s 1s v = S _ S _ S _5\1600_12
2 "1 1 1__ 1 _ 30s+20s ° 50s
Tempo S =S ———st—s ——
L L 2 ,2 20 30 600
t O +
10 15
Risposta: La velocita media durante tutta la steadal2 km/h.
Puntuacion
N. attivita Tappe della soluzione Numero di punti
A Traduzione dell’esercizio 1
B Introduzione delle indicazioni, annotazione dellemesse 1
C Annotazione della velocita media su tutta ladgra 1
D Esecuzione dei convertimenti 1
E Soluzione con la traduzione in lingua straniera 1
4- G0) 3 72
Erste |[Zweite V= S (= S
Halfte |Halfte | Y™ 7 &lsot=7
Geschwindigkeifl0 15 . o
Weg 1 1 Die gesuchte GeschwindigkV , = P Nach der
=S =s 1o
s 0 2 2 Substitution haben wir:
Zeit t _ S _ s _ S X6OO _
t 0 S T D i Sl S Sl TS e T
2" .2 20~ 30 600
1 15
Antwort: Die Durchschnittsgeschwindigkeit auf deemgen Weg betral2 km/h.
Punktwertung
Tatigkeits Etappe der Aufgabenlosung Punktenz
nummer
A Ubersetzung der Aufgabe 1
B Einfuhrung der Bezeichnungen, NiederschreibenWoraussetzungen 1
C Niederschreiben der Durchschnittsgeschwindigkditaeu ganzen Strec 1
D Ausfihrung von Umformungen 1
E Antwortangabe und -lUbersetzung in eine fremdacar 1

! "l #$ % &
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G &$ > ? 3; ?
_2x-1_2(x+1)-3_ 3 _,_ 3
x+1 x+1 x+1 x+1
Wykres funkcji y = 3 naley przesun o wektor w= [ 1- 2], a nastpnie przekszta ci
X

przez symetriwzgl dem osi odcitych.

Uwaga: uczniowie mogpodawa inne, prawid owe przekszta cenia,

np. przesunicie o Wekto[— ];O], symetria wzgldem osi odcitych, przesuniie o Wektor[O;Z]
Szkic wykresu®

v=2

=1 T 1T 5 _______.-—-'
(=2 /e 1))

a /- #
o f f

Réwnaniezx -1 =2 nie marozwiza .
X+1
2x-1

Sprawdzenie

Syt 2 RA- 1
2x-1=2(x+1) 0 2x-1=2x+20 -1=2 - sprzeczno.

Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania Liczba punktow
A Przekszta cenie wzoru do postaci kanonicznej 1
B Opisanie wszystkich przekszta ce 1
C Sporzdzenie wykresu 2
D Odczytanie z wykresu rozwiania rownania 1
E Sprawdzenie otrzymanego wyniku 1
% Wykres sporzdzi a Helena Ewert — Fechner w programie GEONEXT
8H
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G 1&T 3; ?
Pierwsza| Druga Zbiornik  zostanie nape niony,
rura Rura gdy iloczyn iloci wody wlanej
Obj to zbiornika 700 700 przez jedna godzin
Czast >16 t- 16 t przez liczb godzin bdzie réwny
llo wody wlanej w cigu 1 godz,X>0 X+5 X obj to ci zbiornika.

(t- 16 )(x + 5)= 700 g xt+5t-16x - 80 =700 po podstawieniu i redukcji mamy:
tx = 700 t=

X
- 4x% - 20x+875=0. Rozwi zaniami réwnania s x, =125Ux,= - 175; rozwi zanie x, jest

sprzeczne z za eniem. W cigu jednej godziny przez pierwseur wleje si 17,5nT wody a przez
drug 12,5n%, czyli przez obie razem 30mNobec tego czas potrzebny do nape nienia basenu t
700 1 .

—— =23> godziny.

30 3 g y
Odpowied: Pusty zbiornik zostanie nape niony,lj@voda b dzie doprowadzana przez obie rury

jednoczenie przez 23 godziny i 20 minut.

Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania Liczba punktow
A Wprowadzenie oznaczezapisanie za @ 1
B U o enie uk adu rowna 2
C Rozwi zanie uk adu 1
D Sprawdzenie rozwrania z za ceniem 1
E Obliczenie czasu, podanie odpowiedzi 1
G '&$ E < ?

Niech b b dzie d ugoci jednej krawdzi prostopad acianu,b > 0.
Obj to  prostopad ccianuV, = b(b +4)(b + 6) = b® +100% +24b

Obj to szecianuV, = (b+3)* =b® + 9b® + 270+ 27.

Z tre ci zadaniaV, <V,, czyli po redukcjib® - 30- 27<00 bi

3- 3/13 3+3/13
2 2 '

+ +

po uwzgldnieniu zaoce 0<b< 3—2\/5 gdzieS—z\/ﬁ » 691.

Odp. Objto prostopad acianu jest mniejsza od ol ci szecianu, gdybl 0; 3+ ‘;"/1_3

Punktacja

Czynnoci Etap rozwizania zadania Liczba punktow
A Zapisanie w najprostszej postaci dbj ci prostopad ccianu 1
B Zapisanie w najprostszej postaci @bjci szecianu 1
C Zapisanie w najprostszej postaci nierévano 1
D Rozwi zanie nierowncaci z uwzgl dnieniem za oe 1
E Prawid owe przyblienie 1
8l
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G &

W tym zadaniu nalgy: ¥’
1. Przetumaczytre zadania na gyk polski
2. Rozwi za zadanie
3. Rozwi zanie zadania nalg poda w wybranym wczeniej j zyku

HI L& Vv < ?

Ania wanted to visit Ola because of Ola’s Birthd®&ne left home too late so, the one third of
distance to Ola’'s home she went with the speed fdumn. She was afraid of coming too early so
the last part of distance she went with the spekh/Bour. What is the average speed of Ania on
the whole distance to Ola’s home?

HI &HV < ?

Anne va a I'anniversaire d’Alexandre. Elle est fatard et a parcouru un tiers de son chemin a la
vitesse de 5km/h. Elle s’est cependant rendue compielle arriverait en avance. Elle a donc

marché a 3km/h durant le reste du parcours. Qeslida vitesse moyenne d’Anne sur tout le

parcours?

I &( V 3< 2

Anita se apresta al cumpleafnos de Ola. Ha salidiz tg una tercera parte del camino iba con la
velocidad de 5 km/h. Sin embargo, se ha orientad® \eendr4 demasiado temprano y la parte
restante del camino iba con la velocidad de 3 km/h.

¢,Cual est la velocidad media de Anita en todo miima?

H &TV < ?

Ania va al compleanno di Ola. E uscita tardi e taraa parte camminava con la velocita di 5 km/h.
Ma si é reso conto che sarebbe arrivata troppdgesgoi andava con la velocita di 3 km/h. Qual'e
la velocita media Ania su tutta la strada?

4- &G D < ?

Ania zieht zum Geburtstag von Ola aus. Sie ging lspgaus und ein Drittel des Weges ging sie mit
der Geschwindigkeit 5 km/h. Sie merkte aber, déss$ frih kommt, und den Rest des Weges
ging sie mit Geschwindigkeit 3 km/h. Was ist Aniagrchschnittsgeschwindigkeit auf dem ganzen
Weg?

37 Zadanie w asne Anny Rybak

! " 4% & # 8>
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G &" 3 2?2 °
Zapoznaj si z metod sprowadzania u amkéw do wspdlnego mianownika:

3 - 12:3(x2 - 4):3(x— 2)(x+2)

a) 22 A 5 > = 2- x= -x+2= -(x- 2) =
12 22X BCHX12 o6 1026k +x- D D=9 %= - 20%, =] =6(x+2)x- )
2 LA 5 _ 2:2(x- 1) L 43x+2)>2(x- 1)
3Ax- 2)x+2) x-2 6(x+2)(x-1) 3(x- 2)(x+2)xx-1) (x- 2)x3(x+2)x(x- 1)
. 5(x - 2) _4x-4+24(x2+2x-x-2)+5x-10_4x-4+24x2+24x-48+5x-10
6(x+2)(x- 1)qx- 2) 6(x +2)(x- 2)(x- 1) - 6(x +2)(x- 2)(x- 1)

24x2% +33x- 62

_ i 1 _2(Ixl 2(]x1
_6(X+2)(X_2)(X_1),gd2|ex 2Ux1 2Ux11

27x% - 8=(3x)%- 2° =(3x- 2)(9x2 +6x+4)
2- 3x= -3x+2= - (3x- 2) =
ox*+ex+4={D ¢

2 3 x+1
b) 3 + - 5 =
27x°-8 2-3X 9x“+6x+4

2 3 x+l 2 . 3x(9x?+6x+4) ‘

(3x- 2Jox?+6x+4) 3x-2 92+6x+4 (3x- 2)9x? +6x+4) (3x- 2)49x? +6x+4)
2X3x- 2) _2-27x%-18x-12- 6x+4 _ - 27x? - 24x- 6 : 2

- \ - p \ - ” v, gdz|eX1 =
(032 +6x+4){3x- 2)  (3x- 2){@x® +6x+4]  (3x- 2ox? +6x+4) 3

Wykonaj dzia ania sprowadzaju amki do najmniejszego miovego wspolnego mianownika

3 2 1
a) 2 ) + 2
2x“-50 2x°-9x-5 1-4x
4 1
b + -2
)1-x3 x?-1
G /&% y 2 39 2

Podaj wzor funkcji, ktorej wykres otrzymasz przeapw wykres funkcji y = f(x) o0 wektor
v =[- 1- 2] a nastpnie przekszta cag go symetrycznie wzgllem osi rzdnych, gdy:

a) f(x)= %
b) f(x)::j-;

3 Zadanie w asne Anny Rybak
39 Zadanie w asne Anny Rybak
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G '& 39 ?

Oblicz wspo rzdne punktow przeccia si wykresu funkcji z osiami uk adu wspé dnych.
Podaj miejsca zerowe tej funkgciji

x? +7x+10
f(x)="—— 22—
(4 2- 3x- 2x?

G =£$ ) 38 2

Liczba - % jest pierwiastkiem wielomianw(x) = 2x° - x2 +(2v2 - 5)x- 2+2.

Znajd pozosta e pierwiastki tego wielomianu.

G & " 38 ?

)
Znajd wielomianW(x) i podaj jego stopiewiedz c, e:
podwojony ilorazW(x) przezP(x) = 2x - 3 pomniejszony o kwadrak(x) = 2x- 1 jest réwny
Q(x)=x°- 5x® +2x- 1

G 1&% E 39 ?

Na pewno znasz wzér skréconego merga: (a +b)® = a® + 3a’b + 3ab? + b®

Mo esz wyobrazi sobie szecian o krawdzi x =a+D, czyli x® to oczywicie objto takiego
Szecianu. Szecianten mona ,zoy "z o0 miu bry:

- Jednego szeianu o krawdzi a
- Jednego szeianu o krawdzi b
- Trzech prostopad @ianéw o krawdziacha, a, b

- Trzech prostopad @ianéw o krawdziacha, b, b

Zaznacz te bry y na rysunku szenu o krawdzi X =a+Db. Jaka jest suma ol ci tych bry ?
Zaproponuj ilustracjgraficzn wzoréw: (a+b)? oraz(a- b)?.

G 2&% - 39 ?

Tomek i Darek maja skostrawnik.
Pracujc sam Tomek ldzie pracowa o jeden dzied u e}, a Darek sze razy d uej ni gdyby
kosili razem. lle czasu trwa o by koszenie trawrmpkaez obydwu ch opcéw jednocnée?

0 Zadanie w asne Anny Rybak
1 Zadanie w asne Anny Rybak
2 7adanie w asne Anny Rybak
3 Zadanie w asne Anny Rybak
44 Zadanie w asne Anny Rybak
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G 5&W - 3 2?2 %

Dwa poci gi towarowe wyjecha y z miast A i B oddalonych aebse o 540 km.

Poci g jad cy z miasta A do miasta B wyjecha o godzicze niej ni poci g jad cy z miasta B
do miasta A i jecha z pdko ci 0 9 km/h mniejsz

Poci gi te min y si w po owie drogi.

Oblicz, z jakimi prdko ciami jechay te pocqi.

G 9& ) 39 ?

Wska , ktére z funkcji s wielomianami, odpowieduzasadnij. Dla kalego z wielomianéw podaj
jego stopie i wyraz wolny:

N@zJéﬁ-7ﬁ+%x-&3-ﬂ2
S(x)=3V/x- x?+2
K(x)=§-3x3+5x- 6

G(x) = (2x2 +3f - ax* - 12x2

G .&X ) )C 39 =7
- e : y x> +Xx- 6
Naszkicuj wykres, podaj dziedzii zbiér wartoci funkgji f(x)=2—4
X -
G .&( +C 38 7

Oblicz sum wspo czynnikdéw wielomianu a naphie zapisz go w hajprostszej postaci.
P(x) = (W(x)® - 2W (X)) - W(x)+6x2), gdziew(x) = 2x- 1

4 Zaczerpnito z [1]

46 Zadanie w asne Anny Rybak
47 Zadanie w asne Anny Rybak
8 Zadanie w asne Anny Rybak
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# + 7 # < @)
) 8 )
G & 3< ?

Ania wybiera si na urodziny do Oli.
Wysz a pono i jedn trzeci drogi sz a z prdko ci 5 km/godz.

Zorientowa a si jednak, e przyjdzie za wczaie i pozosta cz  drogi sz a z prdko ci
3 km/godz. Jaka jestednia prdko Ani na ca ej drodze?

G & 3< ?
Pierwszal Druga - _S
cz cz V—?,W| Ct—;
Pr dko 5 3 s o
Droga 1 2 Szukana pdko v, = . Po podstawieniu mamy:
Zs Zs t1+t2
s>0 3 3
s s _ s _45 _6®
oSy t Y'TT_ 2 T1_ 2 13 13 13
t>0 1 2 ~s s +fg 2g 13 13
3,3 15 9 45
5 3

Odpowied: rednia prdko Anina ca ej drodze te% km/godz.

Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania Liczba punktow
A Przet umaczenie zadania 1
B Wprowadzenie oznaczgzapisanie za @ 1
C Zapisanieredniej prdko ci na ca ej trasie 1
D Wykonanie przekszta ce 1
E Podanie odpowiedzi wzyku obcym 1
HI & \% 3< ?
First part| Second part s s _
speed 5 3 =1 so.t=< The seeked speed, b
Distance 1 2 I vz
! =s —S After substitution we have:
s>0 3 3
Time vV, = S = S -_S _A5_ 3 6
= = = = -3>
t>0 | & t, 1, 2, 1,2 13713 13
3,3 15 9 45
5 3

Answer: The average speedﬁ% km/hour.

Scores
Action Stages of solution Number of point
A Translating of exercise’s text 1
B Notations and assumptions 1
C Counting the average speed on the whole distance 1
D Transforming of translations 1
E Giving the solution in English 1

! "l #$ % & #
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Exercice 1. En visite(5 points)

Premiérel Deuxiémel _S yong = S
moitié moitié t v
Vitesse 5 3 . . s R : -
Parcours ls gs La vitesse recherchée= e Apres avoir substitué nous
e AVONS Ve 1S5 =S =S =438
Temps t t, moyenne 1,2, 1.,2, 13, 13 13
t>0
3,3 15 9 45
5 3
Réponse: La vitesse moyenne d’Anne sur tout legpasocest de3E km/h.
Pointage
Numeéro de Solution étape par étape Nombre
I'activité bep P de points
A Traduction de I'exercice 1
B Introduction des notations mathématiques, formotaties 1
hypothéses
C Détermination d’une vitesse moyenne sur toualequrs 1
D Exécution des transformations 1
E Réponse et sa traduction en langue étrangere il
& ( \ 3< ?
Primera . _Ss _s
mitad Segunda mitad v= " entoncesg = v
Velocidad 5 3 , ) s
Camino ls Zs La velocidad buscaday , = Lt
s>0 3 3 Después de haber sustituido tenemos:
Tempo t t y = S _ s _ s _45_,6
t>0 2 r- - - T12 13
Es gs 1 S+§S E’s 13 13
3 .3 15 9 45
5 3
Respuesta: La velocidad media de Anita en todaraim e$1—63 km/h.
Puntuacion
Numerro . Cantidad
de la Etapas de la solucion de la tarea
.. de puntos
actividad
A Traduccion de la tarea 1
B Introduccion de las marcas, apuntacion de latb§® 1
C Inscripcién de la velocidad media en todo el cami 1
D Ejecucion de las transformaciones 1
E Presentacion de la respuesta y su traduccionlendaa 1
extranjera
99
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#$ % & #

H &TV 3< ?
Prima| Seconda _S 4 _S
parte | parte 1 unquet v
Velocita| 5 3 _ o _
Strada | 1 2 Velocita cercatav, = R Dopo la sostituzione abbiamo:
s>0 5 S E S 1Tl
Tempo vV, = S = S =3 —45—36
= = = =2_-3°
t>0 | & L 1,2, 1 _,2 13 713 "13
3,3 15 9 45
5 3
Risposta: La velocita media di Ania su tutta lad# e di31—63 km/h.
Pointage
Numero Numero
de Tappe della soluzione di )
A i punti
l'activité
A Traduzione dell’esercizio 1
B Introduzione delle indicazioni, annotazione dpllemesse 1
C Annotazione della velocita media su tutta ladstra 1
D Esecuzione dei convertimenti 1
E Soluzione con la traduzione in lingua straniera 1
4- &G D 3< ?
Erster [Zweiter v=> =S
: : =— alsot =
Teil [Tell t \
Geschwindigkeit | 5 3 ) o _ S
Weg 1 . 2 . Die gesuchte GeschwindigkVr = {+t,
s>0 3 Nach der Substitution haben wir:
Zelt t = S = S = S = ﬁ = i
t>0 S R VU DU SR DU DR C I €
3 ,3 15 9 45
5 3
6
Antwort: Anias Durchschnittsgeschwindigkeit auf dganzen Weg is3E km/h.
Punktwertung
Tatigkeits Etappe der Aufgabenlosung Punkten:
nummer
A Ubersetzung der Aufgabe 1
B Einfuhrung der Bezeichnungen, Niederschreiben von 1
\VVoraussetzungen
c Niederschreiben der [rchschnittsgeschwindigkeit auf der ganzer 1
Strecke
D  |Ausfuhrung von Umformungen 1
E Antwortangabe in einer fremden Sprache 1
o<
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G &" 3; ? °
2x? - 50= 2(x2 - 25)=2(x- 5)(x +5)
3 2 1 5 . 1
a - + = 2X°- 9x- 5= D=121x =5UXx, =1=- =(x- 5\2x+1
) 2x2-50 2x%-9x-5 1- 4x2 % 272 (x- 5f2x+1)
1- 4x%= - (4x2 - 1): - (2x+1)(2x- 1)
_ 3 ) 2 ) 1 _ 2x+1)(2x- 1)- 4x+5)(2x- 1)- 2Ax+5)(x- 5) _
2(x+5)(x- 5) (x- 5)(2x+1) (2x+:l)(2x- 1) 2(x+5)(x- 5)(2x+])(2x- 1)
2 - <~ ~ ~
2x” - 30x+ 07 ,gdziex! 5Uxt -5Uxt ~Uxt - =
2(x+5)(x- 5)(2x+1)(2x - 1) 2 2
4 1 1-8=(- xex+x?) _ 4 1 2
b) st 5 27 = [ 2)" "7
1-x° x°-1 x? - 1= -(l+ x)(l- x) (1— x)(1+ X+ X ) (l+ x)(l- x) 1
_ 41+ x)- (1+ X+ xz)— 21- x)(1+x+ x2X1+ X) _ 2t 2’ - x4+ x+l gdzie
(L- X+ x+x2J1+x) (- X)L+ x+x2JL+x)’
x11Ux? -1
Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania L'CZb,a
punktow
A a) Rozk ad kadego z mianownikdw na czynniki, podanie 1
zaoe
B Sprowadzenie u amkéw do wspolnego mianownika 1
C Wykonanie dzia ana licznikach u amkow 1
D b) Rozk ad kadego z mianownikéw na czynniki, podanie 1
zaoe
E Sprowadzenie u amkdéw do wspolnego mianownika 1
F Wykonanie dzia ana licznikach u amkow 1
G 1& $ ) 39 ?
a) f(x)=-2%Y% y= -2 2% y=-—2 _.2=_2 _>
X x+1 - Xx+1 x-1
b) ()=t La¥igle y=X12 2ugmp y="X*2 p- X4
X-2 x-1 -x-1 x+1
Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania Liczba punktow
A a) Zapisanie wzoru funkcji po przesuciu 1
B Zapisanie wzoru funkcji po symetrii 1
C b) Zapisanie wzoru funkcji po przesuriu 1
D Zapisanie wzoru funkcji po symetrii 1

49 Zadanie w asne Anny Rybak
*0 Zadanie w asne Anny Rybak
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G '& 39 ?

. _ 1
- 2x% - 3x+21 0:D=25X1=%Ux2= -2,wi ¢ D=R\ E;-Z

[N

0

Punkt przecicia z osi rz dnych: f(0)=3:5, wi ¢ B, =(05)

Punkt przecicia z osi odci tych:
x> +7x+10
2- 3x- 2x?
Miejsce zerowex = - 5.

f(x)=00 =00 x2+7x+10=0;D=9;x =-5x, =-2/ D, wi ¢ P, =(- 50).

Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania Liczba punkto
A Obliczenie wspo radnych B, 1
B Rozwi zanie réwnaniaf (x) = 0 z uwzgl dnieniem dziedziny 1
C Zapisanie wspo ranych P, 1
D Podanie miejsca zerowego 1
G =& $ ) 38 ?

(2x* - x? + 2v2 - 5)x- 2+ 42): x+% = 2x2 - 2x + 24/2 - 4 (Uczniowie wykonuj dzielenie

pisemnie lub schematem Hornera, mogwnie skorzysta z réwnoci wielomianéw).
2x2 - 2x+242- 4=0,D=36- 16V2 = (4¥2 - 2J Wi c pierwiastki tox, =+2 Ux, =1- +/2

<

Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania L'CZb,a
punktow
A Wykonanie dzielenia 1
B Obliczenie pozosta ych pierwiastkow 1
c Wykorzystanie rownai 36- 16v2 = (4\/5 - 2)2d0 zapisania rozwza 1
W hajprostszej postaci
G & ) 38 ?

%ﬁXT) - (T(x))? = Q(x)- Po podstawieniu, wykonaniu redukcji i upadkowaniu otrzymujemy
P(x

wielomian stopnia szostega/(x) = x°® - 15x° - 5x* +115x° - 8x? +3x

Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania Liczba punktow
A Zapisanie treci zadania jako dzia ania na wielomianagh 1
B Wykonanie dzia a redukcja wyrae podobnych 1
C Uporz dkowanie wielomianu, podanie jego stopnia 1

®1 Zadanie w asne Anny Rybak

! "l #$ % & # oH
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Uwaga: W klasach realizigych program na poziomie podstawowym, nauczycielemio czy
,fysunek” szecianu, jednak kolejne bry y uczniowie zaznaczggmodzielnie. llustracja wzoru na
kwadrat sumy, to prostoko boku x=a+b podzielony na dwa kwadraty i dwa prosttk za
kwadrat ronicy jest przedstawiony na rysunkach.

Graficzna interpretacja wzoru na sz@n sumy:

b /
. =
f’“/
(a+b)3 = 33+ %+ 33%h+ 303
Kwadrat sumy - uzasadnienie wzoru przez rysunek:
E b E b
a al a* |ab
(a+b)* -
b bl ab | b2
(a+b)? = a’+2ab+ b*

Kwadrat rénicy - uzasadnienie wzoru przez rysunek:

g b

ten kawatek
b a-b 2 fe— byt wyrzucony 2 razy,
wigc trzeba go dodad

a%-2ab+b”

Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania L'CZb,a
punktéw
A Zaznaczenie na rysunku szmanu bry , podanie wniosku 1
B Zaproponowanie ilustracji wzoru na kwadrat sumy 1
C Zaproponowanie ilustracji wzoru na kwadratniay 2

*Zjlustracje zaczerpnio ze stromyhttp://www.matematyka.wroc.pl/book/wzory-skr%eC3%Baego-
mno%C5%BCenia

ol ! "l #$ % & #
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X - czas, w jakim ch opcy kosiliby razem,

x>0 1 +i:10 1 :30 6x =5x+50U x =5 - zgodne z za @®niem.
x+1 6x X x+1 6X
Punktacja
Czynnoci Etap rozwizania zadania Liczba punkto
A Oznaczenie niewiadomych, podanie za o 1
B Zapisanie rownania wynikajego z treci zadania 1
C Rozwi zanie réwnania 1
D Sprawdzenie rozwkania z za ceniem, podanie odpowiedz 1
G S5& W - 3; ?
Pocig | Pocig
zAdoB|zBdo A
Pr dko
y>0 y-9 y
Droga 270 270
Czas X +1 x
x>0
270
-9=——
y X+1
X
270 270 : : , . _
po podstawieniv—- 9 :—+1, przekszta cap otrzymujemy rownanie kwadratowe:
X X

x* +x- 30=0, ktérego rozwizaniami s liczby: x, =5, X, =-6,
gdzie drugie rozwizanie jest sprzeczne z zaemiem.
Otrzymujemy:y =54, y- 9=45

Odpowied: Poci gi jecha 'y z prdko ciami: 54%m oraz 45%m

Punktacja
Czynnoci Etap rozwizania zadania Liczba punktow
A Wprowadzenie oznaczezapisanie za @ 1
B Zapisanie uk adu réwnawvynikaj cego z treci zadania 2
C Rozwi zanie uk adu zgodnie z zaeniami 2
D Podanie odpowiedzi 1
9>

! "l #$ % & #
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P(x) jest wielomianem, bo kay z wyk adnikdw potg zmiennej jest liczbnaturaln. Jest to
wielomian stopnia szOstego o wyrazie wolnym 4.

S(x) nie jest wielomianem, zmienna wygtije w potdze o wyk adniku nie ld cym liczb
1
naturaln, /x = x2.

K(x) nie jest wielomianem, zmienna wygstije w potdze o wyk adniku nie k@ cym liczb

2
naturaln, = =2x*
X

G(x) jest wielomianem, bo kay z wyk adnikdéw potg zmiennej jest liczbnaturaln.
Jest to wielomian stopnia zerowego o wyrazie wol®ym

Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania Liczba punktow
A Odpowied dotycz ca wieIomianuP(x) 1
B Odpowied dotycz ca wieIomianuS(x) 1
C Odpowied dotycz ca wieIomianuK(x) 1
D Odpowied dotycz ca wielomianuG (x) 1
Zadanie 11. Hiperbola czy nie hiperbola4 punkty)
2
f(x)= XX 6_(x-2)(x+3) _x+3_ 1 o1
x2-4  (x-2)(x+2) x+2 x+2
gdzie xT (- ¥-2)E (- 22)E (2¥), czyli dziedzinaD = (- ¥;- 2)E (- 22)E (2¥)
orazyl ( ¥2)E :L'E E E;¥ , zatem zbior wartei Y = [ ¥ 1)E J;E E E;¥
4 4 4 4
i x:2i
x:-2i i
i T
: ] : kS
Iz 1 0 1 I "3 4 5
] e
i |
SRR
Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania Liczba punktow
A Uproszczenie wzoru funkgji 1
B Przekszta cenie wzoru do postaci kanonicznej 1
C Naszkicowanie wykresu 1
D Podanie dziedziny i zbioru warto 1
<7
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Suma wsp6 czynnikéw te(1) = W) - 2w)? - W)+ 6x2) = -50
Po wykonaniu dzia ai uporz dkowaniu otrzymujemyP(x)= - 36x* - 16x° - 12x> +18x- 4

Punktacja:
Czynno Etap rozwizania zadania Liczba punktd
A Obliczenie sumy wspo6 czynnikow 1
B Zastosowanie wzoréw skroconego memia 1
C Redukcja wyrae podobnych, uporzlkowanie wielomianéw 1

! "l #$ % & #
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definicja ci gu, rodzaje cigow;

ré ne sposoby zadawania gow(wzér ogolny i wzor rekurencyjny);
podstawowe w asnoi ci gow arytmetycznego i geometrycznego;
suma cz ciowa ci gu arytmetycznego i geometrycznego.

%%& () -
- kszta cenie pogia ci gu;

- rozro nianie ci gow arytmetycznych i geometrycznych w konkretnygtuacjach
problemowych;

- kszta cenie umiejno ci rozumowania przez analogi

- korzystanie z definicji cgu arytmetycznego i geometrycznego przy rozyavaniu zada
praktycznych;

- obliczanie sumy kolejnych wyrazOw gu arytmetycznego i geometrycznego;
- utrwalanie poj zwi zanych z pojciem ci gu.

%%%8& $ 4

Metoda: praca w grupach, burza mézgow.
Forma pracy: wspoélnym frontem.
rodki dydaktyczne: karty pracy, gry dydaktyczne.

%3&$ - *+

0 . F 3 #% ?

Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obeci)o

Podzia ucznidéw na zespo y zadaniowe (grupy 4 sdbowe).

Wybor lideréw, sekretarzy, asystentéw poszczegdirgrup.

Rozdanie kadej z grup zestawOwwicze otwieraj cych oraz materia 6w potrzebnych
do rozwi zywania zada

0w DR

o

Rozwi zywanie wicze przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.
6. Przedstawienie i poréwnanie rozwa zada przez przedstawicieli grup.
7. Zebranie kart z rozwzaniami.

<( ! " 4% & #
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Bibliografia do, wicze otwieraj cych”

Rams S., Rams TMatematyka bez grani€z 1l Zadania konkursowe - etap wphy 1998-2003Nowy S cz
2003

Stachowski E., Szurek M., Ty zostaniesz Euklidesem. Zbior zadie tylko dla Asa do klasy drugiej szké
rednich Oficyna Wydawniczo - Poligraficzna Adam, Warszalg99

nie ek A., T cza P.Zbiér zada z algebry dla szkdrednich, WSiP, Warszawa 1994
Gazeta Zachodnia Matura 10 maja 2001
Kujon Polski, Matura, Matematyka, Gazeta Wybordzamaja 2006

# < 3(#% ?

Uczniowie siadaj we wczeniej ustalonych zespo ach zadaniowych.
Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawu zgllazwi my razem”.

Uczniowie dokonuj podzia u, ktéra grupa dzie rozwi zywa a dane zadanie. Uczniowie
powinni poci zestaw zadai rozdzieli zadania do odpowiednich grup.

Ka da grupa rozwizuje zadania samodzielnie. Po rozz@iniu zadania uczniowie redaguj
odpowied na karcie odpowiedzi.

Je eli dana grupa zakazy prac, to jej cz onkowie powinni przyczy si i pomoc
W rozwi zywaniu innym grupom.

Nauczyciel zbiera karty odpowiedzi.

Zako czenie zaj .

Bibliografia do zestawu zada ,Rozwi my razem”

Babia ski W., Chako L., Czarnowska J., Janocha Batematyka 2, Podcznik dla Liceum Ogoélnoksztaeego.
Kszta cenie w zakresie podstawowym i rozszerzowydawnictwo Nowa Era, Warszawa 2003

Stachowski E., Szurek M.,Ty zostaniesz Euklidesem. Zbiér zadée tylko dla Asa do klasy drugiej szké
rednich Oficyna Wydawniczo - Poligraficzna Adam, Warszalg99

Rams S., Rams TMatematyka bez grani€z 1l Zadania konkursowe - etap wphy 1998-2003Nowy S cz
2003

Gazeta Lubuska 21 marca 2007
Matematyka, Poziom podstawqvRrzyk adowy zestaw zadar 2 CKE, marzec rok 2008

Prébny pisemny egzamin dojrzacoz matematyki, typy szko y: licea zawodowe irtédeh4-letnie o0 10 h cyklu
nauczania matematykPozna, 7 marca 2000

/| F 3 #% ?

Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane kargcy zespo om zadaniowym.
Liderzy poszczegOlnych grup prezentupzwi zania zadania.

Nauczyciel ocenia pragrup (pozytywne wzmaocnienie).

Podsumowanie zaj.

! " 4% & # <8
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W tym zadaniu naley:
1. Przetumaczytre zadania na gyk polski
2. Rozwi za zadanie
3. Rozwi zanie zadania nalg poda w wybranym wczeniej j zyku

D 6 # 4 < ?

The water is spilled in all basins of a fountaiowh on the picture below. /[f
On each level the half of water pouring in the bdsi poured out to two
basins which are directly located under it. ﬂ_
During a day exactly one cubic meter is pouringfoun the highest basin. 7=

D JUM 44 K 4 < ?

Dans tous les bassins de la fontaine présentde dessin, I'eau coule. A chaque niveau, la moitié
d’eau versée dans un bassin est déversée dansahesuleux bassins inférieurs. En une journée,
un meétre cube d’eau est déversé du bassin le pluts Bxprime en fraction d’'un métre cube d’eau,
la quantité d’eau déversée de chaque bassin datarie.

0) ) TP # 3< 7

En todos los estanques de la fuente presentadiaddrup transvasa agua. En cada nivel, la mitad
de agua entrando al estanque se trasvasa al callss destanques que se encuentran directamente
debajo de él. Durante un dia, un metro cubico da agsvasa del estanque mas alto. Traduce como
una fraccion del metro cubico de agua esta cantigadgua que trasvasa de cada estanque de la
fuente.

) P # 3< 2

Nelle tutte le vasche della fontana dimostratadsségno passa l'acqua. Su ogni livello la meta
dell'acqua cade nelle due vasche che Si trovareitdinente sotto. Durante un giorno dalla vasca
piu alta esce un metro cubo d’acqua.

D 4Y #Z 0 - < ?

In allen Becken eines in der Abbildung dargestell&pringbrunnens lauft das Wasser tber. Auf
jeder Ebene fliel3t die Halfte von dem in das BeckiErinflielenden Wasser in jeden von zwei
sich unmittelbar darunter befundenen Becken aumdsi einem Tag fliel3t ein Kubikmeter Wasser
aus dem obersten Becken aus.

%3 Zaczerpnito z [1] — zadanie 2 strona 8

<9 ! " 4% & #
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Oblicz sum u amkow:
3 3 3 3
+ + +...+

a —t—+t——+.. =
) 14 4x7 7XC 301304
4 4 4 4
b) —+—+ +..+ =
6 59 9X3 281x28¢
G &> ) 3< ?

W konkursie plastycznym przyznano nagrody ran kwot 12400z .
Najwy sza nagroda wynosia 6400z, a naj@a 400z . Wiadomof
ponadto, e iloraz wartoci dwéch dowolnych kolejnych nagréd by ta '
sam. lle nagrod przyznano?

G 1& * *8 3( ?
Zaproponuj wzOr na n-ty wyraz gju, ktérego kolejnymi wyrazami s
a) g1 El El El"'
3 4 5 6

b) 4,2 4,2 4 2.

G '&R) 3< 7

Dru yna polskich olimpijczykéw podczas igrzysk olimpish w Moskwie zdoby a 32 medale.
Z zestawienia liczby medali z otych, srebrnych izowych, w podanej kolejnoi, odczytanego

z tabeli wynika, e je eli liczb medali srebrnych zmniejszymy o 5, a pozosta e gtaxadamy bez
zmiany, to otrzymamy trzy kolejne wyrazy gu arytmetycznego. Ponadto liczba medali z otych
jest pi razy mniejsza od liczby medali lmowych. Wyznacz liczb medali z otych, srebrnych i
br zowych zdobytych przez polskich olimpijczykow nahyigrzyskach.

3 Zaczerpnito z [2]
% Zaczerpnito z [4]

! " 4% & # <<
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We wszystkich basenach fontanny przedstawioneysiznku przelewa siwoda. Na kadym
poziomie po owa wody wlewagej si do basenu wylewa stdo ka dego z dwoch basendw
znajduj cych si bezporednio pod nim. W cigu dnia jeden metr szgenny wody wylewa siz
najwy szego basenu.

Wyra , jako u amek metra szgennego wody, tilo wody, ktéra wylewa siz kadego basenu

fontanny.
Rozwi zanie:
ey
4.
4
<
T || 3%
:& sl 2 ! 1
| _T L L
& 3?‘ *.'r ‘*‘5‘-:' &'—
N i Z
Rysunek 1 4lustracja rozwi zania we wszystkich wersjachzykowych’
Punktacja
Czynno Etapy rozwizania Liczba punktéw
A T umaczenie na gyk polski 2
B Roz o enie u amkow na poszczegdlne poziomy fontanny 2
C Odpowied pisemna w jzyku obcym \ 1
D 6 &# 4 3 ?
Express the water's amount pouring out from eaanbas the fraction of a cubic meter.
Scores
Activity Stages of solution Points
A Translation into Polish 2
B Assigning the fractions to each basin for eagklle 2
C Writing the answer in English 1

% Zaczerpnito z [1] — zadanie 2 strona 8
" Rysunek — ilustrujcy rozwi zanie jest taki sam we wszystkich wersjactykowych

S ! " 4% & #
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D JUM 44 K 4 3< ?
Pointage
Numéro de L . Nombre de
NN Solution étape par étape :
l'activité points
A Traduction en polonais 2
B Disposition des fractions sur les niveaux sudtede la fontaine 2
C Réponse écrite en langue étrangére 1
0) ) &T 4 3< ?
Puntuacion
Numgrp de la Etapas de la solucion Puntos
actividad
A Traduccion en polaco 2
B Reparticion de las fracciones en niveles respestile la fuente 2
C Respuesta escrita en la lengua extranjera 1
) P # 3< ?
Punteggio
N. attivita Tappe della soluzione Numero di punti
A Traduzione in polacco 2
B Disposizione delle frazioni per ogni livello dellontana 2
C Risposta scritta in lingua straniera 1
D 4Y #Z 0 - 3< ?
Punktwertung
Tatigkeits Etappen der Aufgabenlésung Punktenzahl
nummer
A Ubersetzung ins Polnische 2
B Umlegung der Bruchzahlen auf einzelne Springbenebenen 2
C Schriftliche Antwort in fremder Sprache 1
<H
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Sum mo na obliczy nastpuj co:

3 3 3 3 _4-1 7-4 10-7 304- 301, 307- 304 _
a) —+—+ +..+ = + + +..+ + =

14 4x7  7XC 301304 44 74 10X 304x301 307x304

4 1 N 7 4 N 10 7 + 304 301 + 307 304

A - - ot - - =
4X 4 74 74 1CX7 10%7 304x301 304x301 307x304 307x304
1 1 1 1 1 + o+ 1 1 + 1 1 1 1 _ 306

4 4 7 7 10 7 301 304 304 307 ~ 307 307
4 4 4 4 5-1 9-5 13-9 281- 277 285- 281
b) + + +...+ = + + +..+ + =

& 59 942 T 2818E 54 96 1330 281277 285x281
111 1 1 i 1 1 1 . 1 284
1- 24+ 4> - —+—- =1- =
5 5 9 9 13 277 281 281 28t 28t 28t
Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba
punkty
A Zapisanie u amkow w postaci mdic a) 1
B Redukcja a) 1
C Zapisanie wyniku a) 1
D Zapisanie u amkow w postaci ric b) 1
E Redukcja b) 1
F Zapisanie wyniku b) 1

Zadanie 2. Konkurs plastyczny (5 punktow)

Mamy ci g geometryczny. Oznaczmy; = 6400 a, =400, S, =12400
s - al-9") _a-aq" _a-aq"'x_a-a,q _6400- 400q

n

1-q 1-q 1-q 1-q 1-q
Mamy, wi c: 6400- 4004 _ 12400, czyli:6400- 4000 =12400- 1240y, zatem1200@) = 6000,
n-1 n-1 4
stdq =1. Nast pnie: a, = 6400x 1 =400, R , zZatemn=5
2 2 2 16 2
Odpowied: Przyznano 5 nagrod.
Punktacja
o Liczba
Czynno Etapy rozwizania ounkty
A Rozpoznanie cgu geometrycznego i przyjie poprawnych 1
oznacze
B Zapisanie zwizku ha sumcz ciow 1
C Wyznaczenie ilorazu a@u 2
D Wyznaczenie ilcci nagrod 1

<! ! " 4% & #
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n+1
a) a,=
n+2

b) a, =3+(-1)", gdzien3 1, nl N

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Punkty
A Podanie wzoru ogblnego w a) 1
B Podanie wzoru ogdlnego w b) 1
G '& R) 3< ?
Oznaczmy:

X - liczba medali z otych
y - liczba medali srebrnych,
32-(x+y)-liczba medali brzowych

a, =X a, =y, a,=32- (x+y) to kolejne wyrazy cigu arytmetycznego

. . 5
Z warunkow zadania mamy:2

Otrzymujemy: y=

X =32- (x+y)
(y- 5)=x+32- (x+y)

14
Odpowied:
Polacy na tych igrzyskach zdobyli: 3 medale z ttesrebrnych i 15 bzowych medali.
Punktacja
. o Liczba
Czynnoci Etapy rozwizania ounkty
A Oznaczenie ilaci poszczegolnych medali i zapis zakow 1
na ci g arytmetyczny
B Zbudowanie pe nego uk adu réwna 2
C Wyznaczenie ilaci medali poszczegolnych kolorow 2

#3$ %

&

#
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W tym zadanic? nale y°*
1. Przetumaczytre zadania na gyk polski
2. Rozwi za zadanie
3. Rozwi zanie zadania nalg poda w wybranym wczeniej j zyku

HE &X- ) 3 2

Wiktor is very conscientious and patient. He isngoio built the card house ju
like the picture shows. He wants to built possithlg greatest house using all his
cards. The boy has got 5 decks of cards where edeck has 52 cards.
Unfortunately, the building plummeted before theject finishing. How many
floors (levels) will the Wiktor’s building have ithhe case the project’s success?

HI &I H X 3, ?

Victor est trés consciencieux et patient. Il préda faire un chateau de cartes comme sur le dessin
Cela doit étre une grande maison et pour la constxlictor utilisera toutes les cartes qu’il possed

Le garcon a compté que ses 5 jeux de cartes darischacun, c’est exactement le nombre gu'il
lui faut pour réaliser son projet. Malheureusemanant que Victor ait terminé la construction, elle
s’est écroulée. Combien d’étages (niveaux) dewvaitrd& chateau de cartes que Victor avait prévu
de construire?

I .&0 3; ?

Victor es muy concienzudo y paciente.Tiene ideaa@estruir una casita de naipes de la misma
manera que presenta el dibujo. Sera una casitalgreanstruida utilizando todos los naipes que
tiene Victor. El chico ha calculado que sus 5 jigede 52 naipes cada uno, son exactamente tantos
naipes que necesita él para realizar su proye@asgiaciadamente, antes de que Victor termine su
construccion, ella se ha roto. ¢ Cuantos pisoslésldebia tener la casita,que intentaba de construi
Victor?

H &0 $\) 3 2

Wiktor € molto scrupoloso e paziente. Lui vuoletogise un castello di carte, di tale modo qual’e
dimostrato sul disegno. Dece essere un castelltdggEimo per cui, bisogna usare tutte le carte da
gioco che ha Wiktor. Il ragazzo ha calcolato chsuoi 5 mazzi di 52 carte ogniono fanno
esattamete il numero necessario per realizzamoggto. Purtroppo, prima di finire il progetto di
Wiktor, la costruzione ha caduto a pezzuanti piani (livelli) doveva avere il castello @iktor?

%8 Zaczerpnito z [1] - zadanie 3, strona 133
%9 7dj cia wykona a lwona Derendarz
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4- & X 3; ?

Viktor ist sehr gewissenhaft und geduldig. Er bédtigyt, ein Kartenhaus zu bauen, in der Art wie
es in der Abbildung dargestellt wird. Es soll einf§es Haus werden, zu dessen Entstehung alle
Spielkarten benutzt werden, die Viktor hat. Derghuhat ausgerechnet, dass seine 5 Kartenspiele
mit jeweils 52 Karten genau so viel sind, wie man¥erwirklichung des Projekts braucht.

Leider, ehe er mit der Konstruktion fertig wurdie] §ein Bauwerk auseinander.

Wie viele Stockwerke (Etagen) sollte das Kartenlmalen, das sich Viktor bauen wollte?

G & * *8 38 ?

Zaproponuj wzoér na n-ty wyraz gju, ktdrego kolejnymi wyrazami s
a) -8 - 1018 27, 64,...
b) 23332333233323332...

Wskazowka: zbadaj najpierw ¢ a,, = % gdziem= @ n31 ni N
G & < 8C 38 ?
3 2 _
Wyka , e aden z wyrazOw cgu a, = n“+2n"+n-3 nie rowna si 2.

n?+5

G '& (4 3( 7
Oblicz a,, je eli wiesz, e:

1
a) a,,,=2010oraza,,, =—

b) a; =29 oraza,, =2a,+3dlan31
G =& 0 39 ?
Ci g arytmetyczny okrdony jest wzorema, =%(3n +1), dlan3 1

a) Sprawd, ktorym wyrazem cigu (an) jest Iiczba37%

b) W rod pi dziesi ciu pocz tkowych wyrazéw cigu (an)s wyrazy bd ce liczbami
ca kowitymi. Oblicz sum wszystkich tych wyrazow.

€0 Zaczerpnito z [2] - zadania 5.4.8, 5.5.8 strona 134
61 Zaczerpnito z [2] - zadanie 5.10.3 strona 136

62 Zaczerpnito z [2] - zadanie 5.24 strona 140

83 Zaczerpnito z [3]
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G & K-) 39 ?
1 1 1

1 —
1+¥2 N2+43 3eva T JB0+El

. , . 1 1
b) Rozwi rownanie:

1 1
+ + +.+——— =10
1+42 J2+43 J3+4 Ix +4/x+1
G 1&! 7 (4 punkty®

a) Oblicz:

Samiec pszczoy, trute rodzi si z niezap odnionego [k T] /K K K K 8

jaja samicy (krolowej)- nie ma ojca. Natomiast

krélowa ma dwoje rodzicow. Rysuri€k obok K K [T "k &

przedstawia drzewo genealogiczne trutnia -(K ozaacz

matk , T - ojca). K T K

Naszkicuj dwa poprzednie pokolenia przodkow trutnia 3

i sprawd, e liczba przodkéw w kolejnych pokoleniach K

réwna si kolejnym liczbom Fibonacciego: 2
- f,=1 f,=1 K 1

" fro = fo + g
Wypisz 15 kolejnych wyrazéw aju Fibonacciego. T 1
G 2& 3< ?

Dugoci a, b, ¢ bokow trjk ta prostoktnego, ktdrego obwaod jest rowny 24 twod g
arytmetyczny. Oblicz:

a) Dugo wysokoci poprowadzonej z wierzcho katk prostego.

b) Warto wyra eniasina +sinb- 2sinasinb, gdziea, 6 s miarami ktéw ostrych trojkta.

G 5&%* 39 2/

Upro wzér na ogélny wyraz cgu. Oblicza,, n3 1, ni N

2- 32 b) a, :1+;:L
1- 1+~
n+1 n

64 Zaczerpnito z [4]

8 Zaczerpnito z [5] - zadanie 3, strona 182

% Rysunek wykona a Iwona Derendarz w programie Cabri
67 Zaczerpnito z [6]

88 Zaczerpnito z [2[ - zadania 5.7.3, 5.7.4 strona 136
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Zadanie 10. Lataj cy fraktal (6 punktow®®
Fraktalem nazywamy figurgeometryczn, ktér otrzymujemy powtarza¢ te same czynnoi.
Na rysunkd® pokazano trzy pierwsze

etapy konstrukcji ,latajce fraktale”.
Narysowane tam trojkty s przystajce,
a dwa kolejne majtylko jeden wspolny
wierzcho ek.

Przyjmijmy, e 2 =12 i |AB =15cm.
Po obliczeniu ktow trojk tow zbuduij

figur , jak otrzymamy w nagbnym ,
etapie. etap 1
G &R 3; ?

W tréjk t rownoboczny o bokur wpisano ko a (dok adnie10 ké ), jak na rysuffku

etap 2 ' etap 3

Oblicz pole zacieniowanej figury.
G &7 *E 38 ?

Co kilka lat obiega Polsk, a cuszek szczcia”.

Przybiera on réne formy. Jedna z najprostszych jest rast ca. Dostajesz poczt
list np. szeciu os6b. Pierwszej osobie wysy asz np.10z i $&s2 jej nazwisko z
listy, a na kocu dopisujesz swoje. Tak spodzon list wysyasz do szeiu
innych osob, z ktorych kda ma powtorzy Twoj procedur. W ten sposéb Twoje
naZW|sko znajdzie sina przedostatnim miejscu na 6 listach.
W nastpnym etapie na drugim od kea na 36 listach, wreszcie na

6° = 7764istach na pierwszym miejscu. W krétkim czasie puesie otrzyma
7766 razy tyle piendzy, ile wys a e.

Dlaczego nie jest to pewny sposob na dejdo fortuny, nawet przy zaemiu,
e kady, kto otrzyma list wysy a j dalej zgodnie z instrukcp

89 Zaczerpnito z [1] - zadanie 7 strona 49

0 Zeskanowana ilustracja z [1]

L Zadanie w asne lwony Derendarz

2 Rysunek wykona a Iwona Derendarz w programie Cabri
3 Zaczerpnito z [2] - zadanie 5.84 strona 156
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# + 7
# < O : - < * - 8
G & - 3; ?

Wiktor jest bardzo sumienny i cierpliwy. Zamierdaudowa domek z kart, w taki
Sposob jak przedstawiono na rysunku. Ma towielki domek, do zbudowania,
ktérego zostanwykorzystane wszystkie karty do gry, jakie ma Wikt

Ch opiec policzy, e jego 5 talii po 52 karty kda, to dok adnie tyle kart, ile potrzebe
do realizacji projektu.

Niestety, zanim Wiktor ukaczy konstrukcj, jego budowla rozpad a si

lle pi ter (pozioméw) mia miedomek, ktory zamierza zbudowa/iktor?

G & - 3; ?

Oznaczmy przeL, ilo kart potrzebn do zbudowania n pirowego domku z kart.
Wtedy mamy:C, =2, C, =2+1+2x2, C, =2+1+2R+2+3%x

Ogolnie: C,, =C, +n+2(n+1)=C, +3n+2.

Mamy, wi ¢ kolejne wyrazy cigu:

C,=2 C,=2+34+2=7,C;=7+3R+2=15, C,=15+3x3+2=26, C; =26+3x4+2 =40,
Cs =40+3X%6+2=57, C, =57+36+2=77, C; =77+3%7+2=100, Cy =100+ 38+2=126,
C,, =126+3>9+2 =155, C,, =155+ 3410+2=187, C,, =187+ 341+2 =222,

C3 =222+ 342+2=260

Zatem z 260 kart mma zbudowa 13 pi trowy domek.

Punktacja
Czynno Etapy rozwizania Punkty
A T umaczenie na gyk polski 1
B Wyznaczenie wzoru rekurencyjnego 2
C Obliczenie sumy kart na 13 kondygnacjach 1
D Odpowied pisemna w jzyku obcym 2

HI &X- 1)) 3; ?

Denote byC, the number of cards needful for building a hough wlevels.

Then:C, =2, C,=2+1+2x2, C;=2+1+2X+2+3x2

Generally:C,, =C, +n+ 2(n +1) =C,+3n+2.

Hence, the consecutive words of a sequence are:

C,=2 C,=2+3X+2=7, C;=7+3+2=15, C,=15+3x3+2=26, C; =26+34+2=40,
Ce =40+36+2=57, C, =57+36+2=77, Cg =77+3X7+2=100, Cy =100+ 3>8+2=126,
C =126+3X0+2=155, C;; =155+ 340+2=187, C, =187+ 341+ 2=222,
C3=222+342+2=260

So, using 260 cards we can built a house withd&$l

Scores
Activity Stages of solution Points
A Translation into Polish 2
B Computing the sequence’s rule recursively 2
C Counting the sum of cards on 13 levels 1
D Writing the solution in English 1
;9
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HI  .&![H X 3 2

Soit C,, le nombre de cartes dont on a besoin pour constiuchateau de cartes de n étages.
Nous avons alorsC, =2, C, =2+1+2x2, C, =2+1+2X+2+3x

En généralC,, =C, +n+ 2(n +1) =C,+3n+2.

Nous avons donc les termes suivants de la suite:

C,=2 C,=2+31+2=7,C;=7+3x+2=15, C,=15+3x3+2=26, C; =26+34+2=40,
Ce =40+36+2=57, C, =57+36+2=77, Cg =77+3X7+2=100, Cy =100+ 3>8+2=126,
C =126+3X0+2=155, C;; =155+ 340+2=187, C, =187+ 341+ 2=222,
C3=222+342+2=260

Ainsi avec 260 cartes pouvons-nous construire usison de 13 étages.

Pointage

Numéro
de Solution étape par étape Points

I'activité
A Traduction en polonais 2
B Détermination de la formule récurrente 2
C Calcul de la somme des cartes sur 13 étages 1
D Réponse écrite en langue étrangére 1

I .&0 3; ?

Marquemos poC, la cantidad de naipes indispensable para constmaiicasita con pisos de
naipes.

Entonces tenemog,; =2, C, =2+1+2x2, C; =2+1+2XR+2+3%

Entotal: C,, =C, +n+2(n+1)=C, +3n+2.

Tenemos entonces los términos de la serie sigsiente

C,=2 C,=2+34+2=7,C;=7+3R+2=15, C,=15+3x3+2=26, C; =26+34+2 =40,
Cs =40+3X%6+2=57, C, =57+36+2=77, C; =77+3%7+2=100, Cy =100+ 3>8+2=126,
Cy, =126+3>9+2=155 C;, =155+ 340+2=187, C,, =187+ 3x1+2=222

C,3 =222+ 342+2=260

Entonces se puede construir la casita con 260 faipe

Puntuacion
Numero . Cantidad
de la Etapas de la solucion de la tarea
. de puntos
actividad
A Traduccion en polaco 2
B Determinacion de la formula recurrente 2
C Céalculo de la suma de los naipes en 13 niveleegp 1
D Respuesta escrita en la lengua extranjera 1

! " 4% & # <
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H &0 $\) 3, 2

Determiniamo comé, il numero di carte necessario per costruire itedsdi n piani.

Cosi abbiamoC, =2, C, =2+1+2x2, C, =2+1+2Xx2+2+3%

In generaleC,,, =C, +n+2(n+1)=C, +3n+2.

Dunque abbiamo i termini consecutivi della sequenza

C,=2 C,=2+34+2=7,C,=7+3R+2=15, C,=15+3x3+ 2= 26,
C,=26+3x4+2=40,C,=40+3%6+2=57,C, =57+3x%6+2=77, C; =77+3X7+2=100,
C, =100+3x8+2=126, C,, =126+3X9+2 =155, C,; =155+340+2 =187,

C, =187+3X1+2=222, C,, =222+3X2+2 =260

Allora con 260 carte si puo costruire il castelib3dpiani.

Punteggio
N. Tappe della soluzione Punti
attivita bp
A Traduzione in polacco 2
B Espressione della formula di recorenza 2
C Calcolo delle carte su 13 livelli 1
D Risposta scritta in lingua straniera 1
4- & #Z 0 - 3; ?

Bezeichnen wir durclf,, die Kartenmenge, die man zur Entstehung von emstickigen
Kartenhaus braucht.

Wir habendannt, =2, ¢, =2+14+2-2, C;=2+14+2-242+4+3-2

Allgemein:C,,; =C, +n+2(n+1)=C, +3n+ 2

Wir haben also néchste Folgenglieder:

C,=2 C,=2+34+2=7,C,=7+3R+2=15, C,=15+33+2=26,
C,=26+3x4+2=40,C, =40+3x6+2=57,C, =57+3x6+2=77, C, =77+3x7+2=100,
C, =100+3x8+2=126, C,, =126+3X9+2 =155, C;; =155+340+2 =187,

C,, =187+3X1+2=222, C, = 222+3%2+2 = 260

Folglich kann man mit 260 Karten ein Hauschen rBiStockwerken bauen.

Punktwertung
Tatigkeits Etappe der Aufgabenldosung Punktenzahl
nummer
A |Ubersetzung ins Polnische 2
B Bestimmung periodischer Formel 2
C Summenberechnung von Karten auf 13 Stockwerken 1
D Schriftliche Antwort in fremder Sprache 1
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G & * *8 38 ?
a) a, = (n - 3)3

b) an:w,gdziem:m n31 nl N

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba punktow
A Podanie wzoru ogélnego w a 1
B Podanie wzoru og6lnego w b 2
G & < 8C 38 ?

n*+2n>+n-3 _
n’+5

Mamy n® +2n? +n- 3=2n +10, czyli: n® +n- 13=0

Zauwamy, e n(n2+1):13 gdzienl N.

n=1 n=13

) albo .

n°+1=13 n“+1=1

Oba uk ady ssprzeczne. Zatera,, * 2

Zaomy, ea, =2, wtedy 2

Liczba 13 jest pierwsz zatem albo

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba
y Py punktow
A Zapisanie rownania(lub nieréwrm) i doprowadzenie do najprostszej 1
postaci
B Wykazanie, e rownanie nie ma rozwia (lub nierbwno zawsze 2
spe niona)
G '& (4 3( ?
1
a) Zauwamy, ea,=—,
n+1
Wi C Qg9 =—— = L » 008 =t - 1. 2010, zatema, = 1
2y, 2010 Ao 1 201(
2010
b) zauwamy, e a, =a”%_3
. 29- 3 13- 3 5-3 1-3
mamywic.a,=——=13, a,=—=5,a, =—— =1, =—0=-1
y 4 5 3 5 2 5 a >
Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba punktéw
1 Wyznaczenie pierwszego wyrazu 1
2 Wyznaczenie pierwszego wyraz 1
H
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G =%0 39 ?

a) a,= 37%, otrzymujemy réwnanie41-(3n +1)=37§, czyli 3n+1=151, . Odpowied:
jest to 50-ty wyraz cgu.

b) a,= 3n4+1- Mamy a, =1, a; =4, a, = 7...wyrazy ca kowite tworzte arytmetyczny

ci g (b,), wktdrymb, =1, r =3, czyli b, =1+(n- 1)8=3n- 2, 3n- 2<37%,wi c

n < 131
4
1+37
Mamy, zatemn =13, b; =1+12X3=370raz S, —T&S 247
Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczb,a
punktow
A Wyznaczenie n=50 1

B Wyznaczenie podcgu o wyrazach ca kowitych(pierwszy 1
wyraz i ro nica)

C Wyznaczenie ilaci wyrazow tego cigu 1
D Obliczenie ich sumy 1

G ,&K-) 39 2
Ad a)
1 + 1 + 1 + +—l =
1+42 J2+43 J3+J4 T B0+451
1 4-V2, 1 2-4B, 1 4/50-+/51_

1442 1-V2 N2+43 N2-+3 " \50++51 V50~ {51
1\/_\/_\/_\/_\/_ \/_\/___1\/—\/54_\/—_

. : : +4/2 - .- 460 ++/51=+/51- 1
Ad b) analogicznie, dlx >0
S S| 1 _1-42 2-43, f Vx+1 _

1+42 J2+43 \/§+\/Z \/;+«/x+1 -1 -1 -1

VX+1-1

Otrzymujemy réwnaniey/x +1- 1=10, /x+1=11, x+1=121, czyli Xx=120

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba
Y by punktow

A Usuni cie niewymiernoci z mianownikow u amkow a) 1
B Wyznaczenie sumy a) 1
C Wyznaczenie zwintej postaci rownania 1
D Podanie rozwizania rownania 1

! "l #$ % & #
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* %k

G 1&! 7 39 ?
Pocz tkowe wyrazy tego cgu to:  1,1,2,35,81321345589144 233377 61Q..."*

NNNVYIYINS

13

[==]

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba punktéw
A Wyznaczenie 15 wyrazow @u Fibonacciego 1
B Dorysowanie dwoch pokoleprzodkow trutnia 3
G 2& 3< ?
a) Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysuriRu
Mamy: ata+r+a+2r =24
_ 3a+3r=24. b=a+r=8,czylir=8-a
c=atlr )
a Z twierdzenia Pitagorasda +2r)* =a® +(a+r)’
c‘ —— 4 Po podstawieniufi6- a)’ =a? +64, otrzymujemya=6i r =2
a=6
Boki trojk ta maj, zatem d ugai b=8 Poréwnujc pole ABC
c=10
ab _ch

otrzymujemy:? =5 gdzieh oznacza wysoko opuszczonna bokc.
6°8=10°h, czyli h=48

sina +sinb - 2sinas>sinb :E+E_ 23x9:£+£_ 2x3x§:§+é- 2 gxﬂ:%- ﬁ: 11

b) c c cc 10 1C 1010 5 5 55 25 25 25
Punktacja

Czynnoci Etapy rozwizania Liczba punkow

A Wykonanie rysunku, przygie oznacze jak dla ci gu arytmetycznego,

zapisanie obwodu trojka 1

Wyznaczenie a i r

Wyznaczenie wysokai

mon|w

1

Podanie d ugei bokow tréjk ta 1
1

1

Podanie wart@i sumy b)

" Rysunek wykona a Ilwona Derendarz w programie Cabri
> Rysunek wykona a Iwona Derendarz w programie Cabri
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G 5& $ * 39 ?
n® 125 3n+2 17
= = b a. = s a. = —
2 2 o+l 5 21 ) & 2n+1" ° 11
Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba punktéw
A Wyznaczenie wzoru cgu i obliczenie pitego wyrazu a) 2
B Wyznaczenie wzoru agu i obliczenie pitego wyrazu b) 2

G 9T 4 ) 3 2 *t

Pe %

otapd etap 2 ; etap 3

Obliczaj ¢ k t korzystamy z tego,e trojk ty s rOwnoramienne:
DAOC+DCOB=18CF, wi ¢ PAOC=180° - 26 i PCOB=180° - (26 +a),

180° - a i 12°

co daje180° - 4b- a =0, std: p = =45°-%=45° ; = 42°

7

Miara k ta wewntrznego w tréjkcie réownoramiennym wynosi80 - 2x42° =180 - 84° =96°.

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba punktow
A Wyznaczenie kiow trojk ta 3
B Wykonanie i naklejenie na karcie odpowiedz frékta 3

6 Zeskanowana ilustracja z [1]
7 Zeskanowana ilustracja z [1]
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G &R 3; ?

Promienie k6 tworzci g geometryczny®
Oznaczmy promienie k&

n-
1 43 43, 143_+3. _143_43.
=% = [, = %= 1= = —— itd.
3 2 6 3 6 18 3 18 54

D ugo ci promieni wynikaj z podobiestwa ko i skali
podobie stwa% .

. . 3
Pola ko tworzcig(P,):P=pr x—=—p,
g (R):R=pri=pr_ 12/9
P,=prf=p xS ——p =pri ...réwnie ci g geometryczny o ilorazig =E.
324 10¢€ 291¢ 972 9
Otrzymujemy sumpél: S=S, +2S;, gdzieS, =R +P, +F,+P, za S, =P, +P, + P,
1- 1 ' 1- 1 21 i
Mamy:S4=£Y 9 _p 6561 P 6560 _20% S3=2Y’DY 9 =9],0.
12 1- 1 12 8 12 6561 8 2187’ 108 1- 1 4374
9 9 9
. 167p
Uzyskujemy sum S=—=X
ysKUjemy 145¢
Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba
Y by punktow
A Wyznaczenie d ugai promieni ko i stwierdzenie aju 1
geometrycznego
B Wyznaczenie pol poszczegolnych ko 2
C Obliczenie sumy pol 3
G &7 *E 38 ?
Liczba 0s6b uczestniceych w grze ronie lawinowo.
Po krotkim czasie nie ma junowych ludzi, do ktérych mma wysy a kartki.
Pozostali mog, co najwy ej wysy a sobie pienidze nawzajem.
Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba
y by punktow
A Udzielenie wyczerpugej odpowiedzi na pytanie zadania 3

8 Rysunek wykona a Iwona Derendarz w programie Cabri

"l #$ % & #
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$ 6& >

%&! E
permutacje z powtdrzeniami i bez powtdrfbez nazywania - z regu y mremia);
kombinacije;

wariacje z powtdrzeniami i bez powtorzbez nazywania - z regu y mrenia);
algebra zbioréw (suma zbioréw).

%%& () -

kszta cenie umiefno ci rozumowania przez analogi

zliczanie iloci mo liwo ci z u yciem regu y mnoenia,

zastosowanie silni i symbolu newtona przy rozyianiu prostych problemow
kombinatorycznych;

zastosowanie algebry zdarzeo rozwi zywania problemow kombinatorycznych.

%%%& $ 4

Metoda: praca w grupach, burza mézgow.
Forma pracy: wspolnym frontem.
rodki dydaktyczne: karty pracy, gry dydaktyczne.

%3&$ - *+
o . F 3:#% ?

Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obecio
Podzia ucznidow na zespo y zadaniowe (grupy 4 sdbowe).
Wybor lideréw, sekretarzy , asystentéw poszczegiirgrup.

0w bdE

Rozdanie kadej z grup zestawdwwicze otwieraj cych oraz materia éw potrzebnych
do rozwi zywania zada

o

Rozwi zywanie wicze przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.
Przedstawienie i pordwnanie rozwa zada przez przedstawicieli grup.
7. Zebranie kart z rozwezaniami.

Bibliografia do, wicze otwieraj cych”

[1] Gerstenkorn T.,rédka T.,Kombinatoryka i rachunek prawdopodobstwa,Pa stwowe Wydawnictwo Naukowe,
Warszawa 1980

[2] Pawlak R., Pawlak H., Rychlewicz A., Rychlewicz Aylak K., Fabiaczyk M., Matematyka Krok po Kroku
Zbior zada dla klasy trzeciej liceum ogdlnoksztacego, liceum profilowanego, technikulydawnictwo
Edukacyjne Res Polona, 6d

[3] zZakrzewski M., ak T.,Kombinatoryka, prawdopodobistwo i zdrowy rozslek Oficyna Wydawnicza
Quadrivium, s. c., Wroc aw 1994

H( ! "l #$ % & #
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# < 3(#% ?
Uczniowie siadaj we wczeniej ustalonych zespo ach zadaniowych.

Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawu zgdazwi my razem”.

Uczniowie dokonuj podzia u, ktdra grupa dzie rozwi zywa a dane zadanie. Uczniowie
powinni poci zestaw zadai rozdzieli zadania do odpowiednich grup.

Ka da grupa rozwizuje zadania samodzielnie. Po rozzéniu zadania uczniowie redaguj
odpowied na karcie odpowiedzi.

Je eli dana grupa zakazy prac, to jej cz onkowie powinni przyczy si i pomdc w
rozwi zywaniu innym grupom.

Nauczyciel zbiera karty odpowiedzi.
Zako czenie zaj .

Bibliografia do zestawu zada ,Rozwi my razem”

Ligman J., Stachowski E., Zalewska Zhior zada z kombinatoryki i rachunku prawdopodolséva dla
uczniéw szko rednich Oficyna Wydawniczo - Poligraficzna ,Adam” Warszaw987

Gerstenkorn T.,rédka T.,Kombinatoryka i rachunek prawdopodobstwa,Pa stwowe wydawnictwo Naukowe,
Warszawa 1980

Pawlak R., Pawlak H., Rychlewicz A., Rychlewicz Aylak K., Fabiaczyk M., Matematyka Krok po Kroku
Zbiér zada dla klasy trzeciej liceum ogélnoksztacego, liceum profilowanego, technikuwlydawnictwo
Edukacyjne Res Polona, 6d

Zakrzewski M., ak T.,Kombinatoryka, prawdopodobistwo i zdrowy rozglek Oficyna Wydawnicza
Quadrivium, s. c., Wroc aw 1994

/| F 3 #% ?

Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane kargcy zespo om zadaniowym.
Liderzy poszczegOlnych grup prezentupzwi zania zadania.

Nauczyciel ocenia pragrup (pozytywne wzmaocnienie).

Podsumowanie zaj.

! "l #$ % & # H8
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0 . F 6 > 87
D - YR 3< ?
W tym zadaniu naley:
1. Przetumaczytre zadania na gyk polski
2. Rozwi za zadanie
3. Rozwi zanie zadania nalg poda w wybranym wczeniej j zyku
D UM 44 $) ~ 3< ?
« Un milion de menus complets ! » - annonce laipiiéld’un restaurant.
Réellement, il n'y a que dix entrées, douze soupemgt plats principaux, vingt

desserts et vingt-cinq sortes de vin. Est-ce quastle droit de te sentir escroqué ?
Justifie ta réponse par un calcul.

D 6 $ 3< ?

.Milion kinds of dinner in our menu!” - says somehvartising of the restaurant. In fact in the
restaurant there are ten appetizers, twelve sawgsity meat dishes, twenty desserts and twenty
five kinds of wine. Do you have the law to feebk&d? Substantiate your answer using the bill.

0) ) $) 3 2

»i Millbn de menus de la comida!”- dice la publiad de un restaurant. De verdad ahi hay
solamente diez entradas, doce sopas, veinte plaoge postres y veinticinco especies de vino.
¢, Puedes sentirte engafiado? Apoya tu respuesthcaouo.

) $) < ?

,Un milione di piatti !"- dice la pubblicita di unistorante. In realta qui ci sono solo dieci argipa
dodici zuppe, venti secondi piatti, venti dessereeti vini. Puoi pensare che ti lasci ingannate?
risposta deve essere sostenuto del calcolo.

D 4Y - < ?

.Million Mittagssatze!”- verkiindet die Werbung va@mnem Restaurant. In Wirklichkeit gibt es dort
nur zehn Vorspeisen, zwolf Suppen, zwanzig zwei@inge, zwanzig Nachspeisen Und
funfundzwanzig Weinsorten. Hast du Recht, dichdgen zu fuhlen? Beleg die Antwort mit einer
Rechnung.

9 Zaczerpnito z [1] - zadanie 6 strona 15
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G & %) C 39 ?
a) lle mo na narysowaprostych, ktore przechodprzez dwa spadd 10 punktow
le cych na okrgu?

b) lle trojk tdw mo na narysowawybieraj ¢ jako wierzcho ki trzy punkty spodd 10
punktow le cych na okrgu?

c) lle przek tnych ma dziestiok t, ktérego wierzcho ki le na okr gu?*

O ©

G &! %38 ?

Po liniach diagramu memy posuwasi tylko do géry ) lub w prawo P). Aby doj z punktuA
do punktuB, mo emy wybra drog GGGPPPPP®

D B

C A

|
Liczba wszystkich drog oA do B jest réwna;—)'ﬂ =56

lle jest ré nych drog wiodcych z punktuC do PunktuD?
G 1& ( - 38 ?

lloma sposobami mma rozdzieli cztery rone nagrody midzy trzech pracownikow, jeli nawet
wszystkie nagrody mogprzypa jednemu pracownikowi?

G ‘& R 39 ?
W pewnej operze kaa z 6 r6l ma 3 obsady. Na ile sposobow n@oskompletowaobsad
przedstawienia przy za eniu, e:

a) Ka dy obsadzony jest tylko w jednej roli?

b) Jeden zepiewakow obsadzony jest w dwu rolach, ktdrych ne enwykonywa
jednoczenie?

8 Zadanie w asne lwony Derendarz

81 Rysunki wykona a Iwona Derendarz w programie Cabri
82 7aczerpnito z [2] - zadanie 21 strona 33

8 Diagramy wykona a lwona Derendarz w programie Cabr
84 Zaczerpnito z [3] - zadanie 2.58 strona 55

8 Zaczerpnito z [1] - zadanie 6 strona 20
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# F 7 o)
> 87
D T 3< 7

.Milion zestawOw obiadowych!”- g osi reklama pewneptauracji. Naprawdest tam tylko

dziesi przystawek, dwanaie zup, dwadzieia drugich da, dwadziecia deseréw i dwadzieia
pi gatunkéw win. Czy masz prawo czsi oszukany®dpowied poprzyj rachunkiem.
D - YR 3< ?J
Odpowied : Nie, bo10 -20-12-20- 25 = 1200000 m
Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba punktow
A T umaczenie na gyk polski 2
B Rozwi zanie zadania 2
C Odpowied pisemna w jzyku obcym 1
D UM 44 $) ~ 3< ?
Nie, bo10r-20-12- 20- 25 = 1200000
Pointage
Numeéro de l'activité Solution étape par étape Nadw points
A Traduction en polonais 2
B Solution de I'exercice 2
C Réponse écrite en langue étrangére 1
D 6 3$ 3 ?
We don’t have such law because- 20- 12- 20 - 25 = 1200000 it gives over a milion of dinners.
Scores
Activity Stages of solution Points
A Translation into Polish 2
B Solution 2
C Writing of solution in English 1
0) ) $) < 2
No, porquelo - 20 - 12 - 20 - 25 = 1200000
Puntuaction
Numero de la actividad Etapas de la solucion Puntos
A Traduccion en polaco 2
B Solucion de la tarea 2
C Respuesta escrita en la lengua extranjera 1
) $ ) _ < ?
No, perchélo-12-20-20- 25 = 1200000
Punteggio
N. attivita Tappe della soluzione Punti
A Traduzione in polacco 2
B Soluzione dell’'esercizio 2
C Risposta scritta in lingua stranierg 1
H; ! ! #S% & #
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D 4Y 3< ?
Nein, weil10 .12+ 20+ 20 . 25 = 1200000
Punktwertung
Tatigkeits nummer Etappen der Aufgabenlésung P unzktiel
A Aufgabelbersetzung ins Polnische 2
B Aufgabenldsung 2
C Schriftliche Antwort in der Fremdsprache 1
G & %) C 39 ?
10 10
a) :1_(]:45 b) :&:120
2 28l 3 31
¢)n=10 p=hn-38)_107_
2 2
Punktacja
Czynno Etapy rozwizania Liczba punktéw
A Podanie rozwizania a) 1
B Podanie rozwizania b) 1
C Podanie rozwizania c) 2
G &1l 38 ?

Przyk adowe przegie: PGGPPPGPPG

10!

Takich przej mamy:m =210

Punktacja

Czynno

Etapy rozwizania

Liczba punktéw

A

Zapisanie przyk adowego przeja 1

B

Podanie rozwizania zadania 2

G I&( -

38 ?

Nagrody I Il [l
Mo liwo ci 3 3 3 3

Zatem3 Xx8x3=3" =81

Odpowied :

Nagrody mona rozdzieli na 81 sposobow.

Punktacja

Czynno

Etapy rozwizania

Liczba punktéw

A

Zapisanie przyk adowego przypodkowania

1

B

Podanie rozwizania zadania

2

"l #$ % & #
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Rola | 1l

Vi

Mo liwo obsadzenia 3 3

w
L\

W

a) Zatem:3°* =729

b) Rozwamy te dwie role. W zasadzie mua je obsadzina 33 =9 sposobow, ale trzeba

odrzuci mo liwo obsadzenia obu rél przez naszepiewaka, co daje 8 mbwo ci.
Pozosta e cztery role mea obsadzina 3* =81 sposobéw. cznie 881=648

Punktacja
N Liczba
Czynno Etapy rozwizania punktow
A Zapisanie rozwizania a) 1
B Podanie rozwizania zadania b) 3
HI

#3$ %

&

#
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0 # < 6 > 8?7
G & 3< ?

W tym zadaniu naley:
1. Przetumaczytre zadania na gyk polski
2. Rozwi za zadanie
3. Rozwi zanie zadania nalg poda w wybranym wczeniej j zyku

HI & B 4 8 < ?

Petit Arthur a cing paires de chaussures. Pourrensds chaussures, il adopte
deux regles:

Il ne met jamais la chaussure gauche au pied gatdaechaussure droite au pied
droit.

“=2 |l ne met jamais les deux chaussures d’une ménme.pai

Il peut mettre ses chaussures de combien de f&ons

HI &RB 8 < ?

A little Arturek has 5 pairs of shoes. Shoeing leags heads two rules:

He never dress the left shoe to the left foot &edright shoe to the right foot.
He never dress two shoes from the same pair.

How many combinations has Arturek got dressing shodis feet?

I & BH a 8 < 7

El pequefio Arturo tiene cinco pares de zapatoseRda los zapatos se dirige de dos principios:
Nunca pone un zapato izquierdo al pie izquierdannzapato derecho al pie derecho
Nunca pone dos zapato del mismo par. ¢ Cuantas asatkeiponer zapatos a los dos pies hay?

H & J 8 < ?

Piccolo Arturek ha cinque paia di scarpe. Quandudée ha due principi:
Non mette mai la scarpa sinistra sul piede sinis¢@nche destra sul destro.
Non mette mai due scarpe dello stesso paio.

A guanti modi puo mettere le scarpe su due piedi ?

4- & B > 8 3< 7

Der kleine Arthur hat 5 Paar Schuhe. Wenn er dieuBe anzieht, richtet er sich nach zwei Regeln:
Er zieht nie den linken Schuh an den linken Ful3derdrechten Schuh an den rechten Ful3 an.

Er zieht nie zwei Schuhe von dem selben Paar an.

Auf wie viele Weisen kann er die Schuhe an beideeginziehen?

8 Zaczerpnito z [1] — zadanie 9 strona 15
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G &) 3( 2?2 ™

Ka d z ponumerowanych figur 1, 2, 3i 4 nalgomalowa jednym kolorem tak, aby siaduj ce
figury mia y inne kolory. Na ile sposobéw mma to zrobi, je li mamy:

a) 4 kredki r6 nego koloru? o

b) 6 kredek ronego koloru? 2
G /&%) ) 39 2 #

Mamy 8 cukierkow, ktére chcemy podzietni dzy troje dzieci tak, aby kde z nich otrzyma o, co
najmniej 1 cukierek. Aby utworzy3 niepuste podzbiory, memy oddzieli cukierki, k adc np.
o 6wek i gumk na dwdéch wybranych spad 7 miejsc miedzy cukierkami.

Liczba wszystkich mdiwych sposobdw podzia u cukierkéw jest rowna:

7
liczbie 2 - elementowych kombinacji zbioru 7 — eltowego 5 =21.

a) Na ile sposobéw me@my podzieli 10 cukierkbw midzy czworo dzieci tak, aby kde
z nich otrzyma o, co najmniej 1 cukierek?

b) Na ile sposobéw m@my podzieli 14 cukierkbw midzy pi cioro dzieci tak, aby kale
Z nich otrzyma o, co najmniej 1 cukierek?

G '&0 39 277

W zawodach w sumo, rozgrywanych systemem g¢iaz kadym”, odbyy si 83 walki. Dwéch
zawodnikéw, spadd 15 startujcych, wycofa o si przed zakoczeniem zawodow, rozegrawszy po
trzy walki ka dy. Czy zawodnicy, ktorzy wycofali siprzed zakoczeniem zawoddéw walczyli ze
sob ? Odpowied uzasadnij.

G =&( ) -8 3< ?

lloma sposobami mma ustawi dziesi 0sOb jednym raizie, a iloma ,w
ko 0"? (Zak adamy, e miejsca na okgu s ponumerowane). Czy wynik
ulegnie zmianie, jeeli osoby tworzce okrg zaczn si po nim porusza
trzymaj c si zar ce? (Tzn. miejsca na olgu nie s ponumerowane).

87 Zaczerpnito z [2] - zadanie 12 strona 38

8 Zaczerpnito z [2] - zadanie 14 strona 38

8 7dj cie wykona a lwona Derendarz

% Zaczerpnito z [2] - zadanie 22, strona 39

%1 Zaczerpnito z [3] - zadanie 1.4.7, strona 13
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G & $ 39 ?
lle bokdéw ma wielokt wypuk y o 65 przeknych?
G 1& 3( ?

Ze schroniska na szczyt prowadk ré ne szlaki turystyczne. Marcin i Krzysiek
planuj wycieczk schronisko — szczyt — schronisko. Marcin upiera rsie
powtarza szlaku w czasie zajia ze szczytu. Krzkowi jest obojtne, czy przy P
zej ciu powtdrzy szlak. Na ile sposobow neozaplanowawycieczk Marcin, a © =~ .

na ile Krzysiek?
G 2& 1  3< ?

Po liniach diagrani mo emy posuwasi tylko:
do gory G) lub w prawo P).
Aby doj z punktuA do punktuB, mo emy wybra drog GGGPPPPP Liczba wszystkich drég

odA do B jest réwnas—! =56
38!
lle jest r6 nych drég wiodcych z punktle do Punktu~?

F

E A
G 580 3< 2

Ka dy z siedmiu uczestnikbw ma dwie kule: czarbia , i wrzuca do urny dok adnie jeda
nich.

a) lle istnieje ré nych moliwych uk adéw kul w urnie?

b) lle istnieje moliwych uk adow, jeli ka demu z uczestnikow wolno wstrzymsi  od
g osu?

G 9& ! 39 ? °
Na p aszczynie danych jest 9 punktow, z ktorych:
- Dok adnie cztery le na jednej proste;j.
- Z pozosta ychadne trzy nie le na jednej proste;.

adne dwa z tych pozosta ychadnymi z tych czterech punktow leych na prostej, nie
le najednej prostej.

Znale liczb trojk tow, ktére mona otrzyma cz ¢ punkty po trzy.

92 7aczerpnito z [2] - zadanie 21, strona 33

% Diagramy wykona a lwona Derendarz w programie Cabr
9 Zaczerpnito z [4] - zadanie 2.55, strona 55

9% Zaczerpnito z [4] - zadanie 2.54, strona 55
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G L& - < 39 2?27

W przedziale wagonu kolejowego saprzeciw siebie dwie awki,
z ktorych kada ma pi  ponumerowanych miejsc.
Z dziesi ciu pasaerow:

Czterech chce siedziev kierunku jazdy twarz

A trzech — plecami.
lloma sposobami mama rozmieci tych pasaerow?

G .& ) * 3; 2?2

Na pewnej wyspie mieszka 300 dzikusow, z ktorych dia jest
matematykiem, filozofem lub luderc .

- Po owa ludoercow zajmuije sifilozofi .
- Po owa filozoféw matematyk

- Po owa matematykow to ludercy.

Wiedz c, e aden z ludoercéw nie zajmuje sifilozofi i matematyk, odpowiedz na pytanie, z ilu
0s6b sk adajsi te grupy.

% Zaczerpnito z [4] - zadanie 2.59, strona 55
97 Zaczerpnito z [1] - zadanie 9, strona 42
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8 3< ?

May Arturek ma pi par butéw.

WKk adaj ¢ buty kieruje si dwiema zasadami:
Nigdy nie wk ada lewego buta na lewog ani prawego na praw
Nigdy nie wk ada dwoch butow z tej samej pary

Na ile sposoboéw m@ w 0y buty na obie nogi?

G & 8 3< ?

Zzaoe wynika, e zawsze wk ada lewy but na pramog (ma tu 5 moliwo ci), a prawy but na
lew nog (znéw 5 moliwo ci). cznie5-5 = 25. W pi ciu przypadkach ld to buty z tej samej
pary, a wic ostateczni€s — 5 = 20

Odpowied : Arturek ma 20 mdiwo ci w 0 enia butéw na obie nogi.

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba punktow
A T umaczenie na gyk polski 2
B Analiza moliwo ci Arturka wynikaj ca z pierwszego warunku (25 1
C Podanie pe nego rozwiania zadania 1
D Podanie odpowiedzi wiyku obcym 1

HI & B( H4 8 < ?

Selon sa regle, Arthur met toujours sa chaussurehgaau pied droit (5 possibilités) et sa chaussure
droite au pied gauche (encore une fois 5 posg@b)litEn touts>5=25. Dans les cinq cas, cela sera
la méme paire de chaussures, donc finalerdént5 = 20

Réponse: Petit Arthur a 20 possibilités de meétsechaussures a ses deux pieds.

Pointage
Numéro de L . Nombre de
NS Solution étape par étape :
I'activité points
A Traduction en polonais 2

Analyse des possibilités de petit Arthur, résul@ata premiere
condition (25)

B 1
C Solution entiere de I'exercice 1
D Réponse en langue étrangere 1

9 Zaczerpnito z [1] — zadanie 9 strona 15
9 Zaczerpnito z [1] — zadanie 9 strona 15
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HI &RB 8 < 7

From the assumption the left shoe is always onritite leg (5 possibilities) and the right shoe is
always on the left leg (5 possibilities). Togetteb =25 pairs.

In five of these 25 cases we get the same pair25e5 = 20

Answer: Arturek has got 20 possibilities of shoeing

Scores
Activity Stages of solution Points
A Translating into Polish 2
B Analysis of possibilities following from the firsondition (25) 1
C Giving full solution of exercise 1
D Giving the solution in English 1
I & B a 8 3< ?

De Ila hipotesis resulta que siempre pone el zdpgtiderdo al pie derecho (aqui tiene 5 posibilidgdg el
zapato derecho al pie izquierdo (otra vez 5 paddales).

Junto5°5=25. En los cinco casos seran zapatos del mismo p@anees finalment@5- 5= 2Q
Respuesta: Arturito tiene 20 posilidades de poapatos a los dos pies.

Puntuacion
Numero de

la Etapas de la solucion Puntos
actividad

A Traduccion en polaco 2

B Andlisis de las posibilidades de Arturito resultami la primera condicién 1

(25)
C Solucion de la tarea 1
D Respuesta escrita en la lengua extranjera 1

H & J 8 < ?

Dalle premesse risulta che mette sempre la scariséra sul piede destro (ci sono 5 possibilitég e
scarpa destra sul piede sinistro (di nuovo 5 pdia). Inclusivamente5:5=25. In cinque casi

saranno le scarpe dello stesso paio, Allora iléinconti 25- 5=2Q
Risposta: Arturek ha 20 possibilita di metteredarpe su due piedi.

Punteggio
N. Tappe della soluzione Punti
attivita PP
A Traduzione in polacco 2

B Analisi delle possibilita di Arturek che risultalldaprima condizione
(25)

C La soluzione completa dell’esercizio

D La risposta nella lingua straniera

Rl -
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4- & B 8 < ?

Aus den Voraussetzungen ergibt sich, dass Artharanden linken Schuh an den rechten Fuf3 (hier
hat er 5 Moglichkeiten), und den rechten Schuh em lcthken Ful3 (wiederum 5 Méglichkeiten)
anzieht. Zusamme& - 5 = 25. In funf Fallen werden das die Schuhe von demeselaar, also
schlieB8lich25 =5 =20
Antwort: Der kleine Arthur hat 20 Mdglichkeiten, l8de an beide Fll3e anzuziehen.

Punktwertun

Tatigkeits Etappen der Aufgabenlosung Punktenzahl
nummer
A Ubersetzung ins Polnische 2
B Die sich aus der ersten Voraussetzung herleitende 1
Analyse von Arthurs Mdglichkeiten (25)
C Angabe der vollstandigen Aufgabenlésung 1
D Angabe der Antwort in der Fremdsprache 1
G & ) 3( ?

a) Mamy: 4>3:3>3=108mo liwo ci
b) Mamy: 6:5°5:5=750mo liwo ci

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba
y by punktow
A Podanie rozwizania a) 1
B Podanie rozwizania b) 1
G 1&$ ) ) 39 ?
9 13
) = 2 _gg100 b) =3 = 7q5i
3 38 4 4%

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba
y by punktow
A Podanie rozwizania a) 2
B Podanie rozwizania b) 2

190 7dj cie wykona a Iwona Derendarz
101 7dj cie wykona a Iwona Derendarz
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G '& 0 39 ?
L . 13 _ 13 : :
Tak. Pozosta ych 13 zawodnikoéw rozegra oday sob 2 = w1 =78 walk. Gdyby dwaj zawodnicy,
ktorzy si wycofali, nie walczyli ze sob to walk w zawodach by oby 8+ 6 =84.
Punktacja
Czynno Etapy rozwizania Liczba punktow

A Zapisanie liczby walk zawodnikéw pozosta ych wnigju 1

B Podanie odpowiedzi i uzasadnienia rozehia zadania 3
G =&( ) -8 3< ?

a) Dziesi 0s06b w rzdzie mona ustawi nal039:837°6:5°4:3>2:1=10=3628800
sposobow, na tyle samo mma ustawi ich w ko o, przy za ceniu, e osoby nie kr
po okr gu ko a.

b) Jeliosoby bd si porusza, to liczy si tylko ich po o enie wzgldem siebie,
permutacje, ktore w trakcie krenia przechodzjedna w drug, uwa amy za jednakowe.

Z ka dej takiej permutacji dzki obrotowi mo na otrzyma dziesi nowych.
St d takich permutacji jest dziesirazy mniej, czyli:% =9!=362880.

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba punktow
A Podanie rozwizania a)-osoby w rzizie 2
B Podanie rozwizania b)-osoby w ko o 3
G & $ 39 ?

65, gdzienl N,n>3.

Liczba przektnych Wynosi:@ =

Otrzymujemy réwnanien® - 3n- 130=0, D=529, n,= -101 N, n, =13,
Odpowied : Wielok t ma 13 bokdow.

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba punktéw
A Zapisanie rownania wynikagego z warunkow zadania 1
B Rozwi zanie rownania z uwzginieniem jego dziedziny 3
G 1& 3( ?
Wej cie | Zejcie | llo sposobow zaplanowania wycieczki
llo mo liwo ci Marcin 4 3 4:3=12
llo mo liwo ci | Krzysiek 4 4 4:4=16
Odpowied : Marcin mo e zaplanowawycieczk na 12, a Krzysiek 16 sposobow
Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba punktéw
A Zapisanie liczby mdiwo ci Marcina 1
B Zapisanie liczby mdiwo ci Krzy ka 1

! "l #$ % & #
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G 2&11  3< ?

18 1- 4-6- 6x3=301
417!
Odpowied : R6 nych drog wiodcych z punktle do PunktuF jest 301
Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania L'CZb,a
punktow
A Zapisanie liczby mdiwo ci przy pe nym prostolcie 1
B Wyznaczenie liczby mdiwo ci, ktérych nie mamy, jéi wyj to4w zy 3
C Podanie poprawnej odpowiedzi 1

G 5&0 3< ?
a) Istnieje 8 ronych mo liwych uk adéw kul w urnie — (7 bia ych i 0 czarrhytub 1 czarna
i 6 bia ych, lub 2 czarne i 5 bia ych lub ...lub 7aazych i O bia ych),

b) 36 - Nie bdzie ani jednej kuli lub ldzie 1 kula - to daje dwie mlwo ci,
lub b d 2 kule - co daje 3 méiwo ci,... a do siedmiu kul- co daje 8 miowo ci,

Zatem: 1+2+3+4+5+6+7+8=36

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba punktéw
A Rozwi zanie punktu a) 2
B Rozwi zanie punktu b) 3
G 9& ! 39 ?
5 5 4
+4x +5x =80
3 2 2
Odpowied : ¢z c punkty po trzy mona otrzyma 80 tréjk tow.
Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba
y by punktow
A Zapisanie liczby mdiwo ci dla poszczegdlnych rodzajow tréfw 3
B Podanie sumy 1
G W& - < 39 ?
Odpowied :

Pasaerowie jadcy twarz do kierunku ruchu maj534:3>2 mo liwo ci

Pasaerowie jadcy plecami do kierunku ruchii®4:3, pozostali maj 3! sposobdéw na zajie
pozosta ych w przedziale miejsc.

To daje (regu a mnenia) 1206036 = 4320Gposobéw rozmieszczenia

Punktacja
) o Liczba
Czynnoci Etapy rozwizania punktow
A Zapisanie liczby mdiwo ci dla poszczegélnych grup pasedw po 1 3
punkcie
B Wyznaczenie liczby mdiwo ci (iloczynu) 1
IH
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G &) *? 3; ?
Odpowied :
Z warunkow zadania mamy od ra%u_ £F,

ale skoro po owa filozoféw zajmuje sinatematyk,
a nikt z ludoercow nie zajmuje sijednoczenie filozofi i matematyk,

tOELEEF,Wi CLEF.
2 2

PodobnieF£M , MEL,skd L=F=M.

Z zaoeniamamyLCF|=|FCM|=|LC M|=%|L|.

Std

300=|F E LE M| =|F|+|L|+|M|- [FC L|- |[FCM|- |LCM|+|FCLCM|=3L]|- 3><%||_|+o

300=§|L| sk d |L| =|M| = |F| = 200.

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba punktéw
A Uzyskanie wniosku,e grupy s tak samo liczne 2
B Zapisanie, e licznoci LQFzLQMzFQM:%L 1
C Uzyskanie|LE F E M| 2
D Podanie poprawnej odpowiedzi 1
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6 &= 6

%&! E

definicja ci gu, rodzaje cigow;

zwi zki mi dzy bokami i ktami wielok tow, odleg o punktow, nieréwno trojk ta;

w asnoci trojk téw, czworoktow i innych wielok tow, uma miar ktow wielok ta;
styczna do okmgu, k t wpisany, kt dopisany, kt rodkowy i zwi zki mi dzy tymi k tami;
wielok t wpisany w okrg, wielok t opisany na okigu. w asnoci wielok tow foremnych;
wzajemne po cenie okrgow; warunki stycznai okr gow;

przystawanie i podobiestwo figur.

%%& () -

- kszta cenie umiejno ci korzystania ze zwezkéw mi dzy k tem rodkowym,

k tem wpisanym i ktem mi dzy styczn i ci ciw ;

- wykorzystywanie w asnai figur przystajcych i figur podobnych;

- kszta cenie umiejno ci znajdowania zwizkow miarowych w figurach p askich;
- kszta cenie umiefno ci wyznaczania zwizkow miarowych dla figur p askich;

- kszta cenie umiejno ci przeprowadzenia prostego rozumowania dedukcgjneg
- kszta cenie umiejno ci analizowania informacji, formu owania hipoteanrich

weryfikacji;

- kszta cenie wyobrani i sprawnoci manualnej - konstruowanie, wycinanie, naklejanie

ré nych figur p askich w celu tworzenia z nich nowyanfiguraciji, itp.

%%%& $ 4

Metoda: praca w grupach, burza mézgow.
Forma pracy: wspolnym frontem.
rodki dydaktyczne: karty pracy, gry dydaktyczne.

%3&$ - *+

0

Hp w DR

o o

F 3 #% ?
Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obeci)o
Podzia ucznidow na zespo y zadaniowe (grupy 4 sdbowe).
Wybor lideréw, sekretarzy, asystentéw poszczegdirgrep.

Rozdanie kadej z grup zestawOwwicze otwieraj cych oraz materia 6w potrzebnych
do rozwi zywania zada

Rozwi zywanie wicze przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.
Przedstawienie i porbwnanie rozwa zada przez przedstawicieli grup.
Zebranie kart z rozwzaniami.

! "l #$ % & #
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Bi

bliografia do, wicze otwieraj cych”

[1] Matematyka Bez Granic Etap fina owy konkursu - #eaa2007

[2] Matematyka Bez Granic Etap wphy — edycja 2007

[3] http://www.zadania.info

[1]
(2]

[3]
[4]
[5]
[6]
[7]
[8]

0

Bi

# < 3(#% ?
Uczniowie siadaj we wczeniej ustalonych zespo ach zadaniowych.

Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawu zgllazwi my razem”.

Uczniowie dokonuj podzia u, ktéra grupa dzie rozwi zywa a dane zadanie. Uczniowie
powinni poci zestaw zadai rozdzieli zadania do odpowiednich grup.

Ka da grupa rozwizuje zadania samodzielnie. Po rozzéniu zadania uczniowie redaguj
odpowied na karcie odpowiedzi.

Je eli dana grupa zakazy prac, to jej cz onkowie powinni przyczy si i pomoc
W rozwi zywaniu innym grupom.

Nauczyciel zbiera karty odpowiedzi.
Zako czenie zaj .

bliografia do zestawu zada ,Rozwi my razem”

Babia ski W., Chako L., Czarnowska J., Janocha G., MatemaB&dr cznik dla liceum ogdlnokszta@ego
Kszta cenie w zakresie podstawowym i rozszerzonyky@awnictwo Nowa Era, Warszawa 2003

Ba kowska E., Stankiewicz DMatematyka w zastosowaniach. Zbior zadé szké rednich Wydawnictwo
Podkowa, Gdask 2001

Matematyka Bez GranieZadania treningowgrudzie 2005

Matematyka Bez GranicKonkursu- 7 marca 2007

Matematyka Bez GranieZadania treningowgrudzie 2007

Matematyka Bez GranicEdycja 2008-2009

Matematyka Bez Granic - Etap fina owy konkursu -&6go 2008

http://www.zadania.info

0w bd e

>7

/| F 3 #% ?

Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane kargcy zespo om zadaniowym.
Liderzy poszczegOlnych grup prezentupzwi zania zadania.

Nauczyciel ocenia pragyrup (pozytywne wzmaocnienie).

Podsumowanie zaj

! "l #$ % & #
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0 . F 6 6
D - *BR - 9

W tym zadaniu naley:

1. Przetumaczytre zadania na gyk polski

2. Rozwi za zadanie

3. Rozwi zanie zadania nalg poda w wybranym wczeniej j zyku
D 6 6R - 3H ?

193 Ela has a piece of paper of a quadrangle shape
'\ and she is folding it once overlapping some
vertex of this quadrangle on the opposite one.
She is obtaining in this way a regular pentagon
with the side’s length 6 cm. Calculate measures
of quadrangle angles and lengths of all
quadrangle sides and then stick the folded
guadrangle in the pentagon form on the card with
the solution.

bcm

D JUM 44 R - 3H ?

Elisabeth a pris un morceau de papier en formeuddrangle et I'a plié une fois, en superposant un
sommet du quadrangle sur le sommet opposé. Aiftsilla obtenu un pentagone régulier dont le
cOté est de 6cm. Calculer les angles et les catépiddrangle. Ensuite, le plier de facon a en faire
un pentagone et le coller sur la feuille-réponse.

$ ) R- 3H 2

Isabel tom6 una pieza de papel en forma del cugdtary la plegé de una sola vez, poniendo una
cuspide del cuadrangulo sobre la de enfrente. 2enegnera obtuvo un pentagono regular del lado
de 6 cm. Hay que calcular los angulos y las lonigis de lados del cuadrangulo. Luego, plegando,
transformarlo en el pentagono y pegarlo sobre ja ¢tan la solucion.

D 4Y R - 3H ?

Ela nahm ein Stiick Papier in Form von einem Vienao#t legte ihn einmal zusammen, indem sie
einen Scheitel des Vierecks auf den gegenuberlésgecheitel legte. Sie bekam auf diese Weise
ein regelmaliges Funfeck mit 5 cm langen Seitenmedme die Ecken und Seitenlange des
zusammengelegten Vierecks. Baue dann daraus $aiefack zusammen und klebe es an das Blatt
Papier mit der Lésung an.

192 7aczerpnito z [1]
193 Rysunek zaczerprto z zamieszczonej w Internecie trezadania
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) 6R - 3H 2

Ela ha preso un pezzo di carta nella forma di wedglatero e poi I'ha piegato un volta, mettendo
un vertice del quadrilatero sul vertice oppostosiG@ ottenuto il pentagono regolare con il lato
lungo di 6 cm. Calcolare gli angoli e la lunghezd® lati del quadrilatero piegato. Poi farne il
pentagono simile incollandolo sulla foglia corstduzione.

G &> <)7 3l 2

195 Aby narysowa Krzy Malta ski wystarczy:

wykre li cztery okrgi, ktérych rodkami s wierzcho ki kwadratu o boku 8 cm i
ktére przechodz przez rodek kwadratu. Te cztery okji przecinaj boki
kwadratu w 8 punktach O cych wierzcho kami amiok ta. Krzy jest, wic
ograniczony przez uki okgow i przez te boki aniok ta, ktére nie pokrywaj
si z bokami kwadratu.Narysuj i pokoloruj taki krzyCzy wspomniany aniok t
jest foremny ? Odpowieduzasadnij.

G &" - 38 ?

W k t o mierzegd'wpisano dwa okmi styczne zewrtrznie. Promie mniejszego okmgu ma

dugo 1. Obliczdugo promienia drugiego okgu.

G /&! 3; ?

Dany jest trojkt rbwnoramienny o tej w asnci, e dwusieczna jednego z jegadw, dzieli go na
dwa trgjk ty rownoramienne. Ewa i Micha wyznaczyli po jednyakim trojk cie. Obydwa maj

ré ne ksztaty. Ewa narysowala swoj zyaiem ekierki i cyrkla. Micha , zanim narysowa gw@

pomoc linijki i k tomierza, musia najpierw wykonabliczenia miar ktéw. Narysuj dwa trojkty

postepujc raz, jak Ewa, a drugi raz, jak Micha . Czy isiniggszcze inne takie trojky, ré ne od
tych znalezionych przez Ew Micha a? Odpowieduzasadnij.

G '& ( 39 ?
Dane s cztery okrgi. Ka dy z nich jest styczny zewtriznie do dok adnie dwdéch spdd trzech
pozosta ych okmgow.

a) Uzasadnij, e rodki tych okrgéw s wierzcho kami czworoka, w ktéry mona wpisa
okr g.

b) Udowodnij, e punkty stycznai tych okr gow s wierzcho kami czworoka, na
ktorym mo na opisa okr g.

104 Zaczerpnito z [2]
195 Rysunek zaczerprto z zamieszczonej w Internecie tezadania
196 7aczerpnito z [3]
197 7aczerpnito z [2]
198 7aczerpnito z [3]
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D - *R- 3H 2 =

Ela wzi a kawa ek papieru w kszta cie czwortki z oy a go ‘\
jednokrotnie, nak adag jeden wierzcho ek czworota
na przeciwlegy. '
Otrzyma a w ten sposob iok t foremny o boku d ug@i 6 cm.
6ecm

Obliczy k tyid ugo ci bokow sk adanego czwordia.
Nast pnie z ozy z niego taki piciok ti przyklei go na kartce z rozwzaniem.
D - *R - 3H ? 0

K ty pi ciok ta foremnego majpo 108°. Poczkowy czworokt musi mie, wi ¢ dwa takie kty
naprzeciw siebie. Niech b to A i D. Z symetrii piciok ta foremnego wynika,e przeciwleg e
boki czworokta s rownoleg e, zatem dwa pozosta éykmaj po 72°. Boki wynoszwtedy:

[BF| =12>sin54° » 97 (cm); |AE| =16+12>sin54° » 157 (cm)

B, E
B C
< i Y A
' ~ S/ 10877
' . /
\ \‘\.\\ // %
s \\\ // D
1% A5 725 ¢
A F E
F
c 111
Istniej istotnie rGne i prostsze rozwzania.
Punktacja
Czynnoci Etap rozwizania zadania L|czbg
punktow
A Przet umaczenie zadania nayk polski 1
B Wykonanie rysunku, wprowadzenie oznacze 1
C Obliczenie ktéw czworokta, zauwaenie, e czworokt musi mie boki 05
rownoleg e '
D Obliczenie d ugaci bokéw czworokta 0,5
E Wyci cie czworokta o wyznaczonych bokach itkch i z o enie piciok ta 2
F Przet umaczenie rozwaania na jzyk obcy 2
199 7aczerpnito z [1]
10 7aczerpnito z [1]
M1 Rysunki wykona a Helena Ewert — Fechner w progea@aRMetall
>8
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D 6 R - 3H  ?

The measure of every angle in a regular pentaghf88. So, the quadrangle should have two
opposite angles, each of 108°. Let it be the arafiéise verticed andD. From the symmetry of

pentagon we get the parallel opposite sides of iqungte. Hence, the measure of two other angles is
72° per every angle. And the lengths of sides qualkto

BF| =12>xsin54° » 9,7 (cm); . . . /
Y \\\ / 108", .
Y \\\ /

AE| =16+125sin54° » 157 (cm) |

N y
(s 728

112 A F E

Of course, there are many different and simpleuthmhs of this exercise.

Scores
Activity Stages of solution Points
Translation of the exercise text into Polish 1
Making a picture and introduction of notations 1
Calculating of quadrangle angles, noticing the faat the

o 0,5

guadrangle should have the parallel opposite sides.
Calculating the lengths of quadrangle sides. 0,5

Cutting out the appriopriate quadrangle with tlgitiangles and
sides. Folding it into pentagon.
Translation the solution into English. 2

MmO O WX

D JUM 44 R - 3H  ?

Les angles d’'un pentagone régulier font chacun .l08tuadrangle initial doit en avoir deux - I'un
en face de l'autréA etD sont ces angles. Il en résulte de la symétridepideux cotés opposés
d’un quadrangle sont parallés, donc chacun des degibes restant font 72=

Les cotés mesurent alov‘@‘ =12xsin54° » 9,7 (Cm); ‘A_E‘ =16+12xsin54° » 157 (cm)

Il existe des solutions véritablement différentgslgs faciles.

Pointage
ll\‘l;cnt}sirga%e Solution étape par étape Points

A Traduire I'exercice en polonais 1

B Faire un dessin, introduire les symboles 1

C Compter les angles du quadrangle, remarquer quiadrangle doit avoir des cotés 05
paralleles '

D Calculer la longueur des c6tés du quadrangle 0,5

E Découper un quadrangle avec les cotés et leesadgbignés, plier un pentagone 2

F Traduire la solution en langue étrangére 2

12 Rysunki wykona a Helena Ewert — Fechner za ponpoegramu: CarMetal
13 Rysunki wykona a Helena Ewert — Fechner za ponpoegramu: CarMetal
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Los angulos del pentdgono regular tienen cada Q8&. El cuadrangulo inicial debe tener entonces
dos tales angulos de enfrente. Que lo sean A ydDlalBimetria del pentagono regular resulta que
los lados opuestos son paralelos, entonces do$o&mgue quedan, tienen cada uno 72°.

Los lados son entonc#B_F‘ =125sin54° » 9,7 (cm); ‘A_E‘ =16+125sin54° » 157 (cm)

114

Existen efectivamente las soluciones diferentedsysencillas.

Puntuacion
Numgr_o de la Etapas de solucion de tarea Puntps
actividad
A Traduccion de la tarea en polaco 1
B Realizacion del dibujo, introducciéon de las deaitjones 1
c Célculo de los angulos del cuadrangulo; observagignel cuadrangulo debe tener los 05
lados paralelos '
D Célculo de la longitud de lados del cuadrangulo 0,5
E Recorte del cuadrangulo con lados y angulos métadosy realizacion del pentdgono 2
F Traduccion de la solucion en la lengua extranjera 2
D 4Y R - 3H ?

Die Ecken von einem regelméRigen Fiinfeck habenilgw@8 Grad. Der Anfangsviereck soll also
zwei gleiche gegenuberliegende Ecken haben. SeseA and D. Aus der Symmetrie eines
regelmafigen Funfecks ergibt sich, dass die gegeliedpenden Viereckseiten miteinander parallel
sind, also zwei Ubrige Ecken jeweils 72 Grad haben.

Seitenlange betragen dar}ﬁ‘ =12xsin54° » 9,7 (cm); ‘E‘ =16+12>sin54° » 157 (cm)

B.E

. - o \
3 \\\\ / 108" L x N
s e ) . C/ 115
Es gibt wesentlich verschiedene und einfacherengesu
Punktwertung
Tatigkeits Etappe der Aufgabenlésung Punktenzahl
nummer
A Ubersetzung ins Polnische 1
B Ausfiihrung der Zeichnung, Einfihren der Bezeictigan 1
C Berechnung von Ecken des Vierecks; Bemerkung , €ilasgiereck parallele Seiten 05
haben muss. '
D Berechnung von Seitenlédngen des Vierecks. 0,5
E Ausschnitt von einem Viereck, der bemessene SaitdrEcken hat, und >
Zusammenlegen eines Finfecks.
F Losungsibersetzung in eine Fremdsprache 2
14 Rysunki wykona a Helena Ewert — Fechner za ponpoegramu: CarMetal
15 Rysunki wykona a Helena Ewert — Fechner za ponpoegramu: CarMetal
><
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Ogni angolo del pentagono regolare ha 108°.

Allora all'inizio il quadrilatero deve avere duegwili di questa misura all’opposito.

Siano gli angoliA e D. Dalla simetria del pentagono regolare risulta cHati oppositi del
qguadrilatero sono paralleli, allora due angoliaest devono avere 72° ognuno.

Dunque i lati fannoBF = 12 -sin 54" % 9,7 (cm); AE = 6 + 12 -5in 54" ¥ 15,7 (cm)

Ma esistono anche altre soluzioni piu facili .

A F E

x
\ ~ Y, \
i 108° . / R
n L 720 -
c

Punteggio
N. attivita Tappe della soluzione dell’esercizio nRu
A Traduzione dell’'esercizio nella lingua polacca 1
B Preparazione del disegno, introduzione dellecemlbni 1
C Calcolo degli angoli di quadrilatero, osservaziche il quadrilatero deve avere i lati 05
paralleli '
D Calcolo dei lati del quadrilatero 0,5
E Talio del quadrilatero con angoli e lati indicatpoi piegamento del pentagono 2
F Traduzione della soluzione nella lingua straniera 2
>;
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Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku. x x X

Bok kwadratumADG] mADG] ma d ugo 8, wi c jego przektne maj

dugo 8J28y2
Promienier okr géw s réwne po owie przeknej kwadratu,

czylir :%M =4J2 r= 3 8v/2 = 4/2Zatem

A0 =AC=BD = 4/2A0=AC=BD =42

Zauwaamy, e

AC+BD=AB+BC+BC+CD=AD+BC

czyli AC+BD = AD + BC, st d otrzymujemy

42 + 42 =8+ BC zatem

BC=8/2- 8=8[2- 1)BC = 8VZI—-8 =8(VI-1)

W tréjk cie AABL DABL prostok thym i rGwnoramiennym mamy:
AL=AB=AD- BD=8- 42

BL=ABY2 =(8- 4/2)«/2=8/2- 8=8[J2- 1)
BL=AB\2=(8-4J/2)-J2=8y2-8=8(J2-1), zatemBL = BCBL = BC

Osie symetrii kwadratu gednoczenie osiami symetrii aniok ta BCEFHIKL BECEFHIKL.,

Z symetrii omiok ta BCEFHIKL BCEFHIKL, otrzymujemy réwno wszystkich omiu jego
bokow.

Poniewa trojk t AABLDABL jest prostoktny i réwnoramienny, to|<ABL|= |ZALB| = 45°
|£ABL| = |4 ALE| = 45°, st d otrzymujemy
|ZLBC| = |£KLB| = 180° — 45° = 135°|4LBC| = |AKLB| = 180° — 45° = 135°,

W ten sposéb maa pokaza, e wszystkie kty o miok ta maj miar po 135° kady.

Whiosek: Ten aniok t ma 8 réwnych bokow i 8 rownych #éw, wi ¢ jest foremny.

Punktacja
Czynnoci Etap rozwizania zadania L|czbg
punktow
A Narysowanie i pokolorowanie krzg malta skiego. 2
B Wyznaczenie promienia rysowanych akbw 1
C Obliczenie d ugai odcinkéw i stwierdzenie ich rowna (BL=BC). 2
D Stwierdzenie, rownai bokow omiok ta, bo osie symetrii kwadratu esiami 1
symetrii omiok ta
E Obliczenie miar k6w o miok ta 1
F Stwierdzenia,e 0 miok t jest foremny i uzasadnienie 1
1% Rysunki wykona a Helena Ewert — Fechner za ponpoegramu: CarMetal
>H
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G "o 38 ? o
Sposéb 17 L TR

. . A \\
Dane i oznaczenia: / ~
Okr gi 0,(D;1) i 0,(E; R) zewn trznie styczne /

oraz styczne do ramion ta o mierze60°
‘E‘:x;|CE|:R;‘A_E‘:x+1+R |

Szukane:R
Rozwi zanie P
DB -1 14 #
W DABD: — =sin30°U ===U x=2 o
AD X 2
Zauwa amy, e DABD ~ DACE Z podobiestwa tych tr6jktow otrzymujemy:
BD| |CH _ ~ R
PA_ Mgl R g 31r=2r0 R=3
AD |AE X 2+1+R
Sposoéb 118
E ™ Tym razem rozwaamy tréjk t prostoktny DDEF :
// Zauwaamy, e: jego przeciwprostokna DE ma d ugo
X 5
/ > R+ 1,aprzyprostokna FE = R- 1.
/ ~ | Poniewa, |4FDE| = 30°
| Korzystamy z definicji sinusa ka ostrego w trojkcie
| prostoktnym i otrzymujemy:
/' [FE - R. .
/o L =sin30° 0 R-1_1 atem2R- 2=R+1U R=3
DE R+1 2
- Odpowied: D ugo promienia drugiego okgu jest rowna 3
Punktacja
Czynnoci Etap rozwi zania zadania L|czb§
punktow
A Rysunek, oznaczenia, zapisanie danych 1
B Wyznaczenie promienia Wiszego okrgu 2

17 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za porpaoagramu: CarMetal
18 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za porpaoagramu: CarMetal
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Przypadek pierwszy— konstrukcja EV:
Dwusieczna AI jest poprowadzona z
wierzcho ka A trojkta réwnoramiennego
BAC, w ktérym ramionadE i AC s réwne.
Trojk ty: ABAI oraz ACAlI s przystajce
I prostok tne.
Jeli s rownoramienne, to ich ky ostre maj
miar 45°stdk t ABAC ma mi&0°.
Zatem pocztkowy trojk t réwnoramienny
ABAC by prostoktny.

Przypadek drugi — konstrukcja Micha'&:

2 DwusiecznaCICl jest poprowadzona z wierzcho ka C tragk
réownoramiennego ABC, w ktérym ramioBi® i AC s réwne.
Jelitréjk t ABIC jest rownoramienny, to rownymi ramionami
mog by jedynie BC i TI. Niech miara kta |£ICE| = a.
Wtedy |[ZICA|=aoraz |£BCAl=2a, bo TI jest
dwusieczn £BCA.

|2CBA|l=2a, bo kty przy podstawie trojka
rownoramiennego srowne. Jeli €1 ma podzieli dany trojk t
na dwa trojkty réwnoramienne, taCi4 te musi by
rownoramienny, ktérego ramionami moby tylko €I oraz
Al. Zatem|&£IAC| = |AICA| = «

Z powy szego wynika, e suma miar ROw ABAC wynosi
2a+ 2a + a = 5a otrzymujemy w tym tréjkcie zaleno ci:
Sa = 180°, std a=36° Zatem w trojkcie
rownoramiennymdABC Kk ty rowne maj po 72°, a kt 4BAC
ma miar 36°.

Czyli drugi poszukiwany tréjk ma kt przy wierzcho ku
rowny 36° a kty przy podstawie majmiary 72°.

Otrzymali my, wi ¢ tylko dwa mdiwe przypadki lnnej mo liwo ci nie ma.)

Jeli dwusieczna kia zawartego mizy ramionami dzieli tréjk rownoramienny na dwa trojky
rownoramienne, to dany tréjkrownoramienny jest prostotqy.

Jeli dwusieczna Ka przy podstawie trojka roéwnoramiennego dzieli ten trojk na dwa trojkty
réwnoramienne, to jego ky maj miary : 72°; 72°; 36°.

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania zadania L'CZb,a
punktow
A Wykonanie konstrukcji sposobem Ewy 2
B Wykonanie konstrukcji sposobem Micha a 3
C Wykazanie, e innych moliwo ci nie ma 1

19 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pompomgramu: GEONEXT
120 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pompomgramu: GEONEXT
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Ad 1.

Rysunek® - dorysujmy odcinki cz ce rodki danych
okr gow.

Odlego rodkow okr géw stycznych zewrrznie jest
réwna sumie ich promieni,w:

AB+CD=r1 +r,+r1;+1, i BC+DA=r1,+r,+r, +r1,
Zatem: AB+CD = BC + DA (rbwno sum
przeciwleg ych bokéwczyli warunek wystarczagy na
to, aby w czworokt mo na by o wpisa okr g.

Ad 2.
Rysunek? - dorysujmy odcinki cz ce rodki danych okrgéw oraz punkty stycznoi.

"
SNAN

Je eli oznaczymy kty ostre trojktow rownoramiennych:

W DAKN : W DBKL:
[DANK| =[DAKN| = a [DBKL = |[PBLK| = b

W DCLM : W DDMN :
[DCLM|=|PCML=g | [PDMN|=|DDNM|=d

Z rysunku i powyszych oznaczeodczytujemy:

[DNKL| =180 - a- b; [PKLM|=180 - b- g; [DLMN| =180 - g- d; [PMNK| =180 - a - d

Z tych réwnoci otrzymujemy:

|ZNKL| 4+ |«LMN| =360° — (a+ B+ y+ &) oraz| 2KLM| + |MNK| = 360°— (a+ B+ v+ 8)
zatem|ZNKL| + |4LMN| = |«KLM]| + |#MNE], co ko czy dowdd, bo rowno sum przeciwleg ych
k tow czworokta jest warunkiem wystarczaym na to, eby na czworokcie ¢ KLMN da o si

opisa okr g.
Punktacja
, N , Liczba
Czynnoci Etapy rozwizania zadania punktow
A Dowdd podpunktu 1 2
B Dowdd podpunktu 2 2

121 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za porpaoagramu: CarMetal
122 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za porpoagramu: CarMetal
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W tym zadaniu naley:
1. Przetumaczytre zadania na gyk polski
2. Rozwi za zadanie
3. Rozwi zanie zadania nalg poda w wybranym wczeniej j zyku

HI &W 6 3H ?

The housewife makes the jam putting four jars iroand
pot (see the picture). The jars are of cylindemfowith
base’s diameter lengtihZ cm. Distances between the jars
are possibly the smallest. Calculate the lengttadius R in
the pot's base.

HI & 3H ?

La maitresse de maison, en faisant des « assaisente», met quatre pots cylindriques ayant pour
base 12 cm de diametre, dans une casserole rooneng sur le dessin ci-dessus). Les distances
entre chaque pot sont les plus petites possibleEufe la longueur du rayok de la base de la
casserole.

I .&H 3H ?

La dueiia de casa, haciendo ,encurtidos”, mete arolla redonda (como vemos en el presente
dibujo) cuatro tarros en forma de cilindro con iéhdetro de la base de la longitud iz cm. Las
distancias entre los tarros respectivos son laspaquefas de las posibles. Calcula la longitud del
radioR de la base de esta olla.

4- &! 3H  ?

Eine Hausfrau legt bei der Vorbereitung von , Turik@rein rundes Glas (wie in der dargestellten
Abbildung) vier Glaser in Form vom Zylinder hineglessen Basis einen Durchmesser von hat.
Die Abstande zwischen einzelnen Glasern sind amdten von den Mdglichen. Berechne den
Radius der Grundflache des Topfes.

H &T (4 3H 2

Facendo le confiture la padrona mette nel penétotondo (come dimostrato sulla foto) quattro
barattoli col diametro della basel cm. La distanza tra i barattoli € minima. Calcolldaghezza
del raggioR della base di pentolone.

123 7aczerpnito z [3] — Zadanie 5.17, strona 45
1247dj cia wykona a Helena Ewert - Fechner
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Na rysunkd® poni ej przedstawiony zosta szkic cei 8
parku. Dwie fontanny wpisano w prostoiky klomb /
kwiatéw. S one styczne do linii przeknej klombu. s
Wiedz c, e przektna klombu ma d ugo AB=10m T
oraz tworzy ona z jednym z bokdéw klombu k mierze /
30°, wyznacz odleg o rodkow tych fontann. AL c
G 1& )- E+ 39 ?
ST S®  *®Krdlestwo krola Anzelma liczy sobie cztery miagiea:
’ | ww A B, C,D, ktére po cone s w wierzcho kach prostoka.
Q-7 Jego zamek znajduje sivewn trz prostokta oddalony o:
__________ | -25km od A,
- -39 km od B,
&/ == - 60 km od C.

Anzelm zastanawia si w jakiej odlegoci od zamku
po o one jest miasteczko D. W tej sprawie skonsultowaze swoim ministrem yropatem i oto
odpowied, jak otrzyma :

W czterech prostoknych ré nych tréjk tach, S awetne twierdzenie zastosujesz,

Cztery objawione dodasz rowrmd, Sprytnie wyraenia pogrupujesz,
Wtedy na karcie odpowie@agoci
Obliczy odlego z zamku do miasteczka D.

G '&G D 39 ?

130 Fasada Parlamentu w Budapeszcie jest ozdobiona
rozet . Oto sposob wykonania jej szkicu :

- Narysowa 3 okrgi o promieniu 3 cm parami
styczne.

-Narysowa duy okrg styczny do trzech
pozosta ych, ktéry ma po jednym punkcie
stycznoci z ka dym z nich.

-Wymaza trzy mae uki znajduge si w rodku
rozety, ograniczone przez punkty stycatio

trzech ma ych okigow.
Na karcie odpowiedzi narysowaozet i obliczy promie du ego okrgu.

125 7aczerpnito z [2]

126 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za porpoagramu: CarMetal
127 7aczerpnito z [4]

128 Rysunek zaczerprto z zamieszczonej w Internecie trezadania

129 7aczerpnito z [5]

130 Rysunek zaczerprto z zamieszczonej w Internecie trezadania
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Stefan zobaczy ten trojkna czarnej tablicy.

T X

2Nx

12-
£ A

Dla jakich wartoci x mo na zbudowartaki trojk t ? Odpowied uzasadnij.

G ,&D - 39 ?

Luca i Andrea id pobiega do parku, gdzie znajdugi 4 okr g e bie nie, jedna dua zewntrzna

i trzy ma e wewntrz tej du ej, wszystkie stykajsi ze sob, tak jak to przedstawiono na rysunku.
Bie nie wewntrzne maj promienielkm, 2km i 3km. Luca przebiega cay dystans zetnnej
bie ni w 3 godziny. Andrea przebiega wszystkie trzy wetnzne bienie, zwracajc uwag, aby
nie przebiec ponownie tych odcinkow, ktérymi joieg i réwnie jemu zaj o to trzy godziny.

Ktory z przyjacié by szybszy? Uzasadnijcie odpeavi

(Tekst zaproponowany przez kl&B redni ’lISS “De Pace” — Lecce — zwyciczyni konkursu
Angela Bernasconi 2008

134

131 7aczerpnito z [6]
132 Rysunek zaczerprto z zamieszczonej w Internecie trezadania
133 Zaczerpnito z [7]
134 Rysunek zaczerprto z zamieszczonej w Internecie trezadania
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G 1&A C - C 39 ?

Wyka , e dla dowolnych liczb dodatnich x, y zachodzi nasi ca zaleno mi dzy redni
arytmetyczn a geometryczn 2 = Jxy. Kiedy te rednie s réwne?

-
=

G 2&% 3< ?

137 E| bieta musi wymieni zepsut szybk nad drzwiami
wej ciowymi. Szybka jest: ograniczona odcinkiem o d wgo
104cm i ukiem ko a, a wysoko szybki wynosi 26cm.
Szklarz chce poznapromie uku ko a, aby wyci now
., Szybk, zamowion u niego przez Ebiet .

2> Obliczy promie uku ko a..

G 5&" * 38 ?

Dwie ci ciwy przecinaj si wewn trz okr gu tak, e odcinki jednej z nich majd ugoci 8 i 6, a
odcinki drugiej pozostajw stosunku 2:3. Podaj d ugm odcinkéw drugiej ciciwy.

G .9& ) 39 2

Odlego mi dzy rodkami okrgow o promieniach 2 i 7 wynosi 13. Progtgest styczna do obu
okr géw w punktach4 i R. Oblicz d ugo odcinkaAR.

G .&( 38 2

Uzasadnij, e punkty przecicia dwusiecznych kow wewntrznych prostokta ABCD s

wierzcho kami kwadratu.
D C

141

G .&" 3( 72

Dane s dwa k ty wpisane oparte na tym samym uku. Wyka dwusieczne tych kbw przetn
si w punkcie nale cym do okrgu.

135 Zaczerpnito z [1] - Strona 200, zadanie 5

136 Zaczerpnito z [8]

137 Rysunek zaczerprto z zamieszczonej w Internecie trezadania

138 7aczerpnito z [2]

139 Zaczerpnito z [2]

140 7aczerpnito z [2]

141 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pompomgramu: GEONEXT
142 7aczerpnito z [2]
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G &G 3H ?

Gospodyni robic ,,zaprawy” umieszcza w okg ym garnku (jak na przedstawionym rysunku)
cztery s oiki w kszta cie walca oednicy podstawy d ugei 12 cm. Odleg oci
mi dzy poszczegoblnymi s oikami :iajmniejsze z maiwych.

Oblicz d ugo promieniaR podstawy garnka.

G &G 3H ?

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysutfRu

H
gdzie punktyd, B,C,D s rodkami podstaw s oikow.
Otrzymujemy kwadram ABCD o boku d ugoci 12 em - np|dB| =6+ 6

Przek tna tego kwadratu jest rowiidc |, gdzie‘AC‘ = 1/‘AB‘Z +‘BC‘2 ‘AC! =122

r - d ugo promienia garnka jest rowna

r = |04| + |AF |, gdzie|DA| = 6, alAF| == - 1242

zatemr = 6 + 632 = 6- (1 ++/2), czylir & 14,48 cm
Odpowied : Promie podstawy garnka ma d ugooko o 145cm

1

=

Punktacja
Czynnoci Etap rozwizania zadania Liczba punktéw
A Przet umaczenie zadania nayk polski 1
B Wykonanie rysunku, wprowadzenie oznacze 1
C Obliczenie d ugai boku kwadratu i jego przetnej 1
D Obliczenie d ugaci promienia 1
E Podanie odpowiedzi 1
F Przet umaczenie rozwaania na jzyk obcy 2
143 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za porpoagramu: CarMetal
7<
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N 1 1 .2 N .2 N 1
where AC = ||AB" +[BC  |AC|=122 [4C| = /TACF + [BC]
r - radius of pot’s base is equal to= [04]| + [4F|,
where|04| = 6 and|AF | = 3 12v2.

3H 2

We take the notation just as on the picttirabove, where the points
A,B,C, D are the centers of jar bases.
We obtain a squarm ABCD with side’s lengthL 2 cm (|AE| = 6 + 6).

The square’s diagonal is equal‘ﬁ‘ |AC|,

Fa

Hence;r = 6 + 6v2 = 6- (1 ++/2). Thus,r » 1448mr & 14,48 cm
Answer: The length of radius in the pot’s base is abigtibcm

Scores

Activity

Stages of solution Points

Translation of the exercise text into Polish 1

Making the picture and introduction of notations 1

Calculating lengths of a side and a diagonas@iiare 1

Calculating of radius length 1

Giving the answer 1

mmo|O|m|>

Translation of the solution into English 2

3H 72

15 Soient les pointd, B, C, D' les milieux des bases des pots, comme
'indiquent les symboles sur le dessin ci-dessussiAobtenons-nous un
carrém ABCD dont le coté est de2 cm - p.ex.

|[AB| =6+ 6‘@{ =6+6 Ladiagonale de ce carré est égale a
Ad| 4T

ou[Ac|=,[AB +[BG"  [AC|=12J2 [AT| = JIATF + [BCI’
r - la longueur du rayon de la casserole est égale a

r :‘0_A+\EHT — |D4| + [AF), ol 0_4 = 6|04 = 6, et

[AF =2 %2/2 = 6V2 [F | = 1 1212 done

r=6+6y2=6x1+ ﬁ)r =6+ 6V2=6-(1++2), celaveut dire » 1448cmr & 14,48 em
Réponse:Le rayon de la base de la casserole a une longleswiron 145cm

Pointagel4,5cm

Numéro de I'activité Solution étape par étape Roint
A Traduire I'exercice en polonais 1
B Faire un dessin, introduire les symboles 1
C Calculer la longueur d’un c6té du carré et ddiggonale 1
D Calculer la longueur du rayon 1

144 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za porpoagramu: CarMetal
145 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za porpoagramu: CarMetal

7

! "l #$ % & #



rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA e S,
KAPITAL LUDZKI pl m EuroPEsskl [N
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY * ok
E Donner la réponse 1
F Traduire la solution en langue étrangére Y.
‘TH

#$ % & #



rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI lm EUROPEISK
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

- .H 3H  ?

146 Admitimos las designaciones como en el dibujo leouél los
puntos4, B,C, D son centros de las bases de tarros. Obtenemos el
cuadradm ABCD del lado de la longitud dE2 cm - por ejemplo:

|AB| =6+ 6‘@{ =6+6|4E| = 6 + 6. La diagonal de este

cuadrado es igual \a\_c

|AC|donde

|AC| = J/|AC|? + [BCI?[AC| = 1242
‘AC‘ = ‘AB‘Z +‘BC‘2 ‘AC‘ =12J2 r-la longitud del radio de

olla es igual a = ‘O_A+‘ﬁu donde‘o_4 =6[04l =6,a
‘ﬁ‘ :%&2\/5 =642 |AF| = = - 12v/Zentonces

r=6+62= 6><(1+ \/E)r =6+ 6V2=6-(1++/2)es decir ¥ 14,48 cm.
RespuestaEl radio de la base de olla tiene la longituccaetel 4,5cm.

Puntuacion
Numero
de la Etapas de solucion de tarea Puntps
acticidad
A Traduccion de la tarea en polaco 1
B Realizacién del dibujo, introduccion de las deaigones 1
C Calculo de la longitud del lado del cuadrado pualeidmetro 1
D Calculo de la longitud del radio 1
E Comunicacion de la respuesta 1
F Traduccion de la solucién en la lengua extranjera 2

4- &! 3H ?

147 Wir nehmen die Bezeichnungen so wie in der Ablitian,
wo die Punkted, B, C, D Mittel der Grundflachen sind, wir bekommen ein

Quadratm ABCD mit Seitenlangel 2em - z.B. ‘ﬁj =6+6 Die

Diagonale des Quadrats ist gIei‘a‘lTC‘

WO‘E‘ = ‘A_B‘Z + ‘E‘Z ‘E‘ =122 r der Radius des Topfes ist

gleichr = ‘ﬁﬂﬁ” WO ‘@: 6, und‘ﬁ‘ =%>¢2«/§ =6+/2 folglich

r=6+6J2=6 1+\/§), alsor » 144&m
Die Antwort: Der Radius der Grundflache des Topfes hat die €&og etwaldscm

Punktwertung
Tatigkeits nummer Etappe der Aufgabenldsung Punzkiein
A Ubersetzung ins Polnische 1
B Ausfuhrung der Zeichnung, Einfuhren der Bezeicigan 1

146 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za porpoagramu: CarMetal
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C Berechnung der Seitenlange des Quadrats und &iagponale

D Berechnung der Radiusléange 1

E Angabe der Lésung 1

F Losungstibersetzung in eine Fremdsprache 2
7>
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Prendiamo le indicazioni come sul disegno, dovenitipd, B, C, D
sono centri delle basi di barattoli. Otteniamoubdratom A5 CD
collungo dilZ crm - p.es|dB| =6+ 6

La diagonale di questo quadrato|®cC | dove

|AC| = \/IACP +|BCI3 [ACT| = 12v2

r - la lunghezza del raggio di pentolone fa

r = |04| + |AF|,

dove|0A4| =6, alAF| = % 122 dunque

r=6+6V2=6-(1+2), czylir ¥ 1448 cm
Risposta: Il raggio della base di pentolone misura citdabcm

Punteggio

N. attivita Rappe della soluzione dell’esercizio niu
A Traduzione dell'esercizio nella lingua polacca 1
B Preparazione del disegno, introduzione dellecemloni 1
C Calcolo Della lunghezza di lato del quadrato lladsia diagonale 1
D Calcolo della lunghezza di raggio 1
E Risposta adatta 1
F Traduzione della soluzione nella lingua straniera 2
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5 “®Dane i oznaczenia:

1:r Prostokt o przektnej
a AB=10m PBAC = 30°
y

_____ Ko a (o rownych promieniach) styczne
| ) do ramion prostoka i do jego przeknej(jak

: : na rysunku)
r r Punkty E; G s rodkami tych k6 .
N : Szukane:

G P

Odlego rodkoéw tych ko , EG|=?
Dugo odcinkaEG wyliczymy z tréjk ta prostoktnego PEGM | ale najpierw musimy wyliczy
d ugo ci bokéw prostokta oraz promie okr gu wpisanego WDABC. Boki wyliczamy z podanego

k ta i d ugoci przeciwprostoktnej ‘AB‘ 10. A; - cosar V3 3 10,3 o3
3 2

BC .

Aj =sin30° =; ‘Bq =1o>% -5 Promie okr gu wpisanego WPABC wyliczamy

ze wzoruP = pr, gdzie P oznacza pole trojka; p - po ow obwodu tréjkta, r - promie

okr gu wpisanego w trojk
5/36 _ 2503 _ 5/3 _5/3@3-3)_15/3-15_5/3-5

\A%BC\

‘AC‘ ‘BC‘ |AB T 5/3+5+10 15+5/3 3+Y3  9-3 6 2
2
Mo emy teraz obliczyd ugo ci przyprostoktnych trojk ta DEGM

EV]=[B0] -2 =5 282 5ot0. 55 [iig]=[Aq] -2x =503 282 5= 5. 5B e5=s
Teraz do EMG stosulemy twierdzenie Pitagorasa

[EQ]f = (EM|J + (MG ={to- 53] +5° =52(2- Vaf +5° =5° {a- 43 +3+1)=5% fs- 4V3)
E;Dz =52 >4>{2- \/5):52 22 >{2- \/5) Zatem szukana odleg ojest

réwnqﬂ = /52 2% {2- V3] =10%/2- 3

Odpowied : Odleg o  rodkéw fontann wynosl0x/2- /3 m

Punktacja
Czynnoci Etap rozwizania zadania L'CZb,a
punktow
A Wykqnanig rysunku z pomocniczymi liniami, wprowadigeoznacze, plan 1
rozwi zania
B Obliczenie bokow prostoka i jednoczenie bokéw DABC 1
C Obliczenie d ugcci promienia okrgu wpisanego WbABC 1
D Obliczenie d ugaci przyprostoktnych DEGM 1
E Obliczenie odleg @i rodkéw fontann i podanie odpwiedzi 1

148 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za porpoagramu: CarMetal
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19 Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku:

B . y Cc
@7
60 !
2139\ z z
X y
! ? .
t 25 t
A X y D

Dane i oznaczenia:
Zamek znajduje siw punkcie M.
|AM| =25 |BM| =39 ICM| =60 IMD| =7
Przez punkt M prowadzimy prostopad e do bokéw mlosa. Te proste wraz z odcinkami
cz cymi zamek z miasteczkami podzieli y krolestwo gkt ty prostoktne. Ich przyprostokne
oznaczamyx; ¥; t; z. Otrzymali my cztery rodzaje trojkow prostoktnych, stosujc do nich
twierdzenie Pitagorasa otrzymujemy naslj ce relacje:

x2+22 =392 (%) ¥+ 22 = 602 (xx) ¥ +12=25% (wex) Y2+ 12 = |MD|? (exxx)

Szukane:

Dodaj ¢ powy sze réwnania stronami, otrzymujemy:
X222+ Y2+ 22+ X217+ y? 1% =39 +60° + 25 +|MD["

(**%) (**)
2x* +2y* +27° + 27 21521+ 3600+ 625+ MD" o o o 5746+|MD[

Uwzgl dniamy(™)i (") mamy 2x{625+3600) =|MD|’ +5747 2x25 +60)=|MD[’ +5746
IMD|” =2x4225- 5746  |MD|" =2704 |MD|=+2704 |MD| =52

Odpowied : Odleg o , ktora dzieli zamek od miasteczka D wynosi 52 km.

Punktacja
: N . Liczba
Czynnoci Etapy rozwizania zadania ounktow
A Sporz dzenie rysunku, wprowadzenie oznacze 1
B Zapisanie relacji wynikagych z twierdzenia Pitagorasa 1
C Dodanie réwnastronami i pogrupowanie wyrazow 1
D Wyznaczenie z rownania warto |MD| i podanie odpowiedzi 1
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rodki trzech ma ych okgow tworz trojk t rownoboczny o boka = 2 - 3cm = 6cm
rodek O duego okrgu jest te rodkiem ci ko ci i punktem przeckia si wysoko ci tego
trojk ta.

eE _ —a/3_6Y3 23

W trojk cie rownobocznym d ugo rodkowej Wynosi:“‘:i =—= 3»,*37 = > =

Punkt O jest po any w dwdch trzecich teyodkowej, wi c |01] =

o | k3
5]
=
L
Il
o]
=
]

Zatem promie du ego okrgu wynosi:|0P| = |0I| + |IP| = 2V/3 + 3(¥ 6,5cm)
Odpowied :
Promie du ego okrgu w przybli eniu réwna si 6.5¢cmn.

Punktacja
Czynnoci Etap rozwizania zadania Llczk{a
punkow
A Narysowanie 3 okigdéw parami styczne o promieniu 3 cm 0,5
B Narysowanie duego okrgu stycznego do trzech pozosta ych, 1
ktory ma po jednym punkcie styczmbz ka dym z nich.
C Wymazanie trzech ma ych ukoéw wodku rozety 0,5
D Obliczenie rodkowej tréjk ta, ktorego wierzcho kami srodki ma ych 1
okr géw
E Obliczenie d ugai promienia duego okr gu 1
150 Rysunki wykona a Helena Ewert — Fechner za ponpoegramu: CarMetal
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Wprowadzamy oznaczenta:a =2 +x; b=1+42x; c=12—x

Liczby dodatniea, b, ¢ s d ugo ciami bokow trojkta tylko wtedy,gdy spe nione snastpuj ce
warunki

MNaz=0Ab>0Ac=0Mna+b>0Ab+c>aha+c=h

Uwzgl dniaj ¢ przyj te oznaczenia otrzymujemyg je li taki trojk t istnieje to muszby
spe nione wszystkie porsze warunki:

:x::-l:H:}Z-I-x::-D(:rx:h—E;

b=0e=142x>0= x> —-0=5
cx=0=12 —x >0 x =< 12
at+tbrc=2+x+14+2x>12—x=3+3x =12 —x=4x =9 x = 2,25

b+rra=ol+2x+12-x=22+x=x+ 13 = 2+x = 13 = 2 co oznacza,e warunek
jest prawdziwy dla wszystkich
atcrzbe2+x+12—x>2lt2x=1l4x142x=22x <13 x <60

Zbiorem rozwiza wszystkich nierbwnai jest przedzia(2,25;6,5), co oznacza,e taki trojk t
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy € (2,25;6,5)

Odpowied :
Tréjk t o bokach(2 + x);1(+2x); (12 — x) istnieje dlax € (2,25;6.,5)
Punktacja
Czynno Etap rozwizania zadania Liczba punktéw
A Przyj cie oznacze, zapisanie nieréwnai tréjk ta 1
B Rozwi zanie otrzymanego uk adu nierbwob 3
C Podanie odpowiedzi 1

151 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za porpoagramu: CarMetal
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Okr gi, ktére s bie niami oznaczamy™?

Luca biega po okgu o(J; R). Andrea po okrgach:o(A; 3); o(B;2); o(C;1).

Okr gi: o(A;3); o(B;2); o(C;1) s parami zewntrznie styczne ponadto

ka dy z nich jest wewrtrznie styczny doo(J; R). Czas biegu t@ h.

Rozstrzygnij, ktory z przyjacié jest szybszy?

Andrea moe przebiec wszystkie trzy wewnzne bienie, tak, aby nie

przebiec ponownie tych odcinkéw, ktérymi jbieg .

Mo e to by na przyk ad trasaELDHGJKEGDE ,

Jej d ugo réwna jest sumie obwodow trzech ma ych gidw.

Zatem Andrea pokonuje trad ugo ci

S, = 20X+2p R +2px3=2p +4p +6p =12p (km)

:@ k_rn :4p k_rn .
h h

Okr gi: o(A;3); o(B;2); o(C;1) s parami zewntrznie styczne wtedy i tylko

wtedy, gdy odleg o rodkéw kadej pary okrgéw rowna jest sumie d uga

promieni tych okrgow.

Otrzymujemy, zatem/AB =3+2=5 |BC|=2+1=3 |AC|=3+1=4

zaj 0 mu to trzy godziny, wic bieg z prdko ci : v,

Zauwaamy, e|AC” +|BC" = 4% +3? =16+9 =25 oraz|AB” =5? = 25
czyli, e w DABC suma kwadratow dwoch jego bokow réwna jest
kwadratowi trzeciego boku, zatem na mocy twierda@uwrotnego

do twierdzenia PitagoradaABC jest prostoktny.

Nast pnie zauwaamy, e czworokt ACBJ jest prostoktem.

Ka dy z okr géw: o(A; 3); o(B;2); o(C;1) zawiera siw k(J; R) i jest
wewn trznie styczny doo(J; R). Odleg oci rodka J odrodkow tych okrgébw musz by rowne
ré nicy promieni. Promie zewn trznego okrgu oznaczylimy przezR, uwzgl dniaj ¢ oznaczenia
na rysunku mamyR =|JK| =|JL| =|JH| Otrzymujemy std:

g =R-1 R=[|JC/+1, ale|JC|=|AB/=5,std R=5+1=6

JB=R-2 R=[JB+2,ale|lJB=|AC/=4,std R=4+2=6

JA=R-3 R=[JA+3,ale|[JA=3,std R=3+3=6

Luca przebieg dystans rowny d ugoobwodu duego okrgu, czyli

S, =20R=2px6=12p (km). Luca swoj dystans pokona w trzy godziny, zateeg® z
: 12p k Kk

pr dkoci : v, :?2'0 Tm =4p Tm =V,.

Odpowied :

aden z przyjacio nie by szybszy, ponievga dko ci, z jak biegali s rowne:y, =4p kr:n =V, -

152 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za porpoagramu: CarMetal
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Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania zadania Liczba punktow
A Sporz dzenie rysunku, wprowadzenie oznacze 1
B Obliczenie dystansu (lub miko ci), jaki pokona Andrea 1
C Obliczenie promienia dego okrgu 1
Obliczenie dystansu (lub ptko ci), jaki pokona Luca.
D o " 1
Odpowiedzi z uzasadnieniem
G 1&8A C - C 39 ?
Dane, rysunek®i oznaczenia:
g SRS Wykaza, e(x < 0iy>0) = L= [x.y.
Rozwa amy trojk t prostoktny DABC,

w ktorym:
[PACH =90°, & Wysoko \CTD\ =h-
Przyjmujemy, e:

0<x<y;|AD/=x;

o8 = y.

Punkt E jest rodkiem odcinkaAB, czyli
przeciwprostoktne;.

CE jest rodkow tréjk ta DABC

Zauwa amy, e DADC jest podobny dd’CDB,
Z podobie stwa tych trojktéw otrzymujemy:
IOl _ DBl y R Yy p2 = 4.y, zatem! = VXY
AD |co x h
W trojk cie prostoktnym przeciwprostokna jest rednic okr gu opisanego na tym trojgie,
zatem punkt E jestodkiem tego okrgu.

Otrzymujemy, wic |AB| = 2R orazAB| = x +y, zatemR = —= ,std 2R =x + V.

Z kolei ACDE jest trojk tem prostoktnym, w ktérym,R = h bo brzyprostoktna jest krotsza
od przeciwprostoknej, zatem*:’—y = Maﬂ .

Jeli x =y, to punkty D i E si 6okrywaj , a trojk tAABC jest prostoktny i rGwnoramienny
i IcDl =|CE|,stdh =R, czyli fx -y ===

-

x+y

=

Odpowied :

Dla dowolnych dodatnich liczly; y prawdziwa jest nieréwno? = M;’Ty,
przy czym réwno zachodzi, gdyt = .

Punktacja

Czynno Etapy rozwizania zadania Liczba punktow

A Sporz dzenie rysunku, wprowadzenie oznacze 1
Wykazanie, e w tréjk cie prostoktnym wysoko jest redni

B geometryczn rzutdw X; Yy prostok tnych przyprostoknych na 1
przeciwprostokin
Wyra enie promienia okigu opisanego na trojkie prostoktnym

c przezx oraz y 1

D Porownanie wysokai i promienia okrgu opisanego na tréjkie, 1
sformu owanie wniosku.
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Dane i oznaczenia jak na rysufku

NiechD b dzie rodkiem okrgu, ktéry zawiera ukAHB,

punkt C jest rodkiem odcinkaAB, odcinekDC zawiera si w symetralnej odcinkaAB
[AB=104cm  |AC|=|CB=52cm  [HC|=26cm

Szukany promie oznaczamy przeR . Zatem|DA =|DH| =|DB| =R

Zgodnie z treci  zadania i przyjtymi oznaczeniami otrzymujempC| =|DH|- |HC|, zatem
IDC|=R- 26

Stosuj ¢ twierdzenie Pitagorasa do tréji prostoktnego DDCB otrzymujemy:

IDC|® +|cB” =|DB*, a std (R- 26)° +522 = R?, nastpnie mamy

R?- 2X6xR+26° +(226)° = R?* U 2X26xR =26 {1+ 4)

2
R:ﬁ:S_%:SX]_3265
2X26 2
Rozwi zaniem tego réwnania je®t = 65 cm
Odpowied :
Szybk naley wyci z okr gu o promieniuR = 65 cm
Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania zadania Liczba punktéw
A Sporz dzenie rysunku, wprowadzenie oznacze 1
B Zapisanie zaleo ci [DC| = R- 26 1
C Prawid owe réwnanie 1
D Rozwi zanie réwnania i odpowied 2
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Rysunek™, dane i oznaczenia:

Dane ciciwy:

AC i BD

ACC BD :{S}- ci ciwy przecinaj si w punkcieS

cR
sg-5

stj=2x
By
x>0 D=R,

Sposob |
Je eli po czymy ko ce narysowanych atiw oraz zaznaczymy ky wpisane oparte na tych
samych ukach, to wida e otrzymamy dwa trojky podobneDASD oraz DBSC.
Z podobie stwa tych trojktow otrzymujemy:
AS _ BS 0 8 _2x |

SC SC 3x 6

8:%><3x0 8=x>0 x=2J2Ux=-2421 D

Zatem‘B_ﬁ =4J2 i ‘FS‘ =6J2
Sposob I
Mogli my te od razu skorzystaz twierdzenia o odcinkach siecznych:

[AS %50 =[BY SO U 856 =2x:3x |:6
8=x*0 x=2/2Ux=-2J21 D
Zatem‘B_ﬁ:Zk/Ei‘D_S{:G\/E

Odpowied :
D ugo ci odcinkéw drugiej ciciwy wynosz: 4+/2 i 642
Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania zadania Liczba
punktow
A Sporz dzenie rysunku, wprowadzenie oznacze 1
B Prawid owe réwnanie 1
C Rozwi zanie rébwnania i odpowied 1
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rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA ** %
KAPITAL LUDZKI pl m EUROPEJSKI *: }
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

* 5 *

G 98 ) 39 2
Dane:
Okr gi: o(C;7) i o(D; 2)

Prostak, styczna do tych okgéw w punktachA i B
Oblicz:

Odlego punktéw A i B, czyli |AB

Trzeba dorysowaodcinek(niebieski)E_D, ktory jest réwnoleg y do prostéj, prostopad y dcCA
i taki, e ‘ﬁ)‘ = ‘A_B{ . Rozwaamy dwa przypadki:

| —okr gile po tej samej stronie prostkj=°

W trojk cie prostoktnym NCED
na mocy twierdzenia Pitagorasa mamy:

cg +[edf" =[eof
5 +x* =13

25+ x* =169

x> =144 x=12

Il - okr gile po przeciwnych stronach prostef®’
W drugiej sytuacji
analogicznie — terozwa amy na trojkt NCED

" +[Edf" =[cof

9% +x2 =13
81+ x% =169
x2=88 x=2J22

Odpowied :
Odlego punktéw A i B, czyli |AB =12 lub |AB| = 2¢/22

Punktacja
: N . Liczba
Czynnoci Etapy rozwizania zadania punktow
A Zapisanie danych, wprowadzenie oznaczauwaenie, e s dwa przypadki 1
B Prawid owe rozwizanie | przypadku — cznie z rysunkiem 15
C Prawid owe rozwizanie Il przypadku — cznie z rysunkiem 15

1% Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za porpoagramu: CarMetal
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rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA * X%
KAPITAL LUDZKI l m eroressia RN
FUNDUSZ SPOLECZNY i

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

G .&( 38 2

18 Dorysujmy dwusieczne prostdia:

Zauwamy, e kady z trojk tow DAKD; DPQL; DBMC; DRNS ma dwa kty rowne45°, wi ¢ s

to trojk ty prostoktne i rownoramienne.
To oznacza, e kady z k tbw czworokta KLMN jest prosty, jest to we prostokt.
Pozosta o wykaza e tak naprawdjest to kwadrat.

Sposéb °°

0 00
45 45~ 45 45°
45 N 45

0
0 45
45 L

0
45

0 ()
45 45~ 45
A P Q B

Zauwamy, e prostap przechodzca przezrodki bok6wAD i BC jest osi symetrii ca ego

narysowanego obrazka, tzn. w symetrii wegim tej prostej na siebie przechodzi zaréwno
prostokt, jak i jego dwusieczne.

Ponadto prosta ta zwiera przék KM prostokta KLMN. To oznacza,e jest to take o symetrii
tego prostokta. To ko czy dowdd, bo prostok, w ktérym przektna jest osi symetrii musi by
kwadratem.

1%8 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za porpoagramu: CarMetal
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Sposobll 160

Pokaemy, e dwa ssiednie boki prostoka KLMN s rowne, co bdzie oznacza o,e musi to by
kwadrat.

Zauwamy, e trojk ty DDAQ i DADF s przystajce (oba majréwne kty i wspolny bokAD).
Zatem AQ=DR. To oznacza,e RC=QB. Analogicznie pokazujemyeDS = AP.

Mamy, wi ¢ SR=DC- DS- RC=AB- AP- QB=PQ

To z kolei oznacza.e trojk ty NPQL i NSNRs przystajce. Zatem

KL=DQ- DK- LQ=PC-CM- PL=LM co ko czydowdd.

Sposob I

Tak jak poprzednio zauwamy, e RC=QB.
Teraz rozwaamy rownoleg oboki APCRi QBSD Maj one réwne kty i réwne d ugoci

bokow, co oznaczag s przystajce. W takim razie majrowne wysokoci, czyli KL = LM

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania zadania L|czb,a
punktow
A Sporz dzenie rysunku i zaznaczenigdw o mierze45’ 1
B Wykazanie, e czworokt jest prostoktem 1
C Wykazanie, e prostokt jest kwadratem 1

180 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za porpaoagramu: CarMetal

! "l #$ % & #



G L &" 3( ?
Zaczynamy od rysunku i niedbACBiI DADB b d oparte na tym samym uku.

Je eli poprowadzimy dwusieczrk ta ACB, to jej punkt przectia E z okr giem, podzieli ukAB
na dwie rowne czci.
W takim razie prost®E jest dwusiecznk ta ADB.

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania zadania Liczba punkto
A Sporz dzenie rysunku i 0znaczenia 1
B Wykazanie, e dwusieczne przecinagi w tym samym punkcie okgu 1

(( ! " HS% & #
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pola trojk téw, czworoktow i innych wielok tow;

pole ko a, pole wycinka ko a;

przystawanie i podobiestwo figur. pola figur przystagych i pola figur podobnych;
okr g wpisany w kt. wielok t wpisany w okrg, wielok t opisany na okigu;

wielok ty foremne;

wzajemne po cenie okrgow;

twierdzenie Pitagorasa.

%%& () -
- doskonalenie umiefjno ci sporz dzania rysunkow ilustrugych tre zadania;

- doskonalenie umiefno ci sporz dzania konstrukcji geometrycznych,;

- kszta cenie umietno ci wykorzystywania w asnai figur przystajcych i figur podobnych,
w tym umieszczonych w kontedie praktycznym;

- kszta cenie umiefno ci wyznaczania pél figur p askich;
- kszta cenie umiejno ci rozumowania przez analogi

- kszta cenie wyobrani i sprawnoci manualnej - konstruowanie, wycinanie, naklejanie
ré nych figur p askich w celu tworzenia z nich nowyanfiguraciji, itp.

%%%& $ 4

Metoda: praca w grupach, burza mézgow.
Forma pracy: wspolnym frontem.
rodki dydaktyczne: karty pracy, gry dydaktyczne.

%3&$ - *+
0 . F 3:#% ?

Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obecio
Podzia ucznidow na zespo y zadaniowe (grupy 4 sdbowe).
Wybor lideréw, sekretarzy , asystentéw poszczegiirgrup.

HpwbdE

Rozdanie kadej z grup zestawdwwicze otwieraj cych oraz materia éw potrzebnych
do rozwi zywania zada

o

Rozwi zywanie wicze przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.

o

Przedstawienie i porbwnanie rozwa zada przez przedstawicieli grup.
7. Zebranie kart z rozwezaniami.

! " HS% & # (8



Bibliografia do, wicze otwieraj cych”

[1] Dyda B., Romanowicz ZZdania dla przysz ych olimpijczykéWydawnictwo Siedmiorég, Wroc aw 2008
[2] http://www.zadania.info

0 # < 3(#% ?
1. Uczniowie siadaj we wczeniej ustalonych zespo ach zadaniowych.

Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawu zgdazwi my razem”.

3. Uczniowie dokonuj podzia u, ktéra grupa dzie rozwi zywa a dane zadanie.
Uczniowie powinni poci zestaw zadai rozdzieli zadania do odpowiednich grup.

4. Ka da grupa rozwizuje zadania samodzielnie. Po rozzéiniu zadania uczniowie redaguj
odpowied na karcie odpowiedzi.

5. Jeeli dana grupa zakazy prac, to jej cz onkowie powinni przyczy si i pomoc
W rozwi zywaniu innym grupom.

Nauczyciel zbiera karty odpowiedzi.
7. Zako czenie zaj .

Bibliografia do zestawu zada ,Rozwi my razem”

[1] Dyda B., Romanowicz ZZdania dla przysz ych olimpijczykéWydawnictwo Siedmiorég, Wroc aw 2008
[2] Matematyka Bez Granic, Etap fina owy konkursu, feaa®007

[3] Matematyka Bez Granic, Etap fina owy konkursu, uty 009

[4] http://www.zadania.info

0 /I F 3 #% ?
Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane kargcy zespo om zadaniowym.

Liderzy poszczegOlnych grup prezentupzwi zania zadania.
Nauczyciel ocenia pragyrup (pozytywne wzmocnienie).

P wbd e

Podsumowanie zaj.

(9 ! " HS% & #



0 . F 6 A B 8
D - 1 .B * ) -C
W tym zadaniu naley:

1. Przetumaczytre zadania na gyk polski

2. Rozwi za zadanie

3. Rozwi zanie zadania nalg poda w wybranym wczeniej j zyku
D 6 0 B - C 3H ?

Some rectangle white paper card (with the verdd&&sP ABCD) has area 20 cm2. The card was
folded overlapping the opposite vertices A and @eit the pentago® CD'EF was obtained with

areaBCD'EF 12 cm2. The both sides of this pentagon was paiwtéda green colour. Next, the
pentagon was unfolded obtaining again a rectaridgie.one side of the rectangle was bicoloured.
What is the area of white part of this rectangle?

D )JUM 44 K$ "D) BK$ " 3 C3H 72

Une feuille de papier blanche et rectangulairesalemetsd ECD et dont I'aire est de 20 cm2 a été
pliée de facon a superposer les deux sommets oppost C. Ainsi, a-t-on créé un pentagone

BCD'EFBCD'EF  dont l'aire est de 12 cm2 que I'on a d’abord délen vert des deux cotés et
puis que l'on a déplié en retrouvant le rectangigial. Un cb6té du rectangle est maintenant
bicolore. Quelle est I'aire de la partie blanche ?

D 4Y H bB cC 3H ?

Ein rechteckiges, weil3es Blatt Papier mit Scheitefrd einer Flache von 20 cm2 wurde gebogen
und auf solche Weise zusammengelegt, dass zweingegdiegende Scheiteln A und C sich
berthrten. Auf diese Weise entstand ein Funfeckammér Flache von 12 cm2, der von beiden
Seiten mit griner Farbe bemalt und danach ausgebrevurde. Damit hat man den
Ausgangsrechteck bekommen. Eine Seite des Reshiscletzt zweitfarbig. Was ist die Flache
des weil3en Teils?

$ ) K$ "D) BK$ " 3 3H  ?

Una hoja de papel rectangular blanca con las déspilBCD AECD y el 4rea de 20 cm2 fue
doblada de esta manera que las dos cuspides aphegt@ se juntaron.Asi, se formd un pentagono

BCD'EF BCD'EF de area de 12 cm2 que pintaron de ambos lado®lde \erde y después
desplegaron obteniendo el rectangulo inicial. Ungaepdel rectangulo es ahora de dos colores.
¢, Cudl es el area de la superficie de la parte &fanc

) K$U"D BK $U" 3 C 3H 2

Una foglia bianca rettangolare coi vertickBCD e la superficie di 20 chwviene piegata di tale
modo, che si sono toccati due vertici oppositi 8.6Cosi si € formato il pentago®<D'EF con la
superficie di 12 cf il quale viene dipinto da due parti co nil colmerde, e poi I'hanno piegato,
ottenendo di nuovo lo stesso rettangolo inizialea Uparte del rettangolo € adesso bicolore. Qual’e
la superficie della parte bianca?

161 7aczerpnito z [1] - Zadanie 72, Strona 50
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G & E 38 ?

Na szeciok cie foremnym opisano okg i w ten szeciok t wpisano okrg. Pole powsta ego
pier cienia jest rowne2p dm?. Oblicz pole powierzchni wieloka.

G &" 3; ?

Ramiona kta o mierze6(° przecito prost prk prostopad do jednego z ramion fa i wpisano
dwa ko a styczne do obu ramion tegaeki prostejpr.k. Oblicz stosunek pdl tych ko .

G /&A B )C 3< 2

Udowodnij, e jeeli rodki bokéw dwoéch czworokéw wypuk ych pokrywaj si, to pola tych
czworok tébw s rowne.

G &' B - C 3< ?

Dane s 2 styczne zewrirznie ko &°®

k,(B; R) i k,(C; r) o promieniachR i r (R>r) oraz rodkachB i C.

Do tych k6 poprowadzono wspolstyczn, ktéra jest styczna do tych k6 odpowiednio
w punktachD i E (D E).

Oblicz pole tréjkta DABD , gdzie A jest punktem przeatia si prostych pr.BC i pr.DE.

162 7aczerpnito z [2] - Zadanie nr 2111107

163 7aczerpnito z [2] - Zadanie nr 6918455

164 7aczerpnito z [2] - Zadanie nr 2132558

185 7aczerpnito z [2] - Zadanie nr 319888

186 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za popomgramu CaRMetal
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A B 8
D - L B * ) - C3H ?

Prostoktn , bia kartk papieru o wierzcho kacktBCD ABCD i polu 20 crf zgi to
i Z 0 ono w ten sposObg zetkn y si dwa przeciwleg e wierzcho ki A i C.

W ten sposéb powsta miobok BCD'EF BCD'EF o polu 12 crf, ktéry pomalowano z obu stron
zielon farb , a nastpnie roz oono, otrzymujc wyj ciowy prostokt.

Jedna strona prostdia jest teraz dwukolorowa.

Jakie jest pole powierzchni bia ej czi?

D - L B * ) - C3H ?

Przyjmujemy oznaczenia jak ha rysunjr&}:

Pomalowano na zielono powsta y po 2niu kartki pi ciobok BCD'EF.
Pomalowano z obu stron, czylcznie 24 cripapieru.
Po roz oeniu mamy cznie 40 cripapieru (dwie strony po 20 ém

czylibiaacz zajmuje4Ocny - 24cn? =16cn7

Odpowied :
Pole powierzchni bia ej czci prostokta wynosi 16cnt
Punktacja

Czynnoci Etap rozwizania zadania Liczba punktéw
A Przet umaczenie zadania nayk polski 1
B Wykonanie rysunku, wprowadzenie oznacze 2
C Wykonanie obliczei odpowied 2
D Przet umaczenie rozwiania na jzyk obcy 2

187 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za popomgramu CaRMetal
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D 6 0 B - C 3H ?

We take the notation as on the picture béffw

We know, that after the folding a pentag®@D'EF BCD'EF was painted
with green.

Two sides are painted so, the painted area is ¢g@dl cn.

After unfolding we have 40 chof paper (two sides, each of 203m
Thus, white part has the area:

40cn? - 24cm? =16cn? 40cm? - 24cm? = 16cm?

Answer: The area of white part of this rectanglélfsm?® 16cnt

Scores
Activity Stages of solution Points
A Translation of exercise’s text into Polish 1
B Making the picture, introduction of notations 2
C Calculations and the answer 2
D Translation of solution into English 2
D JUM 44 K ) B vV C 3H ?

Soit le dessin ci-dessou&>

On a colorié en vert le pentagoB&€D'EF

formé apres avoir plié la feuille de papier.

On a colorié les deux cotés, soit en tout,

24 cnt de papier.Aprés I'avoir déplié, nous totalisonsca de

papier (deux feuilles de 20 éndonc la partie blanche occupe

40cn? - 24cn? =16cn? 40em i - 24om? = 1eem?
Réponse:L’aire de la partie rectangulaire blanche est 6eny

Pointage
Numéro de I'activité Solution étape par étape Roint
A Traduire I'exercice en polonais 1
B Faire un dessin, introduire les symboles 2
C Faire les calculs et donner la réponse 2
D Traduire la solution en langue étrangére 2

D 4Y H bB cC 3H ?
Nehmen wir Bezeichnungen wie auf der Zeichnung'2nMit Griin
wurde das nach der Zusammensetzung von dem Bl&ttardene
Funfeck BCD'EF bemalt. Es wurde zweiseitig bemalt, also insgesamt
24 cnf Papier. Nach dem Ausbreiten haben wir insgesamerd0
Papier (zwei Seiten mit jeweils 20 &malso der weile Teil belegt .
40cnt - 24cn? =16cn?

Antwort: Die Flache des weilRen Rechteckteils beti#gtr? .

Punktwertung
Tatigkeits nummer Etappe der Aufgabenlésung Puakitan
A Ubersetzung der Aufgabe ins Polnische 1
B Ausfihrung der Zeichnung, Einfiihren der Bezeicigan 2

188 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za popomgramu CaRMetal
189 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za popoamgramu CaRMetal
170 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pompomgramu CaRMetal
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C Ausfuhrung von Berechnungen und Antwort

D Losungstibersetzung in eine Fremdsprache

$ ) K$ " D)

Respuesta:El area de la superficie blanca de la parte deangulo edlécm?® 16cnT .

B K Poco De3 3H

Admitimos las designaciones

como en el dibujo""™:

Pintaron de color verde el pentagddl@DEF for mado

después de haber plegado la hoja de papel.

Pintaron de ambos lados, a saber conjuntamente2dec
papel. Después de haber desplegado tenemos juntos 4e
papel (dos partes 20 éerda una), es decir la parte blanca

ocupa: 4Nt - 24cnt =16enT 40cm® — 24cm® = 16cm?*

Puntuacion
Numero de la actividad Etapas de solucién de tarea Puntos
A Traduccion de la tarea en polaco 1
B Realizacion del dibujo, introduccion de las deaigjones 1
C Realizacién de calculos y respuesta 2
D Traduccion de la solucion en la lengua extranjera 2
) K$Uu"D BKS$U" 3 C 3H ?

Prendiamo le indicazioni come sul disegno :
Dopo aver piegato la foglia hanno dipinto il pemtag ottenuto
BCDEF.
Dipinto da due parti, allora insieme 24 Tdi foglia. Dopo la

spiegazione abbiamo 40 &utella foglia (due parti di 20 c¥)) dunque

la parte bianca fa0cm’ - 24cm® =16¢cm’.

Risposta: La superficie Della parte bianca del rettangola@en’

Punteggio

N. attivita Tappe della soluzione Punti
A Traduzione dell’'esercizio nella lingua polacca 1
B Preparazione del disegno, introduzione dellecemipni 2
C Esecuzione dei calcoli e la risposta 2
D Traduzione della risposta nella lingua polacca 2

"1 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za popoagramu CaRMetal
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G & E 38 ?

1725zeciok t sk ada si z szeciu przystajcych tréjk téw réwnobocznych, o bokach rownyeh

Promie okr gu opisanego na szgok cie jest rownya, a promie okr gu wpisanega jest rowny

, . . . . a3
wysoko ci h tréjk ta réwnobocznego, czyli jest rowrmy=h :T\/_'
Pole piercienia jest rowngp dm* oraz rénicy pol:
2
du ego ko aP, ,,, =pxa’ imaegokoal, .,=p x3%)
Poréwnujemy danwarto pola piercienia z ronic pol ko i otrzymujemy réwnanie:
2 2
2,0=,0><a2-,0><3i 2xp =P 2 stda?=8 a=2v2
4 4 P
: . . _ a3
Zatem pole pojedynczego trofla rownobocznego obliczamy ze wzadgy:= 2

b = [2V2] %3 P=424x\/§,sthD=2\/§,

D 4 D
Pole szeciok ta jest 6 razy wksze, czyli wynosiP,,.q.ioxa = 6524/3 =12/3.
Odpowied : Pole powierzchni szeiok ta jest rownel 23 dnt.

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania zadania Liczba punktéw
A Rysunek, wprowadzenie oznacZsokow szeciok ta i trojk tow 1
B U o enie réwnania, w ktérym niewiadonest bok szeciok ta 1
C Obliczenie boku tréjka i szeciok ta oraz pola tréjka 2
D Wyznaczenie pola szeok ta, odpowied 1

172 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pompomgramu CaRMetal
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G &" 3; ?
Dane:
K t o mierze6C; prostaprk” pr.AC

Koak,(O;r) i k,(Q;R) s styczne do ramion ka i do prostejpr.k
Obliczy :

. .. Poon
Stosunek pdl tych k6 tzn———+

Pelar)
Tak jak na rysunktf* oznaczmyAQ| = x.

Ko a s figurami podobnymi, skala podobmwa réwna jest stosunkowi promieni.
Stosunek pél figur podobnych réwny jest kwadratekali podobiestwa.
Wykorzystamy fakt, e okr gi s jednoczenie styczne do ramion ta i do prosteprk.
Warunki stycznoci pozwalaj na dwa sposoby:

wyznaczy d ugo odcinkax w zalenociodr i R,

nast pnie otrzymamy, zalo mi dzyr i R.

B *
Po pierwsze, z trojka DAOB mamy% =sin30° L= 1 , zatemX =2r ().
X

Podobnie uzasadniamye |AQ = 2R.
Drugi spos6b wyliczenia to réwno : x=|AQ =|AQ - OQ=2R- |OD}- [DQ

N

173 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za popomgramu CaRMetal
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D ugoci odcinkéw‘ﬁ)‘ i ‘D_q wyliczamy nastpuj co:

R —cos30°:£ ‘D_Q(—Z@R
2

Z trojk ta DDEQ mamy:

oq 3
= 23
PodobnieOD = ——
€00|=,
Mamy, zatem £~ ) i powy szych réwnoci x = 2R- @ 2—?

korzystamy 2): X=2r,wi ¢ otrzymujemy:

o or. 2Y3R_ 23 |3
3 3 2
czyli 3r =3R- V3R- 3r,

std 3r +4/3r =3R- RY/3,

zatemr(3+\/§): (3 \/_) xE(m

r_ 3- \/_ (3- \/5)2_12'6\/522- \/5,

czyli —= =
R 3+43 9-3 6
, Pk (©:r) r 2 2
st d stosunek pol:———+~= — =(2- \/5)
Peor) R

2
Stosunek pdl jest rowny kwadratowi stosunku promiezyli (2- \/é) .

Odpowied :
7 7 . 7 2
Stosunek pol tych ké jest rowny - \/é
Punktacja
. . . . Liczna

Czynnoci Etapy rozwizania zadania ounkiow

A Rysunek, wprowadzenie oznacze 1

B Wyra enie x w zaleno ci od r 1

C Wyra enie x w zaleno ci od R 1

D Poréwnanie otrzymanych wym i obliczenie stosunku d ugoi promieni 2

E Wyznaczenie stosunku pol i podanie odpowiedzi 1

:8(
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G I&A B )C 3< 2
Rozwa amy dowolny czworok wypuky ABCD. *"*

Udowodnimy, e pole czworokta EFGHpowsta ego przez
po czenie rodkow jego bokow jest rowne po owie pola wypwego

czworok ta to znaczyP ..., = % XP \scp - Fakt ten w szczegdlna

oznacza, e rodki bokéw jednoznacznie wyznaczgjole czworokta,
czyli to, co jest treci naszego zadania, to znaczy jednosieudowodnimy twierdzenie:

Zao enie Punkty E, F,G, H s rodkami bokéw czworokéw: ABCDi KLMN
Teza Pola czworoktéw ABCDi KLMN s réwneP oo =P -
Niech E,F,G,H b d rodkami bokéw czworoka ABCD

i poprowadmy przektn BD. Odcinki GF i HE ¢z rodki
bokéw w tréjk tach BGFC i DHEA, zatem:BGFC~ DDBC

GF 2
w skali: k = :l,WiCh: 1 :l,std
DB 2 Poosc 2 4
1 . HE 1
Pocre = ZPDDBC o DHEA ~ DDBA w skali: k = =5 :E ,
P 1% 1 1
wic A= = == std P, = =P ) Dodaj ¢ rownoci i ¢ stronami mamy:
2 4 4
DDBA
_ 1 1 1 dobni Kazui
PDGFC + PDHEA - Z PDDBC + Z PDDBA - Z(PDDBC + PDDBA) - Z PABCD Podobnie pokazujemy,
e I:)DHGD + I:)DFEB = % I:)ABCD Mamy’ Za'tem:
_ _ 1 1
PEFGH - PABCD - (PDGFC + PDHEA + PDHGD + PDFEB) - PABCD - Z PABCD +Z PABCD ’
. _ 1 1 . . _ .
czyli P gy = P ascp - 2 P ascp = 2 P asco » 1@k, wi c otrzymalimy, e P g = 2XP gy, , gdzie punkty

E; F;G; H s rodkamijego bokéw. Postuj ¢ analogicznie otrzymamf . yn = 2%P ceay -
ZatemP v = P agcp»-CO 0znacza,e czworokty, ktorych rodki bokéw si pokrywaj maj rowne pola.
c.b.d.o.

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania zadania Liczba
punktow
A Rysunek, oznaczenia 1
B Wyznaczenie pola czworota, ktérego wierzcho kami srodki bokéw danego 2
c Wykazanie, e pole czworokia wypuk ego, rowne jest dwom polom czwortak 1
ktérego wierzcho kami s rodki bokéw danego czworota
D Whiosek 1
17 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za popomgramu CaRMetal
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G &' B - C 3< ?

Dorysujmy do podanego rysunkfi promienie okrgéw
oraz rzutF punktuC na prost pr.BD

Policzymy najpierw pole trojka DBCD (du y trojk t DABD jest do niego podobny w znanej skali,
wi ¢ to wystarczy do obliczenia jego pola).

Znamy jedn przyprostoktn oraz przeciwprostokn tego trojkta, moemy, wi ¢ policzy drug
przyprostoktn .

[FQ” =[BA" - |BA”, czyli [FQ" =(R+r)* - (R- r)?, zatem
FA” =[R+r)+(R- r){(R+r)- (R-]],
Wi c‘Fq2=2><R 25 =4Rr |Fc|:2ﬁ

Mamy, zatemPy,.. :%4BF|>1FC|, czyli Poyer = ><(R- r)xJRr =(R- rWRr

Tréjk t DABD jest podobny do trojka DCBF w skali -— | | =

| | R-r
Stosunek pdl figur podobnych réwny jest kwadratekali podobiestwa, zatem mamy:
2
Poago — R
Pocer R-r
2 2 2
R R I R %/ Rr
PDABD = ﬁ XPDBCF PDABD = ﬁ ><R' r) Rr PDABD :?
: e R? x/Rr
Odpowied : Pole trojk ta jest rowneP,,gzp :R—
-r
Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania zadania Liczba punktow
A Rysunek, oznaczenia 1
B Wyznaczenie przyprostotnej ma ego trojkta 1
C Wyznaczenie pola ma ego tréja 1
D Wyznaczenie skali podobistwa trojkatow 1
E Obliczenie pola dego tréjk ta i odpowied 1

176 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pompomgramu CaRMetal
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Zadanie 1”7

W tym zadaniu naley:
1. Przetumaczytre zadania na gyk polski
2. Rozwi za zadanie
3. Rozwi zanie zadania nalg poda w wybranym wczeniej

Exercise 1. Triangle not too right(7 points)-’®

Figure out the half circle with a radius of 10 ¢fhe pointsBF andC¢ divide a half-circle
ADAD into three equal parts. Calculate the area oftediourvilinear triangle.

Exercice 1. Triangle pas tout & fait droit(7 points)'’®

Figure sur le demi-cercle avec un rayon de 10 @s.doint88 etC C partagent le demi-cercle
AD en trois parties égales. Calcule I'aire coloriadrthngle courbe.

I .&H) L-) ) 3H 2?2 *

Calcule el semicirculo con un radio de 10 cm. LmstpsZ y € dividen el semicirculdD 4D en
tres partes iguales. Calcula el area cubiertamtengi del triangulo de linea curva.

17 7aczerpnito z [1] — Zadanie 75, Strona 51

178 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za popomgramu CaRMetal
179 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pompomgramu CaRMetal
180 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pompomgramu CaRMetal

! " 4% & # 8<



4- &: 4 " 3H 2?2 *#

Abbildung aus dem Halbkreis mit einem Radius voreh0 PunkteB undC teilen einen Halbkreis

in drei gleiche Teile. Berechne die bemalte Flabde krummlinigen Dreiecks.

H o ol =) 1 #-) 3H 7

| punti e dividono il semicerchi@dDin tre parti uguali. Calcolare la superficie déhmigolo
curvilineo colorato.

G &G +C 3< ?

183 Adam w czasie przyfia zrobi zdjcia swoim przyjacio om. Maj
one kszta t prostoka o szerokaci 9cmii d ugo ci 13cm. Adam

chcia by je ofiarowa przyjacio om. Kade zdj cie zawin w
prostok tny arkusz papieru w nagiuj cy sposoéb: zdgie uoy tak,
eby kady jego rog dotyka brzegu kartki, a wysta rogi kartki
zagi . Okaza o si, e idealnie zakrywajone zdjcie, nie nak adag
si na siebie nawzajem i nie zostaw@jvolnej powierzchni.
Wyznacz wymiary arkusza papieru.
G 1& A 3< ?

185 W celu skonstruowania kwadratowych wetvanych

dziedzi céw  klasztornych o harmonijnych  wymiarach,

redniowieczni architekci korzystali z nagtij cej techniki:

- rysowali okr g i wpisany we kwadrat, aby okréi
wielko wewn trznego dziedzica,

- hastpnie rysowali drugi kwadrat o bokach stycznych

do okr gu i rownoleg ych do bokéw pierwszego
kwadratu.

Powierzchnia zawarta ndzy bokami obu kwadratéw tworzy a galeri
Przedstawi na rysunku szkic dziedata. Porownapola dziedzica i galerii.

181 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za popomgramu CaRMetal
182 7aczerpnito z [2]

183 Rysunek zaczerprto z zamieszczonej w Internecie trezadania

184 Zaczerpnito z [2]
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G &% O 3< ?

M jest dowolnym punktem wewirz ostroktnego ABC. Z punktu M
dzielimy trojkt ABC na 6 tréjktow prostoktnych. Otrzymujemy w ten
sposob punkty J, K, L, d&i ktérym mo na zbudowa 6 kwadratow, tak, jak
pokazano na przedstawionym rysuntél.

Poréwnaj Sum powierzchni kwadratow r@wych z sum powierzchni
kwadratow niebieskich (bez mierzenia d ugd).

Odpowied uzasadnij.

G =%$ O 6 38 2

Punkt D, b d cy punktem wewrtrznym trojk ta ABC,
przekszta camy przez symetri wzgl dem prostych
zawierajcych boki AB; BC; AC otrzymuj ¢ odpowiednio
punkty E; F; G

Udowodnij, e pole szeciok ta AEBFCG jest dwa razy
wi ksze od pola tréjka ABC.

G & 6 38 ?

Pole ko a wpisanego w sziok t foremny wynosid cnt .

Oblicz pole ko a opisanego na tym szek cie.
G 1&$) )8 38 ?

W szeciok cie foremnym poczono rodki s siednich bokow otrzymug ponownie szeiok t
foremny. Oblicz stosunek pdl: otrzymanego i veigwego szeciok ta.
G 2 &R ) 3; ?

Oblicz pole czworokta wypuk egoABCD, w ktorym:

k ty wewn trzne maj odpowiednio miaryz4 = 90°, 4B = 75° 4C = 60°, 4D = 135°, a boki
ABiADmaj dugo 3cm. Sporzd rysunek pomocniczy.

G 5& %) 38 ?

Promie okr gu wpisanego w wycinek ko a o¢ie rodkowym 60° ma d ugo 2. Oblicz pole
tego wycinka.
G 9&( ) ) C 38 ? 7T

Na okr gu o promieniu 5 opisano deltoid o obwodzie 30.i€lgbole deltoidu.

18 zaczerpnito z [3]
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191 7aczerpnito z [4] - Zadanie nr 9924155
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G .&%) EC 38 7

RysuneR®’ przedstawia kszta t obszaru zakaseego przez wycieraczlsamochodow

198

Wiedz c, e | AOC| =150 oraz ‘NB‘ = ‘% = 0,3rd oblicz, jakie jest pole obszaru oczyszczanego
przez wycieraczk Przyjmujc, e p » 314 podaj wynik z dok adna@i do 001m.

G &G)< )<C 39 ?

Dany jest okrg ol(O; R). Kre limy ci ciw AB nieprzechodz przez rodek okrgu o, ,

a nastpnie rysujemyo, (O; r) - okr g 0, wspo rodkowy z okrgiem o, i styczny do ciciwy AB.

Okr gi o, i 0, ograniczaj pier cie ko owy. Uzasadnij, e pole piercienia ko owego nie zalg
od d ugoci promienia okrgu o, (zale y tylko od d ugoci ci ciwy AB).

19 7aczerpnito z [4] - Zadanie nr 742667

197 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pompomgramu GEONEXT
1% 7dj cia wykona a Helena Ewert — Fechner

19 7aczerpnito z [4] - Zadanie nr 7389711
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Rysunek przedstawia po 6wko a o promienidt = 10cm R =10cm.

PunktyB5 i CC dziel p6okrgALl AD na trzy rowne czci.
Oblicz zamalowane pole tréjta krzywoliniowego.
G & ! 3H ?

uki ABiBCmaj jednakow dugo ,

wi ¢ punktyB i Cs réwnoodleg e odrednicy
ADAD,

St d odcinki BC i ADAD s réwnoleg e

BC IEEHA_D. Oznaczmy prze® rodek
odcinka ADAD.

Tréjk ty DBCAASCA | ABCO DBCO maj wspdlny
bok BCBC, a wysokoci tych trojk tow opuszczone
na ten bok sjednakowej d ugai, poniewa
BC||ADEC 14D,

Oznacza to, e pola powierzchni trojkow

DBCA i ABC0O DBCO s jednakowe (patrz rysunefy’.

Szukane pole jest, wé réwne polu wycinka ko &9 BCO, czyli pola ca ego ko a.
Obliczamy std
P o —1.1[]= _20m z 1 50
trajkata krzywoliniowego ABC — ¢ T=—3 (em™) PTréjk r6jk zywoliniowegoABC — g >{L02p = 3p (sz)
_ . - BC . S00 (.
Odpowied : Pole tréjk ta krzywoliniowego? jest rowneT(cm )
S50 2
Punktacja 3 (cem”)
| Czynnoci | Etap rozwizania zadania | Liczba |

200 pysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pormpoagramu CaRMetal
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punktow

! "l #$ % & #

A Przet umaczenie zadania nayk polski 1
B Wykonanie rysunku, wprowadzenie oznacze 1
C Zauwaenie, e: BC|| AD pola tréjk tow DBCAASCA | AECO DBCO 1
s jednakowe
D Stwierdzenie, e szukane pole jest rowne polu wycinka ko a i jefgliczenie 2
E Podanie rozwizania i odpowiedzi w gyku obcym 2
97




HI & -) # - 3H ?
The arcs AB and BC has the same length,
so the points B and C are in the same distance tinerdiameter

ADAD . Thus, the segmenBcAD . andaDAD AD are parallel,
BC 1ADEC||AD). Denote by O the center ¢§DAD .
The trianglesPBCAABCA andaBCO DBCO have a common

side BCEC and the altitudes of these triangles going tofde
are of the same length (becaus@al|[AD)BC 1 AD. So, areas of triangldsBCA
andaBCO DBCO are equal (see the picture abote)The searched area is equal to area of

circle’s segmenfC0 BCO namely it is of the whole circle.
We calculate
1 Som
Piréjlata krzywoliniowego ABC = 7 * 10T = —— (cm?) 1,90 >
réj kata krzywoliniowego & 3 P.unviinear triangleABC — EX.I.O p= —3 (cm )
. . . ABC 50p 2
Answer: An area of curvilinear triangl&BG Is equal tOT cm
S50 -
Scoresz_ ™)
Activity Stages of solution Points
A Translation of the exercise’s text into Polish 1
B Picture and notations 1
c Noticing the facts:BC || AD, the areas oDBCABEL'A andAECO DBCOare the 1
same
D Calculating the searched area, noticing that équal to the area of circle’s segment 2
E Giving the solution and the answer in Englistglaamge 2
HI ) 4 3H ?

Les arcsAB etBC ont la méme longueur, donc les poiBtst C sont
équidistants de la diagona AD . Ainsi, les segment8C et AD sont-ils
paralléles :BC|| AD. Désignons pad la moitié du segmerkD AD | |es

triangles DBCAABCA etABCO DBCO ont le méme cotdC, et les
hauteurs de ces triangles rabattues sur ce catéedm méme longueur,

puisqueBC || ADBC 1 4D Ceci veut dire que les aires des trianddBCA etABCO DBCO sont
identiques (voir le dessifi. L’aire recherchée est égale a l'aire du segmertedcle BCO, donc é% de

I'aire de tout le cercle. Nous calculons aléks,,ye . asc = % X0%p = %(cmz).

Réponse:L’aire du triangle courbéABC est égale 35%(sz)

1 2 Som z
Pointageprr:':jkq.‘:a krzyvwoliniowego 4BC = 3 -lofw = 3 (cm*)

201 pysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pormpoagramu CaRMetal
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Numéro de L . .
P activité Solution étape par étape Points
A Traduire I'exercice en polonais 1
B Faire un dessin, introduire les symboles 1
c Remarquer que BC|| AD les aires des triangld SBCAAS CA et 1
A5C0 DBCO sont identiques
D Constater que l'aire recherchée est égale &l@grsegment du cercle, la calculer 2
E Donner la solution et la réponse en langue éénang 2

9(

! "l #$ % & #



I . &H) L-) ) 3H 2
Los arcosAB i BCtienen la misma longitud, entonces los puo< son en

la misma distancia del diamet@DAD . De ello, los segment(ﬁ? y

ADAD son paraleloﬁ 14D BC ||HD. Designemos por O el centro del

segmentoﬁ)ﬁ. Los triangulosDBCAAECA | A5CO DBCOtienen un

lado cominBCBC y las alturas de estos triAngulos que bajan ssieclado,
son de la misma longitud porqlBTC ||HDE 1 AD Esto significa que las areas de la superficisle
triangulosDBCA i ABCO DBCO son iguales (mira el dibuj6}. El area buscada es entonces igual al area

del recorte del circul§ €9 BCQO, es decir del area de todo el circulo. De ebdcidamos:
1 . =11 772 -
Ptréjlara krzywoliniowego ABC = 7 * 10°T = —— (cm*) _1 _50p
s srvenmeege 6 3 I:)Tréjk rojk zywoliniowegoABC — E ><'|'02p - T(sz)

Respuesta El area del triangulo de linea cud&C es igual a% (cmz)

Puntuacion
Numgrp de Etapas de solucion de tarea Puntos
la actividad
A Traduccién de la tarea en polaco 1
B Realizacion del dibujo, introduccién de las destyoaes 1
c Observacion, queBC|| AD- areas de los trianguldSBCAAE CA 1
AECO DBCOson identicas
D Constatacion que el &rea buscada es igual al éteaabrte del circulo y su calculo 2
E Comunicacion de la solucién y la respuesta enngue extranjera 2
4- & 4 " 3H ?

Die BogenAB undBC sind von gleicher Lange, also PunB&endC sind
parallel zum DurchmessekD . Von daher sind die SegmerBC und AD
parallel BC|| AD. Bezeichnen wir mi© den Mittelpunkt des Segmen&D .

Die DreieckeDBCA und DBCO haben eine gemeinsame SpBE, und die
auf diese Seite heruntergelassenen Hoéhen von d@sécken sind von

gleicher Lange, denﬁi”ﬁ). Das bedeutet, dass die Flachen von den Dreiagk@gsind gleich (siehe
die Zeichnung). Das bedeutet, dass die FlachemenrDreieckerDBCA und DBCO sind gleich (siehe

die Zeichnungj™ Die gesuchte Flache ist also der Flache des é&€O gleich, also% der Flache des

ganzen Kreises. Wir berechnen daf, . asc = 1>102,0 = %(cmz)

...... 6
o~ s - . . . 50p 2
Antwort: Die Flache des krummlinigen DreieckeBC ist glelchT(cm )

Punktwertung
Tatigkeits nummer Etappe der Aufgabenlésung Puniatein
A Ubersetzung der Aufgabe ins Polnische 1

203 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pormpoagramu CaRMetal
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B Ausfiihrung der Zeichnung, Einfiihren der Bezeicigan 1
C Bemerkung, dass: die Flachen von Dreiecken usidlgkind. 1
D Feststellung, dass die gesuchte Flache der FlaahKrissektors gleich ist,

und ihre Berechnung
E Losungs- und Antwortangabe in einer Fremdsprache 2
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)l #-) 3H 2

Gli archiAB e BC hanno la stessa lunghezza, allora i pBreiC sono
distanti dello stesso modo dal diame#® . Con questo i segmenti
BC e AD sono paralleliBC || AD . Indichiamo com® il centro del

segmentoAD . | triangoli DBCA i DBCO hanno il lato comune

ﬁ:, e l'altezza di questi triangoli rovesciata susjodato ha la stessa
lunghezza, perch8C || AD . Questo vuol dire che le superfici dei

triangoli DBCA e DBCO sono uguali (guardare il disegno). La superfigercata € uguale al ritaglio del
circolo BCO, ovvero di superficie di tutto il circolo. Cone&gto possiamo calcolare

1

50p
réjk réjk zywolinionegoABC = E X]_Ozp = T (sz)

Risposta La superficie del triangolo curvilineo fggﬁ(cmz)

Punteggio
N. attivita Tappe della soluzione Punti
A Traduzione dell'esercizio nella lingua polacca 1
B Preparazione del disegno, introduzione dellecamloni 1
C Osservazione ch&C || AD di superficie dei triangolIDBCAe DBCO sono uguali 1
D Stwierdzenie, e szukane pole jest réwne polu wycinka ko a i jebliczenie 2
E Traduzione della risposta e della soluzione riglgua polacca 2

! "l #$ % & #
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205
PunktyE,l s symetryczne do siebie wzglem prosteAC,

zatem:|AE| = [4I| oraz|EC| = |IC|.

Zauwaamy, réwnie, e |AF|=|A] =| = |ID|, zatem|EF | = |AI| + |ID| = |AD|

|E|jest przektn prostokta o bokach d ugai: 9 cm i 13 cm zatem po zastosowaniu twierdzenia
Pitagorasa do trojita prostoktnego npAACD otrzymujemy:

IAD| = 92 +13% = 81 + 169 = 250,

zatem|EF | = [4D| = Y250 = 5y10cm|

Zauwaamy, e pole czworokta EHGF z jednej strony réwne jest podwojonemu polu progtAEDC,

czyli: Pcs‘u;orokam EHGF — 2° Pf,ums'mkam agcp = 2-9-13,

a z drugiej jest iloczynem d uga jego bokow.

2913 _ 11710
510 15

St d otrzymujemy|EF | = |[EH| =2 - 9- 13, zatem|EH| =

Odpowied :
117410

-
=

Arkusz papieru jest prostolem o wymiarachs+/10em X
Mo liwe s inne rozumowania.

Czynnoci Etap rozwizania zadania Liczba punktoyw
A Wykonanie rysunku, wprowadzenie oznacze 1
B Obliczenie d ugcci przek tnej zdj cia. 1
C Wskazanie rownych odcinkow i trofiéw przystajcych 1
D Wyznaczenie pola szukanego czworak 1
E Wyznaczenie d ugai bokéw arkusza papieru i podanie odpowiedzi 1

205 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pormpoagramu CaRMetal
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G /&A

Niech:
206

ab dzie po ow boku dziedzica - ogrodujardin).
wtedy bok dziedzica (ma ego kwadratu) jest row2y

Wowczas promie okr gu i zarazem po owa boku dego kwadratu ta/2 .

Wtedy bok duego kwadratu jest rownga./2
Niech:

P, oznacza pole dego kwadratu
P, oznacza pole dziedzia

P. oznacza pole galerii
Wtedy

P, = (2ay2)? = 8a®
P, = (2a)" = 4a*
ZatemF, = P, — P, =8a® — 4a’ = 4a’

Odpowied :
Pole galerii jest rownéla?, czyli tyle samo, co pole ogrod{za t konstatacj 1 pkt)
Punktacja
Czynnoci Etap rozwizania zadania L'CZb,a
punktow
A Przedstawienie na rysunku szkicu dziedai 1
B Przyj cie oznaczenia d ugoi boku dziedzica i wyznaczenie d ugoi 1
boku galerii
C Obliczenie pola galerii i pola dziedza 1,5
D Stwierdzenie rownai pél dziedzi ca i galerii odpowied 15
206 pysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pormpoagramu CaRMetal
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Zadanie 4. Piek o — nieb@5 punktow)
Uzupe niamy rysunék’i wprowadzamy oznaczenia:

BL|=s B =t |AJ| =v |AK| = x [KC|=y CL|=z

. . _ : ; P, . =t?+x*+7°
Wtedy suma powierzchni kwadratow odvych jest rowna: ¥ -*
a suma powierzchni kwadratow niebieskiéh: | = s* +v? + y?

Trojk ty prostoktne to: DAJM ; DMJB; DBLM ; DMLC ; DCKM ; DAKM .
Dla ka dego z nich stosujemy twierdzenie Pitagorasa, pzalkcamy otrzymanréwno
i otrzymujemy:

W DBLM : s* =|BM|” - [LM|*, W DMJB: t* =|BM|” - [IM|’

W DAIM : v2 =|AM|” - [IM[”. W DAKM: X =|AM|” - [KM[*

W DCKM : y* =[CM|” - |Kl\/’|| .WDMLC: 22 =[CM[” - |LM[’

Std: P, , =t +x7 + 2=t = [BM[* - [IM[ 4| AM - [KM[+[CM[? - (LM
P , =5 +v2 +y?=|BM[* - [LM[*+|AM|” - [IM]*+[CM[* - |[KM] .

Zauwaamy, e Py . — P; , =0, bo sk adniki sum stakie same.
Whniosek: poniewaPy . — Py , B - Pc ,=0,wic PR, =Ph |

Odpowied :
Suma powierzchni kwadratow rdwych jest rowna sumie powierzchni kwadratoéw niskieh.
Punktacja
Cyznno Etapy rozwizania zadania Liczba punktow
A Uzupe nienie rysunku, wprowadzenie oznacze 1
B Wyznaczenie pél poszczegdbinych kwadratdw 2
C WyznaczenieP, | orazP, |, 1
D Poréwnanie sum i odpowied 1

27 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pormpoagramu CaRMetal
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Dane i oznaczenia:

DABC

DI DABC

Spse(D)=E

Spec(D)=F

Spac(P)=G
Wyka , e:

POIeszAEBFCG = 2) I:)OIeDABC
Zauwaamy, e:

Pole, pegrce = PL + P, + P, + P, + P, + P (oznaczenia jak na rysunkiff

I:)DABC = RL + P3 + I:)5
Zauwaamy, e trojk ty nastpuj ce trojkty s przystajce:
CBDA° DBEA: DBDC ° DBFC; DCDA° DCGA
Tréjk ty przystajce maj pola rowne, wic
P1:P2; P,=P,. B, =P

Zatem Pole, ,cqrce = 23 (P, + P, + P,) = 25 P, c.b.d.0

Punktacja
, o . Liczba
Czynnoci Etapy rozwizania zadania punktow
A Rysunek, wprowadzenie oznacze 1
B Wskazanie trojktow przystajcych i stwierdzenie réwnai ich pdl 1
C Wyznaczenie pola sz&ok ta i stwierdzenie,e pole szeciok ta = 2 pola 1
trojk ta
208 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pompomgramu GEONEXT
19>
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Pole ko a wpisanego w sziok t foremny, 0znaczam®y. wpis» Wi € Pga wpis =9 CM°

Szukane pole oznaczamy przeg,. o

Szeciok t sk ada si z szeciu przystajcych trojk tow réownobocznych, oznaczmy ich bok prazez

209

Promie okr gu opisanego na szgok cie jest réwnyz,
a promie r okr gu wpisanego to wysoko h tréjk ta rbwnobocznego.

a3

Sposéb 1:Wysoko w trojk cie rownobocznym ta =h = —

ze wzoru na pole ko & ,, =0 %' ?; z tre ci zadaniaP,,, =9 cnt
Z powy szych zwizkoéw otrzymujemy rownanie:

2
a3 . a3 _9 qgB_3 |2 . 6 _ 23
px_ =9, wi cxX—— std —=——= |x= czylia=—=—+=
2 2 p Vs V3o p
2
. 2 4
Zatem pole ko a opisanego wWynosli,, opis =2 xa’ =px £ =p x—)e =12
- Vo p
Sposob II: Stosunek promieni kb opisanego i wpisanego jeshyok -R_ —T = \/_ , jest skala
r
2
podobie stwa tych k6 . Zatem stosunek pol tych ko jest dxasem tej liczby, czyli wynosi
Prola_opi 2 ? 4 . . . , 4
2= =k? = —— =—.Tak, wic pole ko a opisanego jest rowime,, . =—>x9=12
I:)KoIa_Wpis \/é ml -P 3
Odpowied : Pole ko a opisanego na tym sziek cie jest rownel2cm?
Punktacja
, o . Liczba
Czynnoci Etapy rozwizania zadania punktow
A Rysunek, wprowadzenie oznacze 1
B Obliczenie pola ko a 2

29 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pompomgramu GEONEXT
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Rysunek pomocnicZy-

Szeciok t foremny sk ada siz szeciu trojk tow réwnobocznych,

oznaczmy d ugo ich boku przez:.

=6

23 _3V3x’

W takim razie pole szeiok ta jest rowneP, , p

2
Boki b trojk téw réwnobocznych, z ktérych sk ada siniejszy szeciok t s réwne wysokoci h

a3

w wi kszych tréjk tach réwnobocznych =h, czyli b = —

Zatem pole mniejszego sook ta jest rowneP,, , = 6x

2

av3 x\/—
— 3
2 A 8%/3 _9V3xa’

I:)M sz=6y =6
- 4 44 8

9V/3xa?

P
Szukany stosunek jest, wirowny —2=*2 = 8 :%.

F)D_ 574 3 >a2

2

Odpowied : Stosunek pol: otrzymanego i wgjowego szeciok ta jest réwny%.

Punktacja

Czynnoci Etapy rozwizania zadania

Liczba punkté

<

A Rysunek, wprowadzenie oznaczeapisanie wzajemnych zafe Ci

1

B Obliczenie stosunku pél szgok tow

2

210 yezniowie mog skorzysta z faktu, e szeciok ty foremne s podobne a stosunek p6 figur podobnych réwnykjestdratowi skali podobiestwa
211 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pompomgramu GeoGebra
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Rysunek pomocnicZy

Dane: Czworok t wypuky ABCD

| BAD=90°;| ABG=75;| BCD[=60°;| CDA=90°;|AB =|AD=3cm
Obliczy : P ,gcp

W czworok cie  ABCD prowadzimy przekn BD, zatem czworok ABCD jest sum trojk tow:
DABD i BBCD, st d jego pole jest réwne sumie pdl tych trdiyw, czyli P x5ep = Poago + Posen

Tréjk t DABD jest rownoramienny i prostokay, zatem jego Ky przy wierzcho kactB i D' s réwne 45,
W po czeniu z podanymi w trei zadania miarami kéw, daje to nam&ZEDL = 90° oraz £CED = 30°,

1

Pole trojk ta DABD jest rowne: = > 83 = % Pozostaje, zatem obliczypole trojk ta

I:)DA BD

prostok tnego DBCD, wi ¢ jego pole réwne jest po owie iloczynu przyprostalch. Przyprostoknaﬁ)

jest przeciwprostokn w DABD, std ‘BD‘ = J‘AB‘Z + ‘BD‘Z =/9+9=3/2. Drug przyprostoktn

CD
obliczymy korzystajc z funkcji trygonometrycznych \bBCD. Zauwaamy, etg CBD =—. Mamy
BD

st d ‘E)( = ‘ﬁ)‘ %930, czyli ‘C_D‘ =32 xg =/6. zatem Pogcn = %8\/5 x/6 = 3./3. Obliczamy

pole czworokta ABCD: P 4o = Possp + Poscn = % +343

Odpowied : Pole czworokta ABCD jest réwne g+3\/§ cnr

: N . Liczba
Czynnoci Etapy rozwizania zadania punkiow
A Rysunek i oznaczenia zgodne z tie zadania 1
B Obliczenie polaDABD 2
C Obliczenie polaDCBD 2
D Obliczenie pola czworoka i odpowied 1

212 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pormpoagramu CaRMetal
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Tak jak na rysuniit®
Oznaczamy promiedu ego okrgu przezR ,

\B_c\:z; \E(:R- 2.

BC
W tréjk cie DABC mamy: =sin30°,
AC

std—2 =1 czyi4=R-2 R=6
R-2 2

Pole wycinka ko a o lcie rodkowym 60
600 _1

=— cz polakoa,
360 6

czyli P :%mez = %mez =60
Odpowied: Pole tego wycink&m

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania zadania Punkty
A Rysunek i oznaczenia zgodne z tie zadania 1
B Obliczenie promienia ko a 1
C Obliczenie pola wycinka ko a i odpowied 1
23 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pormpoagramu CaRMetal
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Rysunel%15

Dane:
Deltoid ABCD opisany na okigu o(O; 5)
‘AB‘ +‘BC‘ +‘CD‘ +‘DA{ =30

Oblicz
pole deltoiduP .5,

Rozwi zanie:

Je eli po czymy rodek O okr gu wpisanego w czworokz jego wierzcho kami, to otrzymamy
cztery trojkty CAOD DDOC DCOB DBOA ktérych sum jest deltoid.

Zatem pole deltoidu réwne jest sumie pol tych trighy.
Wysoko ci tych trojk tdw réwne s promieniowi okrgu.
Zatem

P rsco = Poaop * Povoc * Pocos + Posoa = %‘E‘ X5 + %‘R‘ X5+ %‘E‘ x5+ %‘@ i3]
P asco :%QE“"‘E“"‘@“‘“@)@:%@O)@:75

Powy ej skorzystalimy z podanego obwodu czwora& (deltoidu).
Odpowied : Pole deltoidyest réwne 75 jednostek kwadratowych.

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania zadania Liczba punktow
A Rysunek i oznaczenia zgodne z tie zadania 1
B Zapisanie pola deltoidu jako sumy pdl trdjsw 1
C Obliczenie pola deltoidu 1

214 Ciasto z zakalcem!!
215 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pormpoagramu CaRMetal
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Uwagi:
1. Otrzymali my wzor na pole czworoka opisanego na okyu

+ C_B‘ + ‘B_A{)K; co interpretujemy:

1 - -
P ssco :EXGAD‘ +DC
Obwod czworok zw
.Pole czworokta rowne jest iloczynowi po owy jego obwodu przearpie okr gu
wpisanego w ten czworoK i zapisujemy w postacP = px , gdzie p jest po ow
obwodu czworokta, ar jest promieniem okigu wpisanego w ten czworak

2. Jeeli znamy ten wzor, to oczywdie mogli my od razu z niego skorzysta
3. W rozwi zaniu nie korzystalmy z informacji, e czworokt jest deltoidem.

4. Czy wane jest to, e wielok t jest czworoktem? Jak obliczysz pole wieldla opisanego
na okr gu o danym promieniu, je li znasz obwdd tego wieloka?

Sprostowanie!!

Ciasto z zakalcem!!

W powy szym rozwizaniu zadania:

Otrzymujemy, e pole deltoidu wpisanego w okro promieniu 5 jest réwne 75.

Pozornie wszystko jest w podku,

...obliczenia poprawne,

...wyniki zgodne z obliczeniami,

ale...

...dociekliwy ucze zauway, e pole ko a, na ktérym ten deltoid jest opisany @gin
290 » 78,53982 czyli wi cej ni 75, a wic mamy sprzeczno.

Szukamy wic b du najpierw w obliczeniach, nie znajdujemy,...

...zaraz, zaraz... a obwoéd ko a?

no tak obwdd jest rowng? = 20°5=10p » 31,41593¢zyli wi cej ni 30 znowu sprzecznol!
Whniosek: W zadaniu mamy b dne dane!!
Mo liwe rozwi zania:

I.  Podajemy uczniom zadanie z ¢lnymi danymi:

1. Jeli uczniowie stwierdz, e dane sb dne i w zwizku z tym nie bd obliczali pola,
to takie rozwizanie naley oceni najwy ej.
2. Jeli uczniowie rozwi zali zadanie tak jak w propozycji rozvea , to przy najbliszej okazji
nale y uczniom zwrdoci uwag na oczywiste sprzecznm - mo e uczniowie sami odkryj
e co nie gra i ustal dlaczego.
Il.  Podajemy uczniom do rozwaania zadanie z poprawnymi danymi, czyli takine;,

Obwdd wielokta i promie ko a powinny by takie, aby2® by o mniejsze od obwodu
wielok ta np.
»Na okr gu o promieniu 5 opisano deltoid o obwodzie 60.i€fbole deltoidu.”
Autorki sk aniaj si do | rozwi zania,
warto wdraa ucznidow do analizowania danych oraz otrzymanychikdw.

! " 4% & # <<
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216

Promie |0A| ca ego ko a jest rowny:
|OA| = |AB|+ |BO| =0,3+0,3 =0,6
Ca e ko o o promienil@A| ma pole:
P on = ,0>+OA‘ pX{06)? =036
Pole mniejszego ko a, o promier|iE| jest rbwne

—\2
Pc o =P ’{Joq) =p ><0'3)2 = 009
Zatem pole ca ego piarienia ko owego jest rowne
Fe_riersc™ Pk _oa~ Fc_og = 036°p- 009>p = 027>p

Woycieraczki czyszczkawa ek piercienia ko owego, odpowiadajy k towi 150 .
Jaka to jest cz ca ego piercienia? — To taka sama cz, jak 150 jestcz ci 360°.

150° 5

Zatem interesupe nas pole jest rowne,, ., = 15 7027w » 035

36C 5 *Fc_pERsC ~

Odpowied :
Pole obszaru oczyszczanego przez wycierajest rowne 035 m?
Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania zadania Liczba punktow
A Obliczenie pola piecienia ko owego 1
B Obliczenie pola oczyszczanego przez wycieraczk 1
C Odpowied i podanie wyniku z dan dok adnoci 1

2% Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pompomgramu GEONEXT
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Tak jak na rysunkid’

oznaczmy:

Promienie okrgbw o, i o, odpowiednio przez iR,

oraz d ugo ci ciwy przezZ2a.

Pole piercienia ko owego jest réwne mdicy pdl du ego i ma ego, ko a, czyli:

Poiersc = P, - Fx, Prigrsc=P R2- px?=p >(R2 } rz) o

W tréjk cie prostoktnym DBCO na mocy twierdzenia Pitagorasa mamy:
— 2 — 2
og +lce" =[o8 .

ale zgodnie z oznaczeniami na rysunku:

0G=r:[cB=4i[0B=R.

r’+a’=R* R-r*=a*"
Z réwno ci i ™ otrzymujemy, e:
P.ersc =0 X@%, gdzie 2a jest d ugoci ci ciwy, zatem pole piecienia
zale y tylko od d ugoci ci ciwy, czyli nie zaley od promieni okrgow.

zatem otrzymujemy:

<

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania zadania Liczba punkto
A Rysunek i oznaczenia 1
B Wyznaczenie pola pierienia ko owego 1
C Zapisanie rénicy kwadratéw promieni, jako kwadrat po owy @iwy 1
D Podanie pola piecienia jako funkcji d ugcci ci ciwy 1

27 Rysunek wykona a Helena Ewert — Fechner za pormpoagramu CaRMetal
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- podstawowe w asnoi ci gow arytmetycznego i geometrycznego;
- suma cz ciowa ci gu arytmetycznego i geometrycznego;

- procenty, punkty procentowe;

- procent prosty, procent sk adany;

- poj cia: stopa procentowa, kapitalizacja odsetek, kgkatedyty, gie da, renta,
systematyczne oszaizanie.

%%& () -

- doskonalenie umiefjno ci sporz dzania rysunkow ilustrugych tre zadania;
- stosowanie wzorow, przekszta canie wzorow;

- stosowanie procentow prostych i sk adanych;

- odczytywanie i analiza danych przedstawionych velidbb na wykresie;

- umiej tno obliczania rat kredytu, kosztu kredytu, wadidkapita u;

- umiej tno  obliczania wartcci portfela inwestycyjnego;

- odczytywanie i analiza danych przedstawionych velidbb na wykresie;

- analiza i interpretacja otrzymanych wynikow;

- korzystanie z kalkulatora prostego lub graficznego.

%%%& $ 4

Metoda: praca w grupach, burza mézgow.
Forma pracy: wspolnym frontem.

rodki dydaktyczne: karty pracy, gry dydaktyczne.

%3&$ - *+

0

pwbdE

o o

F 3 #% ?
Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obecio
Podzia ucznidow na zespo y zadaniowe (grupy 4 sdbowe).

Wybor lideréw, sekretarzy , asystentéw poszczegiirgrup.

Rozdanie kadej z grup zestawéwwicze otwieraj cych oraz materia 6w potrzebnych do
rozwi zywania zada

Rozwi zywanie wicze przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.
Przedstawienie i porbwnanie rozwa zada przez przedstawicieli grup.
Zebranie kart z rozwzaniami.

! "l #$ % & #



Bibliografia do, wicze otwieraj cych”

[1] Kachniewski M., Majewski B., Wasilewski RRynek Kapita owy i Gie da Papieréw Wartowych FERK,
Warszawa 2008, www.kapital.edu.pl

[2] www.ferk.pl - Zbior Zada "Gie da w Matematyce"

[3] traugutt.net/lo/pliki/mat_fin.ppt — Zadanie matumal

0 # < 3(#% ?
Uczniowie siadaj we wczeniej ustalonych zespo ach zadaniowych.
Uczniowie pracuj w zespo ach zadaniowych (grupy 4 — 5 osobowe).

Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawu zgdazwi my razem”.

Uczniowie dokonuj podzia u, ktora grupa dzie rozwi zywa a dane zadanie. Uczniowie
powinni poci zestaw zadai rozdzieli zadania do odpowiednich grup.

5. Ka da grupa rozwizuje zadania samodzielnie. Po rozzeiniu zadania uczniowie redaguj
odpowied na karcie odpowiedzi.

6. Je eli dana grupa zakazy prac, to jej cz onkowie powinni przyczy si i pomoc
W rozwi zywaniu innym grupom.

P wbdE

7. Nauczyciel zbiera karty odpowiedzi.
Zako czenie zaj .

Bibliografia do zestawu zada ,Rozwi my razem”

[1] Kachniewski M., Majewski B., Wasilewski RRynek Kapita owy i Gie da Papieréw Wartowych FERK,
Warszawa 2008, www.kapital.edu.pl

[2] Kaczkow K., Kurczab M., wida E.,Matematyka dla licealistow Zbidr zaddo 1l klasy,WydawnictwoOficyna
Edukacyjna - Krzysztof Pazdro, Warszawa 2000

[8] www.ferk.pl - Zbior Zada "Gie da w Matematyce"

[4] http://www.wkuwanko.tekstomania.pl/200812121135§P.

[5] http:/ftraugutt.net/lo/pliki/mat_fin.ppt

0 /| F 3 #% ?
Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane kargcy zespo om zadaniowym.
Liderzy poszczegolnych grup prezentupzwi zania zadania.

Nauczyciel ocenia pragyrup (pozytywne wzmaocnienie).
Podsumowanie zaj.

Ll A
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W tym zadaniu nalgy: 8

6 ( +B<

1. Przetumaczytre zadania na gyk polski
2. Rozwi za zadanie

3. Rozwi zanie zadania nalg poda w wybranym wczeniej j zyku

+C 6 > )

D 6 V -C 3; ?
Imagine that you are a practising trad|  Month Profit Month | Profit |
Because of the reality some months yaianuary +5% July +9%
quote the benefits and some months ydigbruary 3% August 1%
quote the losses. Using the data table beloMarch +7% September| +1%
calculate the height of a percentile profiftPril -2% October +4%
obtained in the end of a year. May ~2% November '22/0
Take a month as the unit of time. June +3% December | -3%
D JUM 44 H r( H C 3, ?
Imagine que tu es un boursicotetr

19 g | . Mois Bénéfice Mois Bénéfice
af:t" et comme (?ea 'arr"V:Janvier +5% Juillet +9%
reellement, dans les mois particuliefSayrier 3% Ao(t 1%
tu releves une fois des bénéfices| ®@tars +7% Septembre| +1%
une autre fois des pertes.Ervril -2% Octobre +4%
tappuyant sur les donnés du tablea//ai -2% Novombre | -2%
compte le pourcentage des bénéficds!n +3% Decembre | -3%
obtenus a la fin de 'année. Le mois sera I'unagdeamps.
$ ) de M B LC 3; ?
Imaginate que eres un inversor Mes Beneficio Mes Beneficio
bolsa, y, como sucede en la vig&nero +5% Julio +9%
real, en los meses respectivosebrero 3% Agosto 1%
notas , una vez, los beneficios, ofrifarzo +7% Septiembre | +1%
vez, las perdidas.Apoyandote eAbril -2% Octubre +4%
los datos de la tabla, calcula gMayo ~2% Noviembre '22/0
importe del beneficio procentuatunio +3% Diciembre -3%
obtenido al fin del afio. Toma el mes como unidatetepo.
218 7aczerpnito z [1]
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Stell dir vor, du bist ein aktive| Monat Gewinn Monat Gewinn
Borsenanleger und, so wie es in d€anuar +5% Juli +9%
Wirklichkeit vorkommt, notierst in Fepruar 3% August 1%
einzelnen Monaten mal Gewinne Ma{,; 7% September|  +19%
Verluste. Berechne in An_Iehn_l_Jng R pril 206 Oktober 4%
Daten aus der Tabelle die Hohe gegg-; 2% November | 2%
am Ende des Jahres erzieltep—
Prozentgewinns. Nehme einen Monéi%unl 3% Dezember 3%
als eine Zeiteinheit an.
) H% N C 3, ?

Immagina di essere un investitore a Mese Profitto Mese Profitto
borsa, e come capita molto spesso nellennaio +5% Luglio +9%
realta, certi mesi hai i profitti, gli altri 1€ Fepbraio 3% Agosto 1%
perdite. Guardando i dati della tabella d¢¥jzrz0 7% Settembre | +1%
calcollare I’arpmontare del profitto ,Ott?f‘“E‘Aprile 506 Ottobre 4%
aII_a fine dell'anno. Il mese sara l'unita Ji'vlaggio % Novembre %
misura del tempo. . .

Giugno +3% Dicembre -3%

G &G < 4) 3:( ?

Rozwi poni sze zadania i odszukaj litery, ktorych wadios rozwi zaniami poszczegoélnych
rowna . Utworz one has 0. Podaj znaczenie odgatdgo has a.
Na przyk ad: rozwizanie X =3 oznacza, e w pole z nr 3" naley wpisa liter X"

1 2 3 4 5 6 7 8 9| 10 11| 12| 13| 14

a) Warto Kk, dla ktorej cig (k- 12 /2; k - 1]) jest geometryczny

b) Obwddo kwadratu o polu powierzchéi

1

c) Warto e, ktéra jest rozwizaniem rOwnania?z = 3

d) Rownanie kierunkowe prostej oddalonep® jednostek od prostej przechodej przez
punkty: A- 3,95) i B(5;95)

e) Wysoko h trojk ta rownobocznego o bok%

f) Rozwi zania réwnaniaa® - 19a+70=0

g) Naturalne rozwizania nieréwnaci: -8 ¢
n-7

h) Dugo promieniar okr gu opisanego na kwadracie o bosi2

i) Miejsca zerowe funkcjif (s) = s? - 7s+12

j) Warto parametrib, dla ktérego prostey = 2x- 3 iy = (b- 9)x + 4 S
rownoleg e

29 7aczerpnito z [1]
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Jak by leniwym? Co trzeba zrobnajpierw, eby pd niej nic nie robi?
Do tego potrzebne gieni dze. Przydaje site znajomo matematyki finansowej. Za enia:

Chcemy wydawa 1000 z miesicznie Chcemy nic nie robiw wieku 40 lat

1. Przyjmujc, e rednia dugo ycia kobiety to 80 lat, a mczyzny 72 lata, oblicz ile
pieni dzy powinien miesicznie odk ada ,do skarpety” dwudziestolatek,eby w wieku
czterdziestu lat zacz wyp aca sobie rent w wysokoci 1000 z otych miestznie.

2. lle miesicznie naley odk ada, eby zgromadzi potrzebn kwot , jeli zrezygnujemy
.2€ skarpety”, a piendze bdziemy gromadzi na koncie bankowym o sta ej rocznej stopie
procentowej 5%. Wyp ata renty z ochronkapita u, zgromadzony kapita nie zmienia si

Post scriptum.Non omnis moriaf - Horacy (Pieni 3, 30, 6)

3. lle tak naprawd musimy odk ad&? - Wyp ata renty bez ochrony kapita u, zgromadzony
kapita maleje do zera. Po co komu w chwitiierci zgromadzony kapita ?
Uwaga: pieni dze wp acamy na koniec miesa,
w obliczeniach nie uwzgtiniamy podatkow, inflacji itd.
G /& : C 39 ?

Rodze stwo Agatka (8 lat) i Jacek (10 lat) otrzyma o raze spadku 84 100 z . Kwot z 0 ono

w banku, ktory stosuje kapitalizagjoczn przy rocznej stopie 5%. Kde z dzieci otrzyma swoj

cz spadku z chwil osi gni cia 21 lat. yczeniem spadkodawcy by o takie podzielenie kwoty
spadku, aby w przysz oi obie cz ci spadku zaokglone do 1 z by y rowne.

Jak naley podzieli kwot 84 100 z midzy rodzestwo?

G ‘& C 3l ?

Tabela przedstawia kursy zamkeia dwoch spo ek:

Soko Ow | HUTMEN

31 grudnia 2003 3.50 14.40
31 grudnia 2004 5.85 17.70

1. Pan Marek kupi 31 grudnia 2003 akcje sp6 ek Soka Blutmen za 4980 z otych.
Ze sprzeday wszystkich akcji 31 grudnia 2004 roku uzyska J@%otych.

2. Oblicz, ile akcji Soko owa, a ile akcji Hutmenu kupan Marek.

3. Siostra Pana Marka, Pani Joanna kupi a 31 grudii@ Poku 200 akcji Hutmenu. lle akcji
Soko owa powinienekupi , aby uzyskapo roku ten sam zysk, jak Pani Asia?

4. O ile z otych wzrés kurs akcji Soko owa i Hutmen@1 grudnia 2004 roku w poréwnaniu
z 31 grudnia 2003 roku? O ile procent wzros y kuakgji?

5. Brat Pana Marka, Pan Tomasz kupi 31 grudnia 2003 117 akcji spo6 ki Soko 6w. Cz
akcji sprzeda w kwietniu 2004 roku, a pozostatezzana do koca roku. lle akcji sprzeda
w kwietniu pan Tomasz, jg warto jego portfela akcji 31 grudnia 2003 roku i 31 grizd
2004 by a taka sama?

6. S siadka, Pani Iwona kupi a 31 grudnia 2003 roku &kK€)i spo ki Hutmen. Sprzedaj je
w maju nastpnego roku zarobi a 390 z . Jaki by kurs akcjinvdi sprzeday?

220pomys zaczerprio z [3]
221 7aczerpnito z [1]
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Wyobra sobie, e jeste aktywnym inwestorem gie dowym, i tak jak to bywazeczywistoci,
w poszczegolnych miesiach raz notujesz zyski, raz straty.

Miesi ¢ Zysk
Stycze +5%
Luty -3%
Marzec +7%
Kwiecie -2%
Maj -2%
Czerwiec +3%
Lipiec +9%
Sierpie -1%
Wrzesie +1%
Padziernik | +4%
Listopad -2%
Grudzie -3%

W oparciu o dane z tabeli oblicz wysokaizyskanego procentowego zysku na koniec roku.
Przyjmij miesi c, jako jednostk czasu.

D - * E )C 3 2

Niech:

X oznacza zainwestowany kapit¥\/ - warto kapita u na koniec rokuZ,, - zysk w procentach:
Warto kapita u na koniec roku:

W = X:(1+ 005)>(1- 003):(1+ 007):(1- 002)>(1- 002):(1+ 003)
(1+ 009){1- 001) X1+ 001) {1+ 004)x1- 002)X1- 003

W = X>105>097: 107> 098> 098> 103> 109> 099 101> 104> 098> 097
W =1,16158X

W =116,1578@D2609%X

Z,, =W - 100%xX =116,15780602609%%X -100%xX =16,15780662609%%X
Z,, » 1616% xX

Odpowied :
Zysk po roku inwestycji wynosilGL6% kapita u pocztkowego.

Punktacja

Czynnoci. Etapy rozwizania Liczba punktow
A Przet umaczenie zadania nayk polski 1
B Zastosowanie prawid owej metody obliczenia zyskprocentach 2
C Obliczenie zysku 1
D Przet umaczenie rozwdania na jzyk obcy 2
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Let: X denote the initial, invested capit¥l - final capital in the end of a yeaf,, - percentile profit.
The final value of the capital in the end of a yisar

W = X (1+ 005):(1- 003):(1+ 007):(1- 002):(1- 002):(1+ 003):
(1+ 009){1- 001) X1+ 001) X1+ 004){1- 002)x1- 003

W = X>105>097: 107> 098> 098> 103> 109> 099 101> 104> 098> 097
W =1,16158X

W =116,1578@D2609%X
Z,, =W - 100% xX =116,15780602609%xX - 100%xX =16,15780662609%xX
Z,, » 1616%xX

Answer: The percentile profit after a yearly investmenequal to16L6% of the initial capital.

Scores
Activity Stages of solution Points
A Translation of the exercise text into Polish 1
B Application of the right method for the intereate calculating 2
C Calculating of a percentile profit 1
D Translation of a solution into English 2
D JUM 44 H ( H C 3; ?

X le capital investiW - la valeur du capital a la fin de 'ann&g; - le pourcentage des bénéfices:

La valeur du capital a la fin de I'année:
W = X3(1+ 005):(1- 003)>(1+ 007):(1- 002):(1- 002):(1+ 003):
(1+ 009)x1- 001)¥1+ 001)x1+ 004){1- 002)x1- 003
W = X>105>097: 107> 098> 098> 103> 109> 099 101> 104> 098> 097
W =1,16158X

W =116,1578@D2609%X
Z,, =W - 100% xX =116,15780602609%*X - 100%xX =16,15780662609%xX
Z,, » 1616% xX

Réponse: Les bénéfices aprés un an d'investissesigdénent alGL6% du capital initial.

Pointage
Numéro de L . .
Pactivité Solution étape par étape Poin
A Traduire I'exercice en polonais 1
B Appliquer une méthode correcte pour calculerdarpentage des bénéfices 2
C Calculer les bénéfices 1
D Traduire la solution en langue étrangere 2
59
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Que: X significa el capital invertiddV - valor del capital al fin del aficZ,, - beneficio en porcentaje:
Valor del capital al fin del afio:

W = X (1+ 005):(1- 003):(1+ 007):(1- 002):(1- 002):(1+ 003):
(1+ 009){1- 001) X1+ 001) X1+ 004){1- 002)x1- 003

W = X>105 097> 107> 098 098> 103> 109> 099> 101> 104> 098> 097
W =1,16158X

W =116,1578@D2609%X

Z,, =W - 100%xX =116,15780602609%%X -100%xX =16,15780662609%%X
Z,, » 1616% xX

RespuestaBeneficio después de un afio de inversion fue ¥%6,dél capital inicial.

Puntucion
Numgrp dela Etapas de solucion de tarea Puntos
actividad
A Traduccion de la tarea en polaco 1
B Aplicacién del método correcto del calculo dehdiécio en porcentaje 2
C Célculo del beneficio 1
D Traduccion de la solucién en la lengua extranjera 2
D 4Y K ) VvV )C 3; ?
Bezeichne:

X - den Einschus3/V - den Wert des Kapitals am Ende des Jahfgs: Gewinn in Prozenten:
Der Wert des Kapitals am Ende des Jahres:

W = X (1+ 005):(1- 003):(1+ 007):(1- 002):(1- 002):(1+ 003):

(1+ 009){1- 001) X1+ 001) X1+ 004)1- 002)x1- 003

W = X>105>097: 107> 098> 098> 103> 109> 099 101> 104> 098> 097

W=1,16158X W =116,1578@D2609%X

Z,, =W - 100%xX =116,15780602609%%X -100%xX =16,15780662609%%X
Z,, » 1616% xX

Antwort : Der Gewinn nach einem Jahr Investition betrud 8% des Anfangskapitals.

Punktwertung
Tatigkeits Etappen der Lésung Punktenzahl
nummer
A Ubersetzung der Aufgabe ins Polnische 1
B Anwendung einer richtigen Methode fir die Berechindas 5
Gewinns in Prozenten
C Berechnung des Gewinns 1
D Losungsiibersetzung in eine Fremdsprache 2
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Sia:
Xindica il capitale investitoyV - il valore del capitale alla fine dell’annd,, - il profitto
con la percentuale:

Il valore del capitale alla fine dell’anno:
W = X 3(1+ 005):(1- 003)>(1+ 007)>(1- 002)>(1- 002):(1+ 003):

(1+ 009){1- 001)x1+ 001) X1+ 004)x1- 002)x1- 003)
W = X > 1055 097> 107> 098> 098> 103> 109> 099> 101> 104> 098> 097
W =1,16158 X
W =116,15780602609% X
Z,, =W - 100% xX =116,15780602609%*X -100%>X =16,15780662609%xX

Z,, » 1616% xX
Risposta Il profitto dopo un anno dell'investimento 616% del capitale iniziale.

Punteggio
N. attivita Tappe della soluzione Punti
A Traduzione dell'esercizio nella lingua polacca 1
B Uso del metodo adatto per calcolare la perceatdell profitto 2
C Calcolo del profitko 1
D Traduzione della risposta nella lingua straniera 2
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Wyznaczanie wart@i przypisanych poszczegoélnym literom:
] k- .42 .
a) Ci (k 12\5'k 1]) jest geometryczny} ———=—+=— U
) Cig jestg yezmp 5 N
2=(k- 124k +11) y 2~ 2% +130=0 0 k=10 U k=13 |,_19 k=13

. . , 1. 1
b) Obwdd o kwadratu o polu powierzch P=a?==U a==; bo a>0
) polu p ) ; ;
o:4>e:4><%:2, e=9;

c) Roéwnanie kierunkowe prostej oddalonep® jednostek od prostej przechodej przez pnkty:
A- 3,95) i B(5;95). Rownanie prostej ABy = 95; S dwie proste oddalone 85 od prostej
AB: y=95+25 orazy=95- 25 y=12,y=7,

243 J3 23 3

d) Wysoko h tréjk ta rownobocznego o bokﬂs—; h= ax—- h= =5 S h=1

h=1
e) Rozwi zania réwnaniaa” - 19a+70=0;
a’-19a+70=00 (a=5 Ua=14) {D=81 a=5,a=14

f) Naturalne rozwizania nieréwnaci: A = £0
n_
;850 N
n-7 (n-8)xn-7£0)  nl (7:8)
nt7 U nt7 U nt7 Un=8
I'N ni N ni N

g) Dugo promieniar okrgu opisanego na kwadracie o bo‘ft\éE
a=6v2
d=av2=6J2%/2=6=12
d=2r

2r=12
r=6

h) Miejsca zerowe funkcjif(s) = s? - 7s+12
(f(s)=s%- 7s+12U f(s)=0)0 s*- 7s+12=0
s?- 7s+12=00 (s=3Us=4); {D=1} fB f
i) Warto parametrib, dla ktérego prostey =2x- 3i y= (b- 9)x+4 s réwnoleg e

Proste s rownoleg eJ ich wsp6 czynniki kierunkowe kol réwne. Std 2=b- 9, zatem
b=2+9=11 b=11
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Uzupe nienie diagramu:

H @) S S A = R Y N E K B Y K A
1 2 3 4 5 6 7 8 9| 10 11| 12| 13| 14

Podaj znaczenie odgadtego has a:
Uczniowie mog poda inne - znane im poprawne oklenia hossy

- Hossa (Z Wikipedii, wolnej encyklopediihtfp:/pl.wikipedia.org/wiki/Hossga

- Hossa ft. hausse, pot. rynek byka) - terngjie dowyoznaczajcy d ugotrwa y wzroskursu
gie dowegagpapieréw wartociowych lub centowaréwnotowanych na gie dzie.
Przeciwie stwem hossy jedtessa

- Hossa (rynek bykah(tp://www.bankier.pl/slownik/gielda/hossa_rynekkdajtm)

- TerminHossa (rynek byka)nale y do kategoriigie dg d ugotrwa a, silna tendencja
wzrostowa na rynku, ktorej zwykle towarzysgzmo one zakupy akcji

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Punkty
A Rozwi zanie poszczegolnych zadh0 * 1p 10
B Odszyfrowanie has a 1
C Podanie znaczenia odgadego has a 1
G &( +B< +C 3:( ?
Ad 1.

lle potrzeba piendzy, eby w wieku 40 lat zacz sobie wyp acai p aci do ko ca ycia rent
w wysoko ci 1000 z otych miestznie?

Kobieta M czyzna
Przez ile lat b dzie wyp acana renta? 80- 40=40 (lat) 72- 40=32 (lata)
Przez ile miesicy b dzie wyp acana renta 40512=480 (miesi cy) 32>12=384(miesi ce)
Kwota, jak trzeba zgromadzi 480°1000=48000z 384°1000=384000z
lle lat b dziesz odk ad& 20 20
lle miesi cy b dziesz odk ad&? 12:20=240 12:20=240
lle musisz wp acamiesi cznie? 480000: 240=2000z | 384000:240=1600z

Odpowied :
Aby od wieku 40 lat zapewnsobie doywotni 1000-z otow rent naley zgromadzi
»W skarpetce”:

M czyzna 384 000 z - Kobieta 480 000 z .
Aby zgromadzi ,w skarpetce” odpowiednisum naley przez 20 lat odk adamiesi cznie:
M czyzna 1 600 z otych - Kobieta 2 000 z

! "l #$ % & #



Ad 2.

Tak méwi matematyka.

Czy na pewno? Co na to matematyka finansowa?

Pieni dze gromadzone w bankud wci pracowa!

Musimy, wi ¢ oszczdzi tak kwot , ktéra b dzie zapewnia a, co miesiodsetki w wysokai
1000 z . lle pienidzy potrzebujemy zgromadZi

K — szukana kwota jest rozvaniem rownaniak x1'—2 =1000, gdziei to roczna stopa procentowa

Po podstawieniu danych oktenych w zadaniu otrzymujemy:

5% 12
K XE:l 000, std K =1 OOOX5T =1 000x240 = 240000

%
Whiosek:
Aby co miesic wyp aca odsetki w wysokaci 1000 z i nie zmniejszaswojego majtku musimy
posiada 240 000 z i ulokowaje przy rocznej stopie procentowej 5%.
Zauwamy, e w tym przypadku p enie ma wp ywu na wysoko miesi cznych wp at,
bo wymagamy jedynie eby zgromadzony kapita dawa 1000 z odsetek nuesie.
Jak kwot naley wp aca miesi cznie, aby zgromadziodpowiedni kapita ?
Wp at miesi czn oznaczmy przeM , jej warto wyznaczymy ze Wzoru:

K=M ><C;—-ll,gdzie:K:240001z; r =5%: n=240; q:1+%

240 _
Szukana warto M musi, wi ¢ spe nia rownanie:240000= M 0041666677 - 1
1,004166667-1

Odpowied :
Nale y wp aca miesi cznie 583,82 z , aby w @ju 20 lat zgromadzina koncie bankowym
kwot 240000 z , ktéra umieszczona na lokacie daje ndesie 1000 z otych odsetek.
Ad. 3
Post scriptum...
Non omnis moriaf; [Horacy (Pieni 3, 30, 6)]
Komentarz do polecenia 2.
Ale, po co nam 240 000 z w chwilmierci? Czy nie lepiej wyj ,na zero”? Czy poma nam
matematyka finansowa? lle piedzy naley zgromadzi, aby nie chronic kapita u (to znaczy
na koncie zostawiO z ), oraz co miest otrzymywa rent w wysokoci 1000 z ?
lle tak naprawd musimy odk ad&? - Wyp ata renty bez ochrony kapita u, zgromadzony&ap
maleje do zera. Po co komu w chwihierci zgromadzony kapita ?
o 1- (@+i)" lle, wi c, tak naprawd naley oszczdza, co miesic przez 20 lat,eby
a ———— potem ju nic nie robi?
lle potrzebujemy pieni dzy? Warto pocz tkowa renty p atnej z do u
Ko - kapita pocztkowy a - wyp acana kwota
i - stopa procentowa za okres kapitalizacjn - liczba okreséw wyp aty (tutaj: liczba miesy)
Dane podstawiane do wzoru bez wziyl na p e: a = 1000;i = 5%/12=0,4167%
Rachunek dla mczyzny:

K. =
° i

-384
n =384 B2 lata x 12 miesty) K, =1OOO>'1' (l+ 0’004163
0,004167

M czyzna musi zgromadzil91 383,5 z , by w wieku 40 lat zapewsbbie doywotni rent w
wysoko ci 1000 z .
Rachunek dla kobiety:

=19138%
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- 480
n =480 40 lat x 12 miescy); K, :1ooo><1' (1+ 0’004167
0,004167

Kobieta musi zgromadzi207 384,3 z , by w wieku 40 lat zapewsbbie doywotni rent
w wysoko ci 1000 z .
Warto przysz a strumienia pierdzy (kapita pocztkowy = 0):
n-1 _ 239 )
K;” a+i"! K;” (1+0,004167**%/

j:O J:O

=2073843

Wynik oblicze

Co robi, by nic nie robi?

M czyzna musi odk adgorzez 20 lat po 464 z , kobieta po 503 z , abyiekw 40 lat zacz
wyp aca sobie doywotni rent w wysokoci 1000 z .

Takie rozwi zanie da a nam matematyka finansowa.

Podsumowanie

Zestawienie rozwiza wszystkich przypadkow — rée formy oszczdzania
Matematyka Matematyka finansowa
Pieni dze nie pracuj Pieni dze pracuj
Kapita nie jest chroniony) Kapita jest chronion§ | Kapita nie jest chroniony
M K M K M K
Potrzebna
kwota 384 tys. z 480 tys. z 240 tys. z 240tys. g 918 tys. z 207,4tys. z
Konieczne
miesi czne | 1 600 z 2 000 tys. z 583,82 z 583,82 z 464 z 503 z
wp aty
Punktacja
: L Liczba
Czynnoci Etapy rozwizania punktow
A Obliczenie kwoty potrzebnej na wyp atta ej renty dla kobiety 1
B Obliczenie kwoty potrzebnej na wyp ata ej renty dla m czyzny 1
C Obliczenie ile miescznie musi odk ada,do skarpetki” kobieta 1
D Obliczenie ile miesicznie musi odk ada,do skarpetki” m czyzna 1
E Obliczenie ile potrzeba pienizy, aby miesiczne odsetki wynosiy 1000 z 2
F Obliczenie ile miesicznie trzeba wp acana konto, aby zgromadzpotrzebny 5
kapita
G Obliczenie ile pienidzy musi uzbieram czyzna, aby miestzna renta wynosi a 1
1000 z, jeli kapita nie bdzie chroniony
H Obliczenie ile pienidzy musi uzbierakobieta, aby miesczna renta wynosi a 1
1000 z, jeli kapita nie bdzie chroniony
I Obliczenie miesicznej ,sk adki” dla m czyzny
J Obliczenie miescznej sk adki” dla kobiety 1
H7
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Przyjmujemy oznaczenia:
K - kwota spadku, gdzi& =8410Q(z )
Niech X oznacza u amek kwoty dla Agatki
Zatem(1- X) b dzie oznacza u amek kwolydla Jacka
Oczywiste jest,e X +(1- X)=1
Kiedy Agatka osignie 21 lat, to jej u amek kwoty tzie rowny:
X {1+ 005)*"® = X {1+ 005" (")
Dla Jacka w wieku 21 lat u amek kwotydzie réwny:
(1- X){1+ 005)**° =(1- X)x1+ 009" (™)
Warunek postawiony przez spadkodawow dniu swoic*h 21**urodzin kde z dzieci dostanie tak
sam kwot — b dzie spe niony, gdy u amki okdlene w()i( )b d réwne
X {1+ 005" = (1- X)x{1+ 009" |:(1+ 005"
X x105* =1- X
X»11025=1- X
X»11025+ X =1
21025xX =1 [:21025
X = 1 » 0,4756242%3
21025
1- X »0,52437573
Z kwoty K spadku Agatka powinna dost84100°0,47562425=40000(z ),
natomiast Jacesd1000,524375B444100(z )
Odpowied:
W dniu 21 urodzin Jacek i Agatka dostdak sam kwot , gdy ze spadku na koncie Agatki
zostanie z cona kwota40000(z ), za na koncie Jacka44100(z )

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba punktow
A U o enie rbwnania z niewiadonX, ktora jest u amkiem kwoty dla Agatki 1
B Rozwi zanie rownania 1
C Obliczenie kwot dla Jacka i Agatki 1
D Podanie odpowiedzi 1
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Ad A)
X — liczba akcji Soko owa
y - liczba akcji Hutmenu
Przy tych oznaczeniach zdanie: ,Pan Marek kupigidnia 2003 akcje sp6 ek Soko 6w i Hutmen
za 4980 z otych” zapisujemy w postadb0: x+ 144>y = 4980
Za zdanie ,Ze sprzedg wszystkich akcji 31 grudnia 2004 roku uzyska 0@otych”. Przybiera
posta: 585 x+1770°y =705C
W ten sposob uzyskainy do rozwizania uk ad rowna
350xx+144xy =4980 . x=600
585xx+17,70xy =7050 y =200

Odpowied : Pan Marek kupi 600 akcji Soko owa i 200 akcji Hetm.
Ad B)

Zysk uzyskany na akcjach Soko ow a:200><(17,70- 14,40) =660(z)
Liczba akcji Hutmenu daga ten sam zysk: 660 :(585- 3,50) =281

Odpowied : Aby uzyska ten sam zysk nalg kupi 281 akcji Hutmenu
Ad C)

Wzrost akcji Soko owa;  585- 350= 235(z)

235
Procentowy wzrost akcji Soko owa: % X000 = 6714%

Wzrost akcji Hutmenu; 17,70- 1440= 330(z )
P t t akcji Hut : 330
rocentowy wzrost akcji Hutmenuy: 1440

Odpowied : Po roku kurs akcji Soko owa wzros o 2,35z, a Heriono 3,30 z .
Stanowi to odpowiednio 67% i 23%.

X00% = 229%

Ad D

Warto zakupionych akcji Soko owa: 117: 350=40950

x - liczba akcji sprzedanych w kwietniu: (117- x)> 585=4095(z) Xx=47 akdji
Odpowied : Pan Tomasz sprzeda w kwietniu 47 akcji

ADE)
Warto zakupionych akgji: 3001440=432((z)
Warto sprzedanych akcji: 4320+ 390=4710Q1z)
Kurs akcji w chwili sprzeday: 4710 300=1570(z)
Odpowied : Kurs akcji w chwili sprzedy wynosi 15,70 z .
Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba
y Py punktow
A Rozwi zanie podpunktu A (uk ad réwnarozwi zanie, odpowied 2
B Obliczenie zysku z akcji Soko owa, obliczenie dioakcji Hutmenu, odpowied 2
C Obliczenie wzrostu kwotowego i procentowego kuakcii obu spo ek 2
D Obliczenie liczby akcji sprzedanych w kwietniu 1
E Obliczenie kursu sprzedaakciji 1
H(
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W tym zadaniu nalgy: %

1. Przetumaczytre zadania na gyk polski
2. Rozwi za zadanie
3. Rozwi zanie zadania nalg poda w wybranym wczeniej j zyku

G &T) 3< 7

Some oddity

GMT isan acronym descendent from English statement Greenwich
Mean Time, which denoteslocal time on the zero meridian going

across observatory Greenwich in Great Britain.

It is 9:00 in Warsaw. The quotations on the Warsstack Exchange are starting. The traders
making exchange orders observe the indexes of tst kmown world exchanges in London, New
York, Tokyo and in Paris. The picture shows thealdione in every city mentioned above. It also
shows the information about a time zone the givgnbelongs. Descramble the places, where the
indexes NASDAQ, Nikkei, CAC40 and FTSE are listed.

War saw GMT +1
London GMT

Paris GMT +1
New York GMT -5
Tokyo GMT +9

222 7aczerpnito z [1]
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Curiosité

GMT est un sigle venant de |’ expression anglaise Greenwich Mean

Time, signifiant I’heurelocale sur le méridien, passant par

I’ observatoire de Greenwich en Grande Bretagne.

Il est 9 heures. Les cotations de la bourse deoveesiennent de commencer. Les boursicoteurs,

en déposant leurs ordres, observent attentiveresrtdmportements des indicateurs boursiers des
plus importantes bourses mondiales a Londres, Nenk, YTokyo et Paris.

En te basant sur le dessin présentant I'heure dodahs chaque ville mentionnée et sur les

informations des fuseaux horaires, déchiffre damsllgs villes sont enregistrées les indicateurs

boursiers : NASDAQ, Nikkei, CAC40 i FTSE.

Varsovie GMT +1
Londres GMT

Paris GMT +1
New York GMT -5
Tokyo GMT +9

H9 ! " HS% & #
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Curiosidad

GMT es una abreviacion que proviene de una expresio

inglesa Greenwich Mean Time que significa el tiemplocal

al primer meridiano atravesando el observatorio de

Greenwich en Gran Bretafa

Son las 9:00. Acaban de empezarse las cotizaciemes parqué de Varsovia. Los inversores,
dando ordenes, observan atentamente como se campastindices de bolsas mundiales

en Londres, en Nueva York, en Tokyo y en Paris.

Basandéte en el dibujo que presenta el tiempo lecalada de las ciudades enumeradas asi como
las informaciones en qué zona de tiempo se enaerdescifra donde son cotizados los indices
respectivos - NASDAQ, Nikkei, CAC40i FTSE.

Varsovie GMT +1
Londres GMT

Paris GMT +1
New York GMT -5
Tokyo GMT +9

! " 4% & # H<
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Neuigkeit

GMT ist eine Abklrzung, die von einem englischen Wedung
Greenwich Mean Time kommt und die die lokale Zeit en
Nullmeridian bezeichnet, der durch das Observatorim von
Greenwich in GroR3britannien verlauft.

Es ist 9:00 Uhr. Es begannen eben Notierungen ausdfauer Borse.. Beim Stellen eines Antrags
beobachten die Anleger aufmerksam, wie sich dieefkidizes von wichtigsten Weltborsen in
London, New York, Tokio und Paris verhalten.

Aufgrund der Abbildung, auf dem die lokale Zeit jeder der aufgezéhlten Stadten dargestellt ist,
und aufgrund der Informationen, in welcher Zeitzeiod die Stadte befinden, ,entschlissele, wo
einzelne Indizes — NASDAQ, Nikkei, CAC40 und FTSdiert werden.

Warschau | GMT +1
London GMT

Paris GMT +1
New York GMT -5
Tokyo GMT +9

! "l #$ % & #



Esercizio 1 — Tempo Local€5 punti)

Curiosita

GMT e una abbreviazione proveniendo dalla locuzioneglese Greenwich

Mean Time la quale indica il tempo sul meridiano ze che attraversa
I'osservatorio astronomico di Greenwich in Gran Bréagna

Sono le 9:00. Stanno cominciando le quotazionadatirsa di Varsavia. Gl'investitori fanno gli

ordini osservando come stanno gli indici delle bgygl importanti del mondo, queste di Londra,
New York, Tokio e Parigi.

Basando sul disegno, il quale mostra il tempo Bdalbgni citta elencata con lI'informazione nella
duale zona di tempo si trovano indovina dove somuaziati gli indici — NASDAQ), Nikkei,
CAC40i FTSE.

Varsavia
Londra
Parigi
New York
Tokyo

! " HS% & # HH
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Pan Micha bierze w banku preferencyjny kredyt ommdj swego przeddbiorstwa. Bank oferuje
mu 100 000z oprocentowane w skali roku na 12%. Mi@ha chce go sp aciw 20 miesicznych

rownych ratach kapitaowych po 5000z #a. Pomdé mu uzupe ni tabel spat. Oblicz
rzeczywiste oprocentowanie kredytu.

Lp. Zad u enie Odsetki Rata Sp ata
1 100 000 1000 5000 6 000
2 95 000
3
4
20
G /&# 3< ?

Pan Krzysztof bierze w banku preferencyjny kredgt nozwoj swego przeddiiorstwa. Bank
oferuje mu 100 000z oprocentowane w skali rokulB8&. Pan Krzysztof chce go sp aev 20
miesi cznych rownych ratach. Pomadnu obliczy wysoko takiej raty. Jakie jest rzeczywiste
oprocentowanie tego kredytu? Czy korzystniejszdla przedsibiorcy rowne raty kapita owe, czy
réwne raty, jeli wiadomo, e rzeczywiste oprocentowanie w przypadku réwnyctkapita owych
wynosi 10,5%?

G ‘& 39 ?

Grupa dzieci wybra a sina pla w poszukiwaniu bursztyn&#’.
Ka de dziecko znalaz o jakiebursztyny, ale niektore z nich ich tak ma e, chciay
dokupi jeszcze kilka od innych. Bardzo trudno by o ustalen wymiany, kade
dziecko upiera o siprzy swojej cenie, nie chciao upt - wywo a o to tylko ha as
i k 6tnie. Z opresji wybawi ich Julek, ktérego @gc jest maklerem gie dowym.
Zdecydowa, e:

- Ka dy, kto chcia by kupi bursztyny napisze na kartce ile ich chce oraz jak
maksymaln cen za jeden bursztyn jest gotow zap aci

- Ci, ktérzy chcieli sprzeda pisali na kartce proponowanticzb bursztynow i minimaln
cen za jeden bursztyn, po jakiej chie sprzeda

22 7adanie w asne lwony Derendarz

224 7adanie w asne lwony Derendarz

22 7aczerpnito z [1

226 \Wszystkie zdjcia bursztynéw wykona a Helena Ewert - Fechner
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Julek pozbiera kartki i zestawi je w takiej otbeli:

OFERTY SPRZEDA Y OFERTY KUPNA
) Minimalna cena (w z) _ Maksymalna cena (w z)
Hiczba CenaMil Liczba CenaMa
1 15 6 16
5 13 16 14
15 11 8 11
9 9 14 9
6 6 2 8

Za swoj dobry pomys i wykonarprac, Julek pobiera prowizjw postaci 1% wartai ka dej

transakciji.

Pomys Julka by taki, aby wszyscy byli zadowolenikt nie poczu si gorszy
od innych, wszyscy mieli p actak sam cen za jeden bursztyn réwnx,
Przy czym mia a ona spe nia ngsij cy warunek

- kupi bursztyny wszyscy, ktorzy podali maksymaten rown lub wy sz ni

- sprzedadzbursztyny wszyscy, ktorzy podadminimaln cen réwn lub ni sz ni

Zauwa,

najwi cej zarobi na prowizjach).

lle wynosi szukane ? lle Julek zarobi na peednictwie?
G =& ( *

( C

Wszystkim spodoba si pomys Julka i
w ktorej Julek wyznacza cerednego bursztynu. Kajtek, kolega Julka, podsamu pomys , eby
wyznaczy wysok cen za jeden bursztyn. Twierdzi ¢ wtedy warto transakcji bdzie wy sza,
a zatem Julek wcej zarobi na prowizjach.
Oblicz, korzystajc z danych w tabeli:

38

od tej

?

pory, co

OFERTY SPRZEDA Y OFERTY KUPNA
. Minimalna cena (w z) _ Maksymalna cena (w z)
Liczba CenaMil Liczba CenaMa
1 15 6 16
5 13 16 14
15 11 8 11
9 9 14 9
6 6 2 8

- lle os6b si wymieni, jeli Julek ustali cenna poziomiel3 z za bursztyn?
- lle wtedy zarobi Julek?

Xl

e przy takiej ceniex dojdzie do maksymalnej miwej liczby transakcji, czyli Julek

roku odbywaa sgie da,

- Czy jest to wicej ni w pierwotnym pomyle Julka, jeeli wiadomo, e przy ceniel1PLN
za bursztyn, zysk Julka wynio830PLN?

227 7aczerpnito z [1]
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Tabela przedstawia kursy zamkria dla sp6 ek: TP S.A. oraz CIECH S.A.

Data SPO KA
TP S.A. | CIECHS.A.
31 grudnia 2008 19,09 25,39
30 grudnia 2009 15,89 37,09

a) Oblicz, dla kadej z tych spé ek, o jaki procent zmieni kurs akcji z dnia 30 grudnia
2009 roku w porownaniu z kursem z dnia 31 grud@iddroku.

b) 31 grudnia 2008 roku Pan Zygmunt kupi 10 akcji kpdP S.A., a Pan Julian 100 akcji
spoé ki CIECH S.A. Jakkwot uzyskali ze sprzeds swoich akcji 30 grudnia 2009
roku? lle z otych zyskali?

c) Czyop aca o sikupi te akcje za kredyt o oprocentowaniu rocznym 9%?

d) lle zarobi kady z panoéw na akcjach, jeuwzgl dnimy podatek od zyskow gie dowych
w wysoko ci 19%"?

e) lle wi cej warte s pieni dze, ktére kady z tych panéw uzyska za akcje w grudniu
2009, od tych, ktore kay z nich zainwestowa w grudniu 2008 rokulijaflacja
wynosi a 0,7%? Uwzgtnij podatek od zyskéw gie dowych.

Uwaga: W zadaniu pomijamy kwestdliczania od zysku kosztéw uzyskania przychodéwaayvych.
Kosztami uzyskania przychodu: prowizja maklerska od zrealizowanych transakojp, ata za
dost p do notowa rachunku internetowego, op ata za transakcje m&uyNFI, op ata maklerska
za z oenie zapisu w imieniu klienta na akcje w ramachlipabej subskrypciji, odsetki od kredytu
na zakup akciji, obligacii itp...

G 1&%$) B B ? 3« 2?2 °

Kto zacz pali papieros§’ po skoczeniu 18 lati od tej pory na

papierosy wydawa rednio 70 z miescznie. Jeli roczny wydatek na

papierosy wp aca by do banku w lau ka dego roku, to, jaksum zaoszczdzi by z ko cem 60
roku ycia? Zak adamy,e oprocentowanie w banku wynosi 6%, kapitalizadjgetek naspuje raz
na rok.

G 2(% !) C 39 2 *

Dwaj bracia Kamil i Tomek grali w Toto Lotka. Triafipi tk " i otrzymali 30 000 z . Otrzyman
kwot podzielili po rowno. Kamil wpaci swoj cz do banku na lokat terminow
oprocentowan 10% w stosunku rocznym. Tomek 60% kwoty przeznacmy zakup obligacji
dwuletnich z oprocentowaniem 8% w stosunku roczmymrocznie kapitalizowanych, a za reszt
zakupi akcje spo ki C, ktérej po dwéch latach kwgds o 15%.

Ktory z braci zarobi wicej?

228 7adanie w asne Heleny Ewert - Fechner

229 7aczerpnito z [3] - Zadanie 6.142, Strona 120
207dj cia ,petdw” wykona a Helena Ewert - Fechner
%l 7aczerpnito z [1]
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Wzrost kursu euro w stosunku do z otego spowodqyealwy k ceny wycieczki zagranicznej
0 5%. Poniewa nowa cena nie by a zaataj ca, postanowiono obry | o 8%, ustalajc cen
promocyjn réwn 1449 z .

Oblicz pierwotn cen wycieczki dla jednego uczestnika.

G .9&R 39 2 ®

a) Od jakie] kwoty otrzymano 15 z odsetek za okrewmisi cy przy stopie procentowej
18% w skali roku?

b) Przy jakiej stopie procentowej przypada 4 z odsetekwoty 200 z za 30 dni?

G .&$% 38 2 '

Po ilu latach kapita poctkowy w wysokoci 750 z z oony na 11% podwoi s?
Czy warto kapita u pocztkowego jest w tym zadaniu istotna?
G .& 3< 7 O

Krétka sprzeda — operacja zwizana z obrotem akcjami polegeq na poyczeniu akcji (za
pewn op at) i sprzedaniu ich, a nagnie po ustalonym czasie zakupie tych akcji i odagh

po yczaj cemu.
Pozwala ona realizowayski wowczas, gdy ceny akcji spadaj

Wujek Julki, przewidujc spadki na gie dzie, postanowi przedyuswoj lokat o oprocentowaniu
3%. Tata Julki zdecydowa sjednak wykorzystabess i zastosowatym razem krotk sprzeda
100 akcji ,,Grosika”. Za mdiwo po yczenia akcji tata Julki mia zap agbod koniec roku 1%
warto ci akcji (liczonej na poczku roku). Po up ywie 12 miesty okaza o si, e cena jednej akcji
,Grosika” spadaz 10,05z do 9,67 z.

Kto tym razem okaza siepszym inwestorem — tata czy wujek?

Czy odpowied zmieni aby si, gdyby cena spad a jedynie do 9, 99z ?

232 7aczerpnito z [4
233 7aczerpnito z [4]
24 7aczerpnito z [4]
23 7aczerpnito z [1]
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Jest godzina 9:00. W aie rozpocz y si hotowania na warszawskim parkiecie.

Inwestorzy sk adag zlecenia bacznie obserwpjak zachowuj si indeksy najwaniejszych
wiatowych gie d w Londynie, Nowym Jorku, Tokio ifgau.

Na podstawie rysunku, na ktérym przedstawionygkalny czas w kadym z wymienionych miast
i informacji, w ktérej strefie czasowej stnajduj odszyfruj, gdzie notowane poszczegdine

indeksy — NASDAQ, Nikkei, CAC40 i FTSE.

"l #$ % & #
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Wskazowka®

Skoro w Warszawie jest godzina 9:00, to w Partak e, w Londynie jest 8:00,
w Nowym Jorku 3:00, a w Tokio 17:00.
Rozwi zanie i odpowied:

GIEDA INDEKS
Paryska CAC40
Londy ska FTSE
Nowojorska NASDAQ
Tokijska Nikkei
Punktacja
Czynno . Etapy rozwizania Liczba punktéw
A Przet umaczenie zadania nayk polski 1
B Ustalenie aktualnego czasu w poszczegélnych aghst 1
C Przyporzdkowanie Gie d i Indekséw 1
D Przet umaczenie rozwiania na jzyk obcy 2
HI &T ) 3< ?
Hint:

In Warsaw is 9:00, so in Paris is also 9.00, indamis 8:00,
in New York 3:00 and in Tokyo is 17:00.
Solution and answer:

PLACE

INDEX

Paris

CACA40

London

FTSE

New York

NASDAQ

Tokyo

Nikkei

Scores

Activity Stages of solution Points
Translation of the exercise text into Polish 1
Calculating the local time in every city 1
Corresponding places to Indexes 1
Translation of a solution into English 2

O0O|wl>

2% 7dj cie wykona a Helena Ewert — Fechner na GPW w Wavigzar dniu 7.06.2010 roku (Canon A 2000 IS)
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Indication :

Puisqu’il est 9 heures a Varsovie, c’est la mémeda Paris, 8 heures a Londres, 3 heures a New
York et 17 heures a Tokyo.

Solution et réponse :

Bourse Indeks
parisienne CAC40
londonienne FTSE
new yorkaise NASDAQ
de Tokyo Nikkei

Pointage
Numeéro de I'activité Solution étape par étape Roint
Traduire I'exercice en polonais 1
Etablir I'heure actuelle dans toutes lesvilles 1

Attribuer les bourses aux indicateurs boursiers 1
Traduire la solution en langue étrangere

O|0O|w| >

N

I &l T ) 3< 7

Instruccion:

Como en Varsovia son las®:en Paris también, en Londres son 183 8n Nueva York son las
00y en Tokyo son las i%.
Solucién y respuesta:

BOLSA INDICE
parisiense CAC40
londinense FTSE

de Nueva York NASDAQ
de Tokyo Nikkei

Puntuacion

Numero de la actividag Etapas de solucion de tarea Puntos
Traduccion de la tarea en polaco 1
Determinacion del tiempo actual en las ciudadspectivas 1
Puesta en orden de las Bolsas y los Indices 1
Traduccion de la solucion en la lengua extranjera 2

O|0O|m| >
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Wenn in Warschau & Uhr ist, ist in Paris auch 9:Uhr, in London ist 8° Uhr, in New York 3%
Uhr, und in Tokio 172
Losung und Antwort:

Borse Index
Pariser CAC40
Londoner FTSE
New Yorker | NASDAQ
Tokioter Nikkei
Punktwertung
Tatigkeits nummer Etappe der Losung Punktenzahl
A Ubersetzung der Aufgabe ins Polnische 1
B Bestimmung der aktuellen Zeit in einzelnen Stadte 1
C Zuordnung von Borsen und Indizes 1
D Aufgabenibersetzung in eine Fremdsprache 2
H .0l T 3; ?23 " % G
Indicazione :

Se a Varsavia sono le 9:00, Hallora a Parigi angt@ndra sono le 8:00, ed a New York 3:00, ed
a Tokio 17:00.
Soluzione e risposta :

Propoosta di punteggio:

BORSA INDICE
di Parigi CAC40
di Londra FTSE
di New York NASDAQ
di Tokio Nikkei

N Tappe della soluzione Punti
1 | Traduzione dell’esercizio nella lingua polacca 1
2 | Determinazione del tempo nelle citta differenti 1
3 | Ordinazione delle Borse e degli Indici 1

4 | Traduzione della risposta nella lingua straniera 2

#3$ %
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- L 12% s i —
Oznaczenia: Oprocentowanie miegine p = T =1%;ilo spat:n=20
Lp. Zad u enie Odsetki Rata Sp ata
1 100 000,00 z 1 000,00 z 5 000,00 z 6 00@,00
2 95 000,00 z 950,00 z 5 000,00 z 5 950,00
3 90 000,00 z 00,00 z 5 000,00 z 5900,00
4 85 000,00 z 850,00 z 5 000,00 z 5 850,00
5 80 000,00 z 800,00 z 5 000,00 z 5 800,00
6 75 000,00 z 750,00 z 5 000,00 z 5 750,00
7 70 000,00 z 700,00 z 5 000,00 z 5 700,00
8 65 000,00 z 650,00 z 5 000,00 z 5 650,00
9 60 000,00 z 600,00 z 5 000,00 z 5 600,00
10 55 000,00 z 550,00 z 5 000,00 7 5 550,00z
11 50 000,00 z 500,00 z 5 000,00 7 5 500,00z
12 45 000,00 z 450,00 z 5 000,00 7 5 450,00z
13 40 000,00 z 400,00 z 5 000,00 7 5 400,00z
14 35 000,00 z 350,00 z 5 000,00 7 5 350,00z
15 30 000,00 z 300,00 z 5 000,00 7 5 30@,00
16 25 000,00 z 250,00 z 5 000,00 7 5 250,00z
17 20 000,00 z 200,00 z 5 000,00 7 5 200,00z
18 15 000,00 z 150,00 z 5 000,00 7 5 150,00z
19 10 000,00 z 100,00 z 5 000,00 7 510@,00
20 5 000,00 z 50,00 z 5 000,00 z 5 050,00
Suma sp at tworzych ci g arytmetyczny wynosis,, = 6000+5050 x20 =110500z
. , . 10500
W rzeczywistoci oprocentowanie kredytu Wynosim X 00% = 105%
Punktacja
L Liczba
Czynno Etapy rozwizania punktow
A Obliczenie oprocentowania miesznego p=1% 1
B Poprawne uzupe nienie tabeli sp at 1
C Obliczenie sumy sp at 1
D Obliczenie oprocentowania kredytu 1

#$ % & #
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Przyjmiemy oznaczenia:

K =100 000z - kwota kredytu,
n=20ilo rat,

r=12% oprocentowanie roczne,

0 . . .
p= 12;) = 1% Oprocentowanie miesizne, czynnik procentowyf = 1+ P 101,

R - poszukiwana wysoko rownej miesicznej raty,K, - kwota zad uenia w i-tym miesicu:
K,=Kxg- R

K, =K,xq- R=(Kxg- R)xq- R=Kg?- Rg- R

K, =K,>q- R=(Kq’ - Rg- R)xq- R=Kg®- R - Rg- R

K. =Kq"- Rd"™'- Rd"?>- Rqd"*- ...- Rg- R

Po n sp atach zad anie K, =0, mo emy, wi ¢ wyznaczy wysoko raty R:
Rg"'+Rg"? +..Rq+ R=Kq"

Rl@™ +q"? +.+q+1)=Kq"

i .qu , ewentualnieR = Kg ><q' )
q” +qn +___+q+1 qn_l
20
Dla pana Krzysztofa rowna rata wynosi aliy/= 100 0(()](?;(1;,2(())1) : x001 5541537

W ci gu 20 miesicy mamy:554153:20=11083060z , co daje oprocentowanie:
1083060

100000
1083084 >10,5%, wi c korzystniejsza jest sp ata w rownych ratach lkagitych, ni w réwnych
ratach.

X00% =108306%.

Punktacja
L Liczba
Czynno Etapy rozwizania punkiow
A Opisanie przyjtych oznacze 1
B Zwi zanie zmiennych na przynajmniej dwoch pierwszych 1
krokach
C Uogolnienie zwizku 1
D Wyznaczenie wysokai raty 1
E Obliczenie oprocentowania kredytu i porownanigzejow sp at 1
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Aby znale cen x, naley sprawdza po kolei kad cakowit cen z przedzia u(6;16),
a znajdziemy tak, ktora spe nia warunki postawione przez Julka.

llo 'ofert sprzeday cznailo llo ' .ofert kupna cznailo '

Cena | spe niaj cy_ch warur_1ek ofert spe niajcych warungk ofert kupna Min(S; K)
ceny minimalnej sprzeday ceny maksymailnej
C CenaMirE C S CenaMax C K

6 6 6 2+14+8+16+6 46 6
8 6 6 2+14+8+16+6 46 6
9 6+9 15 14+8+16+6 44 15
) 6+9+15 30 8+16+6 30 30
13 6+9+15+5 35 16+6 22 22
14 6+9+15+5 35 16+6 22 22
15 6+9+15+5+1 36 16+6 22 22
16 6+9+15+5+1 36 6 6 6

Zauwaamy, e:. ,Liczba ofert kupna réwna jest liczbie ofert zgulay, czyli wszyscy, ktorzy
spe niaj warunek ceny dokonajransakcji przy cenie 11 z . Liczba transakcijt jgsvna 30"
Podsumowanie:

Liczba transakcji przy cenitl z
(Suma liczby bursztynéw sprzedanych rowna jest dicniey 30
bursztyndéw kupionyghiczba transakcji jest rowna
Warto wszystkich transakcji 30*11 PLN=330PLN
Zysk Julka 330PLN*1% = 330PLN
Odpowied:
Cena ustali a sina poziomiel1PLN za bursztyn, natomiast zysk Julka wynieSgOPLN
Punktacja
Czynno Etapy rozwizania Liczba punktéw
A 0,25p za analizka dej z omiu mo liwo ci 2
B Zapisanie wniosku — ustalenie ceny i liczby tekasi 1
C Obliczenie wartaci wszystkich transakcji i zysku Julka 1
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Liczba transakcji przy ceni3 z min(5+15+9+ 6,16+ 6) = min(35,22) = 22

Warto wszystkich transakcji 22*13 PLN=286PLN

Zysk Julka 286PLN*1% = 286 PLN
Odpowied:

Przy ceniel3PLN za bursztyn Julek zarot286 PLN, czyli mniej ni przy ceniel1PLN za
bursztyn.

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania Liczba punktéw

A Wyznaczenie liczby transakcji 1

B Obliczenie wartaci wszystkich transakcji i zysku Julka 1

C Udzielenie odpowiedzi 1
G &%) E C 3<  ?
Ad A.

TP S.A. CIECH S.A
Wzrost kursu akgiji: 1589- 1909=- 32 3709- 2539=117
- 32 117
P t t k kcji: ——X100%= - 167/6% ——»100% = 4608%
rocentowy wzrost kursu akcji 1909 6, 2539 6/
Odpowied: Kurs akcji spé ki TP S.A. ,wzrés” o- 1676%, a spé ki CIECH S.A. wzrés o
4608%
Ad B.
TP S.A. CIECH S.A

Kwota uzyskana ze sprzega 10-15,89= 158,90 z 100-37,09= 3709,00 z
Zysk: 10-(-3,2= -32,00z 100-11,7= 1170,00 z

Odpowied: Pan Zygmunt uzyska ze sprzeg@al58,90 z, wic straci, bo jego ,.zysk” wynids : -
32,00 z

Pan Julian ze sprzedauzyska 3 709,00 z , przy czym jego zysk wyn@sl:70,00 z

Ad. C. Panu Zygmuntowi nie op aci dredyt bez wzgldu na oprocentowanie, bo poniés strat
Pan Julian:

Odsetki od kredytu: 100-25,39-0,09= 228,51z

Ré nica mi dzy zyskiem i oprocentowaniem kredytu: 1170-2285 941,49z

Odpowied: Panu Zygmuntowi zdecydowanie nie op aca o Isianie kredytu. Natomiast Pan
Julianowi op aca siwzi  kredyt, bo odsetki od niego (228,51z )rsniejsze ni zysk (1170,00 z).
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Ad. D.
W badanym okresie Pan Zygmunt ponids strat transakcjach, w wysoko 32 z , ktér b dzie
mog odliczy od zyskow w kolejnych pciu latach.

Pan Julian:
Wielko podatku od zyskéw gie dowych: 1170-0,19= 222,30z
Zysk po odliczeniu podatku: 1170-222,30= 947,70 z

Odpowied: Pan Zygmunt odliczy w naginych latach poniesionstrat, a Pan Julian zarobi
947,70 z

Ad. E.

Warto pieni dzy Pana Zygmunta Wartopieni dzy Pana Juliana
Zainwestowana ;) 19 ng= 190,90 7 100-25,39 2539.00 z
kwota
Kwota  uzyskana,, g gq_ 158,90 z 100-37,09-222,30  3486,70 z

ze sprzeday akcji

Kwota 1589 11007  _1589:100% 348670 1007% = 3486,700100% _
omini ciem  ----- - =0

izmlaacjiI - X | 100% 100,7% X 100% 100.7%

x 157,80 z 3 462,46 7

Warto pieni dzy 15780 _ 346246 _

wprocentach 19090 X00% = 83,24% 253900 0% = 136,37%

Odpowied: Warto pieni dzy Pan Zygmunta zmala a ©676%, natomiast warto pieni dzy
Pana Juliana wzros a 86376

Punktacja
Czynnoci Etapy rozwizania L|czb,a
punktow
A. Wyznaczenie wzrostu kursu akcji i procentowegwost kursu
A . S 1
akcji dla kadej spo ki
B B. Obliczenie kwoty uzyskanej ze sprzeglakciji i osi gni tego 1
zysku
C C. Uzasadnienie op acalmbkredytu dla obydwu panéw 1
D D. Obliczenie zysku po opodatkowaniu dla obydwu 1
E E. Obliczenie wartai pieni dzy obydwu pandw z 1
uwzgl dnieniem inflacji
>7
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,Kto " pali do ko ca 60 roku ycia, czyli 42 lata. Miescznie wypala 70 z , zatem rocznie 840 z .
Gdyby odk ada pieni dze w banku, to:

Pierwsza wp acona kwotadrie ,pracowa” 42 lata, oznaczmy jej warto po 42 latach przek,
Druga wp ata bdzie le a a na koncie 41 lat, jej wartopo 41 latach oznaczamy prz&z

itd.... - tak jak w tabeli pongj:

Warto wp aty K|

na koniec 60 rokuycia
Pierwsza wp ata lgzie le a a na koncie 42 lata K, K, = 840><(1+ 0,06)42
Druga wp ata bdzie le a a na koncie 41 lat K, K. = 840>(1+ 006)41

1 ’

Trzecia wp ata ldzie le a a na koncie 40 lat K, K, = 840>(1+ 006)40
i - ta wp ata bdzie le a a na koncied0- i lat K, K, = 840><(1+ 0106)42‘i
41 wp ata Ky, K,, =840:(1+ 006)
42 wp ata Ky, K,, =840

Zaoszczdzone pienidze oznaczmy przekK

K=Ky +K +Ky+ +Ki+ +K, +K,

Sk adniki tej sumy swyrazami cigu geometrycznego, w ktorym;: = 840 natomiastq =1+ 006,
zatem ze wzoru ha surwyrazow w cigu geometrycznym otrzymujemy:

(1+006)-1__  11,557032841546686457540288939-1

K =840x 840
1+ 006- 1 0,06

K = a0yt TOSZBISEI AN - 8404 75,9505486924447609590048165

K =147798,45743816536060405564045002 » 147798,46

Odpowied:
,Kto ” gdyby nie pali i zaoszczizone w ten sposbb piedze wp aca do banku, to w dniu
uko czenia 60 rokuycia mia by do dyspozycji 147 798,46 z otych.

Punktacja
L Liczba
Czynno Etapy rozwizania punktow

A Wyznaczenie iloci wp at oraz wysokai ka dej z nich 1
Zastosowanie wzoru na procent sk adany do przeliazagartoci

B ka dej z wp at na koniec okresu oszdzania -K, 1
Zauwaenie, e warto zgromadzonego kapita u jest suoi gu )
geometrycznego — wyznaczerag orazq
Podstawienie do wzoru, wykonanie obliczadzielenie odpowiedzi 2
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Podzia kwoty:

Inwestycja kadego brata: 300002=15000(z)
Obliczanie zysku Kamila:
Zysk Kamila z lokaty: 1500d(1+ 01)? - 1)=3150(z )

Obliczanie zysku Tomka:

Kwota przeznaczona na zakup obligacji 60%>15000=9000(z )
dwuletnich:

40%>15000= 6000z )

Kwota przeznaczona na zakup akcji spo Ki ﬁjb 15000- 9000=6000(2 )

Warto obligacji po dwéch latach: 9 000>(1+ 0,08)2 =1049760(z)
Warto akcji sp6 ki C po dwoch latach: 6000 115=6900z )
Ca kowity zysk Tomka: 1049760+ 6900- 15000=239760(z)

Poréwnanie zyskow i odpowied
Kamil osi gn  wi kszy zysk z inwestycji niTomek, bo3150> 2 39760

Punktacja
. o Liczba
Czynnoci Etapy rozwizania ounktow
A Obliczenie kwoty inwestycji dla kalego z braci 1
B Obliczenie zysku Kamila 1
C Obliczenie zysku Tomka 1
D Poréwnania zyskow i odpowied 1
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Niech X oznacza pierwotncen wycieczki

Wtedy X +5%:3 X = X >105 oznacza cenwycieczki po podwyce,
Zatem cen promocyjna wycieczki me@my zapisaw postaci:

X3105- X>105:8% = X 105> 092

Z drugiej strony wiadomo,e promocyjna cena wycieczki, to 1449 z .
Otrzymujemy, wic rownanie:

X105 092=144¢

X >0,966=1449 |:0,966

X =1500

Odpowied”

Pierwotna cena wycieczki dla jednego uczestnikaosyal500(z )

Punktacja
. S Liczba
Czynnoci Etapy rozwizania ounktow
A Wprowadzenie niewiadomej, zapisanie treadania w jzyku 1
algebry

B Rozwi zanie réwnania 1
C Odpowied 1
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Ad. A)
Odsetki O0=15
Czas trwania lokaty t =2 miesiie =60dni Obliczenia
Okres podstawowy T =360 dni K. = 15 15 _ 500
0= = =
Roczna stopa procentowa =18% = 018 018x 60 018>&
Kapita pocztkowy K,="? 360 6
Wz6r ¢ Odpowied:
O=K, rx= 15 z odsetek za okres 2 miest przy
T . 100 ;
K , stopie procentowej 18% w skali roku
Przekszta camy wzor K, = O otrzymano od kwoty 500 z otych
et
Ad. B)
Odsetki 0O=4
Czas trwania lokaty t =30dni i _
Okres podstawowy T =360 dni Ob |cze2|a
Roczna stopa procentowa =7 r=————=024=24%
. 30
Kapita pocztkowy K, =200 200%

Wzor

0 =K, xxl Odpowied:
T 47 odsetek od kwoty 200 z za 30 dni otrzymano

i = O przy stopie procentowej 24% w skali roku.
Przekszta camy wzoér t
Ko %=
T

Punktacja
: o Liczba
Czynnoci Etapy rozwizania punktow
A Poprawne rozwizanie i odpowiedw A) 2
B Poprawne rozwranie i odpowiedw B) 2
>9
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Roczna stopa procentowa I =11%= 011
[ K, =750

Kap!ta pocztkowy 0 i i Obliczenia

Kapita ko c_owy K, =2xK, =1500 _ 1500- 750 _

Czas trwania lokaty w latach n="? " 750x011

Wz6r na kapita kocowy K, =K, X{1+r =)
K,=K,+Ky’r:n
K - K.=K. gxn OdeWled

Przekszta camy wzoér " ° ° Z o ony w tych warunkach kapita
n= K - Ko podwoi si po 9 latach.

Ko X
Kapita ma by podwojony, to znaczye K, = 2xK,. Postawiamy tak okreone K, do

S|

, K, - K, _ 2>°K, - K, K,
otrzymanego wyej wzoru: N =———, Mamy, wi c: N = = =
Ko*r Ko*r Ko*r
Z powy szego wynika, e czas potrzebny na podwojenie kapita u zaatglko od wartoci stopy
procentowej i nie zalgy od wartoci kapita u pocztkowego.

Punktacja
. o Liczba
Czynnoci Etapy rozwizania ounktow
Poprawne obliczenie czasu potrzebnego na podwdjepi¢a u
A K, =750 (z) 2
Rozstrzygnicie problemu 1
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Stopa zwrotu w przypadku rocznej lokaty (rowna eprdgowaniu tej lokatyR, = 3%

Dochdéd z inwestycji taty Julka

D, =10041005- 967- 1%x1005) =10051005- 967- 01009 = 2795

Zauwamy jednak, e tata Julka nie musia w tym przypadku inwestowasnych rodkow —
jedynie sprzeda pgczone akcje, ktore paiej za posiadane pienize odkupi po niszej cenie i
odda , a ronica w cenie pokry a dodatkowo koszty gozki. Formalnie zatem stopa zwrotu

wynosi: R, = 279% =¥

Odpowied:

Tym razem tata Julka ogin wy sz stop zwrotu.

Gdyby spadek akcji by nszy, dochdéd taty wynios by:

D, =1001005- 999- 1% x1005) =100X1005- 999- 01005= - 0,0405
Stopa zwrotu wynios aby formalni&, =~ 4’0% =-¥

Odpowied: W drugim przypadku inwestycja wujka jest zyskogjsza

Punktacja
. . . Liczba
Czynnoci Etapy rozwizania punktow
A Okre lenie stopy zwrotu z inwestycji wujka 1
B Okre lenie stopy zwrotu Taty) 2
C Odpowied 1
D Rozstrzygnicie Il przypadku 1

! "l #$ % & #



D) -4

[1] Babiaski W., Chako L., Ponczek D., Matematyka, podccznik dla liceum
ogolnokszta ccego, kszta cenie ogolne w zakresie podstawowynozszerzonym ,1
Wydawnictwo Nowa Era, Warszawa 2007

[2] Babia ski W., Chako L., Czarnowska J., Janocha G., Matematyk&P@qr cznik dla
Liceum Ogodlnokszta cego. Kszta cenie w zakresie podstawowym i rozszgmy
Wydawnictwo Nowa Era, Warszawa 2003

[3] Ba kowska E., Stankiewicz DMatematyka w zastosowaniach. Zbior zad#la szko
rednich Wydawnictwo Podkowa, Gdak 2001

[4] Bednarek W.,Zbiér zada dla uczniéw lubicych matematyk Gda skie Wydawnictwo
O wiatowe, Gdask 1995

[5] Dyda B., Romanowicz ZZdania dla przysz ych olimpijczykoWydawnictwo Siedmiordg,
Wroc aw 2008

[6] Herburt I., Olszaska A., Maturalnie, e zdasz Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne,
Warszawa 2004

[7] Gerstenkorn T., rodka T., Kombinatoryka i rachunek prawdopodobstwa Pa stwowe
Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1980

[8] K aczkow K., Kurczak M., wida E., Matenatyka. Zbiér zada do licedw i technikéw,
klasa Il, Wydawnictwo Oficyna Edukacyjna Krzysztof Pazdiarszawa 2006

[9] Kachniewski M., Majewski B.,Wasilewski P., Rynek Kapitaowy i Gie da Papieréw
Warto ciowych FERK, Warszawa 2008, www.kapital.edu.pl

[10] K aczkow K., Kurczab M., wida E.,Matematyka dla licealistow Zbiér zadao Il klasy
Wydawnictwo Oficyna Edukacyjna Krzysztof Pazdro,rézawa 2000

[11] Ligman J., Stachowski E., Zalewska AZbior zada z kombinatoryki i rachunku
prawdopodobiestwa dla uczniéw szkoérednich Oficyna Wydawniczo - Poligraficzna
~<Adam” Warszawa 1987

[12] Pawlak R., Pawlak H., Rychlewicz A., Rychlewicz A.ylak K., Fabiaczyk M.,
Matematyka Krok po Kroku Zbiér zadalla klasy trzeciej liceum ogodlnoksztacego,
liceum profilowanego, technikyrVydawnictwo Edukacyjne Res Polona, od

[13] Rams S., Rams T., Matematykaz granic, Cz |l Zadania konkursowe - etap wphy
1998-2003 Nowy S cz 2003

[14] Stachowski E., Szurek ML, Ty zostaniesz Euklidesem. Zbiér zadee tylko dla Asa do
klasy drugiej szko rednich Oficyna Wydawniczo - Poligraficzna ,Adam”, Warsza 1999

[15] nie ek A., T cza P.,Zbiér zada z algebry dla szko rednich Wydawnictwa Szkolne i
Pedagogiczne, Warszawa 1994

[16] Zalewska A., Stachowski E.l ty zostaniesz EuklidesenOficyna Wydawniczo —
Poligraficzna ,Adam”, Warszawa 1995

[17] Zakrzewski M., ak T.,Kombinatorykaprawdopodobiestwo i zdrowy rozslek Oficyna
Wydawnicza Quadrivium, s. c., Wroc aw 1994

! " 4% & # >H



[18] Informator o egzaminie maturalnym od 2010 roku zmnizony na stronie internetowej
CKE

[19] Kujon Polski, Matura, Matematyka, Gazeta WybordZamaja 2006

[20] Probny pisemny egzamin dojrzecoz matematyki, typy szko y: licea zawodowe inieh
4-letnie 0 10 h cyklu nauczania matematf#azna, 7 marca 2000

[21] Matematyka, Poziom podstawowy, Przyk adowy zestaslaznr 2 CKE, marzec rok 2008
[22] Matematyka Bez Granic, Etap wghy edycja 2007

[23] Matematyka Bez Granic, Etap fina owy konkursu 7¢ad&007
[24] Matematyka Bez Granic, Edycja 2008-2009

[25] Matematyka Bez Granic, Etap fina owy konkursu Z2édo 2008
[26] Matematyka Bez Granic, Etap fina owy konkursu 7¢ad&007
[27] Matematyka Bez Granic, Etap fina owy konkursu 1§ R009
[28] Matematyka Bez Granic , Zadania treningowe grud2{@05
[29] Matematyka Bez Granic, Zadania treningowe grud2i@07

[30] Gazeta Zachodnia Matura 10 maja 2001

[31] Gazeta Lubuska 21 marca 2007

[32] http://www.zadania.info

[33] www.ferk.pl - Zbior Zada "Gie da w Matematyce"

[34] traugutt.net/lo/pliki/mat_fin.ppt — Zadanie matural

[35] traugutt.net/lo/pliki/mat_fin.ppt — Zadanie matunal

[36] http://traugutt.net/lo/pliki/mat_fin.ppt

[37] http://www.wkuwanko.tekstomania.pl/200812121135k2.z

>l ! " 4% & #



