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STOPKA REDAKCYJNA

Podrecznik ,,Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic do matury 2” dla klasy drugiej szkoty
ponadgimnazjalnej powstat w ramach realizowanego przez Polskie Towarzystwo Matematyczne
projektu ,,Wespot w zespot z Matematykg bez Granic” wspétfinansowanego ze srodkéw Unii
Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego(umowa o dofinansowanie projektu
w ramach Programu Operacyjnego Kapitat Ludzki nr UDA-POKL.03.03.04-00-165/09).

Podrecznik zostat opracowany przez zespdt doswiadczonych nauczycieli matematyki
uczestniczacych w projekcie pod kierunkiem Krystyny Biatek - nauczyciela akademickiego Wydziatu
Matematyki, Informatyki i Ekonometrii Uniwersytetu Zielonogdrskiego, cztonka Polskiego
Towarzystwa Matematycznego.
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Barbara Medryk, jezyk niemiecki, Uniwersytet Zielonogérski, Zielona Géra
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Alicja Kozak-Wnuczek, Samorzgdowy Osrodek Doskonalenia i Doradztwa , Zielona Géra

Recenzenci:
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Woijciech Saleniuk, Katolickie Liceum Ogdlnoksztatcace, Zary
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I. Wprowadzenie

Materialy edukacyjne pod tytutlemWespot w zespdt z Matematyk bez Granic
do matury Il " opracowano w ramach realizowanego przez Polskigarzystwo Matematyczne
projektu ,Wespot w zespot z Matematyloez Granic” wspoffinansowanego Zeodkow Unii
Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spokgo. Podicznik ,\Wespot w zespoét
z Matematyka bez Granic do matury II” stanowi czs¢ druga materiatow edukacyjnych
adresowanych do uczniéw drugiej klasy szkot ponadgizjalnych kontynapych zagcia
pozalekcyjne z matematyki w ramach Projektu, realemego w latach 2009 — 2012 w szkotach
z wojewddztw: kujawsko - pomorskiego, lubuskiegachodniopomorskiego.

Projekt ,Wespot w zespdt z Matematykez Granic” wpisuje siw ponadregionalny program
rozwijania umiegtnosci ucznibw w zakresie kompetencji kluczowych, zeczegdlnym
uwzgkdnieniem nauk matematyczno - przyrodniczyafzykow obcych.

Celem projektu ,Wespot w zespdt z Matematybez Granic” jest podnoszenie kompetencji
kluczowych uczniéw ze szkot podstawowych, gimnamjeh i ponadgimnazjalnych w zakresie
ksztattowania umigjnosci opisywania w g¢zyku matematyki otaczaggego swiata, stawiania
hipotez i ich weryfikowania, rozwkywania problemow w tworczy sposob, integracji zhsp
klasowego, skutecznego porozumiewanigasirdéznych sytuacjach, efektywnego wspotdziatania
w zespole oraz interdyscyplinarnego spojrzeniataazajca nas rzeczywistd z uwzgkdnieniem
znajomdci jezykow obcych.

Podecznik ,Wespot w zespot z Matematylg bez Granic do matury 11" zawiera siedem
pakietow edukacyjnych zgodnych z podstagrogramow ksztalcenia ogo6lnego dla gimnazjow
i szkot ponadgimnazjalnych oraz standardow egzargjngch. Materialy edukacyjne zawarte
w podrczniku maj by¢ zrédiem do wzbogacenia #@ omawianych w ramowym programie
nauczania z zakresu matematyki realizowanych neciaah lekcyjnych w szkotach, z ktorych
pochoda uczestnicy Projektu, rozszerzenia ich i usystermtyania wiedzy.

Zaproponowany podziat na 7 blokow tematycznychaasbkonany w oparciu o paghznik:
Cewe A. Krawczyk M., Kruk M., Nahorska H., PancerRopela R. ,Matematyka w otaczeym
nasswiecie. Podgcznik dla klasy 27, Wydawnictwo Podkowa, Gad& 2008.

Podziat jest zgodny z Podstawprogramovi ksztatcenia ogdélnego dla gimnazjow i szkot
ponadgimnazjalnych, ktérych ukczenie umaliwia uzyskanieswiadectwa dojrzakei po zdaniu
egzaminu maturalnego.

Pakiety edukacyjne zawarte w peczniku ,Wespot w zespdt z Matematyk bez Granic
do matury II” beda realizowane na zgiach pozalekcyjnych w klasach drugich szkét
ponadgimnazjalnych, z ktérych pochadziczestnicy Projektu, pod kierunkiem nauczyciela
nauczajcego matematyki w danej klasie.

Materialy podane w kalym pakiecie edukacyjnym zaplanowano do realizagji cztery
godziny lekcyjne - zaf pozalekcyjnych zwanych,Spotkaniami zespotéw MbG'.

Zajecia te mog byc¢ realizowane w dwojaki sposob:
,Spotkanie 1 zespotow MbG” — 1 godzina lekcyjnaGwjczenia otwierajce”.
~Spotkanie 2 zespotow MbG” — 2 godziny lekcyjneRazwiazmy razem”.
~Spotkanie 3 zespotow MbG” — 1 godzina lekcyjnaZajgcia podsumowujce”.

badz:
,Spotkanie 1 zespotow MbG” — 1 godzina lekcyjn&wjczenia otwierajce”.
~Spotkanie 2 zespotéow MbG” — 1 godzina lekcyjnaRezwiazmy razem”.
~Spotkanie 3 zespotow MbG” — 1 godzina lekcyjnaRezwiazmy razem”.
~Spotkanie 4 zespotéw MbG” — 1 godzina lekcyjna-ajg€ia podsumowuagce”.
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Kazde ,Spotkanie Zespotow MbG” zawiera ngmsijace state elementy:
 planowanie i podziat zadarealizacja zalonych plandw,

* rozwiazywanie zestawu zafla rozwiazanie zestawu zadgrzez zespoty zadaniowe, w tym
jednego zadania wZyku obcym,

» udokumentowanie pracy zespotow,
* podsumowanie i ocena.

Realizacja kadego pakietu edukacyjnego rozpocznigjedm godziry lekcyjna przygotowa
ksztaltupcych paadane umigjtnosci (wskazane przez Autoréw Pakietu) pod kierunkiem
nauczyciela.

,Cwiczenia otwierajace” odbywaj si¢ zgodnie z terminarzem obagujacym w danym
pakiecie i § przeprowadzane przez nauczycieli matematyki w jd&tasie w siedzibie szkot,
z ktorych pochodguczestnicy Projektu.

Zadania z (wiczea otwierapcych” s treningiem do rozwizywania zestawu ,Rozwimy
razem”. Rozwizane zadania przez zespoty uczniéw zdego zestawu zadlgRozwiazmy razem”
sprawdza nauczyciel matematyki uczestgzw projekcie i ocenia je wedtug otrzymanego khicz
w danym pakiecie.Arkusze rozwigzan zestawu zadéa ,Rozwigzmy razem” stanowia
kazdorazowo zahcznik do raportu z realizacji danego pakietu edukagjnego.

Pierwsze zadanie podawane jest gzyku obcym (angielskim, francuskim, niemieckim,
hiszpaskim i wioskim). Naley je przettumacz§, rozwiaza¢ i poda& rozwiazanie w wybranym
jezyku obcym. Rozwizanie to musi zawieéaco najmniej 30 wyrazow.

W rozwigzaniu zestawu zada,Rozwiagzmy razem” uczestniczy cala klasa, pracuj
w odpowiednio dobranych grupach. Czas na rezanie zada wynosi 90 minut. Oceniana jest
rowniez strona graficzna i estetyka przedstawionych raezaii. Uczniowie mog korzystad
ze stownikéw ¢zykowych, przyboréw geometrycznych,ayozek, kredek i flamastréw.

Zakres wspéipracy z nauczycielami uczestggmi w projekcie ,Wespot w zespoét
z Matematyk bez Granic™:

» zaplanowanie terminéw zgj pozalekcyjnych;
* realizacja pakietéw edukacyjnych zgodnie z wytyeanirojektodawcy;
* przygotowanie raportu z realizacjizdego pakietu edukacyjnego:

0 podanie terminow, w ktérych odbyhgszagcia;

o0 odnotowanie frekwencji;

0 uwagi dotyczce realizacji zag;

o dane dotycgce zestawu ,Rozwizmy razem”.

* przestanie raportu wraz z lisbbecngci ucznidw na zagiach oraz arkuszami rozazian
zestawu ,Rozwizmy razem” na adres Punktu Konsultacyjnego Projektu;

« aktualizacja stanu osobowego zespotu klasowego;
» wspotdziatanie w zakresie monitoringu i ewaluagiyitzcej realizacji Projektu.
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Il. Cele edukacyjne zajec pozalekcyjnych z zakresu matematyki

Zaktadamyze przeprowadzenie zgjw ramach projektu:
* wyrobi umiegtnos¢ wspotpracy i dzielenia siobowiazkami w grupie;
* wzbudzi zainteresowanie matematykuczniéw;
* rozwinie umiegtnos¢ wnioskowania oraz stawiania i weryfikowania hipgte

* wyksztalci umiegtnos¢ czytania tekstow matematycznych ze zrozumieniem
oraz analizowania ich z wykorzystaniem gioj technik matematycznych;

* rozwinie umiegtnos¢ interpretowania danych;

» wyksztatci umiegtnos¢ stosowania schematéw, symboli literowych, rysunkémykresow
w sytuacjach zwizanych z otaczaga rzeczywistgcia;

e wspomae i wzmocni proces edukacyjny, jakiemu podlaegajiczniowie szkot
podstawowych, gimnazjow i szkot ponadgimnazjalnych;

e ugruntuje wiedz wyniesior przez ucznidw z lekcji matematyki;
* wspomae ksztalcenieggyka obcego, wzbogaci stownictwo o terminotogiatematyczag

* pokaze zastosowania pgj i teoretycznych problemow do rozmywania zagadnie
praktycznych;

» pozwoli zdp¢ matematyk z piedestatu niedoignionej Krélowej Nauk;

e wzbudzi wréd miodziey i dzieci aktywne postawy wobec pojawdi@ych s¢ problemow,
nieustpliwosé i upor w rozwizywaniu zada.

Cele szczegotowe kdego pakietu edukacyjnego umieszczanpray poszczegolnych pakietach.

lll. Warunki organizacyjne zaje¢ w ramach Projektu

1. Adresaci zajec¢ pozalekcyjnych

Zgodnie z zaleeniami Projektu, zafia pozalekcyjne przeznaczong @la uczniow klasy
drugiej szkoty ponadgimnazjalnej, ktorzy ahatrwalic, poszerzy wiedz oraz rozwija
i udoskonakk swoje umiejtnosci w zakresie kompetencji kluczowych, ze szczegdiny
uwzgkdnieniem matematyki iegykdw obcych, jak roéwnie cha odnigé sukces na egzaminie
maturalnym z matematyki.ao klasy, ktore braty udziat w projekcie w rokikeinym 2009/2010.

2. Wymagania wstepne

Uczer kontynuujcy uczestnictwo w Projekcie lub przggujacy do niego w klasie drugiej szkoty
ponadgimnazjalnej powinien:
» okresla¢ wartas¢ logiczm zdania, zaprzeczenie zdania, alternatywy, konijniaplikacii,
rownowanosci zdaj;
* wykonywa podstawowe dziatania na zbiorach i przedziatackbbwych (suma, g&¢
wspolna, ranica);
* wykonywa obliczenia na liczbach rzeczywistych, w szczegéndziatania na pegach
o wyktadnikach wymiernych;
e odr&nia¢ liczby wymierne od liczb niewymiernych;

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"
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zamienig utamki zwykte na utamki dziegne okresowe i odwrotnie;

zn& pojecie wartdci bezwzgédnej liczby rzeczywistej i jej zweek z odlegtécia na osi
liczboweyj;

porownywa liczby rzeczywiste;

szacowad wartasci wyrazen liczbowych oraz hid przyblienia;

rozwiazywa nierowngci liniowe oraz ich uklady i zapisywawyniki w postaci
przedziatéw liczbowych;

stosowa obliczenia procentowe;

szkicowa& wykresy funkcji liczbowych zadanych tabglkoraz funkcji przedziatami
liniowych;

odczytywa z dowolnego wykresu funkcji jej wiasém,

znajdowa na podstawie wykresu funkcji jej waétd najwicksze (najmniejsze) w dziedzinie
lub jej podzbiorze;

przeksztatcawykresy funkcji (przesugcia wykresu wzdt osi);

wyznacza rOwnania prostej na ptaszcézye;

rozwiagzywa uktady rowna liniowych i zn& ich interpretag geometrycza w ukfadzie
wspotrzdnych;

stosowa uklady rowna liniowych z dwiema i trzema niewiadomymi do rozmania zada
tekstowych;

opisywa potptaszczyzny za pomaaierowndgci liniowych;

stosowa twierdzenie Talesa do rozyziywania zadé;

wyznaczé skak podobigstwa dwoch figur podobnych;

wykorzystywd twierdzenie o stosunku pol podobnych do rezyivania zadéa

wyznaczé funkcje trygonometryczneaka ostrego w trojicie prostoktnym;

rozwiazywa zadania geometryczne z wykorzystaniem funkcji dn@metrycznym #ta
ostrego w trojkcie prostoktnym;

oblicza® pozostate wartai funkcji trygonometrycznych, §& jest znana jedna z nich;

zn& elementy przynajmniej jedneggzyka nowaytnego;

czyta ze zrozumieniem, ttumaceyvyrazy i budowa proste zdania;

biegle postugiwa sig¢ stownikiem gzyka obcego.

3. Sylwetka uczestnika zaje¢ po drugim roku realizacji Projektu

Zaktadamyze uczniowie po drugim roku realizacji Projekidi potrafili:

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"

zn& podzbiory zbioru liczb rzeczywistych i relacje wozg nimi;

oblicza® procent danej liczby;

wyznacza sung, réznice i iloczyn przedziatow;

zn& definicje przedziatu liczbowego na osi;

wykonywa dziatania na wielomianach;

rozwiazywat rownanie wielomianowe, stosgjmetody rozktadu wielomianu na czynniki;
rozwiazywat nieréwngci homograficzne;

zn& definicje funkcji i odczytywéa wiasndci funkcji z wykresu;

wyznaczé& sung, roznice i iloczyn przedzialdw trygonometrycznychatld ostrego
w tréjkacie prostoktnym i stosowé je do rozwazywania zadé;

wyznaczé sung n-pocatkowych wyrazéw cigu arytmetycznego;

umiet zastosowawzor na n-ty wyraz agu arytmetycznego i geometrycznego.
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* przeprowadzanieskomplikowane rozumowania matematyczne,

* postugiwa si¢ wikasngciami liczb i dziata oraz wtasnéciami figur przy rozwizywaniu
zada,

* postugiwa si¢ kalkulatorem przy rozwzywaniu typowych zada

» dostrzegé, wykorzystywa i interpretowa zaleznoéci funkcyjne,

* interpretowa zwiazki wyrazone za pomacwzorow, wykresow, schematow, diagramoéw,
tabel.

Zaktadamy rownig, ze realizacja zaf w ramach Projektu w roku szkolnym 2010/2011:

» ulatwi aktywizacg uczniow;
» pozwoli na wyksztalcenia postawy niegmiwosci | uporu w rozwazywaniu zada;

 pozwoli na wyksztalcenie u ucznidw ungEjosci przejrzystego przedstawiania
rozumowania i uzasadniania odpowiedzi;

» pozwoli na wyksztatcenie umignosci uzasadniania wkasnego stanowiska, argumentowania
i przekonywania innych;

» pozwoli na wyksztatcenie umigposci pracy w zespole, podejmowaniezngch funkciji
spotecznych w grupie i ich zamiana w zaleci od potrzeb;

* pozwoli na ywiadomienie uczniom oayteczndci matematyki wzyciu codziennym;
* pozwoli dobrze zaplanowa wykorzysta czas na nauk

* pozwoli zaspakajfai rozwija¢ wiele potrzeb edukacyjnych uczniow;

» daje maliwos¢ lepszego poznania uczniow;

* integruje zespot klasowy.

4. Czas trwania zaje¢ w ramach realizacji Projektu

Czas trwania zg¢ uzalezniony jest od organizacji roku szkolnego i sktadazstrzech etapow.
Kazdy etap obejmuje jeden rok nauki szkolnej i polega realizacji siedmiu pakietéw
edukacyjnych w wymiarze 28 godzin lekcyjnych (pgotiziny na jeden pakiet).

IV. Metody i formy uczenia sie

W czasie zaic pozalekcyjnych z matematyki w ramach Projektu gigviorma pracy jest praca
w grupach.

Zaktadamy, ze dzkki pracy w zespotach zadaniowych uczniowiedd mieli mazliwosé
udoskonalenie swoich uméigposci tworczego rozwizywania problemoéw oraz rozwin
abstrakcyjne milenie matematyczne. Szczegolne kécky pracy w zespolegha mieli uczniowie
mniej zdolni. Taka forma za ma czsto decydujcy wplyw na zmiagn ich postawy wobec
przedmiotu, zwiksza ich zainteresowanie gejpmi i niejednokrotnie pomaga agm¢ lepsze
wyniki w nauce. Dzki czynnemu udziatowi w pracach iagnicciach zespotu zadaniowego,
uczniowie nabiagr wiary we wiasne sity i aftnie uzupetd braki w swoich wiadomieiach
z matematyki igzykow obcych.

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Praca w grupach ma nie tylko walory ksziake ale i wychowawcze, pozwala na:

» wyksztatcenie umiejnosci w komunikowaniu si i wspétpracy,

* uczy przestrzegania przyych zasad,

* pomaga stasi¢ odpowiedzialnym za swoje wtasne nauczanie,
 zapewnia wiksze poczucie bezpieartwa,

e wzmacnia wia¢ we wtasne maiwosci,

* umazliwia wzajemne uczeniegbd siebie,

« zackeca do otwartej dyskusji oraz do podejmowania nowaantha,
 zwicksza odpowiedzialr¥é za siebie i innych,

« daje szansna pokonywanie wiasnej siaiatosci,

* uczy tolerancji zyczliwosci,

« zwigksza zaangawanie i motywagj do pracy,

* przygotowuje do publicznych wysgtien.

Mozna tez zastosowatakie metody jak dyskusja, metoélaiczeniowa i burza mozgow.

W czasie indywidualnej pracy z pedenikiem uczé maze skorzysté z nas¢pujacych porad
doskonadcych umiegtnos¢ rozwiazywania zada

Przeczytaj zadanie kilkukrotnie.

Jezeli zadanie dotyczy konkretnej sytuacji, postaraps/obrazé sobie ¢ sytuacg.

Mozesz wykonarysunek do zadania.

Ustal, co jest niewiadognw zadaniu i co wystarczy wiedzieby & niewiadom ustalt.
Wyodrebnij dane z zadania i ustal czegozesz s¢ na podstawie tych danych dowiedzie
Ul6z plan rozwazania i wykonaj go.

Sprawd, czy Twoje rozwdzanie jest poprawne.

V. Pakiety edukacyjne

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"

Pakiet M-2.1 ,Parabole fi@z...”

Pakiet M-2.2 ,Wiele mian i jedna hi.. hiperbola”

Pakiet M-2.3 ,Nieodparty urok agow; strze si¢ pochgu do ...”
Pakiet M-2.4 ,Kombinuj dziewczyno!”

Pakiet M-2.5 ,Miary - wizyta u krawca”

Pakiet M-2.6, Scinki, wycinki ... wizyta u krawca dwa”
Pakiet M-2.7 ,Co rold, zeby nic nie rohi?” - ,Kapitaliki”
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Pakiet M-2.1 ,Parabole tanczs...”

I. Tresci merytoryczne:

* réwnania i nierowngci kwadratowe i metody ich rozwaywania;
* wykresy i wkasnéci funkcji kwadratowych;

* najmniejsza i najwiksza warté¢ funkcji w przedziale;

* réwnania i nierbwngci kwadratowe z parametrem.

Il. Cele szczegotowe:

e utrwalenie znajomkzi wzoréw dotyczcych funkcji kwadratoweyj;
» ¢wiczenia w przeksztatcaniu wyren algebraicznych;
» odczytywanie wiasnii funkcji z wykresu.

lll. Cele szczegotowe w zakresie kompetencji spotecznych:

* umiegtnos¢ dokonywania samooceny;

* usystematyzowanie zdobytej wiedzy;

* uswiadomienie celowsxi pracy w grupie;

* ocenienie trafngci dokonanego wyboru roli w grupie;
» ksztaltowanie umiefnosici zaprezentowania danych;
» przygotowanie i praktykowanie wyglien publicznych;
» formulowanie i wyraanie wkasnych opinii;

» stuchanie opinii wyrzanych przez innych czionkow.

IV. Proponowane metody i formy pracy

Metoda: praca w grupach, burza mézgow.
Forma pracy: wspoélnym frontem.
Srodki dydaktyczne: karty pracy, gry dydaktyczne.

V. Przebieg zajec
Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

1. Sprawy organizacyjne (sprawdzenie ob&cio

2. Podziat uczniéw na zespoty zadaniowe (grupy 4 s@owe).
3. Wybor lideréw, sekretarzy, asystentéw poszczegdirgrep.
4

Rozdanie kadej z grup zestawdvéwiczen otwierapcych oraz materiatéw potrzebnych do
rozwiagzywania zada

o

Rozwigzywanie¢wiczen przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.
Przedstawienie i porbwnanie roz®an zada przez przedstawicieli grup.
7. Zebranie kart z rozwrzaniami.

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Bibliografia do , Cwiczen otwierajacych”

[1] Zalewska A., Stachowski B.ty zostaniesz EuklideseB@ficyna Wydawniczo — Poligraficzna ,Adam”,
Warszawa 1995

[2] Sniezek A., Tecza P.Zbior zadai z algebry dla szkérednich, Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne,
Warszawa 1994

Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)

[1]
(2]
[3]

[4]
[5]

Uczniowie siadaj we wczdéniej ustalonych zespotach zadaniowych.
Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawurzgdazwiazmy razem”.

Uczniowie dokonuj podziatu, ktora grupachzie rozwazywata dane zadanie. Uczniowie
powinni poca¢ zestaw zadai rozdzielc zadania do odpowiednich grup.

Kazda grupa rozwizuje zadania samodzielnie. Po rozz@niu zadania uczniowie redaguj
odpowied na karcie odpowiedzi.

Jezeli dana grupa zakeozy prae, to jej czionkowie powinni przykzy¢ sig i pomoc
W rozwigzywaniu innym grupom.

Nauczyciel zbiera karty odpowiedzi.
Zakaczenie zajc.

Bibliografia do zestawu zad# ,Rozwiazmy razem”

SniezekA., Tecza P.Zbior zadai z algebry dla szk&rednich, Wydawnictwo Szkolne i Pedagogiczne,
Warszawa 1994

Babiaaski W., ChaikoL., Ponczek D.Matematyka, poarcznik dla liceum ogéinoksztaloego, ksztalcenie ogdine
w zakresie podstawowym i rozszerzonywgdawnictwo Nowa Era, Warszawa 2007

Bednarek W.Zbior zada dla uczniéw lubjcych matematyk Gdaiskie Wydawnictwo @wiatowe, Gdésk 1995
Informator o egzaminie maturalnym od 2010 roku zEntzony na stronie internetowej CKE

Kiaczkow K., Kurczak M.Swida E.,Matematyka. Zbior zadido licedw i technikow, klasa Nyydawnictwo
Oficyna Edukacyjna Krzysztof Pazdro, Warszawa 2006

Spotkanie 3: ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

oD

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"

Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane kargcy zespotom zadaniowym.
Liderzy poszczegolnych grup prezentupzwiazania zadania.

Nauczyciel ocenia pragrup (pozytywne wzmaocnienie).

Podsumowanie zgj.
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Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” - ,Parabole tancza...”
Zadanie 1

W tym zadaniu naley:

1. Przettumaczy tres¢ zadania naggyk polski

2. Rozwiazat zadanie

3. Rozwizanie zadania natg pod& w wybranym wczéniej jezyku
Exercise 1. Square and rectangle (5 points)

A wire of the length 140 cm is divided into two farFrom the first part the square is made and
from the second one the rectangle is made for wihietlratio of adjacent sides is 3:1.
How the wire should be divided to obtain the snstlsim of areas of a square and a rectangle?

Tarea 1. Un cuadrado y un rectangulo (5 puntos)

Se divide el hilo de 140 cm en dos partes. De wamte gormamos el borde del cuadrado, de otra,
el borde del rectangulo en el cual la relaciénoddaddos es 3:1

¢, Como se debe dividir el hilo para que la sumardasadel cuadrado y los del rectangulo sea la
menor?

Exercice 1. Un carré et un rectangle (5 points)

On coupe en deux un fil de fer de 140 cm. La pregnpartie sera le cété d’un carré, la deuxieme -
le coté d’'un rectangle, dans lequel la relationai#és est de 3 : 1.
Comment couper le fil pour que la somme de I'airecdrré et du rectangle soit la plus petite?

Esercizio 1. Quadrato e rettangolo (5 punti)

Il filo lungo di 140 cm é diviso in due parti. Ctanprima parte facciamo il lato del quadrato e con
I'altra il lato del rettangolo nel quale il rappordei lati fa 3 : 1.
Come dividere il filo purché la somma di campi geadrato e del rettangolo sia la piu piccola?

Aufgabe 1. Quadrat und Rechteck (5 Punkte)

Einen 140 cm langen Draht teilen wir in zwei TeAeis dem einen formen wir eine Quadratkante,
aus dem anderen eine Kante eines Rechtecks, irdder8eitenverhéltnis 3:1 ist. Wie soll man den
Draht teilen, damit die Summe der Flacheninhalte @oadrat und Rechteck am kleinsten wird.

! Zaczerpnito z [1]

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Zadanie 2. Ze wzoréw, bez wzoréw - raz (4 punkty)®
Dla rowna kwadratowych o nieujemnym wyidiku prawdziwe g nastpujace wzory, zwane

wzorami Viete'a:x, + x, = —9; X Ok, = C . Bez wyznaczania rozwiai réwnania kwadratowego
a a
2x* —3x—2=0 oblicz sum kwadratéw i odwrotn& sumy rozwizah.

Zadanie 3. Te boki, te przekatne...- raz (4 punkty)?

Jak nazywa siwielokat wypukty, w ktorym liczba przeftnych jest o 450%wksza nk liczba
bokow?

Zadanie 4. Zadanie Bezouta (4 punkty)*

Kupiec kupit konia i po pewnym czasie sprzedat g@4 pistole, trag przy tym tyle procent,

ile pistoli kosztowat ké.
Za ile pistoli kupiec kupit konia?

2 Zadanie wlasne Anny Rybak
3 Zadanie wlasne Anny Rybak
“Zaczerpnite z [2]

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczen otwierajacych” -
»Parabole tanczy”

Zadanie 1. Kwadrat i prostokat (5 punktow)

Drut o dtugdci 140 cm dzielimy na dwie €gci. Z pierwszej tworzymy brzeg kwadratu, z drugiej
brzeg prostoita, w ktorym stosunek bokdw jest rowny 3:1.

Jak naley podzielt drut, aby suma pol kwadratu i prosjtk byta najmniejsza?

Zadanie 1. Kwadrat i prostokat (5 punktow) — szkic rozwigzania

Niech x bedzie diugdcia krétszego boku prostata, x 0(0175)

z& y dhugaicia boku kwadratu,y 0(035)

8x+4y =140, czyli y =-2x+35. Suma pdl jest funkgjzmiennejx o dziedzinieD = (0;175):
f(x) = 3x Ok + (- 2x + 357, po uporadkowaniu f (x) = 7x? —140x + 1225

Funkcja ta osiga najmniejsz wartaé¢ q dla x,, = —2—2 = —%:'O =10 gdziexOD.

Wtedy y =-20+35=15

Odpowiedz: Drut dzielimy w stosunkuly :8x =60:80

Punktacja
Czynna¢ Etap rozwdzania zadania Liczba punktow

A Przettumaczenie zadania 1
B Wprowadzenie oznac#gzapisanie zakaen 1
C Utozenie wzoru funkcji 1
D Wyznaczenieq D 1
E Podanie odpowiedzi i przettumaczenie jej¢myl obcy 1

Exercise 1. Square and rectangle (5 points)

Let x be the length of a shorter side of this rectangle 0175),
and lety be the side’s length of the squase.](035).
8x+4y =140 soy =-2x+35.
The sum of areas is the function of a variabieith the domainD = (0;175):
f(x) = 3x x + (- 2x + 35, after orderingf (x) = 7x? -~ 140x +1225.
-140

The function achieves the smallest vatpéor x,, = —23 = 10 wherexD.
a
Theny = -20+ 35=15.

Answer: The wire should be divided in the radiyg :8x =60:80

Scores
Activity Stages of solving the task Points
A Translation of the exercise’s text into Polish 1
B Introduction of notations and writing of assurops 1
C Writing of a function’s rule 1
D Computation ofqJ D 1
E Giving the solution and translation of it intodtish 1

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Tarea 1. Un cuadrado y un rectangulo (5 puntos)

Que x sea la longitud del lado mas corto del recténgm(O:L?,S), en cambig constituya el
lado del cuadradoy [1(035). 8x +4y =140, es Deciny = -2x+35
La suma de &reas constituye la funcién de la viarialoon dominioD = (0;175):

f(x) = 3x k + (- 2x + 35, después de haber ordenaddx) = 7x? —140x + 1225
Esta funcion tiene un valor menqmparax,, = —2£ =-7149_ 10 déndexmD.
a

Entoncey =-20+35=15
Respuesta: Se divide el hilo en proporcé#n: 8x =60:80

Puntuacion
Cantidad
Actividad Etapas de la solucion de la tarea de
puntos
A Traduccion de la tarea 1
B Introduccion de las marcas, apuntacion de higtes 1
C Formacion de la formula de la funcion 1
D Determinacion (mediciony 0D 1
E Presentacién de la respuesta y su traduccionlendaa 1
extranjera

Exercice 1. Un carré et un rectangle (5 points)

Soitx la longueur du cété plus court du rectangdél(O:L?,S) et y la longueur du c6té du carré,
y0(035). 8x+4y =140 doncy =-2x+35

La somme des aires est la fonction de la varialleec le domaind® = (0,175) :

f(x) = 3x Ok + (- 2x + 35, aprés I'arrangement (x) = 7x? —140x +1225

La fonction atteint sa plus petite valeypour x,, = - _%‘4‘10 =10 ou xOD.
Alors y =-20+35=15

Réponse: On coupe le fil dans la relatiéy:8x =60:80

b
2a

Pointage
Numéro
. . Nombre

de Solution étape par étape :
A de points
I'activité

A Traduction de I'exercice 1

B Introduction des notations mathématiques, formaitaties 1

hypothéses

C Formulation de la fonction 1

D Détermination degJD 1

E Réponse et sa traduction en langue étrangéere 1

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic" 15
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Esercizio 1. Quadrato e rettangolo (5 punti)

Se x e il lato piu corto del rettangolo x = (0;17,5

e y la lunghezza del lato di quadrato y = (0;35)

8x + 4y = 140, alloray = 2x + 35

La somma dei campi e funzione della variabile x itoiominio D = (0;17,5)
f(x) = 3x x + (- 2x + 35, dopo sistemaziond (x) = 7x? —140x + 1225

Questa funzione ottiene il valore piu piccolo q pgr= _b __~140_ 10 dovexOD.

2a 14
Allora y =-20+35=15
Risposta: Il filo deve essere diviso in rapportdyi 8x = 60 : 80

Punteggio
N. . . , . Numero di
attivita Tappa di soluzione dell’esercizio punti
A Traduzione dell’'esercizio 1
B Introduzione delle indicazioni, iscrizione defleemesse 1
C Stesura della formula di funzione 1
D Indicazione ¢ D 1
E Risposta e la sua traduzione in lingua straniera 1

Aufgabe 1. Quadrat und rechteck (5 Punkte)

Seix die Lange der kirzeren Rechteckseite, (0; 17,5) dagegery die Lange der Quadratseitel] (035).
9x + 4y = 140, also y = —2x + 35
Die Summe der Flacheninhalte ist eine Funktionv@eiablex vom Definitionsbereict) = (0;17,5)

f(x) = 3x ¢+ (- 2x + 35, nach dem Ordnefi(x) = 7x2 — 140x + 1225
b ~140

Die Funktion erreicht den kleinsten Weytir x4, = oL T 10, wox € D.
Danny = —20+4 35 =15
Antwort:
Den Draht teilen wir im Verhéltnidy: 8x = 60: 80
Punktwertung
Tatigkeits Etappe der Aufgabenlésung Punktenzahl
nummer|
A Ubersetzung der Aufgabe 1
B Einfuhrung der Bezeichnungen, Niederschreiben von 1
\Voraussetzungen
C Aufstellen der Formel von Funktion 1
D Bestimmung vorg € D 1
E Antwortangabe und -tUbersetzung in eine Fremdbprac 1
16 Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespdt w zespoét z Matematyka bez Granic”
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Zadanie 2. Ze wzoréw, bez wzoréw - raz’ (4 punkty)

1 2
A= 23, X12 "'Xz2 :(X1+X2)2 = 2X%X, _E. =

4 X +X 3

Punktacja
Czynna¢ Etap rozwizania zadania Liczba
y P TrozWA punktow
A Zapisanie wzorow Viete'a i obliczenie sumy kwadvatd 2
B Zapisanie wzorow Viete'a i obliczenie odwrofobsumy 2

Zadanie 3. Te boki, te przekatne...- raz (4 punkty)®

Jak nazywa giwielokat wypukty, w ktorym liczba przedtnych jest o 450%wksza nk liczba
bokow?

n - liczba bokéw szukanego wielgte, N> 3, N1 N . Z tresci zadania otrzymujemy réwnanie:
M =550%n , a po uporgzdkowaniu: n’-3n=1Mn. Rozwizaniami tego rownaniasn =0 -

sprzeczne z zateniem orazn =14, wiec szukany wielo#t to czternastoi.

Punktacja
, N . Liczba
Czynna¢ Etap rozwizania zadania punkt6w
A Wprowadzenie oznac#gzapisanie zalen 1
B Utozenie rownania 1
C Rozwgzanie rOwnania, sprawdzenie z zagniami 1
D Podanie odpowiedzi 1

Zadanie 4. Zadanie Bezouta (4 punkty)

x - liczba pistoli, za ktére kupiec kupit konka>0. x—24 - tyle pistoli stracit, sprzedag, z&

strata ta tox%l[ X. Otrzymujemy réwnaniex — 24 = % [x . Rozwhzaniami tego réwnania <0
lub 60.

Punktacja
, N . Liczba
Czynna¢ Etap rozwazania zadania ounktow
A Wprowadzenie oznac#gzapisanie zaleen 1
B Utozenie rownania 1
C Rozwhizanie réwnania, sprawdzenie z zaoiami 1
D Podanie odpowiedzi 1

® Zadanie wlasne Anny Rybak
® Zadanie wlasne Anny Rybak

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic" 17
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Spotkanie 2: ,,Rozwigzmy razem” -, Parabole taniczj...”
Zadanie 1’

W tym zadaniu naley:
1. Przettumaczy tres¢ zadania naggyk polski
2. Rozwigzat zadanie
3. Rozwizanie zadania natg pod& w wybranym wczéniej jezyku

Exercise 1. Per mils (5 points)

The container with the capacity 40 litres is fullabcohol. Some part of alcohol was poured out and
instead it the water was added. Then exactly theegaart of mixture was poured out and the water
was added again instead it. After it there wasitt@sl of alcohol in the container. How many litres
of liquid were poured out in each case?

Tarea 1. Por mil (5 puntos)

Del recipiente con capacidad de 40 litros, llenddoalcohol, echaron una cantidad de alcohol y
afiadieron agua. Cuando volvieron de echar la mantdad de la mezcla completando por agua
el recipiente, se quedaron ahi 10 litros de alcohol

¢,Cuantos litros de liquido echaron cada vez?

Exercice 1. Pour mille (5 points)

On a retiré une certaine quantité d’alcool et @joaté de I'eau dans un récipient d’'une contenance
de 40 litres rempli d’alcool. En retirant de nouvéa méme quantité du mélange et en remplissant
le récipient d’eau, il restait 10 litres d’alcool.

Combien de litres de liquide a-t-on retiré a chafpis?

Esercizio 1. Millesimi (5 punti)

Dal recipiente di 40 litri con I'alcol hanno versatina certa quantita d’alcol e hanno aggiunto
'acqua. Quando hanno versato di nuovo la stesaati@ di miscela riempiendo il recipienta con
'acqua, nel recipiente sono rimasti 10 litri dt@ll Quanti litri di liquido sono versati ogni val

Aufgabe 1. Promille (5 Punkte)

Aus einem mit Alkohol gefillten Gefal3 mit der Kapazvon 40 Liter wurde eine gewisse Menge
Alkohol abgegossen und Wasser nachgegossen. Alswieder die gleiche Menge Gemisch abgoss
und das Gefal3 mit Wasser auffillte, blieb im Gef@.iter Alkohol. Wie viele Liter Flussigkeit
goss man jedes Mal ab?

" Zaczerpnite z [1]
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Zadanie 2. Fontanny (5 punktéw)®

Krople wody tryskajce z fontanny poruszaic po torach opisanych réwnaniami:

4, . 1., .
A =—-—X"+4x, B: =—-—Xx"+2x, C: =—-—X"+=X
y 3 y 2 y 9
Jak daleko odrodka fontanny spadakrople?
Podaj réwnania paraboD, E,F i wspétrzdne ich wierzchotkéw.
Zadanie 3. Czy umiesz czytaé? (3 punkty)™®

Na wykresié! jest przedstawiony szkic wykresu funkcji kwadragpw
Odczytaj z wykresu znaka, b, ¢, A, p, (.

8 Zaczerpnite z [2]

® Zdjecie i rycina — skany obrazkéw z [2]; wykres wykamatelena Ewert — Fechner w programie GEONEXT
10 Zadanie wiasne Anny Rybak

M Wykres wykonata Helena Ewert — Fechner w progeaBEONEXT
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Zadanie 4. Nie $ciagaj (4 punkty)

L. Geniusz i A. Dam siedzieli na sprawdzianie z enztyki w jednej tawce, jeden z nich pisat
zadania z grupy A, drugi — grupy B.

Zadanie czwarte (z rozszerzenia) w grupie A mia&c¢t, ,Dla jakiej wartgci parametrum
funkcja f(x)=(5-m)x - 2(1- m)x + 2(1- m) przyjmuije tylko wartéci dodatnie”?

W grupie B zadanie czwarte brzmiato: ,Wyznacz patnm tak, aby zbiorem rozwkan
nierowndci (5-m)x? — 2(1- m)x+ 21-m) >0 byt zbiér liczb rzeczywistych.”

Czy chtopcy mogli te zadania rozywac tak samo? Uzasadnij swiapdpowied.

Rozwigz zadanie z grupy A.

Zadanie 5. Do poprawki (5 punktéw)

Kasia, Basia i Matgosia uczylyesrazem do sprawdzianu z matematyki. Mialy razast trzy
nierébwnaci kwadratowe.

Kasia miata rozwizac nieréwnaé: x° <25 zapisala, wic: x? < 25/\/_, otrzymatax <5.

Basia miata rozwiza: nieréwngé: (x—2)(x+3)=x+3 i zapisata (x—2)(x+3)= x+3/(x+3),
otrzymatax—22=1, czyli x=3.

Nieréwnai¢ Malgosi to x> +x+1>0. Malgosia liczy: A=-3 i zapisuje: nie ma rozazania.
Rozwigzania te zobaczyli koledzy z klasy: t. Geniusz i Bam i stwierdzili, ze zadna

z dziewczynek nie potrafi rozagywa nierowndgci.
Rozwigz te nierdwnéci poprawnie i opisz, jakie &dly popetnity dziewczynki.

Zadanie 6. Chyba nikt nie lubi takich zadan (4 punkty)**

Wykaza, ze jezeli réwnanie kwadratoweax’ +bx+c=0 o wspoéiczynnikach catkowitych ma
pierwiastek wymierny, to, co najmniej jedna z licgyb, ¢ jest parzysta.

Zadanie 7. Ze wzoréw, bez wzoréw - dwa (4 punkty) >

Bez wyznaczania rozaian réwnania kwadratoweg@®x®-3x—2=0 oblicz sum szecianéw
i sune odwrotn@ci rozwiagzaa réwnania.

Zadanie 8. Wspétczynnik — rozwiazaniem (6 punktéw)™®

Dane jest réwnani® +bx+c =0 z niewiadom x.
Wyznacz wartéci b orazc tak, aby byly one rozwraniami danego réwnania.

12 7adanie wlasne Anny Rybak
13 Zadanie wiasne Anny Rybak
14 Zaczerpnito z [3]
15 Zadanie wiasne Anny Rybak
16 Zaczerpnito z [4]
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Zadanie 9. O ile procent? (2 punkty)®’

O ile procent naley zwigkszy¢ promien kuli, aby pole jej powierzchni wzrosto o 44%?

Zadanie 10. Czytaj ze zrozumieniem (3 punkty) 18

Dla jakiej wart@ci parametrux rownanie z niewiadomk ma jedno rozwizanie:
2x2 -3k -1)x+1-k?=07?

Zadanie 11. W stolarni (3 punkty) *°

Pewien zaklad stolarski produkuje stoty, ktére spege po 96 ztotych za sztuk

Zwiazek midzy kosztem produkch(x) a liczla x wytworzonych w cigu dnia stotdw wyrza
wzor K (x)=5x2 + 6x +160.

Zaktad mae wyprodukowaé dziennie maksymalnie 12 stotow.

Oblicz, ile stotow dziennie powinien wyprodukotMen zaktad, aby jego produkcja byta optacalna.
Okresl, dla jakiej liczby wyprodukowanych w ggu dnia stotow zysk zaktadwedizie najwekszy

i ile wyniesie.

Zadanie 12. Nie wszystko ztoto, co sie $wieci (6 punktéw) *°

»Ztoty podzial’ to podziat odcinka na dwie gzi tak, by stosunek dhszej z nich do krotszej byt
taki sam, jak catlego odcinka docgéai diuzszej.
Stosunek ten nazywaesitota liczla i oznacza liteg ¢ .

Oblicz ¢ . Znajd: jej odwrotnd¢. Co zauwaytes?

17 Zaczerpnito z [5]
18 Zadanie wlasne Anny Rybak
19 Zaczerpnito z [5]
20 7adanie wlasne Anny Rybak
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu éwiczen ,,Rozwigzmy razem” -
»Parabole tanczy”

Zadanie 1. Promile(5 punktow)

Z naczynia o pojemrigi 40 litréw napetnionego alkoholem odlano peavilos¢ alkoholu i dolano
wody. Gdy znowu odlano taka samasdanieszaniny i dopetniono naczynie wav naczyniu
zostato 10 litréw alkoholu. lle litréw cieczy odlarza kadym razem?

Zadanie 1 - Promile(5 punktow — Szkic rozwigzania:

Niech x oznacza utamek wytajacy czs¢ catej ilasci alkoholu odlewanego za k@ym razem,
xD(O;l)' Wtedy po pierwszym odlaniu w naczyniu zost#0—40xlitréw alkoholu. Po drugim

odlaniu w naczyniu mamy0—-40x — x(40— 40x)|itréw alkoholu. Zgodnie z téeia zadania mamy
réwnanie: 40— 40x — x(40- 40x) = 10. Po uporadkowaniu otrzymujemy réwnanie:

4x* —8x+3=0, ktérego rozwizaniami g liczby: x, = 1 X, = 3

2 2

sprzeczne z zaieniem.
Odpowied: Za kadym razem odlano potayczyli 20 litréw.

Punktacja
Czynna¢ Etap rozwazania zadania Liczba punktow
A Przettumaczenie zadania 1
B Wprowadzenie oznacigzapisanie zal@en 1
C Utozenie rownania 1
D Rozwhkzanie rOwnania, sprawdzenie z Zaniem 1
E Podanie odpowiedzi i przettumaczenie jejgmk obcy 1

Exercise 1. Per milg5 points)

Let x denote the fraction expressing the part of thelgvbapacity which was poured out in each
case, x[1(07). After first pouring out there wad0-40xlitres of alcohol in the container. After

second pouring out it wag0-40x - x(40-40x) litres of alcohol in the container. Hence the
equation:40-40x - x(40—40x) =10. After ordering we obtain the equatiofix® —8x+3=0, the

solutions of which are the numbersxlzé agreeable with the assumption and :g

contradicted with the assumption.
Answer: In every case 20 litres were poured out.

Scores
Activity The stages of solution Points
number
A Translation of exercise’s text 1
B Introduction of notations and writing the assuioms 1
C Writing the equation 1
D Soving the equation, checking the assumption 1
E Giving the solution and translation it into Eisgli 1
2 Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Tarea 1. Por mil (5 puntos)

Que x represente una fraccion siendo una parte de todaritidad de alcohol echado cada vez
juntos xJ (0;1). Entonces, después de la primera echada, enigilerge quedaro0—40x litros

de alcohol. Después de la segunda echada en pierdgei tenemogt0— 40x — x(40—40x) litros
de alcohol. Conforme al contenido de la tarea tersenma ecuacion40— 40x — x(40— 40x) = 10.

Después de haber ordenado, obtenemos una ecuar:8x+3=0, cuyas soluciones son

numeros:x, = % conforme a la hipotesi, :g no conforme a la hipotesis

Respuesta: Cada vez echaron la mitad, es dedir@s |

Puntuacion
Numero 5 Cantidad
de la Etapas de la solucion de la tarea
g de puntos
actividad
A Traduccion de la tarea 1
B Introduccion de las marcas, apuntacion de lastbgis 1
C Formacion de la ecuacion 1
D Solucion de la ecuacion, verificacion de la hisig 1
E Presentacion de la respuesta y su traduccionlendaa 1
extranjera

Exercice 1. Pour mille(5 points)

Soit x la fraction exprimant une partie de toutguantité d’alcool retiré a chaque foisl ] (0;1).

Alors, apres la premiére ponction, il restait démgécipient 40—40x litres d’alcool. Aprés la
deuxiéme, nous avons dans le récipiéft 40x — x(40—40x) litres d'alcool. Conformément &

I'exercice, nous avons I'équatiod0— 40x — x(40—40x) =10. Nous arrivons ainsi & I'équation :
4x* -8x+3=0.

Il'y a 2 solutions x, = % , conforme a I'hypothese &, :g contraire a I'’hypothese.

Réponse: A chaque fois, on a retiré la moitié, deétres.

Pointage
Numéro
o . Nombre
de Solution étape par étape :
A de points
I'activité
A Traduction de I'exercice 1
B Introduction des notations mathématiques, formataties 1
hypotheses
C Formulation de I'équation 1
D Solution de I'équation, vérification de I’hypote 1
E Réponse et sa traduction en langue étrangere 1
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Esercizio 1. Millesimi (5 punti)

Se x indica la frazione della parte di tutto I'alcolrsato ogni voltax [ (0:1).

Cosi dopo il primo versamento abbiamo nel recigieid—40x litri di alcol.

Dopo il secondo versamento nel recipiente abbidte 40x — x(40- 40x) litri di alcol.
Secondo il contenuto del compito otteniamo I'eqolei: 40— 40x — x(40- 40x) = 10.

Dopo il riordinamento otteniamo I'equaziondx® —8x+3=0, di cui soluzione sono i numeri:

1
X =5 conformemente alla premessazezg non conforme alla premessa.

Risposta: Ognia volta viene versata la meta, du@quéri.

Punteggio
N. . . , . Numero di
. Tappa di soluzione dell’esercizio )
attivita punti
A Traduzione della proposizione 1
B Introduzione delle indicazioni, iscrizione detlemesse 1
C Composizione dell'equazione 1
D Soluzione dell’equazione, revisione delle preraess 1
E Risposta e la sua traduzione in lingua straniera 1

Aufgabe 1. Promille (5 Punkte)

Bezeichnex eine Bruchzahl, die den Teil der ganzen Menge jeédak abgegossener Alkohol
ausdriickt,x 0 (071). Dann blieb im GefaR nach dem ersten Abgie@n 40x Liter Alkohol. Nach

dem zweiten Abgieen haben wir im GefaB- 40x — x(40-40x) Liter Alkohol. GemaR dem
Aufgabeninhalt haben wir die Gleichungd0-40x - x(40-40x)=10. Nach dem Ordnen
bekommen wir die Gleichungtx’ —8x+3=0, deren L6sung die Zahlen:

!

2
voraussetzungsgemal und
=3

2

voraussetzungswidrig sind.
Antwort: Jedes Mal hat man die Halfte, also 20.dlegegossen.

Punktwertung
Tatigkeits Etappe der Aufgabenlosung Punktenzahl
nummer
A Ubersetzung der Aufgabe 1
B Einfuhrung der Bezeichnungen, Niederschreiben von 1
Voraussetzungen

C Aufstellen der Gleichung 1
D Gleichungslosen, Prufen mit der Voraussetzung 1
E Antwortangabe und -tbersetzung in eine Fremdhlprac 1
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Zadanie 2. Fontanny (5 punktow)?*

a) Dla parabol:A D odlegté¢ spadaicych kropel
odsrodka to 3 metry (miejsca zerowe).
Dla parabol:C, F odlegta¢ spadajcych kropel
od érodka te 3 metry.
Dla parabolB, E ta odlegté¢ wynosi 4 metry

b)
3

D: y:—%x2—4x;W:[—E; j

E: y:—%xz—Zx;W=(—2;2)

3.1
F: y:—gx2 —%x; W:[——;—j

9 2 2
Punktacja
Czynna¢ Etap rozwizania zadania Liczba
y P TOZ\Wa, punktow
A Podanie odlegkxi: 34 3 1
B Podanie rownatrzech paraboli 2
C Podanie wspoterdnych wierzchotkow 2
Zadanie 3. Czy umiesz czytaé? (3 punkty)?
Odpowied:
a>0, b>0 c¢<0 A>0 p<0 g<O
Punktacja
Czynna¢ Etap rozwizania zadania Liczb,a
punktow
A Podanie znaku kalej liczby po 0,5 pkt 3
2L Zaczerpnite z [2]
22 7adanie wlasne Anny Rybak
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Zadanie 4. Nie $ciggaj (4 punktéw)?

a>0_|a=b=0
Tak, aby rozwgzat obydwa zadania nalg rozpatrzy warunki: { <0 D{ c>0 czyli
m<5 m<5 5-m=-21-m)=0
2 < = mO(-;1)0 ]
—4m? +40m-36<0 |mO(-o0;1)0(9; ) 21-m)>0
sprzeczne
Odpowied: Warunki zadania spetnian<1
Punktacja
Czynna¢ Odpowied z uzasadnieniem L'CZb,a
punktow
A Zapisanie pierwszego uktadu warunkow 1
B Rozwizanie pierwszego uktadu 1
C Zapisanie i rozwizanie drugiego ukfadu warunkdéw 1
D Sformutowanie rozwizania 1

Zadanie 5. Do poprawki (5 punktow)?

Nieréwndi¢ Kasi: (x—5)(x+5) <0 = x[(-55), blkad polegat na pierwiastkowaniu stronami
nierbwndaci.

Nieréwnaié Basi: (x - 2)(x+3) - (x+3)20 = (x-3)(x-3)20 = x0(~o;-3)0(3 ) bad
polegat na dzieleniu przez wyrnie o nieustalonym znaku.

Nierébwna¢ Matgosi jest spetniona dla kdej liczby rzeczywistej, b polegat na rozvazaniu
réwnania a nie nierownoi.

Punktacja
. . . . Liczba
Czynna¢ Etap rozwazania zadania .
punktow

A Rozwiazanie poprawnie kalej nierbwngci 3
B Wskazanie kidu u kadej dziewczynki 2

2 7adanie wlasne Anny Rybak

24 7adanie wlasne Anny Rybak
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Zadanie 6. Chyba nikt nie lubi takich zadan (4 punkty)®

Niech x, bedzie wymiernym pierwiastkiem podanego rownania. &2zmyt, = ax, .
2
. . t t
Wtedy t, jest wymierne oraz{—oj +b2+c=0, skad t,” + bt, +ac=0.
a a
Liczba t, jest, wic pierwiastkiem tréjmianut,’ +bt, +ac.

Poniewa wspotczynnik przyt? jest réwny 1, wic liczbat, jest catkowita.

Zatozmy, wbrew temu, co mamy udowodnze liczby a,b,c s wszystkie nieparzyste.

J&li t, jest nieparzyste, to liczbtf i bt, sa nieparzyste, wic liczbat,” +bt, +ac jest nieparzysta,
co jest niemgliwe, gdyz zero nie jest liczbnieparzysi.

Jezeli t, jest parzyste, to liczby? | bt, sa parzyste, wjic liczba to2 +bt, +ac jest nieparzysta,
CO znowu jest niemidiwe.

Tak, wicc zalaenie,ze liczby a,b,c s wszystkie nieparzyste jesteldhe, czyli co najmniej jedna
Z nich jest parzysta.

Punktacja
Czynna¢ Etap rozwizania zadania Liczb,a
punktéw
A Uzasadnienie, ze liczbig jest catkowita 1
B Rozpatrzenie przypadkiy nieparzyste 1
C Rozpatrzenie przypadkiyy parzyste 1
D Podanie wniosku kecowego 1

Zadanie 7. Ze wzoréw, bez wzoréw - dwa (4 punkty)®

A=25 wigc rownanie ma dwa pierwiastki

63
K+ = (#6006 +36)= 004 ) =230 =0, )= 00+ ) 0 ) =3 )=

i+i_—X1+X2 —_§
X X, X X, 2
Punktacja
Czynna¢ Etap rozwiazania zadania Liczba
y P TOZ\Wa punktow
A Zapisanie wzorow Viete’'a i obliczenie sumy kwadra 2
B Zapisanie wzorow Viete'a i obliczenie odwrofobsumy 2

% Zaczerpnito z [3]
% 7adanie wlasne Anny Rybak
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Zadanie 8. Wspétczynnik — rozwigzaniem (6 punktéw) %’

b® +bb+c=0
c+bc+c=0
po podstawieniu do drugiego:4b* -2b* -2b* =0 ~ 2b2(2b2 —b—1)= 0. Wiec b=0 Ilub

Niech b’-4c>0. Wtedy { Z pierwszego réwnania mamy:c=-2b*,

1 b=0 b= _% =1
b=-=0Ob=1. Otrzymujemy pary: g 0 . Kazda z par spetnia zatenie
2 c=0 |o-_ 1 {c =-2
2
dotyczce istnienia pierwiastkow.
Punktacja
Czynna¢ Etap rozwdzania zadania Liczba punktd
A Utozenie ukiadu 2
B Podanie trzech rozezan rownania z jedgpniewiadona 2
C Podanie wspotezinych wierzchotkow 1
D Sprawdzenie z zateniem 1

Zadanie 9. Oile procent? (2 punkty) %

Z tresci zadania mamy:
7i(x%r )? = 7rr > 14%% gdzie x >100,
2
70X = e 324,
1000( 10C

czyli x* =14400wicc X =-120- sprzeczne, lukx =120,
Promie wzrést, wic 0 20%.

Punktacja
Czynna¢ Etap rozwdzania zadania Liczba punktow
A Ulozenie rownania z téei zadania 1
B Rozwhkzanie rownania, podanie odpowiedzi 1

Zadanie 10. Czytaj ze zrozumieniem (3 punkty) %

Poradkujemy réwnanie ze wzedlu na niewiadom k: —k? —3xk+2x* +3x+1=0.
Réwnanie to ma jedno rozgaanie, gdy wyrénik jest rowny 0.
A =9x% - 4T{-1)[f2x? +3x+1) = 17x2 +12x + 4.
A=0 - 17x*+12x+4=0.
Wyréznik otrzymanego rownania wynodi2® — 41724 =144-204=- @Ratem to rownanie
nie ma rozwizania, Wec nie istnieje parametx spetniagcy warunki zadania.

Punktacja
Czynna¢ Etap rozwazania zadania Liczba punktow
A Uporzadkowanie rownania ze wzglu na niewiadom 2
B Obliczenie wyranika, podanie odpowiedzi 2

27 Zaczerpnito z [4]
28 Zaczerpnito z [5]
29 7adanie wlasne Anny Rybak
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Zadanie 11. W stolarni (3 punkty) *

Funkcja zysku jest dana wzorem:
Z(x) = 96x — (5x? + 6x +160) = ~5x° + 90x — 160, gdzie X IN Cx<12.

Produkcja jest optacalna, gdy zysk jest dodatny)i gdy zaktad produkuje od 3 do
Najwigkszy jest wtedy, gdy zakiad wyprodukuje 9 stotoyskzwtedy wyniesie 245.

12 stotéw.

Punktacja
Czynna¢ Etap rozwizania zadania L|czb,a
punktow
A Zapisanie funkcji zysku 1
B Obliczenie, kiedy produkcja jest optacalna 1
C Obliczenie maksymalnego zysku 1

Zadanie 12. Nie wszystko ztoto, co sie Swieci (6 punktéw)*

Niech a oznacz dtugé pierwszej, dtiszej czsci odcinka o diugéci a+b.
Wtedy: E_ a+b - E:1+E_
a

b a
Mamy % =¢.
Otrzymujemy réwnanie kwadratowg® - ¢ —1=0, ktérego rozwizaniami g:
1+
¢= —[ lub ¢ = [

Pierwsze z otrzymanych rozyzian jest sprzeczne diug@odcinka nie mge by liczba ujemna.

Odwrotna¢ ztotej liczby to liczba od niej 0 1 mniejsza:

1_ 1 2 45-1_+5-1 J§+1_1:¢_1
$ 1445 1+\/_\/_ 1 2 2

2
Punktacja
Czynna¢ Etap rozwizania zadania Liczb,a
punktow
A Wprowadzenie oznacagmoze byt rysunek) 1
B Utozenie rownania 1
C Rozwgzanie rOwnania, sprawdzenie rozna 2
D Obliczenie odwrotnii 1
E Sformutowanie wniosku 1

30 Zaczerpnito z [5]
31 Zadanie wlasne Anny Rybak
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Pakiet M-2.2 ,Wiele mian i jedna hi... hiperbola”

I. Tresci merytoryczne:

» definicja wielomianu, stopnia wielomianu;
» dziatania na wielomianach i wyraniach wymiernych;
» wykresy funkcji homograficznych.

Il. Cele szczegotowe:

» ksztalcenie umiefnaosci dziatah na wielomianach;

* nabywanie biegkxi w dziataniach na wyegniach wymiernych;
* nabywanie biegkxi w sporadzaniu wykresow funkcij;

» ksztalcenie umigjnaosci analizy i syntezy.

lll. Proponowane metody i formy pracy

Metoda: praca w grupach, burza mézgow.
Forma pracy: wspolnym frontem.
Srodki dydaktyczne: karty pracy, gry dydaktyczne.

IV. Przebieg zajec
Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

1. Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obécio

2. Podziat uczniéw na zespoty zadaniowe (grupy 4 s@owe).
3. Wybor lideréw, sekretarzy , asystentow poszczegdirgrup.
4

Rozdanie kadej z grup zestawdwwiczen otwierapcych oraz materiatdw potrzebnych
do rozwhzywania zadé

o

Rozwigzywanie¢wiczen przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.

o

Przedstawienie i porbwnanie roz®an zada przez przedstawicieli grup.
7. Zebranie kart z rozwzaniami.

Bibliografia do , Cwiczen otwierajacych”
[1] Herburt I., Olszaska A.,Maturalnie,ze zdaszWydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne, Warszawa 2004
[2] Informator o egzaminie maturalnym od 2010 roku zsnizony na stronie internetowej CKE
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Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)

Uczniowie siadaj we wczéniej ustalonych zespotach zadaniowych.
Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawurzgdazwiazmy razem”.

Uczniowie dokonuj podziatu, ktéra grupaghzie rozwiazywata dane zadanie. Uczniowie
powinni poci¢ zestaw zadai rozdziel zadania do odpowiednich grup.

Kazda grupa rozwizuje zadania samodzielnie. Po rozz@niu zadania uczniowie redaguj
odpowied na karcie odpowiedzi.

Jezeli dana grupa zakaezy prag, to jej cztonkowie powinni przykzy¢ sie i poméc
W rozwigzywaniu innym grupom.

Nauczyciel zbiera karty odpowiedzi.
Zakonczenie zajé.

Bibliografia do zestawu zad# ,Rozwiazmy razem”

[1] Informator o egzaminie maturalnym od 2010 roku zsnczony na stronie internetowej CKE

Spotkanie 3: ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

1.

2.
3.
4

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"

Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane kargcy zespotom zadaniowym.
Liderzy poszczegolnych grup prezentupzwiazania zadania.

Nauczyciel ocenia pragrup (pozytywne wzmaocnienie).

Podsumowanie z&j.
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Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” — ,Wiele mian i jedna hi...hiperbola”
Zadanie 1.

W tym zadanit? nalezy:
1. Przettumaczy tres¢ zadania naggyk polski
2. Rozwigzat zadanie
3. Rozwizanie zadania natg pod& w wybranym wczéniej jezyku

Exercise 1. To school (5 points)

The first half of his journey to school Tomek gdysa bicycle with the average speed 10 km/hour.
The second one he goes faster - with the speedittokir. What is the medium speed of Tomek on
the whole distance from home to school?

Exercice 1. A L’ecole (5 points)

Thomas a fait la moitié du chemin pour aller adléca vélo avec une vitesse moyenne de 10 km/h.
L’autre moitié a été faite plus rapidement — avee witesse de 15 km/h. Quelle est la vitesse
moyenne de Thomas sur tout le parcours ?

Tarea 1. A la escuela (5 puntos)

Tomas iba en velo a la escuela con una velocidatlarde 10 km por hora durante la premiera
mitad del camino. La segunda mitad iba mas rapidénecon una velocidad de 15 km/h.
¢,Cual est la velocidad media de la ida de Tomdasdmel camino?

Esercizio 1. A Scuola (5 punti)

Tomek andava a bicicletta a scuola la prima metalaovelocita di 10 km/h. La seconda meta
andava piu presto — con la velocita di 15 km/h.|I@ua velocita media di Tomek durante tutto il
viaggio?

Aufgabe 1. Zur Schule (5 Punkte)

Thomas fuhr mit dem Fahrrad die Halfte des Weges Sahule mit durchschnittlicher
Geschwindigkeit 10 km/h. Die zweite Weghalfte fugirschneller — mit der Geschwindigkeit 15
km/h. Was ist die Durchschnittsgeschwindigkeit itnomas’ Fahrt auf dem ganzen Weg?

32 7adanie wlasne Anny Rybak
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Zadanie 2. Przesuwamy hiperbole raz! (6 punktéw)*?

Podaj, jakie przeksztatcenia nafevykona, aby

z wykresu funkcjiy = 3 otrzyma wykres y = 2x-1 .
X x+1
Naszkicuj otrzymany wykres i odczytaj z niego rozeinia r(’)wnaniazx—_l1 =2.
X+

Sprawd otrzymane rozwizania rachunkowo.
Zadanie 3. Lanie wody (6 punktow)®

Do zbiornika o pojemnii 700 n? mozna doprowadziwod dwiema rurami.

W ciagu jednej godziny pierwsza rura dostarcza do zbiaro 5nf wody wiccej niz druga rura.
Czas napetniania zbiornika tylko pieraisaira jest o 16 godzin krotszy od czasu napetniania tego
zbiornika tylko drug rura.

Oblicz, w chgu ilu godzin pusty zbiornik zostanie napetniorsglijwoda kxdzie doprowadzana
przez obie rury jednoczeie.

Zadanie 4. Prostopadtoscian (5 punktéw)®

Jedna krawdz prostopadiécianu ma diug& b, druga jest od niej disza o 4, a trzecia krawz
jest diuzsza od pierwszej o 6.

Dla jakich wartéci b objetos¢ tego prostopadksianu jest mniejsza od albpsci szecianu
o krawedzi dtugdci b+3?

Podaj wynik doktadny oraz jego przyi#nie z doktadniria do dwdch miejsc po przecinku.

3 Zadanie wlasne Anny Rybak
34 Zaczerpnito z [1]
% Zaczerpnito z [2]
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczen otwierajacych”
»Wiele mian i jedna hi...hiperbola”

Zadanie 1. Do szkoty (5 punktéw)

Tomek potowe drogi do szkoty jechat na rowerze gedni predkascia 10 km/godz.
Druga potowe drogi jechat szybcie] — z gulkoscia 15 km/godz.
Jaka jestrednia pedkos¢ jazdy Tomka na catej drodze?
Zadanie 1. Do szkoty (5 punktéw) — szkic rozwigzania

F;gjfr;vviga p%ﬂlcj)gvz V= ?S , WigC t = 5 Szukana mdkos¢ to: v, = L+t
Predkasé 10 15 Po podstawieniu mamy:
el I T e — 0.,
R | 1 1 1 305+ 205
Czas S s _s+_s
£>0 t, t, 2 ,2 20 30 600
10 15
Odpowied: Srednia pedkaosé¢ na catej drodze th2 km/godz.
Punktacja
Czynna¢ Etap rozwdzania zadania Liczba punktow
A Przettumaczenie zadania 1
B Wprowadzenie oznac#gzapisanie zakaen 1
C Zapisanigredniej pedkosci na catej trasie 1
D Wykonanie przeksztatée 1
E Podanie odpowiedzi i przettumaczenie jej¢myl obcy 1

Exercise 1. To school (5 points)

. Second
First half| =~ v=2,s0t=2: The seeked average speed= :
a t v t,+t,
_speed 10 15 After substitution we have:
distance 1 S 1 S s s s 00
s-0 2 2 Ve ST 1 T 1 1 30s+20s Shog
time -S —-§ —Ss+—-Ss —
te0 t, t, 2 ,2 20 30 600
10 15
Answer: The average speed during his journey toadk 12 km/hour.
Scores
Action Stages of solution Number of poinlts
A Translation of exercise’s text 1
B Introduction of notations and writing the assuios 1
C Computation the average speed on the whole wagttool 1
D Execution of transformations 1
E Giving the solution and translating it into Esgli 1

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Exercice 1. A L’ecole (5 points)

Premier \ . . R
e Deuxieme v=2 , donct = S La vitesse recherchée= . Aprés
moitié moitié t v R
Vitesse 10 15 avoir substltuse nous avor;s : Egsoo
Parcours 1 1 Vinoyenne™ =
s>0 23 28 1 1 1 +1s 303+205
b L 10 15
t>0
Réponse: La vitesse moyenne sur tout le parcouneek2km/h.
Pointage
Numéro de L L Nombre de
NN Solution étape par étape )
I'activité points
A Traduction de I'exercice 1
B Introduction des notations mathématiques, formartaties 1
hypotheses
C Détermination d’'une vitesse moyenne sur toualequrs 1
D Exécution des transformations 1
Tarea 1. A la escuela (5 puntos)
F’”T“era Seg_und v=2> entonces =2 La velocidad buscada:
mitad a mitad t v
Velocidad 10 15 S
Camino 1 1 v, = . Después de haber sustituido, tenemos:
=S =S t,+t,
s>0 2 2 < S S 56 00
Tempo vV, = = =12R
t t s
t>0 1 2 15 1 is+is 30s+20s
2 ,2 20 30 600
10 15
espuesta: La velocidad media en todo el camin@ ésnth.
Puntuacion
Numero Cantidad de
dela Etapas de la solucion de la tarea
. puntos
actividad
A Traduccion de la tarea 1
B Introduccion de las marcas, apuntacion de latb§® 1
C Inscripcion de la velocidad media en todo el cemi 1
D Ejecucion de las transformaciones 1
E Presentacion de la respuesta y su traduccionlendaa 1
extranjera
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Esercizio 1. A Scuola (5 punti)

V= ?S dunquet = s

rahl

Prima| Seconda v
meta | meta R _ o . ]
Velocital 10 15 La velocita ottenutar,, = O Dopo la sostituzione abbiamo:
Strada | 1 1 v
s> 0 ES ES v, = S _ S EfSOO
o1 1 1 1 305+ 20s
Tempo i t —-S S ———st—Ss ————
t=0 1 2 2 ,2 20 30 600
10 15
Risposta: La velocita media durante tutta la steadel2 km/h.
Puntuacion
N. attivita Tappe della soluzione Numero di punti
A Traduzione dell’esercizio 1
B Introduzione delle indicazioni, annotazione dellemesse 1
C Annotazione della velocita media su tutta ladstra 1
D Esecuzione dei convertimenti 1
E Soluzione con la traduzione in lingua straniera 1
Aufgabe 1. Zur Schule (5 Punkte)
Erste [Zweite v=S (=S
Halite |Halfte | Y™ 7 &lsot=7
Geschwindigkeifl0 15 . o _ s
Weg ls Es Die gesuchte GeschwindigkV, = e Nach der
s>0 2 2 Substitution haben wir:
Zeit t _ S _ s _ S _ 600 _
t-0 S I D P Sl S Sl TS Eh T
2" .2 20~ 30 600
1 15
Antwort: Die Durchschnittsgeschwindigkeit auf deemgen Weg betral2 km/h.
Punktwertung
Tatigkeits Etappe der Aufgabenlosung Punktenz
nummer
A Ubersetzung der Aufgabe 1
B Einfuhrung der Bezeichnungen, NiederschreibenWoraussetzungen 1
C Niederschreiben der Durchschnittsgeschwindigkditieu ganzen Strec 1
D Ausfihrung von Umformungen 1
E Antwortangabe und -Ubersetzung in eine fremdader 1
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Zadanie 2. Przesuwamy hiperbole raz! (6 punktéow)

y:2x—l:2(x+1)—3:_ 3 +2:_( 3 _2]
X+1 X+1 X+1 X+1

Wykres funkcji y:§ naley przesuna¢ o wektor Vv=[—];—2], a nastpnie przeksztatéi
X

przez symete wzgledem osi odeitych.

Uwaga: uczniowie magpodawa inne, prawidtowe przeksztatcenia,

np. przesumrgie o Wekto[— ];O], symetria wzgidem osi odgitych, przesuricie o Wektor[O;Z]
Szkic wykresu®

v=2

=1 T 1T 5 _______.--"
(=2 /e 1))

a /- #
o f f

2x-1
X+1

215 v oRrRA-1)
x+1

2x-1=2(x+1) & 2x-1=2x+2 = —1=2 - sprzeczn.

Rownanie = 2 nie ma rozwgzan.

Sprawdzenie

Punktacja
Czynna¢ Etap rozwazania zadania Liczba punktow
A Przeksztatcenie wzoru do postaci kanonicznej 1
B Opisanie wszystkich przeksztadce 1
C Sporadzenie wykresu 2
D Odczytanie z wykresu rozgdania rownania 1
E Sprawdzenie otrzymanego wyniku 1

% Wykres sporadzita Helena Ewert — Fechner w programie GEONEXT
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Zadanie 3. Lanie wody (6 punktéw)

Pierwsza| Druga Zbiornik  zostanie napetniony,
rura Rura gdy iloczyn ilgci wody wlanej

Objetos¢ zbiornika 700 700 przez jedna godzin
Czast >16 t-16 t przez liczle godzin kdzie rowny
llo$¢ wody wlanej w cigu 1 godz,X >0 X+5 X objetosci zbiornika.

(t-16)(x +5)= 700 {Xt +ot-16x 80 =700 po podstawieniu i redukcji mamy:
tx = 700 =

X

—4x* —20x+875=0. Rozwihzaniami réwnaniazs x, = 1250x, = -175; rozwiazanie x, jest
sprzeczne z zateniem. W cigu jednej godziny przez pierwseure wleje sk 17,5nT wody a przez
druga 12,5n%, czyli przez obie razem 30mWobec tego czas potrzebny do napetnienia basenu t
700 1 .

30 233 godziny.
Odpowied: Pusty zbiornik zostanie napetnionyljevoda kxdzie doprowadzana przez obie rury
jednoczénie przez 23 godziny i 20 minut.

Punktacja
Czynna¢ Etap rozwizania zadania Liczba punktow
A Wprowadzenie oznac#gzapisanie zaten 1
B Ulozenie uktadu réwna 2
C Rozwazanie uktadu 1
D Sprawdzenie rozwrzania z zaleeniem 1
E Obliczenie czasu, podanie odpowiedzi 1

Zadanie 4. Prostopadtoscian (5 punktow)

Niech b bedzie dtugdcia jednej kravedzi prostopadtécianu,b > 0.
Objetos¢ prostopadtécianuV, = bb +4)(b + 6) = b® +100% +24b

Obijetos¢ szecianuV, = (b+3)* =b® + 9b® + 270 + 27.

Z tresci zadaniaV, <V,, czyli po redukcjib® =30-27<0 = bD[

%_2\@, gdzie%_zx@ - 601,

3—3/1_3_3+a@J
- ,

2

po uwzgkdnieniu zataen 0<b <

Odp. Obgtos¢ prostopadtécianu jest mniejsza od afbpsci szécianu, gdbe[O; 3+ “;"/1_3]
Punktacja
Czynnaci Etap rozwazania zadania Liczba punktow
A Zapisanie w najprostszej postaci gib§ci prostopadtécianu 1
B Zapisanie w najprostszej postacigb§ci sz&cianu 1
C Zapisanie w najprostszej postaci nierésano 1
D Rozwhizanie nierowngci z uwzgkdnieniem zatoen 1
E Prawidtowe przybfienie 1
38 Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespdt w zespoét z Matematyka bez Granic”
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Spotkanie 2: ,,Rozwigzmy razem” —,,Wiele mian i jedna hi...hiperbola”

Zadanie 1.

W tym zadaniu natey: ¥’
1. Przetlumaczy tres¢ zadania naggyk polski
2. Rozwiazat zadanie
3. Rozwizanie zadania natg pod& w wybranym wczéniej jezyku

Exercise 1. At the visit (5 points)

Ania wanted to visit Ola because of Ola’s Birthd®&ne left home too late so, the one third of
distance to Ola’'s home she went with the speed fidumn. She was afraid of coming too early so
the last part of distance she went with the spekh/Bour. What is the average speed of Ania on
the whole distance to Ola’s home?

Exercice 1. En visite (5 points)

Anne va a I'anniversaire d’Alexandre. Elle est fatard et a parcouru un tiers de son chemin a la
vitesse de 5km/h. Elle s’est cependant rendue compielle arriverait en avance. Elle a donc

marché a 3km/h durant le reste du parcours. Qeslida vitesse moyenne d’Anne sur tout le

parcours?

Tarea 1. Con una visita (5 puntos)

Anita se apresta al cumpleafnios de Ola. Ha salidiz tg una tercera parte del camino iba con la
velocidad de 5 km/h. Sin embargo, se ha orientad® \endr4 demasiado temprano y la parte
restante del camino iba con la velocidad de 3 km/h.

¢,Cual est la velocidad media de Anita en todo miima?

Esercizio 1. La visita (5 punti)

Ania va al compleanno di Ola. E uscita tardi e tamaa parte camminava con la velocita di 5 km/h.
Ma si é reso conto che sarebbe arrivata troppdgesgoi andava con la velocita di 3 km/h. Qual'e
la velocita media Ania su tutta la strada?

Aufgabe 1. Zu Besuch (5 Punkte)

Ania zieht zum Geburtstag von Ola aus. Sie ging lspgaus und ein Drittel des Weges ging sie mit
der Geschwindigkeit 5 km/h. Sie merkte aber, déss$ frih kommt, und den Rest des Weges
ging sie mit Geschwindigkeit 3 km/h. Was ist Aniagrchschnittsgeschwindigkeit auf dem ganzen
Weg?

37 Zadanie wlasne Anny Rybak
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Zadanie 2. Dziatania na utamkach (6 punktéw) 38

Zapoznaj si z metod sprowadzania utamkow do wspolnego mianownika:

3x2—12:3( 2—4):3(x—2)(x+2)

) 22_ —zf +t— > — = 2—x:—x+2:—(x—2) =
B2 27X BB g ox-12=a? + x-2)=[a =9 % =-20%, =1 =6(x+2)x-1)
2 LA 5 _ 202(x-1) L 4r3(x+2)r2(x-1)
Ax-2)x+2) x-2 6(x+2)(x-1) 3x-2)(x+2)2(x-1) (x-2)B(x+2)2(x-1)
. 5(x - 2) :4x—4+24(x2+2x—x—2)+5x—10:4x—4+24x2+24x—48+5x—10
6(x+2)(x-1){x-2) 6(x+2)(x-2)(x-1) 6(x+2)(x-2)(x-1)

_ 24x? +33x - 62
6(x +2)(x - 2)(x-1)

, gdziex# 2L x#2Lx#1

27x° -8=(3x)* - 2° = (3x - 2)(9x2 + 6x+4)
2-3x=-3x+2=—(3x-2) =
9x? +6x+4={A <0}

b 2 + 3 x+1 _
27x3-8 2-3x 9x?+6x+4

2 3 ox+l _ 2 - 3[69x?+6x+4)‘
(3x-2ox? +6x+4) 3x-2 92+6x+4 (3x-2)9x? +6x+4) (3x—2)rox? +6x+4)
o 2f3x-2) _2-27x* -18x-12-6x+4 _  —27x* —24x-6

\ _ , +4_ . . oy 2?2
9x2 +6x +4)[{3x -2 3x—2)ox? + 6x+4 3x - 2)9x? + 6x+4 3
-9 (-2 -2) - gdziex

Wykonaj dziatania sprowadzaj utamki do najmniejszego mlovego wspolnego mianownika
3 2 L1
2x? -50 2x?-9x-5 1-4x?
4 1
b +
) 1-x® x?-1

-2

Zadanie 3. Przesuwamy hiperbole dwa! (4 punkty)®

Podaj wzor funkcji, ktorej wykres otrzymasz przesisw wykres funkcji y = f(x) 0 wektor
v = [~ 1-2] a nastpnie przeksztaicag go symetrycznie wzgllem osi rzdnych, gdy:

8) 1(x)=-2
b) f(x)::j;

3 Zadanie wlasne Anny Rybak
39 Zadanie wlasne Anny Rybak
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Zadanie 4. Miejsca zerowe (4 punkty)*

Oblicz wspotrzdne punktow przeecia sk wykresu funkcji z osiami uktadu wspoddnych.
Podaj miejsca zerowe tej funkgciji

x? +7x+10
f(x)="—— 22—
(4 2-3x—2x?

Zadanie 5. Pierwiastek wielomianu (3 punkty)®

Liczba —% jest pierwiastkiem wielomianw(x) = 2x° - x2 + (2v2 -5 -2+ 12 .

Znajdz pozostate pierwiastki tego wielomianu.

Zadanie 6. Dziatania na wielomianach (3 punkty)*

Znajdz wielomianW(x) i podaj jego stopiewiedzc, ze:
podwojony ilorazW(x) przezP(x) = 2x - 3 pomniejszony o kwadrak(x) = 2x -1 jest réwny
Q(x)=x® -5x% +2x-1

Zadanie 7. Prostopadtosciany (4 punkty)®

Na pewno znasz wzér skréconego rrerga: (a +b)® = a® + 3a’b + 3ab? + b®

Mozesz wyobrazi sobie szécian o krawdzi X =a+Db, czyli x® to oczywicie objtosé takiego
szé&cianu. Szécian ten mana ,ztazy¢” z osmiu bryk:

» Jednego szeianu o krawdzi a
» Jednego szeianu o krawdzi b
* Trzech prostopadkgianow o krawdziacha, a, b

* Trzech prostopadkgianow o krawdziacha, b, b

Zaznacz te bryly na rysunku $z&nu o krawdzi X = a+Db. Jaka jest suma afppsci tych bryt?
Zaproponuj ilustraej graficzry wzoréw: (a+b)? oraz (a-b)?.

Zadanie 8. Praca w ogrédku (4 punkty)*

Tomek i Darek maja skastrawnik.
Pracugc sam Tomek ddzie pracowat o jeden dziedtuzej, a Darek szg razy dizej niz gdyby
kosili razem. lle czasu trwato by koszenie trawnikaez obydwu chtopcow jednocrée?

0 Zadanie wlasne Anny Rybak
1 Zadanie wlasne Anny Rybak
“2 7adanie wlasne Anny Rybak
3 Zadanie wlasne Anny Rybak
44 Zadanie wlasne Anny Rybak
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Zadanie 9. Jedzie pociag (6 punktow)®

Dwa pocagi towarowe wyjechaty z miast A i B oddalonych aebse o 540 km.

Pochg jachcy z miasta A do miasta B wyjechatl o godzwczeniej nia pochg jachcy z miasta B
do miasta A i jechat z pdkoscia 0 9 km/h mniejsz

Pochgi te mirgty sic w potowie drogi.

Oblicz, z jakimi pedkosciami jechaty te poagi.

Zadanie 10. Wielomiany (4 punkty)*®

Wskaz, ktére z funkcji § wielomianami, odpowieduzasadnij. Dla kadlego z wielomian6w podaj
jego stopié i wyraz wolny:

P(x)=3x* - 7x° +%x—(x3 —2)2
S(x)=3/x -x?+2

K(x):3—3x3+5x—6

x

G(x) = (2x2 + 3 - 4x* -12x2

Zadanie 11. Hiperbola czy nie hiperbola? (4 punkty)*’
. e : y _X*+x-6
Naszkicuj wykres, podaj dziedzi zbiér wartgci funkcji f(x) = s
X —
Zadanie 12. Czy umiesz odejmowa¢? (3 punkty)®

Oblicz sung wspotczynnikow wielomianu a naginie zapisz go w hajprostszej postaci.
P(x) = (W(x))* - 2W(x))? - W(x)+6x2 ), gdzieW(x) = 2x~1

4 Zaczerpnito z [1]

46 Zadanie wlasne Anny Rybak
47 Zadanie wlasne Anny Rybak
8 Zadanie wlasne Anny Rybak
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ¢wiczen ,,Rozwigzmy razem” -

»Wiele mian i jedna hi...hiperbola”
Zadanie 1. W odwiedziny (5 punktéw)

Ania wybiera st na urodziny do Oli.

Wyszta p&no i jedry trzech drogi szta z pydkoscia 5 km/godz.
Zorientowata sj jednak,ze przyjdzie za wcamie i pozostat cz¢$¢ drogi szta z pydkoscia
3 km/godz. Jaka jestednia pedkos¢ Ani na catej drodze?
Zadanie 1. W odwiedziny (5 punktow)

Pierwszal Druga - _S
czes¢ | czesd vET Wi T=1
Predkos¢ 5 3
Droga 1 2 Szukana mdk(E’é Vg =
s Zs tl +t2
s>0 3 3
_ S _ S _ S _45_
cres |y t eTT_ 2 "1_. 2. 13 13
t>0 1 2 ~s s +s 25 1
3 4,3 15 9 45

5 3

Odpowied: Srednia pedkos¢ Ani na catej drodze te% km/godz.

. Po podstawieniu mamy:

6
13

Punktacja
Czynna¢ Etap rozwgzania zadania Liczba punktow
A Przetlumaczenie zadania 1
B Wprowadzenie oznac@gzapisanie zal@n 1
C Zapisanigredniej pedkosci na calej trasie 1
D Wykonanie przeksztatae 1
E Podanie odpowiedzi wzyku obcym 1
Exercice 1. At the visit (5 points)
First part| Second part S S _
speed 5 3 =1 So.t=C The seeked speeq, b
Distance 1 2 I vz
! =s =S After substitution we have:
s>0 3 3
Time vV, = S = S -_S _A5_ 3 6
sr - - T s Y15
t>0 E L 1 25 15,25 135 13 13
3,3 15 9 45
5 3
Answer: The average speeo@% km/hour.
Scores
Action Stages of solution Number of points
A Translating of exercise’s text 1
B Notations and assumptions 1
C Counting the average speed on the whole distance 1
D Transforming of translations 1
E Giving the solution in English 1

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Exercice 1. En visite(5 points)

Premiérel Deuxiémel _S yong = S
moitié moitié t v
Vitesse 5 3 . . s R : -
Parcours ls gs La vitesse recherchée= Lot Apres avoir substitué nous
s AVONS Ve 1S5 =S =S =453
Temps t t, moyenne 1,2, 1.,2, 13, 13 13
t>0
3,3 15 9 45
5 3
Réponse: La vitesse moyenne d’Anne sur tout legpasocest de3E km/h.
Pointage
Numéro de Solution étape par étape Nombre
I'activité bep P de points
A Traduction de I'exercice 1
B Introduction des notations mathématiques, formoitaties 1
hypothéses
C Détermination d’une vitesse moyenne sur toualequrs 1
D Exécution des transformations 1
E Réponse et sa traduction en langue étrangere 1
Tarea 1. Con una visita (5 puntos)
Primera . _Ss _s
mitad Segunda mitad V= T entonces = "
Velocidad 5 3 , _ s
Camino ls Zs La velocidad buscadavy, = Lt
s>0 3 3 Después de haber sustituido tenemos:
Tempo t t v = S _ s _ s _45_,6
t>0 2 5 = = = = =3~
1,25 1,2, 18, 13 13
3 .3 15 9 45
5 3
Respuesta: La velocidad media de Anita en todaraimm e$1—63 km/h.
Puntuacion
Numerro . Cantidad
de la Etapas de la solucion de la tarea
.. de puntos
actividad
A Traduccion de la tarea 1
B Introduccion de las marcas, apuntacion de latb§® 1
C Inscripcién de la velocidad media en todo el cami 1
D Ejecucion de las transformaciones 1
E Presentacion de la respuesta y su traduccionlendaa 1
extranjera
44 Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Esercizio 1. La visita (5 punti)

Prima| Seconda _S 4 _S
parte | parte 1 unquet = v
Velocita| 5 3 _ s o _
Strada | 1 2 Velocita cercatav,, = . Dopo la sostituzione abbiamo:
iy —s tl + 2
s>0 | 3 3
Tempo v, = S = S =S _45_ 3 6
st - - T 5 a5
t>0 b g 1s gs 1 +gs Es 13 13
3,3 15 9 45
5 3

Risposta: La velocita media di Ania su tutta lad# e di31—63 km/h.

Pointage
Numéro NUMmero
de Tappe della soluzione di )
P activitd i punti
activité
A Traduzione dell’'esercizio 1
B Introduzione delle indicazioni, annotazione dellemesse 1
C Annotazione della velocita media su tutta ladstra 1
D Esecuzione dei convertimenti 1
E Soluzione con la traduzione in lingua straniera 1
Aufgabe 1. Zu Besuch (5 Punkte)
Erster [Zweiter v=> =S
: : = alsot=
Teil [Tell t \
Geschwindigkeit | 5 3 ) T S
Weg Es Es Die gesuchte Geschwindigki Vs —tl -
s>0 3 Nach der Substitution haben wir:
Zelt t = S = S = S = ﬁ = i
t>0 S [ VU DU SR DU DU I €
3 ,3 15 9 45
5 3
6
Antwort: Anias Durchschnittsgeschwindigkeit auf dganzen Weg iE3E km/h.
Punktwertung
Tatigkeits Etappe der Aufgabenlosung Punktenzahl
nummer
A Ubersetzung der Aufgabe 1
B EinflUhrung der Bezeichnungen, Niederschreiben von 1
VVoraussetzungen
c Niederschreiben der [rchschnittsgeschwindigkeit auf der ganzer 1
Strecke
D  |Ausfihrung von Umformungen 1
E Antwortangabe in einer fremden Sprache 1
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic" 45

wspotfinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI pl m EUROPEISK
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

FUNDUSZ SPOLECZNY

Zadanie 2. Dziatania na utamkach (6 punktéw) *

2x? -50= 2(x —25 2(x-5)(x+5
a) 23 - 2 N 2x* -9x—-5={A=121x, =50x, = 2} x-5)(2x+1)

2x* =50 2x*-9x-5 1-4x°
1-4x2 = (4x2—) (2x+])(2
_ 3 _ 2 _ 1 _ Jd2x+1)(2x-1) - 4(x+5)(2x - 2x+5)(x 5) _
2(x+5)(x—5) (x—5)(2x+1) (2x+:l)(2x—1) 2(x+5)(x 5)(2x+])(2x 1)
2x> —36x + 67 : 1 1
2(x+5)(x—5)(2x+1)(2x—1)’gdZ|eX¢5DX¢_5DX¢EDX¢_E
b) 4 +i_2:{— =(1 x)(l+x+x)} 4 3 1
1-x° x2-1 “1=—(1+x)-x) | @-x)firx+x?) @+ x)-x)

:4(1+x)—(1+x+x2)—2(1—x)(1+x+x2)(1+x)_2x +2x3 - x® +x+1

_2
1

= , gdzie
(1- x)(1+x+x2)(l+ x) (1—x)(1+x+x2)(1+ x) J
X#1Lx#-1
Punktacja
. . . Liczba
Czynna¢ Etap rozwiazania zadania ounktow
A a) Rozktad kadego z mianownikéw na czynniki, podanie 1
zatazen
B Sprowadzenie utamkow do wspolnego mianownika 1
C Wykonanie dziakana licznikach utamkow 1
D b) Rozktad kadego z mianownikéw na czynniki, podanie 1
zatazen
E Sprowadzenie utamkow do wspolnego mianownika 1
F Wykonanie dziatkana licznikach utamkéw 1
Zadanie 3. Przesuwamy hiperbole dwa! (4 punkty)®
a) f(X)Z—gDﬁ[ﬁﬁ]ayZ—L—ZDEEYayZ— 2 -2= 2 -
X X+1 -x+1 x=1
b) f(x)= X+1Dhﬁﬁﬁ] X2 opf L y=_X*2_, X4
X-— x-1 -x-1 x+1
Punktacja
Czynna¢ Etap rozwazania zadania Liczba punktow
A a) Zapisanie wzoru funkcji po przeseciu 1
B Zapisanie wzoru funkcji po symetrii 1
C b) Zapisanie wzoru funkcji po przeseriu 1
D Zapisanie wzoru funkcji po symetrii 1
49 Zadanie wlasne Anny Rybak
%0 Zadanie wlasne Anny Rybak
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Zadanie 4. Miejsca zerowe (4 punkty)*

—2x2—3x+27t0;A=25x1=%Dx2 =-2,wigc D = R\{%;—Z}

Punkt przegicia z osi rzednych: f(0) =

10

?:5, wigc P =(O;5)

Punkt przecicia z osa odcktych:

<

2
f(x)=0 - LX+1§=0 - x2+7x+10=0;A=9;x, = -5,x, =-20D, wiec P, = (- 50).
2-3x—-2x
Miejsce zerowex = —5.
Punktacja
Czynna¢ Etap rozwazania zadania Liczba punkto
A Obliczenie wspotrgdnych B, 1
B Rozwizanie réwnaniaf (x) =0 z uwzgkdnieniem dziedziny 1
C Zapisanie wspotkgnych P, 1
D Podanie miejsca zerowego 1

Zadanie 5. Pierwiastek wielomianu (3 punkty)

(2x® - x? + (evZ - 5)x - 2+ v2): ( X+ g] = 2x* - 2x + 24/2 - 4 (Uczniowie wykonuj dzielenie

pisemnie lub schematem Hornera, mogwniez skorzysta z rowngci wielomianéw).

2x2 —2x+ 242 - 4= 0;A = 36-16v2 = (4v2 - 2 wiec pierwiastki tox, =2 0x, =1-+/2
Punktacja
. o . Liczba
Czynna¢ Etap rozwazania zadania punktow
A Wykonanie dzielenia 1
B Obliczenie pozostatych pierwiastkow 1
c Wykorzystanie rownei 36-16v2 = (4\/5 - 2)2do zapisania rozwzan

W hajprostszej postaci

1

Zadanie 6. Dziatania na wielomianach (3 punkty)

P(x

%ﬁXT) - (T(x))? = Q(x)- Po podstawieniu, wykonaniu redukcji i upgakowaniu otrzymujemy

wielomian stopnia szostega/(x) = x® - 15x° - 5x* + 115x% - 8x? + 3x

Punktacja
Czynna¢ Etap rozwazania zadania Liczba punktow
A Zapisanie tréci zadania jako dziatania na wielomianagh 1
B Wykonanie dziata, redukcja wyraen podobnych 1
C Uporzdkowanie wielomianu, podanie jego stopnia 1

°1 Zadanie wlasne Anny Rybak
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Zadanie 7. Prostopadtosciany (4 punkty)

Uwaga: W klasach realizagych program na poziomie podstawowym, nauczycietersiohczye
.fysunek” szécianu, jednak kolejne bryly uczniowie zaznagzsgamodzielnie. llustracja wzoru na
kwadrat sumy, to prostako boku x=a+b podzielony na dwa kwadraty i dwa prosttk za
kwadrat ré@nicy jest przedstawiony na rysunkah.

Graficzna interpretacja wzoru na $zi@n sumy:

b /
. =
f’“/
(a+b)3 = 33+ %+ 33%h+ 303
Kwadrat sumy - uzasadnienie wzoru przez rysunek:
E b E b
a al a* |ab
(a+b)* -
b bl ab | b2
(a+b)? = a’+2ab+ b*

Kwadrat rénicy - uzasadnienie wzoru przez rysunek:

7 b
a2 |ab
a = a
ten kawatek
b b b 2 R byt wyrzucony 2 razy,
a B wiec trzeba go dodad
= a%-2ab+b”
Punktacja
Czynna¢ Etap rozwizania zadania Liczba
y P TOZ\Wa punktow
A Zaznaczenie na rysunku sggnu bryt, podanie wniosku 1
B Zaproponowanie ilustracji wzoru na kwadrat sumy 1
C Zaproponowanie ilustracji wzoru na kwadratniay 2

*Zjlustracje zaczerpgio ze stromhttp://www.matematyka.wroc.pl/book/wzory-skr%eC3%Baego-
mno%C5%BCenia
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Zadanie 8. Praca w ogrddku (4 punkty)

X - czas, w jakim chtopcy kosiliby razem,
x>0 1 +i:1@ 1 :3@6X:5x+5@x:5-zgodnezzaknniem.
x+1 6x X x+1 6X

Punktacja
Czynnagci Etap rozwazania zadania Liczba punkto
A Oznaczenie niewiadomych, podanie zafo 1
B Zapisanie rownania wynikgjego z tréci zadania 1
C Rozwhzanie réwnania 1
D Sprawdzenie rozwzania z zatbeniem, podanie odpowiedz 1

Zadanie 9. Jedzie pociag (6 punktow)

Pocag | Pochg
zAdoB|zBdo A
H?fsc y=9 y
Droga 270 270
Czas
x>0 x+1 X
270
TS
_270
X
.. 270 270 . : , . _
po pods;taW|en|u7 -9= 1 przeksztatcac otrzymujemy rOwnanie kwadratowe:

x* +x-30=0, ktdrego rozwizaniami g liczby: x, =5, X, =6,
gdzie drugie rozveizanie jest sprzeczne z zaémiem.
Otrzymujemy:y =54, y-9=45

Odpowied: Pochgi jechaty z pgdkosciami: 54%m oraz 45%m

Punktacja
Czynndci Etap rozwdzania zadania Liczba punktow
A Wprowadzenie oznac#gzapisanie zalen 1
B Zapisanie uktadu rowmavynikajacego z tréci zadania 2
C Rozwazanie uktadu zgodnie z zakeniami 2
D Podanie odpowiedzi 1
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic" 49

wspotfinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA * X%
KAPITAL LUDZKI lm eroressia RN
FUNDUSZ SPOLECZNY i

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Zadanie 10. Wielomiany (4 punkty)

P(x) jest wielomianem, bo kay z wyktadnikOw paig zmiennej jest liczbnaturaln. Jest to
wielomian stopnia széstego o wyrazie wolnym 4.
S(x) nie jest wielomianem, zmienna wggtije w pog¢dze o wyktadniku nie ggacym liczla

1

naturalm, vx = x2.
K(x) nie jest wielomianem, zmienna wyggtije w po¢dze o wyktadniku nie ggacym liczla

naturalm, 2. 2x7*
X

G(x) jest wielomianem, bo kay z wyktadnikow paig zmiennej jest liczbnaturaln.
Jest to wielomian stopnia zerowego o wyrazie wolym

Punktacja
Czynna¢ Etap rozwazania zadania Liczba punktow
A Odpowied dotycaca wieIomianuP(x) 1
B Odpowied dotycaca wieIomianuS(x) 1
C Odpowied dotyczca wieIomianuK(x) 1
D Odpowied dotyczca wielomianuG (x) 1
Zadanie 11. Hiperbola czy nie hiperbola4 punkty)
2 —_— —
f(x)= X+ 6_(x-2)(x+3) _x+3_ 1 o1
x2-4  (x-2)(x+2) x+2 x+2
gdzie xUJ (—oo;—2) O (— 2;2) O (2; 00), czyli dziedzinaD = (—oo;—2) O (— 2;2) O (2; 00)
oraz y (- e) 0 1210[2: |, zatem zbiér wartai Y = (-o01) O 1210( 20
4 4 4 4
i x:2i
x:-2i i
i T
e e
M - :
-2 1 0 1 V2 3 4 a
] e
i |
SRR
Punktacja
Czynndg¢ Etap rozwazania zadania Liczba punktow
A Uproszczenie wzoru funkgji 1
B Przeksztatcenie wzoru do postaci kanonicznej 1
C Naszkicowanie wykresu 1
D Podanie dziedziny i zbioru wasm 1
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Zadanie 12. Czy umiesz odejmowac? (3 punkty)

Suma wspétezynnikéw te(1) = W) - 2w ) - W) + 602) = -s0
Po wykonaniu dziatai uporzadkowaniu otrzymujemyP(x) = —-36x* —16x> -12x? +18x - 4

Punktacja:
Czynna¢ Etap rozwazania zadania Liczba punkto
A Obliczenie sumy wspoétczynnikow 1
B Zastosowanie wzoréw skroconego memia 1
C Redukcja wyrzen podobnych, upoedlkowanie wielomianéw 1

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Pakiet M-2.3 ,Nieodparty urok ciggéw; strzez sie pociggu do ...”

I. Tresci merytoryczne:
» definicja chgu, rodzaje eigow;
* rbézne sposoby zadawaniagdw(wzor ogoélny i wzér rekurencyjny);
* podstawowe wiasrgi ciagdw arytmetycznego i geometrycznego;
* suma cgsciowa chgu arytmetycznego i geometrycznego.

Il. Cele szczegotowe:

* ksztatcenie p@gia chgu;

* rozr&@nianie cagow arytmetycznych i geometrycznych w konkretnyguacjach
problemowych;

* ksztatcenie umiginosci rozumowania przez analgi

* korzystanie z definicji a@gu arytmetycznego i geometrycznego przy razyivaniu zada
praktycznych;

« obliczanie sumy kolejnych wyrazéwagiu arytmetycznego i geometrycznego;
* utrwalanie paj¢ zwiazanych z pajciem chgu.

lll. Proponowane metody i formy pracy

Metoda: praca w grupach, burza mézgow.
Forma pracy: wspoélnym frontem.
Srodki dydaktyczne: karty pracy, gry dydaktyczne.

IV. Przebieg zajec

Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

1. Sprawy organizacyjne (sprawdzenie ob&ci)o

2. Podziat uczniow na zespoty zadaniowe (grupy 4 s@owe).
3. Wybor liderdw, sekretarzy, asystentow poszczegdirgrap.
4

. Rozdanie kadej z grup zestawdvdwiczen otwierajcych oraz materiatdbw potrzebnych
do rozwhzywania zada

Rozwigzywanie¢wiczen przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.

o o

. Przedstawienie i porownanie rozwan zada przez przedstawicieli grup.
7. Zebranie kart z rozwrzaniami.

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Bibliografia do , Cwiczen otwierajacych”
Rams S., Rams TMatematyka bez grani€zs¢ Il Zadania konkursowe - etap wphy 1998-2003Nowy Sicz
2003

Stachowski E., Szurek M., Ty zostaniesz Euklidesem. Zbidr zadée tylko dla Asa do klasy drugiej szkét
srednich Oficyna Wydawniczo - Poligraficzna Adam, Warszal@99

Sniezek A., Tecza P.Zbior zada z algebry dla szkérednich, WSiP, Warszawa 1994
Gazeta Zachodnia Matura 10 maja 2001
Kujon Polski, Matura, Matematyka, Gazeta Wybordzamaja 2006

Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)

1. Uczniowie siadaj we wczéniej ustalonych zespotach zadaniowych.
2. Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawurzgazwiazmy razem?”.
3. Uczniowie dokonuj podziatu, ktéra grupachzie rozwazywata dane zadanie. Uczniowie

powinni poci¢ zestaw zadai rozdziel zadania do odpowiednich grup.

4. Kazda grupa rozwizuje zadania samodzielnie. Po rogzz@niu zadania uczniowie redaguj

[1]
(2]
[3]

[4]
[5]
[6]

odpowied na karcie odpowiedzi.

5. Jeeli dana grupa zakazy prae, to jej czitonkowie powinni przgtzyc sie i pomoc

W rozwiazywaniu innym grupom.

6. Nauczyciel zbiera karty odpowiedzi.
7. Zakaczenie zajc.

Bibliografia do zestawu zad& ,,Rozwiazmy razem”

Babiaiski W., Chako L., Czarnowska J., Janocha atematyka 2, Pogcznik dla Liceum Ogolnoksztakego.
Ksztalcenie w zakresie podstawowym i rozszerzowgdawnictwo Nowa Era, Warszawa 2003

Stachowski E., Szurek M.,Ty zostaniesz Euklidesem. Zbidr zadde tylko dla Asa do klasy drugiej szké6t
srednich Oficyna Wydawniczo - Poligraficzna Adam, Warszalg99

Rams S., Rams TMatematyka bez grani€zs¢ Il Zadania konkursowe - etap wphy 1998-2003Nowy Sicz
2003

Gazeta Lubuska 21 marca 2007
Matematyka, Poziom podstawqvRrzyktadowy zestaw zaflar 2 CKE, marzec rok 2008

Prébny pisemny egzamin dojrzédoz matematyki, typy szkoty: licea zawodowe inéeh4-letnie o 10 h cyklu
nauczania matematykPozna, 7 marca 2000

Spotkanie 3: ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"

W

1. Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane kargcy zespotom zadaniowym.

Liderzy poszczegOlnych grup prezeatupzwiazania zadania.
Nauczyciel ocenia pragrup (pozytywne wzmaocnienie).
Podsumowanie zgj.
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Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” -
»Nieodparty urok ciggow; strzez sie pociggu do ...”

Bonus — na rozgrzewke®

W tym zadaniu naley:
1. Przettumaczy tres¢ zadania naggyk polski
2. Rozwiazat zadanie
3. Rozwigzanie zadania natg pod& w wybranym wczéniej jezyku

Bonus to warm-up Roman fountain (5points)

The water is spilled in all basins of a fountaiowh on the picture below.
On each level the half of water pouring in the bdsipoured out to two
basins which are directly located under it.

Bonus pour I’échauffement Une fontaine romaine (5 puntos)

Dans tous les bassins de la fontaine présentde gessin, I'eau coule. A chaque niveau, la moitié
d’eau versée dans un bassin est déversée dansahesuleux bassins inférieurs. En une journée,
un meétre cube d’eau est déversé du bassin le pluts Bxprime en fraction d’'un métre cube d’eau,

la quantité d’eau déversée de chaque bassin detiarie.

Suplemento para calentarse La Fuente Romana (5 points)

En todos los estanques de la fuente presentadiaddrup transvasa agua. En cada nivel, la mitad
de agua entrando al estanque se trasvasa al callss dsstanques que se encuentran directamente
debajo de él. Durante un dia, un metro cubico de &gsvasa del estanque mas alto. Traduce como
una fraccion del metro cubico de agua esta cantigadgua que trasvasa de cada estanque de la
fuente.

Abbuono per riscaldarsi Fontana Romana (5 punti)

Nelle tutte le vasche della fontana dimostratadsségno passa l'acqua. Su ogni livello la meta
dell'acqua cade nelle due vasche che Si trovareitdinente sotto. Durante un giorno dalla vasca
piu alta esce un metro cubo d’acqua.

Bonus zum Aufwarmen Romischer Springbrunnen (5 Punkte)

In allen Becken eines in der Abbildung dargestell&pringbrunnens lauft das Wasser uber. Auf
jeder Ebene fliel3t die Halfte von dem in das BeckiErinflieRenden Wasser in jeden von zwei
sich unmittelbar darunter befundenen Becken aumddi einem Tag fliel3t ein Kubikmeter Wasser
aus dem obersten Becken aus.

%3 Zaczerpnito z [1] — zadanie 2 strona 8
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Zadanie 1. Plus - minus (6 punktow)>

Oblicz sung utamkoéw:

3 3 3 3

—t——+———+ .+

14 417 70C 301804

4 4 4 4
+...+

b) —+—+
15 5@ 903 281[28¢t

Zadanie 2. Konkurs plastyczny (5 punktéw)

a)

W konkursie plastycznym przyznano nagrody aeza kwote 12400zt. 4
Najwyzsza nagroda wynosita 6400zt, a nagza 400zt. Wiadomol
ponadto,ze iloraz wartéci dwoch dowolnych kolejnych nagréd byt taki:

sam. lle nagrod przyznano? :

Zadanie 3. Wpasuj sie w konwencje... (2 punkty)

Zaproponuj wzOr na n-ty wyrazagju, ktérego kolejnymi wyrazamis

3°4°5 6
b) 4,2 4,24 2.

Zadanie 4. Olimpiada (5 punktéw)>

Druzyna polskich olimpijczykéw podczas igrzysk olimpish w Moskwie zdobyla 32 medale.
Z zestawienia liczby medali ztotych, srebrnych azowych, w podanej kolejsoi, odczytanego

z tabeli wynika,ze jezeli liczbe medali srebrnych zmniejszymy o 5, a pozostate g@xamy bez
zmiany, to otrzymamy trzy kolejne wyrazyagu arytmetycznego. Ponadto liczba medali ztotych
jest pk¢ razy mniejsza od liczby medalidaowych. Wyznacz liczb medali ztotych, srebrnych i
brazowych zdobytych przez polskich olimpijczykéw nahyigrzyskach.

> Zaczerpnito z [2]
% Zaczerpnito z [4]
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczen otwierajacych” -
»Nieodparty urok ciggow; strzez sie pociggu do ...”

Bonus na rozgrzewke. Rzymska fontanna *(5 punktow)

We wszystkich basenach fontanny przedstawioneysiznku przelewa siwoda. Na kadym
poziomie potowa wody wlewagej st do basenu wylewaedo kazdego z dwoch basendw
znajdupcych s¢ bezpdrednio pod nim. W aigu dnia jeden metr sggenny wody wylewa giz
najwyzszego basenu.

Wyré&z, jako utamek metra ss@ennego wodyetilosé wody, ktora wylewa giz kadego basenu
fontanny.

Rozwigzanie:
ey
4.
4
<
T ||%F||%
TN | l 1
| _T L1
BRI
s 3‘3‘ :_’-: -&‘:‘J’ g
N i Z
Rysunek 1 4 ustracja rozwigzania we wszystkich wersjach jezykowych®’
Punktacja
Czynna¢ Etapy rozwazania Liczba punktow
A Tlumaczenie naggyk polski 2
B Roziazenie ulamkdw na poszczegolne poziomy fontanny 2
C Odpowied pisemna wgzyku obcym \ 1

Bonus to warm-up. Roman fountain (5points)

Express the water's amount pouring out from eaanbas the fraction of a cubic meter.

Scores
Activity Stages of solution Points
A Translation into Polish 2
B Assigning the fractions to each basin for eagklle 2
C Writing the answer in English 1

% Zaczerpnito z [1] — zadanie 2 strona 8
" Rysunek — ilustrajcy rozwizanie jest taki sam we wszystkich wersjagtykowych
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* X %
*
*

* %k

Bonus pour I’échauffement Une fontaine romaine (5 points)

Pointage

Numéro de
I'activité

Solution étape par étape

Nombre de
points

A

Traduction en polonais

2

B

Disposition des fractions sur les niveaux sudtede la fontaine

2

C

Réponse écrite en langue étrangére

Suplemento para calentarse . La fuente romana (5 puntos)

Puntuacién

Numero de la
actividad

Etapas de la solucion

Puntg

DS

A

Traduccion en polaco

B

Reparticion de las fracciones en niveles respestile la fuente 2

C

Respuesta escrita en la lengua extranjera

Abbuono per riscaldarsi Fontana Romana (5 punti)

Punteggio

N. attivita

Tappe della soluzione

Numero di punti

A

Traduzione in polacco 2

B

Disposizione delle frazioni per ogni livello dellontana 2

C

Risposta scritta in lingua straniera

1

Bonus zum Aufwarmen Romischer Springbrunnen (5 Punkte)

Punktwertung

Tatigkeits
nummer

Etappen der Aufgabenlésung

Punktenz

ahl

A

Ubersetzung ins Polnische

2

B

Umlegung der Bruchzahlen auf einzelne Springbenebenen

2

C

Schriftliche Antwort in fremder Sprache

1

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Zadanie 1. Plus- minus (6 punktéw)

Sung mozna obliczy nastpujaco:

a)i+i+3++3 _4-1 7-4 10-7  304-301, 307-304_
1@ 407 700 ~ 3010304 40 704 1CD’ 304[301 307[804
4 1.7 4 10 7, 304 301 , 307 _ 304

—_——— ot - =
41 400 74 74 1Cy 107 304[B01 304[B01 307CB04 307[304
1.1 1.1 1 1 1 1 1 1 _ 306
-t —-——=1-——=
4 4 7 7 10 301 304 304 307 307 307
4 4 4 4 5-1 9-5 13-9 281- 277 285-281 _
b) —+—+——+...+ = + + + ...+
15 508 903 28128 501 9% 130 28:1[?.7/ 28281
1 1 1.1 1 1 1 1 1 _ 1 _ 284
1-=+=-—+=-— +—- + - =1- =

575 99 13 277 281 281 28t 285 28E

Punktacja

Czynndci Etapy rozwizania Liczba
punkty

A Zapisanie utamkéw w postacizdic a) 1

B Redukcja a) 1

C Zapisanie wyniku a) 1

D Zapisanie utamkéw w postaciaic b) 1

E Redukcja b) 1

F Zapisanie wyniku b) 1

Zadanie 2. Konkurs plastyczny (5 punktow)

Mamy chg geometryczny. Oznaczmy; = 6400 a, =400, S, =12400
s -40-9") _=a-aq" _a-aq"'[g_a-a,§ _6400-400

n = = = =

1-q 1-q 1-q 1-q 1-q
6400-40(y

Mamy, wiec: =12400, czyli: 6400~ 400g = 12400-12400Qy , zatem1200@ = 6000,

n-1 n-1 4
stad q = % Nastpnie: a, = 6400[%) =400, (%j =% = (%j , Zatemn=5

Odpowied: Przyznano 5 nagrod.

Punktacja
. . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwazania
A Rozpoznanie ggu geometrycznego i prayjie poprawnych 1
oznacze
B Zapisanie zwizku na sura czesciowa 1
C Wyznaczenie ilorazu qju 2
D Wyznaczenie iléci nagrod 1
58 Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Zadanie 3. Wpasuj sie w konwencje... (2 punkty)

n+1
a) a, =
n+2
b) a, =3+(-1)", gdzien>1, nON
Punktacja
Czynngaci Etapy rozwazania Punkty
A Podanie wzoru ogblnego w a) 1
B Podanie wzoru ogdélnego w b) 1

Zadanie 4. Olimpiada (5 punktow)

Oznaczmy:

X - liczba medali ztotych
y - liczba medali srebrnych,
32-(x+y)-liczba medali byzowych

a, =X a, =y, a,=32-(x+y) to kolejne wyrazy aigu arytmetycznego

5x =32—-(x+
Z warunkow zadania mamy: A (x+)
2(y—5)= x+32—(x+ y)
Otrzymujemy: -
ymuj y{y _14
Odpowied:
Polacy na tych igrzyskach zdobyli: 3 medale ztatesrebrnych i 15 hzowych medali.
Punktacja
. . . Liczba
Czynnaci Etapy rozwizania ounkty
A Oznaczenie iléci poszczegolnych medali i zapis z@kow 1
na chg arytmetyczny
B Zbudowanie petnego uktadu rowna 2
C Wyznaczenie iléci medali poszczegolnych kolorow 2
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic" 59
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Spotkanie 2: ,,Rozwigzmy razem” -
»Nieodparty urok ciggow; strzez sie pociggu do ...”
W tym zadanic? nalezy™®:
1. Przettumaczy tres¢ zadania naggyk polski
2. Rozwiazat zadanie
3. Rozwizanie zadania natg pod& w wybranym wczéniej jezyku
Exercise 1. High uphill (6 points)

Wiktor is very conscientious and patient. He isngoio built the card house ju
like the picture shows. He wants to built possithlg greatest house using all his
cards. The boy has got 5 decks of cards where edeck has 52 cards.
Unfortunately, the building plummeted before thejgct finishing. How many
floors (levels) will the Wiktor’s building have ithhe case the project’s success?

Exercice 1.Trés En Haut (6 points)

Victor est trés consciencieux et patient. Il préda faire un chateau de cartes comme sur le dessin
Cela doit étre une grande maison et pour la constxlictor utilisera toutes les cartes qu’il possed

Le garcon a compté que ses 5 jeux de cartes darischacun, c’est exactement le nombre gu'il
lui faut pour réaliser son projet. Malheureusemanmant que Victor ait terminé la construction, elle
s’est écroulée. Combien d'étages (niveaux) dewvaitr d& chateau de cartes que Victor avait prévu
de construire?

Tarea 1. Subiendo arriba (6 puntos)

Victor es muy concienzudo y paciente.Tiene ideaa@estruir una casita de naipes de la misma
manera que presenta el dibujo. Sera una casitalgreamstruida utilizando todos los naipes que
tiene Victor. El chico ha calculado que sus 5 jgede 52 naipes cada uno, son exactamente tantos
naipes que necesita él para realizar su proyeasgifaciadamente, antes de que Victor termine su
construccion, ella se ha roto. ¢ Cuantos pisoslés)debia tener la casita,que intentaba de construi
Victor?

Esercizio 1. Sempre Piu Alto (6 punti)

Wiktor & molto scrupoloso e paziente. Lui vuoletagise un castello di carte, di tale modo qual’e
dimostrato sul disegno. Dece essere un castelltdgEimo per cui, bisogna usare tutte le carte da
gioco che ha Wiktor. Il ragazzo ha calcolato chsuoi 5 mazzi di 52 carte ogniono fanno
esattamete il numero necessario per realizzamoggito. Purtroppo, prima di finire il progetto di
Wiktor, la costruzione ha caduto a pezzuanti piani (livelli) doveva avere il castello diiktor?

%8 Zaczerpnito z [1] - zadanie 3, strona 133
%9 Zdjecia wykonata Iwona Derendarz
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Aufgabe 1. Hoch hinaus (6 Punkte)

Viktor ist sehr gewissenhaft und geduldig. Er bedtigt, ein Kartenhaus zu bauen, in der Art wie
es in der Abbildung dargestellt wird. Es soll einfges Haus werden, zu dessen Entstehung alle
Spielkarten benutzt werden, die Viktor hat. Derghuhat ausgerechnet, dass seine 5 Kartenspiele
mit jeweils 52 Karten genau so viel sind, wie man¥erwirklichung des Projekts braucht.

Leider, ehe er mit der Konstruktion fertig wurdie] 6ein Bauwerk auseinander.

Wie viele Stockwerke (Etagen) sollte das Kartenlma®en, das sich Viktor bauen wollte?

Zadanie 2. Wpasuj sie w konwencje... (3 punkty)®

Zaproponuj wzoér na n-ty wyrazagju, ktdrego kolejnymi wyrazamas
a) -8 —-10,1 8 27, 64,...
b) 23332333233323332...

1+(-2)"
2

Wskazowka: zbadaj najpierwgd a,, = ”Z(T;Jfl)

, gdziem = n=>1 nON

Zadanie 3. A moze jednak...? (3 punkty)®

n®+2n2+n-3
n?+5

Wykaz, ze zaden z wyrazow ggu a, = nie rowna sj 2.

Zadanie 4. Cofanka (2 punkty)®
Oblicz a,, jezeli wiesz,ze:

1
a) a,,,=2010oraza,, =—

b) a;, =29 oraza,,, =2a,+3 dlan=1
Zadanie 5. Sito (4 punkty)®
Ciag arytmetyczny okrdony jest wzorema, = %(Sn +1), dlan=1
a) Sprawd, ktorym wyrazem eigu (an) jest Iiczba37%

b) Wsrod pkc¢dziesiciu pocatkowych wyrazéw cigu (an)sq wyrazy ledace liczbami
catkowitymi. Oblicz sum wszystkich tych wyrazow.

61 Zaczerpnito z [2] - zadanie 5.10.3 strona 136
62 Zaczerpnito z [2] - zadanie 5.24 strona 140
83 Zaczerpnito z [3]
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Zadanie 6. Uogélnienie (4 punkty)®
. 1 1 1 1
a) Oblicz: + + ..+ =
) 1442 V2+43 J3+4 V50 +4/51

1 1 1 1
+ + +.,.+——— =10
1+42 J2+43 J3+4a Vx+x+1
Zadanie 7. Truten (4 punkty65

b) Rozwiaz rownanie:

Samiec pszczoty, trute rodzi st z niezaptodnionego [k T] /K K K K 8
jaja samicy (krolowej)- nie ma ojca. Natomiast / \

krdlowa ma dwoje rodzicow. Rysuri€k obok K K [T "k &
przedstawia drzewo genealogiczne trutnia -(K ozaacz

matlke, T - ojca). K T K
Naszkicuj dwa poprzednie pokolenia przodkow trutnia 3

i sprawd, ze liczba przodkow w kolejnych pokoleniach
réwna se kolejnym liczbom Fibonacciego:

f o= f=1 f,=1 K 1
" fro = fo + g

Wypisz 15 kolejnych wyrazow giju Fibonacciego. T 1

Zadanie 8. Groch z kapusta (5 punktéw)®’

Dlugosci a, b, ¢ bokow tréjkata prostoktnego, ktorego obwaod jest rowny 24 twodag

arytmetyczny. Oblicz:

a) Dlugos¢ wysokaci poprowadzonej z wierzchotkatia prostego.

b) Wartas¢ wyrazenia sing +sing — 2sinasing, gdziea, B sa miarami ktéw ostrych trojlsta.

Zadanie 9. Pietruski (4 punkty)®®

Upraos¢ wzor na ogolny wyraz ggu. Oblicza,, n=1, nON

2- 32 b) an:1+;1

a) a, = n"+1 1+
1——_1 1+1
n+1 n

64 Zaczerpnito z [4]

8 Zaczerpnito z [5] - zadanie 3, strona 182

% Rysunek wykonata lwona Derendarz w programie Cabri
67 Zaczerpnito z [6]

88 Zaczerpnito z [2[ - zadania 5.7.3, 5.7.4 strona 136
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Zadanie 10. Latapcy fraktal (6 punktow®
Fraktalem nazywamy figgrgeometrycza, ktora otrzymujemy powtarza¢ te same czynioi.
Na rysunkd® pokazano trzy pierwsze

etapy konstrukcji ,lataice fraktale”.
Narysowane tam trojity sa przystajce,
a dwa kolejne majtylko jeden wspolny
wierzchotek.

Przyjmijmy,ze a =12 i |AB =15cm.
Po obliczeniu &tow trojkgtow zbuduij

figure, jakg otrzymamy w nagbnym ,

etapie. etap 1
Zadanie 11. Ornamenty (6 punktéw)”

W tréjkat rownoboczny o bokur wpisano kota (doktadnie10 két), jak na rysuffku

etap 2 A etap 3

Oblicz pole zacieniowanej figury.
Zadanie 12. tancuszek szczescia (3 punkty)”

Co kilka lat obiega Polsk tancuszek szaegcia.

Przybiera on réne formy. Jedna z najprostszych jest ¢@aghca. Dostajesz pocgt

liste np. széciu osob. Pierwszej osobie wysytasz np.10zt id&sz jej nazwisko z

listy, a na kacu dopisujesz swoje. Tak spadzomy list¢ wysytasz do szeiu

innych osob, z ktorych kda ma powtorzg Twoja procedug. W ten sposob Twoje

na2W|sko znajdzie sina przedostatnim miejscu na 6 listach.
. W nastpnym etapie na drugim od kca na 36 listach, wreszcie na

6° = 7764istach na pierwszym miejscu. W krétkim czasie puese otrzyma
7766 razy tyle pierdzy, ile wystatg.

Dlaczego nie jest to pewny sposéb nasclejdo fortuny, nawet przy zakniu,
ze kady, kto otrzymat ligt, wysyta ¢ dalej zgodnie z instrukgp

89 Zaczerpnito z [1] - zadanie 7 strona 49

0 Zeskanowana ilustracja z [1]

"l Zadanie wlasne Iwony Derendarz

2 Rysunek wykonata lwona Derendarz w programie Cabri
3 Zaczerpnito z [2] - zadanie 5.84 strona 156
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ¢éwiczen
»Rozwigzmy razem” —, Nieodparty urok ciggéw; strzez sie pociggu do ...”

Zadanie 1. Wysoko do gory (6 punktéow)

Wiktor jest bardzo sumienny i cierpliwy. Zamierdaudowa& domek z kart, w taki
Sposob jak przedstawiono na rysunku. Ma to\Wwielki domek, do zbudowania,
ktérego zostanwykorzystane wszystkie karty do gry, jakie ma Wikt .
Chiopiec policzytze jego 5 talii po 52 karty kda, to doktadnie tyle kart, ile potrzebe:
do realizacji projektu.

Niestety, zanim Wiktor ukiczyt konstrukag, jego budowla rozpadtacsi

lle pieter (poziomdéw) miat miedomek, ktory zamierzat zbudaiwa/iktor?

Zadanie 1. Wysoko do gory (6 punktéw)

Oznaczmy przeL, ilos¢ kart potrzeba do zbudowania n girowego domku z kart.
Wtedy mamy:C, =2, C, =2+1+2[2, C,=2+1+2[2+2+3[2

Ogolnie: C,, =C, +n+2(n+1)=C, +3n+2.

Mamy, wiec kolejne wyrazy agu:

C,=2 C,=2+31+2=7,C;=7+32+2=15, C,=15+3[B+2=26, C, =26+3[4+2=40,
C, =40+3[B+2=57, C, =57+3[6+2=77, C, =77+37+2=100, C, =100+ 3[B+2=126,
C,, =126+3®+2=155, C,, =155+ 3110+2=187, C,, =187+ 31+2 =222,

C,3 =222+ 312+2=260

Zatem z 260 kart nima zbudowé 13 pktrowy domek.

Punktacja
Czynna¢ Etapy rozwizania Punkty
A Tlumaczenie naggyk polski 1
B Wyznaczenie wzoru rekurencyjnego 2
C Obliczenie sumy kart na 13 kondygnacjach 1
D Odpowied pisemna wgzyku obcym 2

Exercise 1. High uphill (6 points)

Denote byC , the number of cards needful for building a hough wlevels.

Then:C, =2, C,=2+1+2[2, C; =2+1+2[2+2+3[2

Generally:C,, =C, +n+ 2(n +1) =C,+3n+2.

Hence, the consecutive words of a sequence are:

C,=2 C,=2+30+2=7, C;=7+3[2+2=15, C,=15+3B+2=26, C; =26+3[4+2=40,
C; =40+3b+2=57, C, =57+36+2=77, Cg =77+3[07+2=100, Cy =100+ 3[8+2=126,
C =126+30@+2=155, C;, =155+ 310+2=187, C,, =187+ 311+ 2=222,
C3=222+312+2=260

So, using 260 cards we can built a house withd&$l

Scores
Activity Stages of solution Points
A Translation into Polish 2
B Computing the sequence’s rule recursively 2
C Counting the sum of cards on 13 levels 1
D Writing the solution in English 1
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Exercice 1. Tres En Haut (6 points)

Soit C,, le nombre de cartes dont on a besoin pour cornstuichateau de cartes de n étages.
Nous avons alorsC, =2, C, =2+1+2[2, C, =2+1+2[2+2+3[2

En généralC,, =C, +n+ 2(n +1) =C,+3n+2.

Nous avons donc les termes suivants de la suite:

C,=2 C,=2+30+2=7, C;=7+3[2+2=15, C,=15+3B+2=26, C; =26+3[4+2=40,
C; =40+3b+2=57, C, =57+36+2=77, Cg =77+3[07+2=100, Cy =100+ 3[8+2=126,
C, =126+30@+2=155, C;, =155+ 310+2=187, C,, =187+ 311+ 2=222,
C3=222+312+2=260

Ainsi avec 260 cartes pouvons-nous construire usison de 13 étages.

Pointage
Numéro
de Solution étape par étape Points
I'activité
A Traduction en polonais 2
B Détermination de la formule récurrente 2
C Calcul de la somme des cartes sur 13 étages 1
D Réponse écrite en langue étrangére 1

Tarea 1. Subiendo arriba (6 puntos)

Marquemos poC, la cantidad de naipes indispensable para constmaiicasita con pisos de
naipes.

Entonces tenemog,; =2, C, =2+1+2[2, C; =2+1+2[2+2+3[2

Entotal: C,, =C, +n+2(n+1)=C, +3n+2.

Tenemos entonces los términos de la serie sigsiente

C,=2 C,=2+30+2=7,C;=7+32+2=15, C,=15+3B+2=26, C; =26+3[4+2=40,
C; =40+3p+2=57, C, =57+36+2=77, Cg =77+3[07+2=100, Cy =100+ 3[8+2=126,
C,, =126+3@+2=155, C,, =155+ 3[10+2=187, C,, =187+ 3[11+2 =222,

C,3 =222+ 312+2=260

Entonces se puede construir la casita con 260 faipe

Puntuacion
Numero . Cantidad
de la Etapas de la solucion de la tarea
. de puntos
actividad
A Traduccion en polaco 2
B Determinacion de la formula recurrente 2
C Céalculo de la suma de los naipes en 13 niveleegp 1
D Respuesta escrita en la lengua extranjera 1
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Esercizio 1. Sempre Piu Alto (6 punti)

Determiniamo comé,, il numero di carte necessario per costruire itetbsdi n piani.

Cosi abbiamoC, =2, C, =2+1+2[2, C,=2+1+2[2+2+3[2

In generaleC,,, =C, +n+2(n+1)=C, +3n+2.

Dunque abbiamo i termini consecutivi della sequenza

C,=2 C,=2+30+2=7,C,=7+3[2+2=15, C,=15+3[B+ 2= 26,
C,=26+34+2=40,C,=40+305B+2=57,C, =57+36+2=77, C; =77+3[T+2=100,
C, =100+3[B+2=126, C,, =126+3@+2 =155, C,; =155+3[10+2 =187,
C,=187+301+2=222, C,, =222+3[12+2 =260

Allora con 260 carte si puo costruire il castelib3dpiani.

Punteggio
N Tappe della soluzione Punti
attivita
A Traduzione in polacco 2
B Espressione della formula di recorenza 2
C Calcolo delle carte su 13 livelli 1
D Risposta scritta in lingua straniera 1

Aufgabe 1. Romischer Springbrunnen (6 Punkte)

Bezeichnen wir durclf,, die Kartenmenge, die man zur Entstehung von emstickigen
Kartenhaus braucht.

Wir habendannt, =2, ¢, =2+1+2-2, C;=2+14+2-242+4+3-2

Allgemein:C,,; =C, +n+2(n+1)=C, +3n+ 2

Wir haben also néchste Folgenglieder:

C,=2 C,=2+31+2=7,C,=7+3[2+2=15, C,=15+33+2=26,
C,=26+3[#4+2=40,C, =40+3B+2=57,C, =57+36+2=77, C, =77+3[F +2=100,
C, =100+3[B+2=126, C,, =126+3@+2 =155, C,; =155+3[10+2 =187,

C,, =187+3M01+2=222, C, = 222+3[12+2 = 260

Folglich kann man mit 260 Karten ein Hauschen rBiStockwerken bauen.

Punktwertung
Atokeid -
Tatigkeits Etappe der Aufgabenlosung Punktenzahl
nummer
A |Ubersetzung ins Polnische 2
B Bestimmung periodischer Formel 2
C Summenberechnung von Karten auf 13 Stockwerken 1
D Schriftliche Antwort in fremder Sprache 1
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Zadanie 2. Wpasuj sie w konwencje... (3 punkty)

a) a,=(n-3)°

n

b) a :ﬁ,gdziem:m n>1 nON

Punktacja
Czynnaci Etapy rozwazania Liczba punktow
A Podanie wzoru ogolnego w a 1
B Podanie wzoru ogolnego w b 2

Zadanie 3. A moze jednak...? (3 punkty)
n*+2n’+n-3 _

n’+5
Mamy n® +2n? +n—-3=2n? +10, czyli: n®* +n-13=0
Zauwamy, ze n(n2 +1):13 gdzienN.

Zatezmy, ze a,, = 2, wtedy 2

Liczba 13 jest pi t b n=1 Ib n=13
ICZDa estl plerwsgz zatem a albo .
Jest plerwse n®>+1=13 n>+1=1

Oba uktady g sprzeczne. Zatera,, # 2

Punktacja
) . Liczba
Czynnaci Etapy rozwazania punktow
A Zapisanie rownania(lub nieréwém) i doprowadzenie do najprostszej 1
postaci
B Wykazanieze rownanie nie ma rozazan(lub nierbwnd¢ zawsze 5
spetniona)
Zadanie 4. Cofanka (2 punkty)
. . 1
a) Zauwamy,ze a, = —,
n+1
wigc a S N a -+ . = 2010, zatem -1
209 @, 20100 %% a1 ’ %= Z01c
2010
-3
b) zauwamy,ze a, = a”%
. 29-3 13-3 5-3 1-3
mamy wec.a, =— =13, a,=—=5,a, =—— =1, =—=-1
yWRE S =75 P2 22 AT
Punktacja
Czynngci Etapy rozwazania Liczba punktéw
1 Wyznaczenie pierwszego wyrazu 1
2 Wyznaczenie pierwszego wyraz 1
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Zadanie 5. Sito (4 punkty)

a) a,= 37%, otrzymujemy réwnanie41-(3n +1)=37§, czyli 3n+1=151, . Odpowied:
jest to 50-ty wyraz agu.

b) a, = 3n4+1- Mamy a, =1, a; =4, a, = 7...wyrazy catkowite tworz tez arytmetyczny

ciag (b, ), w ktérymb, =1, r =3, czyli b, =1+(n-1)[3=3n-2, 3n—2<37§, wiec

n < 131

4

1+37
Mamy, zatemn =13, b; =1+12[3=370raz S, —TELS 247
Punktacja
: . Liczba
Czynndaci Etapy rozwazania punktow

A Wyznaczenie n=50 1

B Wyznaczenie podggu o wyrazach catkowitych(pierwszy 1
wyraz i rznica)

C Wyznaczenie ilgci wyrazow tego aigu 1
D Obliczenie ich sumy 1

Zadanie 6. Uogdlnienie (4 punkty)

Ad a)

1 + 1 + 1 + +—1 =

1442 V2+43 3+J4 7 J50+4B1

1 32, 1 428, 1 4f50-45i_

132 12 N2+43 23 " J50+51 vB0-—V51
12 2o oA, -

. . ot —1++2-+2+43-..-/50 +4/51=51-1
Ad b) analogicznie, dlx >0
S S| 1 _1-42 2-43, f Vx+1 _
1+J§ .J§+V@ J§+JZ J;+Jx+1 -1 -1 -1
VXx+1-1
Otrzymujemy réwnaniey/’x +1-1=10, vx+1=11, x+1=121, czyli X=120
Punktacja
. . . Liczba
Czynndaci Etapy rozwazania punktow
A Usunkcie niewymiernéci z mianownikow utamkow a) 1
B Wyznaczenie sumy a) 1
C Wyznaczenie zwigtej postaci rownania 1
D Podanie rozwizania réwnania 1
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Zadanie 7. Truten (4 punkty)
Pocatkowe wyrazy tego qgu to:  1,1,2,3581321345589144 233377 61Q..."*

NNNVYIYINS

13

[==]

Punktacja
Czynndagci Etapy rozwazania Liczba punktéw
A Wyznaczenie 15 wyrazowagu Fibonacciego 1
B Dorysowanie dwoch pokaieprzodkow trutnia 3

Zadanie 8. Groch z kapusta (5 punktow)

a) Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysuriRu

Mamy: ata+r+a+2r =24
3a+3r=24. b=a+r=8,czylir=8-a

c=atlr
a Z twierdzenia Pitagorasda +2r)* =a® +(a+r)’
c‘ —— 4 Po podstawieniufl6-a)? = a2 + 64, otrzymujemya=6i r =2
a=6
Boki trojkata maj, zatem dtugéci <b =8 Poréwnujc poleAABC
c=10

otrzymujemy:a?IO = c_2h , gdzieh oznacza wysoki@é opuszczon na bokc.

6(8=10[h, czyli h=438

sing +sinf - Zsina'E'kin,B=E+E—2E =£+£—2[—£[—I8—=§+£—ZB’§G{=§—£'=1—1
b) c c cc 10 1cC 1 1C 5 5 55 25 28 25
Punktacja
Czynnggci Etapy rozwizania Liczba punkow
Wykonanie rysunku, przggie oznacze jak dla cagu arytmetycznego,
A A o 1
zapisanie obwodu tréjka
B Wyznaczenie a i r 1
C Podanie diugiei bokow tréjlata 1
D Wyznaczenie wysokaoi 1
E Podanie wartei sumy b) 1
" Rysunek wykonata lwona Derendarz w programie Cabri
> Rysunek wykonata lwona Derendarz w programie Cabri
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Zadanie 9. Pietruski (4 punkty)

- _125 b) a =3N*2 , 17
3) & T onel 2T o1 " 2n+1’ 11
Punktacja
Czynndagci Etapy rozwazania Liczba punktéw
A Wyznaczenie wzoru ggu i obliczenie pitego wyrazu a) 2
B Wyznaczenie wzoru ggu i obliczenie pitego wyrazu b) 2

Zadanie 10. Latajacy fraktal (6 punktéw) ’®

T

etap 1 etap 2 etap 3

Obliczapc kat korzystamy z tegae trojkaty sa rownoramienne:
JAOC+[COB=18C, wiec JAOC =180° -24 i OCOB=180° - (28+a),

0° _12°

co daje180° -4p3-a =0, sid: ﬁ:ls . = 42°

2V 7O g5 9 _ypo
4 4

7

Miara kata wewretrznego w tréjlgcie réownoramiennym wynosik80 —242° =180F -84° =96°.

Punktacja
Czynnaci Etapy rozwazania Liczba punktow
A Wyznaczenie &Ow trojkata 3
B Wykonanie i naklejenie na karcie odpowiedz frékta 3

6 Zeskanowana ilustracja z [1]
7 Zeskanowana ilustracja z [1]
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Zadanie 11. Ornamenty (6 punktéw)

Promienie két tworg ciag geometryczny®
Oznaczmy promienie kat. :

rn== ;T itd
3 2 6 6 54
Dlugasci promieni wynikag z podobiéstwa kot i skali

podobiélstwa% .

Pola kot twora ciag (P,): B, = 7712 = = =Ln,
36 12
P, =mr} = 77[-!i —i P=mri=nm 3 = réwniez ciag geometryczny o iloraziq =l
2 =Mo" 10e T T 01¢ 97 * 9
Otrzymujemy surapél: S=S, +2S;, gdzieS, =R +P, +P,+P, z& S, =P, + P, + P,
aON . 5
Mamy: S, ——[] 9 [] 6561 T PS00 P 2057 o o \9) 9T
-1 8 12 6561 8 2187 108 ;1 4374
9 9 9
167m
Uzyskujemy sure S=
ysjemy sur 145¢
Punktacja
. L Liczba
Czynnaci Etapy rozwazania punktow
A Wyznaczenie diugai promieni kot i stwierdzenie aju 1
geometrycznego
B Wyznaczenie pol poszczegolinych kot 2
C Obliczenie sumy pol 3
Zadanie 12. tancuszek szczescia (3 punkty)
Liczba os6b uczestnigzych w grze rénie lawinowo.
Po krotkim czasie nie majwmowych ludzi, do ktérych nima wysyta kartki.
Pozostali mog, co najwyej wysyt& sobie pienidze nawzajem.
Punktacja
. L Liczba
Czynnaci Etapy rozwazania punktow
A Udzielenie wyczerpuagej odpowiedzi na pytanie zadania 3
8 Rysunek wykonata lwona Derendarz w programie Cabri
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Pakiet M-2.4 ,Kombinuj dziewczyno”

I. Tresci merytoryczne:

permutacje z powtdrzeniami i bez powtdrfbez nazywania - z reguty mienia);
kombinacije;

wariacje z powtdérzeniami i bez powtofizgpez nazywania - z reguty mrenia);
algebra zbioréw (suma zbiorow).

Il. Cele szczegotowe:

ksztatcenie umigfnosci rozumowania przez anal@gi

zliczanie ilgci mazliwosci z uzyciem reguty mneenia;

zastosowanie silni i symbolu newtona przy ragyianiu prostych problemow
kombinatorycznych;

zastosowanie algebry zdafizéo rozwiazywania problemow kombinatorycznych.

lll. Proponowane metody i formy pracy

Metoda: praca w grupach, burza mézgow.
Forma pracy: wspolnym frontem.
Srodki dydaktyczne: karty pracy, gry dydaktyczne.

IV. Przebieg zajec

Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace(1 godzina lekcyjna)

1.

2.
3.
4

o

Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obécio
Podziat ucznidw na zespoty zadaniowe (grupy 4 s@owe).
Wybor lideréw, sekretarzy , asystentéw poszczegiirgrup.

Rozdanie kadej z grup zestawdwwiczen otwierapcych oraz materiatdw potrzebnych
do rozwhzywania zada

Rozwigzywanie¢wiczen przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.
Przedstawienie i porbwnanie rozan zada przez przedstawicieli grup.
Zebranie kart z rozweaniami.

Bibliografia do , Cwiczen otwierajacych”

[1] Gerstenkorn T.$rodka T.,Kombinatoryka i rachunek prawdopodobétwa, Paistwowe Wydawnictwo Naukowe,

Warszawa 1980

[2] Pawlak R., Pawlak H., Rychlewicz A., Rychlewicz Aylak K., Fabisiczyk M., Matematyka Krok po Kroku

Zbior zada dla klasy trzeciej liceum ogdlnoksztgtego, liceum profilowanego, technikulydawnictwo
Edukacyjne Res Polona, tbd

[3] Zakrzewski M..Zak T.,Kombinatoryka, prawdopodobistwo i zdrowy rozalek Oficyna Wydawnicza
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Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)

[1]
(2]
[3]

[4]

Uczniowie siadaj we wczéniej ustalonych zespotach zadaniowych.
Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawurzgdazwiazmy razem”.

Uczniowie dokonuj podziatu, ktéra grupaghzie rozwiazywata dane zadanie. Uczniowie
powinni poci¢ zestaw zadai rozdziel zadania do odpowiednich grup.

Kazda grupa rozwizuje zadania samodzielnie. Po rozz@niu zadania uczniowie redaguj
odpowied na karcie odpowiedzi.

Jezeli dana grupa zakazy prae, to jej cztonkowie powinni przytzy¢ sic i pomoc w
rozwiazywaniu innym grupom.

Nauczyciel zbiera karty odpowiedzi.
Zakonczenie zajé.

Bibliografia do zestawu zad# ,Rozwiazmy razem”

Ligman J., Stachowski E., Zalewska Zhior zada z kombinatoryki i rachunku prawdopodofséva dla
uczniéw szkd&rednich Oficyna Wydawniczo - Poligraficzna ,Adam” Warszaw987

Gerstenkorn T.Srédka T.,Kombinatoryka i rachunek prawdopodokétwa, Paistwowe wydawnictwo Naukowe,
Warszawa 1980

Pawlak R., Pawlak H., Rychlewicz A., Rychlewicz Aylak K., Fabigiczyk M., Matematyka Krok po Kroku
Zbioér zadai dla klasy trzeciej liceum ogélnoksztatego, liceum profilowanego, technikuwydawnictwo
Edukacyjne Res Polona, tbd

Zakrzewski M. Zak T.,Kombinatoryka, prawdopodobistwo i zdrowy rozglek Oficyna Wydawnicza
Quadrivium, s. c., Wroctaw 1994

Spotkanie 3: ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

WD

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"

Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane kargcy zespotom zadaniowym.
Liderzy poszczegOlnych grup prezeatupzwiazania zadania.

Nauczyciel ocenia pragrup (pozytywne wzmaocnienie).

Podsumowanie zg&j.
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Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” - ,Kombinuj dziewczyno...!”

Bonus na rozgrzewke Reklama (5 punktéw)”

W tym zadaniu naley:
1. Przettumaczy tres¢ zadania naggyk polski
2. Rozwigzat zadanie
3. Rozwizanie zadania natg pod& w wybranym wczéniej jezyku

Bonus pour I’échauffement PublicitE (5 points)

« Un milion de menus complets ! » - annonce laipitéld’'un restaurant.

Réellement, il n'y a que dix entrées, douze soupemgt plats principaux, vingt
desserts et vingt-cing sortes de vin. Est-ce quastle droit de te sentir escroqué ?
Justifie ta réponse par un calcul.

Bonus to warm-up Promotion (5 points)

.Milion kinds of dinner in our menu!” - says somehvartising of the restaurant. In fact in the
restaurant there are ten appetizers, twelve sawgsity meat dishes, twenty desserts and twenty
five kinds of wine. Do you have the law to feebk@&d? Substantiate your answer using the bill.

Suplemento para calentarse Publicidad (5 puntos)

»i Millbn de menus de la comida!”- dice la publiad de un restaurant. De verdad ahi hay
solamente diez entradas, doce sopas, veinte plaoge postres y veinticinco especies de vino.
¢, Puedes sentirte engafiado? Apoya tu respuesthc@ouo.

Abbuono per riscaldarsi Pubblicita (5 punti)

,Un milione di piatti !I"- dice la pubblicita di unistorante. In realta qui ci sono solo dieci argipa
dodici zuppe, venti secondi piatti, venti dessereeti vini. Puoi pensare che ti lasci ingannate?
risposta deve essere sostenuto del calcolo.

Bonus zum Aufwarmen Werbung (5 Punkte)

.Million Mittagssatze!”- verkiindet die Werbung va@mnem Restaurant. In Wirklichkeit gibt es dort
nur zehn Vorspeisen, zwolf Suppen, zwanzig zwei@inge, zwanzig Nachspeisen Und
funfundzwanzig Weinsorten. Hast du Recht, dichdgen zu fuhlen? Beleg die Antwort mit einer
Rechnung.

9 Zaczerpnito z [1] - zadanie 6 strona 15
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Zadanie 1. lle? (4 punkty)®
a) lle mazna narysowaprostych, ktore przechoalprzez dwa spwdd 10 punktow
lezacych na okggu?

b) lle trojkatow mazna narysowawybierapc jako wierzchotki trzy punkty sgodd 10
punktéw lezacych na okegu?

c) lle przekytnych ma dziestiokat, ktérego wierzchotki lzg na okegu?*

O @

Zadanie 2. TAxi (3 punkty)82

s
VS aans i
CanaV PN

(7% !‘"1_&!;;:5'—;;.

Po liniach diagramu nmiemy posuwa si¢ tylko do gory ) lub w prawo P). Aby dog¢ z punktuA
do punktuB, mazemy wybrg drog; GGGPPPPP®

D B

C A

|
Liczba wszystkich drog oA do B jest réwna;—[é! =56

lle jest r&nych drog wiodcych z punktuC do PunktuD?
Zadanie 3. Cztery nagrody (3 punkty)®

lloma sposobami mma rozdziek cztery r@ne nagrody nedzy trzech pracownikow, jeli nawet
wszystkie nagrody magprzypd&c¢ jednemu pracownikowi?

Zadanie 4. Opera (4 punkty)85

W pewnej operze kala z 6 r6l ma 3 obsady. Na ile sposobownaoskompletowaobsad
przedstawienia przy zateniu, ze:
a) Kazdy obsadzony jest tylko w jednej roli?

b) Jeden zépiewakow obsadzony jest w dwu rolach, ktorych naenvykonywa
jednoczénie?

8 Zadanie wtasne Iwony Derendarz

81 Rysunki wykonata Iwona Derendarz w programie Cabri
82 7aczerpnito z [2] - zadanie 21 strona 33

8 Diagramy wykonata Iwona Derendarz w programie Cabr
84 Zaczerpnito z [3] - zadanie 2.58 strona 55

8 Zaczerpnito z [1] - zadanie 6 strona 20
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczen otwierajacych” —
»Kombinuj dziewczyno...!

Bonus na rozgrzewke Reklama (5 punktéw)

.Milion zestawOw obiadowych!”- gtosi reklama pewrregtauracji. Napravedest tam tylko
dziesi¢ przystawek, dwartaie zup, dwadzieia drugich da, dwadziécia deseréw i dwadzeia
pie¢ gatunkdéw win. Czy masz prawo &zsig oszukanydpowied poprzyj rachunkiem.

Bonus na rozgrzewke Reklama (5 punktéw) — szkic rozwigzania
Odpowiedz: Nie, bo10-20-12 - 20- 25 = 1200000 m
Punktacja
Czynngci Etapy rozwizania Liczba punktow
A Ttumaczenie naggyk polski 2
B Rozwhzanie zadania 2
C Odpowied pisemna wgzyku obcym 1

Bonus pour I’échauffement PublicitE (5 points)
Nie, bo10-20-12- 20- 25 = 1200000

Pointage
Numeéro de l'activité Solution étape par étape Narde points
A Traduction en polonais 2
B Solution de I'exercice 2
C Réponse écrite en langue étrangére 1

Bonus to warm-up Promotion (5 points)
We don’t have such law because- 20- 12- 20 - 25 = 1200000 it gives over a milion of dinners.

Scores
Activity Stages of solution Points
A Translation into Polish 2
B Solution 2
C Writing of solution in English 1

Suplemento para calentarse Publicidad (5 puntos)

No, porquel( - 20 - 12 - 20 - 25 = 1200000
Puntuaction

Numero de la actividad Etapas de la solucion Puntos
A Traduccion en polaco 2
B Solucién de la tarea 2
C Respuesta escrita en la lengua extranjera 1

Abbuono per riscaldarsi Pubblicita (5 punti)
No, perchélo-12-20-20- 25 = 1200000

Punteggio
N. attivita Tappe della soluzione Punti
A Traduzione in polacco 2
B Soluzione dell’'esercizio 2
C Risposta scritta in lingua stranierg 1
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Bonus zum Aufwarmen Werbung (5 Punkte)

Nein, weil10- 12 20- 20 - 25 = 1200000

Punktwertung
Tatigkeits nummer Etappen der Aufgabenlésung P unzkitiel
A Aufgabeibersetzung ins Polnische 2
B Aufgabenldsung 2
C Schriftliche Antwort in der Fremdsprache 1

Zadanie 1. lle? (4 punkty)

10 10
a) :1_0:45 b) :&:120
2 218! 3

37
C) n=10= n —n:M:@:35
2 2 2
Punktacja
Czynna¢ Etapy rozwazania Liczba punktéw
A Podanie rozwizania a) 1
B Podanie rozvazania b) 1
C Podanie rozwzania c) 2

Zadanie 2. Taxi (3 punkty)

Przyktadowe przégie: PGGPPPGPPG
. , J100

Takich przejc¢ mamy.M =210

Punktacja
Czynna¢ Etapy rozwazania Liczba punktéw
A Zapisanie przyktadowego prZeja 1
B Podanie rozwizania zadania 2

Zadanie 3. Cztery nagrody (3 punkty)

Nagrody I Il Il v
Mozliwosci 3 3 3 3
Zatem3[B[BEB=3" =81
Odpowiedz:
Nagrody mana rozdziek na 81 sposobow.
Punktacja
Czynna¢ Etapy rozwazania Liczba punktéw
A Zapisanie przykiadowego przypadkowania 1
B Podanie rozwizania zadania 2

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Zadanie 4. Opera (4 punkty)

Rola | Il 11 v |V | VI
Mozliwos¢ obsadzenia 3 3 3

w
w
W

a) Zatem:3°® =729

b) Rozwamy te dwie role. W zasadzie e je obsadzina 3[3 =9 sposobow, ale trzeba
odrzuct mazliwos¢ obsadzenia obu rél przez naszépiewaka, co daje 8 mbwosci.

Pozostate cztery role moa obsadzina 3* =81 sposobéw. hcznie 81=648

Punktacja
Czynnai¢ Etapy rozwizania Liczba
ynnae Py Tozvia, punktow
A Zapisanie rozwjzania a) 1
B Podanie rozwizania zadania b) 3
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Spotkanie 2: ,,Rozwigzmy razem” - ,,Kombinuj dziewczyno...!
Zadanie 1. (5 punktow)®

W tym zadaniu naley:
1. Przettumaczy tres¢ zadania naggyk polski
2. Rozwigzat zadanie
3. Rozwigzanie zadania natg pod& w wybranym wczéniej jezyku

Exercice 1. Ah, ces enfants... (5 points)

Petit Arthur a cinq paires de chaussures. Pourrensts chaussures, il adopte
deux regles:

Il ne met jamais la chaussure gauche au pied gatdaechaussure droite au pied
W droit.

=2 |l ne met jamais les deux chaussures d’une ménme.pai

Il peut mettre ses chaussures de combien de fagons

Exercise 1. Oh, these kids... (5 points)

A little Arturek has 5 pairs of shoes. Shoeing lveags heads two rules:

He never dress the left shoe to the left foot &edright shoe to the right foot.
He never dress two shoes from the same pair.

How many combinations has Arturek got dressing shodis feet?

Tarea 1. Ay, Estos ninos ... (5 puntos)

El pequefio Arturo tiene cinco pares de zapatoseRda los zapatos se dirige de dos principios:
Nunca pone un zapato izquierdo al pie izquierdannzapato derecho al pie derecho
Nunca pone dos zapato del mismo par. ¢ Cuantas asatkeiponer zapatos a los dos pies hay?

Esercizio 1. Ah questi bambini... (5 punti)

Piccolo Arturek ha cinque paia di scarpe. Quanduodée ha due principi:
Non mette mai la scarpa sinistra sul piede sinis¢@nche destra sul destro.
Non mette mai due scarpe dello stesso paio.

A guanti modi puo mettere le scarpe su due piedi ?

Aufgabe 1. Ach, diese Kinder ... (5 Punkte)

Der kleine Arthur hat 5 Paar Schuhe. Wenn er dieuBe anzieht, richtet er sich nach zwei Regeln:
Er zieht nie den linken Schuh an den linken Ful3derdrechten Schuh an den rechten Ful3 an.

Er zieht nie zwei Schuhe von dem selben Paar an.

Auf wie viele Weisen kann er die Schuhe an beidgéegRinziehen?

8 Zaczerpnito z [1] — zadanie 9 strona 15
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Zadanie 2. Malowanka (2 punkty)®’

Kazda z ponumerowanych figur 1, 2, 3i 4 nalgpomalowé jednym kolorem tak, abysiadupce
figury miaty inne kolory. Na ile sposobdw i to zrobt, jesli mamy:

a) 4 kredki r&znego koloru? o

b) 6 kredek ranego koloru? 2

Zadanie 3. Problem przedszkolaka (4 punkty)®

Mamy 8 cukierkow, ktore chcemy podzietniedzy troje dzieci tak, aby kde z nich otrzymato, co
najmniej 1 cukierek. Aby utworzy3 niepuste podzbiory, mmemy oddziek cukierki, ktadic np.
oféwek i gumk na dwoch wybranych spd 7 miejsc miedzy cukierkami.

2

Liczba wszystkich mdiwych sposobow podziatu cukierkow jest rowna:

7
liczbie 2 - elementowych kombinacji zbioru 7 — ekmowego(zJ =21.

a) Na ile sposoboéw memy podziek 10 cukierkbw midzy czworo dzieci tak, aby kde
z nich otrzymato, co najmniej 1 cukierek?

b) Na ile sposobéw mi@my podziek 14 cukierkbw mgdzy pkcioro dzieci tak, aby kale
Z nich otrzymato, co najmniej 1 cukierek?

Zadanie 4. Sumo (4 punkty)90

W zawodach w sumo, rozgrywanych systememigiaz kadym”, odbyty sé 83 walki. Dwéch
zawodnikéw, spéréd 15 startujcych, wycofato si przed zakaczeniem zawodow, rozegrawszy po
trzy walki kazdy. Czy zawodnicy, ktorzy wycofali giprzed zakaczeniem zawoddw walczyli ze
soly? Odpowied uzasadnij.

Zadanie 5. Chodzi lis koto drogi...(5 punktéw)™

lloma sposobami nmma ustawd dziese¢ oséb jednym rgzie, a iloma ,w
koto”? (Zaktadamy,ze miejsca na okgu s ponumerowane). Czy wynik
ulegnie zmianie, jeeli osoby tworzce okag zaczml Sie po nim poruszg
trzymapc sk za kce? (Tzn. miejsca na aigu nie 8 ponumerowane).

87 Zaczerpnito z [2] - zadanie 12 strona 38

8 Zaczerpnito z [2] - zadanie 14 strona 38

8 Zdjecie wykonata Iwona Derendarz

% Zaczerpnito z [2] - zadanie 22, strona 39

91 Zaczerpnito z [3] - zadanie 1.4.7, strona 13
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Zadanie 6. Przekatne (4 punkty)

lle bokdéw ma wielokt wypukty o 65 przeitnych?
Zadanie 7. Wycieczka (2 punkty)

Ze schroniska na szczyt prowadk r&ne szlaki turystyczne. Marcin i Krzysiek
planup wycieczlke schronisko — szczyt — schronisko. Marcin upiera rsie
powtarz& szlaku w czasie z@jia ze szczytu. Krzkowi jest obogtne, czy przy
zejciu powtorzy szlak. Na ile sposobdw meozaplanowéawycieczke Marcin, a & . = .
na ile Krzysiek?

Zadanie 8. Taxi (5 punktéw)92

Po liniach diagrani mazemy posuwa sie tylko:
do gory G) lub w prawo P).
Aby dojs¢ z punktuA do punktuB, mazemy wybr& drog; GGGPPPPP Liczba wszystkich drég

odA do B jest réwnas—! =56
35
lle jest r&nych drog wiodcych z punktlE do Punktu-?

F

E A
Zadanie 9. Sad (5 punktéw)®*

Kazdy z siedmiu uczestnikéw ma dwie kule: czarbiafa, i wrzuca do urny doktadnie jealz
nich.

a) lle istnieje r@énych maliwych uktadéw kul w urnie?

b) lle istnieje maliwych uktaddw, jéli kazdemu z uczestnikow wolno wstrzymsi¢c od
gtosu?

Zadanie 10. Tréjkaciki (4 punkty)®
Na ptaszczgnie danych jest 9 punktow, z ktorych:
» Dokfadnie cztery I24 na jednej proste;j.
» Z pozostatyclradne trzy nie le na jednej proste;.

« Zadne dwa z tych pozostatychiadnymi z tych czterech punktéwzigych na prostej, nie
leza na jednej prostej.

Znalez¢ liczbe trojkatow, ktore mana otrzyma taczac punkty po trzy.

92 7aczerpnito z [2] - zadanie 21, strona 33

% Diagramy wykonata Iwona Derendarz w programie Cabr
9 Zaczerpnito z [4] - zadanie 2.55, strona 55

9 Zaczerpnito z [4] - zadanie 2.54, strona 55
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Zadanie 11. Wymagajacy pasazerowie (4 punkty)®

—=a W przedziale wagonu kolejowege saprzeciw siebie dwie tawki,
Y ?; z ktorych kada ma pi¢ ponumerowanych miejsc.
i '! ‘llj_[u."w'q 2| Z dzieskciu pasaerow:

|

|

lloma sposobami mima rozmigcic¢ tych pasaerow?

» Czterech chce siedziev kierunku jazdy twarg,

* Atrzech — plecami.

Zadanie 12. A to plemie! (6 punktéw)®’

Na pewnej wyspie mieszka 300 dzikusow, z ktorychzdia jest
matematykiem, filozofem lub ludera.

* Potowa ludaercow zajmuje sifilozofia.

 Potowa filozofow matematyk
» Potowa matematykéw to ludercy.

Wiedzgc, ze zaden z ludeercéw nie zajmuje sifilozofia i matematyk, odpowiedz na pytanie, z ilu
0s6b sktadaj sic te grupy.

% Zaczerpnito z [4] - zadanie 2.59, strona 55
97 Zaczerpnito z [1] - zadanie 9, strona 42
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ¢wiczen
»Rozwigzmy razem” -, Kombinuj dziewczyno...!”

Zadanie 1. Ach te dzieci... (5 punktéw)*

Maty Arturek ma p¢¢ par butdw.

Wkiadapc buty kieruje si dwiema zasadami:
* Nigdy nie wkiada lewego buta na Igwog; ani prawego na praw
* Nigdy nie wkiada dwoch butow z tej samej pary

Na ile sposobow me wiazy¢ buty na obie nogi?

Zadanie 1. Ach te dzieci... (5 punktéw)®

Z zatlazen wynika, ze zawsze wktada lewy but na pramog; (ma tu 5 maliwosci), a prawy but na
lewa nog; (znéw 5 maliwosci). Lacznie5 -5 = 25. W pieciu przypadkach dua to buty z tej samej
pary, a wgc ostateczni€s — 5 = 20

Odpowiedz: Arturek ma 20 maiwosci wiozenia butéw na obie nogi.

Punktacja
Czynndgci Etapy rozwizania Liczba punktow
A Ttumaczenie nagyk polski 2
B Analiza maliwosci Arturka wynikapca z pierwszego warunku (25 1
C Podanie petnego rozawiania zadania 1
D Podanie odpowiedzi vezyku obcym 1

Exercice 1. Ah, Ces Enfants... (5 points)

Selon sa regle, Arthur met toujours sa chaussurehgaau pied droit (5 possibilités) et sa chaussure
droite au pied gauche (encore une fois 5 pos@bjlitEn toutb[5=25. Dans les cinq cas, cela sera
la méme paire de chaussures, donc finaler@ént5 = 20

Réponse: Petit Arthur a 20 possibilités de meétsechaussures a ses deux pieds.

Pointage
Numéro de L . Nombre de
e Solution étape par étape :
I'activité points
A Traduction en polonais 2

Analyse des possibilités de petit Arthur, résul@ata premiere
condition (25)

B 1
C Solution entiere de I'exercice 1
D Réponse en langue étrangere 1

9 Zaczerpnito z [1] — zadanie 9 strona 15
9 Zaczerpnito z [1] — zadanie 9 strona 15
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Exercise 1. Oh, these kids... (5 points)

From the assumption the left shoe is always onritite leg (5 possibilities) and the right shoe is
always on the left leg (5 possibilities). Togettaéb =25 pairs.

In five of these 25 cases we get the same pair25e5 = 20

Answer: Arturek has got 20 possibilities of shoeing

Scores
Activity Stages of solution Points
A Translating into Polish 2
B Analysis of possibilities following from the firsondition (25) 1
C Giving full solution of exercise 1
D Giving the solution in English 1

Tarea 1. Ay, estos nifos ... (5 puntos)

De la hipotesis resulta que siempre pone el zdpatiderdo al pie derecho (aqui tiene 5 posibilidgdg el
zapato derecho al pie izquierdo (otra vez 5 paddales).

Junto5[5=25. En los cinco casos seran zapatos del mismo p@anees finalment5—-5= 20
Respuesta: Arturito tiene 20 posilidades de poapatos a los dos pies.

Puntuacion
Numero de

la Etapas de la solucion Puntos
actividad

A Traduccion en polaco 2

B Andlisis de las posibilidades de Arturito resultami la primera condicién 1

(25)
C Solucion de la tarea 1
D Respuesta escrita en la lengua extranjera 1

Esercizio 1. Ah questi bambini... (5 punti)

Dalle premesse risulta che mette sempre la scarisé&ra sul piede destro (ci sono 5 possibilitég e
scarpa destra sul piede sinistro (di nuovo 5 pdia). Inclusivamente5[5=25. In cinque casi
saranno le scarpe dello stesso paio, Allora iléinconti 25-5=2Q
Risposta: Arturek ha 20 possibilita di metteredarpe su due piedi.

Punteggio
N. Tappe della soluzione Punti
attivita PP
A Traduzione in polacco 2
B Analisi delle possibilita di Arturek che risultalldaprima condizione 1
(25)
C La soluzione completa dell’esercizio 1
D La risposta nella lingua straniera 1
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Aufgabe 1. Ach, diese kinder... (5 Punkte)

Aus den Voraussetzungen ergibt sich, dass Artharanden linken Schuh an den rechten Fuf3 (hier
hat er 5 Moglichkeiten), und den rechten Schuh em lcthken Ful3 (wiederum 5 Méglichkeiten)
anzieht. Zusamme& - 5 = 25. In funf Fallen werden das die Schuhe von demeselaar, also
schlieRlich2Z5 =5 =20

Antwort: Der kleine Arthur hat 20 Mdglichkeiten, l8de an beide Flil3e anzuziehen.

Punktwertun
Tatigkeits Etappen der Aufgabenlosung Punktenzahl
nummer
A Ubersetzung ins Polnische 2
B Die sich aus der ersten Voraussetzung herleitende 1
Analyse von Arthurs Mdglichkeiten (25)
C Angabe der vollstandigen Aufgabenlésung 1
D Angabe der Antwort in der Fremdsprache 1
Zadanie 2. Malowanka (2 punkty)
a) Mamy: 4[3[3[3 =108 mazliwosci
b) Mamy: 6(5[5[5=750mazliwosci
Punktacja
_ N Liczba

Czynnaci Etapy rozwiyzania punktow

A Podanie rozwizania a) 1

B Podanie rozwizania b) 1

Zadanie 3. Problem przedszkolaka (4 punkty)
I 1
a) (gj _ 9 _gyo0 b) ( 3] -3 g5
3] 3B 4] 49

Punktacja
: : . Liczba
Czynnaci Etapy rozwazania punktow
A Podanie rozwizania a) 2
B Podanie rozwizania b) 2
190 7djecie wykonata Iwona Derendarz
101 7djecie wykonata Iwona Derendarz
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Zadanie 4. Sumo (4 punkty)

Tak. Pozostatych 13 zawodnikéw rozegrat@aay soly [ZBJ = % =78 walk. Gdyby dwaj zawodnicy,
ktorzy sk wycofali, nie walczyli ze sab to walk w zawodach bytoby 8+ 6 =84.
Punktacja
Czynna¢ Etapy rozwizania Liczba punktow
A Zapisanie liczby walk zawodnikdéw pozostatych wnieju 1
B Podanie odpowiedzi i uzasadnienia razaiia zadania 3

Zadanie 5. Chodzi lis koto drogi...(5 punktéw)

a) Dziesk¢ os6b w redzie mana ustawd nalO[9[8[7[6[5[4[3[2[1=10=3628800
sposobow, na tyle samo ur@a ustawd ich w koto, przy zatgeniu,ze osoby nie kiza
po okekgu kota.

b) Jeli osoby keda sie porusza, to liczy st tylko ich potazenie wzgédem siebie,
permutacje, ktore w trakcie &enia przechodgjedna w drug, uwazamy za jednakowe.

Z kazdej takiej permutacji dzki obrotowi mana otrzyma dziesg¢ nowych.
Stad takich permutacji jest dziesirazy mniej, czyli:% =9!=362880.

Punktacja
Czynngci Etapy rozwazania Liczba punktow
A Podanie rozwizania a)-osoby w tzizie 2
B Podanie rozwizania b)-osoby w koto 3
Zadanie 6. Przekatne (4 punkty)

Liczba przektnych wynosi: =65, gdzienIN,n>3.

nn-3) _
2

Otrzymujemy réwnanien® -3n-130=0, A =529, n, =-100N, n, =13,
Odpowiedz: Wielokat ma 13 bokdow.

Punktacja

Czynndci Etapy rozwizania Liczba punktéw
A Zapisanie rownania wynikagego z warunkow zadania 1
B Rozwhzanie rownania z uwzglnieniem jego dziedziny 3

Zadanie 7. Wycieczka (2 punkty)

Wejcie | Zegcie | llos¢ sposobow zaplanowania wycieczki
llo$¢ mazliwosci | Marcin 4 3 4[(3=12
llos¢ mazliwosci | Krzysiek 4 4 4[4=16
Odpowiedz: Marcin maze zaplanowawycieczle na 12, a Krzysiek 16 sposobow
Punktacja
Czynndaci Etapy rozwazania Liczba punktéw
A Zapisanie liczby mgdiwosci Marcina 1
B Zapisanie liczby mdiwosci Krzyska 1
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Zadanie 8. Taxi (5 punktow)

£—1—4—6—6EB:301
4
Odpowiedz: Raznych drog wiogcych z punktle do PunktuF jest 301
Punktacja
Czynnagci Etapy rozwazania L|czb§1
punktow
A Zapisanie liczby madiwosci przy petnym prostadcie 1
B Wyznaczenie liczby mdiwosci, ktorych nie mamy, jd wyjcto 4 wezly 3
C Podanie poprawnej odpowiedzi 1

Zadanie 9. Sad (5 punktéw)
a) Istnieje 8 ragnych maliwych uktadow kul w urnie — (7 biatych i 0 czarrtytub 1 czarna
i 6 biatych, lub 2 czarne i 5 biatych lub ...lub 7acaych i O biatych),

b) 36 - Nie zdzie ani jednej kuli lubdalzie 1 kula - to daje dwie mtwosci,
lub beda 2 kule - co daje 3 nitiwosci,... az do siedmiu kul- co daje 8 mlbwosci,

Zatem: 1+2+3+4+5+6+7+8=36

Punktacja
Czynndagci Etapy rozwazania Liczba punktéw
A Rozwiazanie punktu a) 2
B Rozwhizanie punktu b) 3

Zadanie 10. Trojkaciki (4 punkty)

gt

Odpowiedz: taczac punkty po trzy mana otrzyma 80 trojkatow.

Punktacja
Czynnagci Etapy rozwazania L'CZb,a
punktow
A Zapisanie liczby mdiwosci dla poszczegdlnych rodzajow trgjkw 3
B Podanie sumy 1

Zadanie 11. Wymagajacy pasazerowie (4 punkty)

Odpowiedz:
Pasaerowie jadcy twarz do kierunku ruchu maj5(4[3[2 mazliwosci

Pasaerowie jadcy plecami do kierunku ruchuil4[3, pozostali maj 3! sposobow na zgie
pozostatych w przedziale miejsc.

To daje (reguta mn@nia) 12006006 = 4320Gposobdéw rozmieszczenia

Punktacja
Czynndci Etapy rozwazania L'CZb,a
punktow
A Zapisanie liczby mdiwosci dla poszczegdélnych grup pasedw po 1 3
punkcie
B Wyznaczenie liczby mdiwosci (iloczynu) 1
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Zadanie 12. A to plemie! (6 punktow)
Odpowiedz:
Z warunkow zadania mamy od ra%u_ <F,

ale skoro potowa filozoféw zajmujecsinatematyk,
a nikt z ludaercow nie zajmuje sijednoczénie filozofia i matematyk,

toiLsiF,WiQC L<F.
2 2

PodobnieF <M, M<L,skd L=F=M.

Z zalozenia mamylL n F|=|F n M|=|Ln M|=%|L|.

Stad

300=|F OLOM|=|F|+|L|+|M|=|F n L|=|F n M|=|Ln M|+|F nLn M|:31L|—3G;-||_|+o

300=§|L| skad |L| =|M| = |F| = 200.

Punktacja
Czynndci Etapy rozwazania Liczba punktéw
A Uzyskanie wnioskuze grupy § tak samo liczne 2
B Zapisanieze liczngci LnF=LnM =Fn M :%L 1
C Uzyskanie|lL O F O M| 2
D Podanie poprawnej odpowiedzi 1
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Pakiet M-2.5 ,Miary - wizyta u krawca”

I. Tresci merytoryczne:

definicja chgu, rodzaje eigow;

zwiazki migdzy bokami i lgtami wielolkatow, odlegt@¢ punktow, nierowngt trojkata;
wiasndgci trojkatéw, czworolgtow i innych wieloktéw, uma miar ktow wielokata;
styczna do okmu, kat wpisany, lgt dopisany, kt srodkowy i zwhzki migdzy tymi katami;
wielokat wpisany w okig, wielokat opisany na okigu. wiasnéci wielokatow foremnych;
wzajemne potgenie okegow; warunki stycznei okregow;

przystawanie i podobistwo figur.

Il. Cele szczegotowe:

* ksztatcenie umigjnosci korzystania ze zwekow midzy katemsrodkowym,
katem wpisanym i gtem medzy stycza i cigCiwa;

» wykorzystywanie wiasnai figur przystagcych i figur podobnych;

* ksztalcenie umiejnosci znajdowania zvazkdw miarowych w figurach ptaskich;
* ksztalcenie umigfnosci wyznaczania zvgzkow miarowych dla figur ptaskich;

* ksztatcenie umigjnosci przeprowadzenia prostego rozumowania dedukcgjneg

* ksztatcenie umigjnosci analizowania informacji, formutowania hipoteanrch
weryfikacji;

* ksztatcenie wyobtani i sprawndci manualnej - konstruowanie, wycinanie, naklejanie
réznych figur ptaskich w celu tworzenia z nich nowyanfiguraciji, itp.

lll. Proponowane metody i formy pracy

Metoda: praca w grupach, burza mézgow.
Forma pracy: wspolnym frontem.
Srodki dydaktyczne: karty pracy, gry dydaktyczne.

IV. Przebieg zajec

Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

1

o o

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"

. Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obé&cio
2. Podziat uczniéw na zespoty zadaniowe (grupy 4 s@owe).

3.

4. Rozdanie kadej z grup zestawdvwiczen otwierapcych oraz materiatdw potrzebnych

Wybor lideréw, sekretarzy, asystentéw poszczegdirgrep.

do rozwhzywania zada

Rozwigzywanie¢wiczen przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.
Przedstawienie i porbwnanie roz®an zada przez przedstawicieli grup.
Zebranie kart z rozweaniami.
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Bibliografia do , Cwiczei otwierajacych”

[1] Matematyka Bez Granic Etap finalowy konkursu - #ecaa2007

[2] Matematyka Bez Granic Etap wphy — edycja 2007

[3] http://www.zadania.info

Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)

[1]
(2]

[3]
[4]
[5]
[6]
[7]
[8]

1.
2.
3.

Uczniowie siadaj we wczéniej ustalonych zespotach zadaniowych.
Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawurzglazwiazmy razem?”.

Uczniowie dokonuj podziatu, ktéra grupaghzie rozwiazywata dane zadanie. Uczniowie
powinni poci¢ zestaw zadai rozdziel zadania do odpowiednich grup.

Kazda grupa rozwizuje zadania samodzielnie. Po rozz@niu zadania uczniowie redaguj
odpowied na karcie odpowiedzi.

Jezeli dana grupa zakazy prae, to jej cztonkowie powinni przgtzye sie i pomaoc
W rozwiazywaniu innym grupom.

Nauczyciel zbiera karty odpowiedzi.
Zakonczenie zajé.
Bibliografia do zestawu zad& ,Rozwiazmy razem”

Babiaiski W., Chako L., Czarnowska J., Janocha G., MatemaB&drecznik dla liceum ogdinoksztaicego
Ksztalcenie w zakresie podstawowym i rozszerzonykty@awnictwo Nowa Era, Warszawa 2003
Bankowska E., Stankiewicz DMatematyka w zastosowaniach. Zbior zadé szkdkrednich Wydawnictwo
Podkowa, Gdask 2001

Matematyka Bez GranieZadania treningowgrudzieh 2005

Matematyka Bez GranicKonkursu- 7 marca 2007

Matematyka Bez GranieZadania treningowgrudziex 2007

Matematyka Bez GranicEdycja 2008-2009

Matematyka Bez Granic - Etap finatowy konkursu -&&go 2008

http://www.zadania.info

Spotkanie 3: ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

L

Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane kargcy zespotom zadaniowym.
Liderzy poszczegOlnych grup prezeatupzwiazania zadania.

Nauczyciel ocenia pragrup (pozytywne wzmaocnienie).

Podsumowanie z&j
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Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” - ,Miary - wizyta u krawca”
Bonus na rozgrzewke - Origami102

W tym zadaniu naley:
1. Przettumaczg tres¢ zadania naggyk polski
2. Rozwigzat zadanie
3. Rozwigzanie zadania natg pod& w wybranym wczéniej jezyku

Bonus to warm-up - Origami (7 points)

193 Ela has a piece of paper of a quadrangle shape
'\ and she is folding it once overlapping some
vertex of this quadrangle on the opposite one.
She is obtaining in this way a regular pentagon
with the side’s length 6 cm. Calculate measures
of quadrangle angles and lengths of all
quadrangle sides and then stick the folded
guadrangle in the pentagon form on the card with
the solution.

bcm

Bonus pour I’échauffement Origami (7 points)

Elisabeth a pris un morceau de papier en formeuddrangle et I'a plié une fois, en superposant un
sommet du quadrangle sur le sommet opposé. Aifisilla obtenu un pentagone régulier dont le
cOté est de 6cm. Calculer les angles et les catépiddrangle. Ensuite, le plier de fagon a en faire
un pentagone et le coller sur la feuille-réponse.

Prima para calentarse Origami (7 puntos)

Isabel tom6 una pieza de papel en forma del cugdhary la plegé de una sola vez, poniendo una
cuspide del cuadrangulo sobre la de enfrente. 2enegnera obtuvo un pentagono regular del lado
de 6 cm. Hay que calcular los angulos y las lonlgis de lados del cuadrangulo. Luego, plegando,
transformarlo en el pentagono y pegarlo sobre ja ¢tan la solucion.

Bonus zum Aufwarmen Origami (7 Punkte)

Ela nahm ein Stiick Papier in Form von einem Vienao#t legte ihn einmal zusammen, indem sie
einen Scheitel des Vierecks auf den gegenuberltsgescheitel legte. Sie bekam auf diese Weise
ein regelmaliges Funfeck mit 5 cm langen Seitemedme die Ecken und Seitenlange des
zusammengelegten Vierecks. Baue dann daraus $aiefack zusammen und klebe es an das Blatt
Papier mit der Lésung an.

192 7aczerpnito z [1]
193 Rysunek zaczerpgto z zamieszczonej w Interneciesriezadania
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Abbuono per riscaldarsi - Origami (7 punktéw)

Ela ha preso un pezzo di carta nella forma di wedglatero e poi I'ha piegato un volta, mettendo
un vertice del quadrilatero sul vertice oppostosiG@ ottenuto il pentagono regolare con il lato
lungo di 6 cm. Calcolare gli angoli e la lunghezd® lati del quadrilatero piegato. Poi farne il
pentagono simile incollandolo sulla foglia corstduzione.

Zadanie 1. Krzyz Maltanski (8 punktéw)m

195 Aby narysowa Krzyz Maltaaski wystarczy:

wykresli¢ cztery okegi, ktorychsrodkami g wierzchotki kwadratu o boku 8 cm i
ktére przechodz przez srodek kwadratu. Te cztery algi przecinag boki
kwadratu w 8 punktachebacych wierzchotkami émiokata. Krzyz jest, wkc
ograniczony przez tuki okgow i przez te boki @niokata, ktére nie pokrywaj
si¢ z bokami kwadratu.Narysuj i pokoloruj taki kezyCzy wspomniany @niokat
jest foremny ? Odpowigduzasadnij.

Zadania 2. Dwa w rogu (3 punkty)'®

W kat o mierze 60’'wpisano dwa okmi styczne zewgtrznie. Promi@ mniejszego okmgu ma

dhugas¢ 1. Oblicz dtugéc¢ promienia drugiego okgu.

Zadanie 3. Tréjkaty (6 punktow) ¥’

Dany jest trgjlst rownoramienny o tej wtastoi, ze dwusieczna jednego z jegatdw, dzieli go na
dwa tréjkaty rownoramienne. Ewa i Michat wyznaczyli po jednyakim trojkacie. Obydwa maj

rézne ksztalty. Ewa narysowala swoj zyaiem ekierki i cyrkla. Michat, zanim narysowat svaa

pomoa linijki i k atomierza, musiat najpierw wykotabliczenia miar &téw. Narysuj dwa trojity

postepuic raz, jak Ewa, a drugi raz, jak Michat. Czy isjaigeszcze inne takie traiky, rozne od
tych znalezionych przez Ew Michata? Odpowie#l uzasadnij.

Zadanie 4. Cztery kétka (4 punkty) %

Dane g cztery okegi. Kazdy z nich jest styczny zewtrznie do dokfadnie dwoch sfdd trzech
pozostatych okmgow.
a) Uzasadnijze srodki tych okegow s wierzchotkami czworokta, w ktéry mana wpisé
okrag.

b) Udowodnij,ze punkty stycznei tych okegow s wierzchotkami czworodta, na
ktorym mazna opisé okrag.

104 Zaczerpnito z [2]
195 Rysunek zaczerpgto z zamieszczonej w Interneciesriezadania
196 7aczerpnito z [3]
197 Zaczerpnito z [2]
198 7aczerpnito z [3]
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczen otwierajacych” -
»Miary - wizyta u krawca”

Bonus na rozgrzewke Origami (7 punktow)*®

Ela wzita kawalek papieru w ksztalcie czwontdk i ztazyta go \
jednokrotnie, naktadag jeden wierzchotek czworata
na przeciwlegty. '
Otrzymata w ten sposobgaiokat foremny o boku dtugiei 6 cm.
6ecm

Obliczy¢ katy i dtugasci bokow sktadanego czworatia.
Nastpnie ztozy z niego taki piciokat i przykleic go na kartce z rozazaniem.
Bonus na rozgrzewke Origami (7 punktéw)**°

Katy picciokata foremnego majpo 108°. Pocakowy czworokt musi mi€, wicc dwa takie kty
naprzeciw siebie. Niechela to A i D. Z symetrii p¢ciokata foremnego wynikaze przeciwlegte
boki czworokta s rownolegte, zatem dwa pozostatgykmap po 72°. Boki wynoszwtedy:

[BF| =128in54° = 97 (cm); |AE| =16+12(3in54° = 157 (cm)

B,E
B C
\\. //\ X’_\D A
' L / 10877
' . /
' \“\\ /’ 5
s \\\ // D
1% A5 725 ¢
A F E
F
c 111
Istniej istotnie ré@ne i prostsze rozwzania.
Punktacja
. . . . Liczba
Czynnaci Etap rozwizania zadania punktow
A Przettumaczenie zadania rayk polski 1
B Wykonanie rysunku, wprowadzenie oznacze 1
C Obliczenie lgtdbw czworokita, zauwaenie,ze czworokit musi mie€ boki 05
rownolegte '
D Obliczenie dtugéci bokow czworokta 0,5
E Wyciecie czworolgta o wyznaczonych bokach atich i ztazenie peciokata 2
F Przettumaczenie rozgdania nagzyk obcy 2
199 7aczerpnito z [1]
10 7aczerpnito z [1]
M1 Rysunki wykonata Helena Ewert — Fechner w progea@aRMetall
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Bonus to warm-up Origami (7 points)

The measure of every angle in a regular pentagh@88. So, the quadrangle should have two
opposite angles, each of 108°. Let it be the arafiéise verticed andD. From the symmetry of

pentagon we get the parallel opposite sides of iqunate. Hence, the measure of two other angles is
72° per every angle. And the lengths of sides qualkto

BF| =12[3in54° = 9,7 (cm); <
AE| =16+12[in54° = 157 (cm) ,{;;/
112 A : c

Of course, there are many different and simpleutiohs of this exercise.

Scores
Activity Stages of solution Points

A Translation of the exercise text into Polish 1

B Making a picture and introduction of notations 1
Calculating of quadrangle angles, noticing the faat the

C o 0,5
guadrangle should have the parallel opposite sides.

D Calculating the lengths of quadrangle sides. 0,5

E Cutting out the appriopriate quadrangle with tlgltiangles and 5
sides. Folding it into pentagon.

F Translation the solution into English. 2

Bonus pour I’échauffement Origami (7 points)

Les angles d’'un pentagone régulier font chacun .l08tuadrangle initial doit en avoir deux - I'un
en face de l'autréA etD sont ces angles. Il en résulte de la symétridepideux cotés opposés
d’un quadrangle sont parallés, donc chacun des aegbes restant font 72=

Les cotés mesurent alof&F| =12[$in54° = 97 (cm); [AE =16+12(3in54° = 157 (cm)

Il existe des solutions véritablement différentgslgs faciles.

Pointage
ll\‘l;crgsirga%e Solution étape par étape Points

A Traduire I'exercice en polonais 1

B Faire un dessin, introduire les symboles 1

C Compter les angles du quadrangle, remarquer quiadrangle doit avoir des cotés 05
paralleles '

D Calculer la longueur des c6tés du quadrangle 0,5

E Découper un quadrangle avec les c6tés et leesadgbignés, plier un pentagone 2

F Traduire la solution en langue étrangére 2

12 Rysunki wykonata Helena Ewert — Fechner za panpoogramu: CarMetal
13 Rysunki wykonata Helena Ewert — Fechner za panpoogramu: CarMetal
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Prima para calentarse Origami (7 puntos )

Los angulos del pentagono regular tienen cada Q8&. El cuadrangulo inicial debe tener entonces
dos tales angulos de enfrente. Que lo sean A ydDaBimetria del pentagono regular resulta que
los lados opuestos son paralelos, entonces do$o&mgie quedan, tienen cada uno 72°.

Los lados son entonceBF| =12($in54° = 97 (cm); |AE| =16+12(8in54° = 157 (cm)

114

Existen efectivamente las soluciones diferentedsysencillas.

Puntuacion
Numgr_o de laj Etapas de solucion de tarea Puntps
actividad

A Traduccion de la tarea en polaco 1

B Realizacion del dibujo, introduccién de las deaigjones 1

c Célculo de los angulos del cuadrangulo; observagignel cuadrangulo debe tener los 05
lados paralelos '

D Célculo de la longitud de lados del cuadrangulo 0,5

E Recorte del cuadrangulo con lados y angulos métadosy realizacion del pentdgono 2

F Traduccion de la solucion en la lengua extranjera 2

Bonus zum Aufwarmen Origami (7 Punkte)

Die Ecken von einem regelméRigen Fiinfeck habenilgw@8 Grad. Der Anfangsviereck soll also
zwei gleiche gegenuberliegende Ecken haben. SeseA and D. Aus der Symmetrie eines
regelmafigen Funfecks ergibt sich, dass die gegeliedpenden Viereckseiten miteinander parallel
sind, also zwei Ubrige Ecken jeweils 72 Grad haben.

Seitenlange betragen dar}ﬁ‘ =12[in54° = 97 (cm); ‘E‘ =16+12[3in54° = 157 (cm)

B.E

D

[y /’ 108 x 2
VSN / y
s e ) . C/ 115
Es gibt wesentlich verschiedene und einfacherengeu
Punktwertung
Tatigkeits Etappe der Aufgabenlésung Punktenzahl
nummer
A Ubersetzung ins Polnische 1
B Ausfiihrung der Zeichnung, Einfihren der Bezeicigan 1
C Berechnung von Ecken des Vierecks; Bemerkung , €lasgiereck parallele Seiten 05
haben muss. '
D Berechnung von Seitenlédngen des Vierecks. 0,5
E Ausschnitt von einem Viereck, der bemessene SaitdrEcken hat, und >
Zusammenlegen eines Funfecks.
F Losungsibersetzung in eine Fremdsprache 2
14 Rysunki wykonata Helena Ewert — Fechner za panpoogramu: CarMetal
15 Rysunki wykonata Helena Ewert — Fechner za panpoogramu: CarMetal
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Abbuono per riscaldarsi Origami (7 punti)

Ogni angolo del pentagono regolare ha 108°.

Allora all'inizio il quadrilatero deve avere duegmii di questa misura all’opposito.
Siano gli angoliA e D. Dalla simetria del pentagono regolare risulta cHati oppositi del
guadrilatero sono paralleli, allora due angoliaest devono avere 72° ognuno.
Dunque i lati fannoBF = 12 -sin 54" % 9,7 (cm); AE = 6 + 12 -5in 54" ¥ 15,7 (cm)
Ma esistono anche altre soluzioni piu facili .

B.E

x
S / }
: ~ / £
| 108° I / . T
n . Lse 724 —
c

A F E

Punteggio
N. attivita Tappe della soluzione dell’esercizio nRu
A Traduzione dell’'esercizio nella lingua polacca 1
B Preparazione del disegno, introduzione dellecembni 1
C Calcolo degli angoli di quadrilatero, osservaziohe il quadrilatero deve avere i lati 05
paralleli '
D Calcolo dei lati del quadrilatero 0,5
E Talio del quadrilatero con angoli e lati indicatpoi piegamento del pentagono 2
F Traduzione della soluzione nella lingua straniera 2
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Zadanie 1. Krzyz Maltanski (8 punktow
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku. X x X
Bok kwadratumADG] mADG] ma diugd¢ 8, wicc jego przektne majg
dtugasé 8v2 82

Promienier okregow s réwne potowie przeknej kwadratu,

czyli r :%E&/i =42 r==.8V2 = 4/2Zatem

A0 =AC=BD = 4/2A0=AC=BD =42
Zauwaamy,ze
AC+BD=AB+BC+BC+CD=AD+BC
czyli AC+BD = AD + BC, skd otrzymujemy /

42 + 42 =8+ BC zatem (\ T )
BC=8/2-8=82-1)BC = 8VZI-8=8(VI-1) X /
W tréjkacie AAB L AABL prostokatnym i rGwnoramiennym mamy: s

AL= AB= AD-BD =8-4/2

BL=ABY2 =(8-4/2)1/2=8/2-8=8[J2-1)
BL=AB\2=(8-4J/2)-J2=8y2-8=8(J2-1), zatemBL = BCBL = BC

Osie symetrii kwadratuagednoczénie osiami symetrii @miokata BCEFHIKL BECEFHIKL.,

Z symetrii dmiokata BCEFHIKL BCEFHIKL, otrzymujemy réwn& wszystkich émiu jego
bokow.

Poniewa trojkat AABLAABL jest prostoktny i réwnoramienny, to|<ABL|= |ZALB| = 45°
|£ABL| = |4 ALE| = 45°, stad otrzymujemy
|ZLBC| = |£KLB| = 180° — 45° = 135°|4LBC| = |AKLB| = 180° — 45° = 135°,

W ten sposéb mima pokazé, ze wszystkie kty osmiokata maj miarg po 135° kady.
Whiosek: Ten émiokat ma 8 réwnych bokow i 8 rownychaidw, wiec jest foremny.

Punktacja
. . . . Liczba
Czynndci Etap rozwizania zadania punktow
A Narysowanie i pokolorowanie krzg maltaskiego. 2
B Wyznaczenie promienia rysowanych gkow 1
C Obliczenie dtuggci odcinkéw i stwierdzenie ich rowsa (BL=BC). 2
D Stwierdzenie, rowniei bokdw égmiokata, bo osie symetrii kwadrata esiami 1
symetrii dmiokata
E Obliczenie miar &6w aémiokata 1
F Stwierdzeniaze gmiokat jest foremny i uzasadnienie 1
18 Rysunki wykonata Helena Ewert — Fechner za panpoogramu: CarMetal
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Zadanie 2 Dwa w rogu (3 punkty)

Sposob

Dane i oznaczenia:
Okregi o,(D;1) i 0,(E; R) zewretrznie styczne
oraz styczne do ramioryta 0 mierze60°

‘E‘:x; ICE=R; ‘A_E‘ =x+1+R

Szukane:R

Rozwigzanie
DB 1 1

W AABD: ——=sin30° « === & x=2
AD X 2

Zauwaamy,ze AABD ~ AACE Z podobiéstwa tych trojlgtow otrzymujemy:

[ 118

Sposob |

AD| |AE

BD [CE 1 R
X 2+1+R

Poniewa, |<FDE| = 30°

FE —
T2 _gingee - X711
DE R+1

’

Tym razem rozwzamy tréjkat prostolkatny ADEF :
Zauwaamy,ze: jego przeciwprostakna DE ma diugéé
R+ 1, aprzyprostoitna FE = R-1.

‘ Korzystamy z definicji sinusaaka ostrego w tréjicie
prostokitnym i otrzymujemy:

zatem2R-2=R+1 < R=3

Odpowied: Dlugas¢ promienia drugiego okgu jest rowna 3

Punktacja
L. . . . Liczba
Czynnaci Etap rozwizania zadania punktow
A Rysunek, oznaczenia, zapisanie danych 1
B Wyznaczenie promienia wiszego okggu 2

17 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu: CarMetal
18 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu: CarMetal
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Zadanie 3. Trojkaty (6 punktow)

Przypadek pierwszy— konstrukcja EWY:
Dwusieczna AI jest poprowadzona z
wierzchotka A tréjlita rownoramiennego
BAC, w ktérym ramionalE i AC sa rébwne.
Trojkaty : ABAI oraz ACAlI s przystajce

I prostolgtne.

J&li sa rownoramienne, to ichaky ostre mag
miarg 45° stad kat ABAC  ma mi&0°.

Zatem pocatkowy trojkat réwnoramienny
ABAC byt prostolatny.

B

Przypadek drugi — konstrukcja Michat&:

2 DwusieczneaC1Cl jest poprowadzona z wierzchotka C trgig
réwnoramiennego ABC, w ktorym ramiod® | AC s rowne.
Je&li trojkat ABIC jest rownoramienny, to rownymi ramionami
moga by¢ jedynie EC i CTI. Niech miara kta |£ICB| = a.
Wtedy |[#ICA|=aoraz |£BCAl=2a, bo TI jest
dwusieczn 4BCA.

|2CBA|l=2a, bo Ity przy podstawie tropta
rownoramiennegoasrowne. J&li 1 ma podzielk dany trojlat
na dwa tréjlgty rownoramienne, tdCi4 tez musi by
réownoramienny, ktérego ramionami mpoby¢ tylko €I oraz
Al. Zatem|&£IAC| = |AICA| = «

Z powyzszego wynika,ze suma miar #06w ABAC wynosi
2a+ 2a + a = 5a otrzymujemy w tym tréjkcie zalenaosci:
Sa=180°, shd a =36° Zatem w trOjkcie
rownoramiennymAABC katy rowne maj po 72°, a kt 4BAC
ma miag 36°.

Czyli drugi poszukiwany troj¢ ma kat przy wierzchotku
rowny 36° a kty przy podstawie majmiary 72°.

Otrzymalimy, wic tylko dwa mdiwe przypadki lnnej mazliwosci nie ma.)

Jesli dwusieczna da zawartego meidzy ramionami dzieli tréjg rownoramienny na dwa trajky
rownoramienne, to dany trgjkrownoramienny jest prostatqy.

Jesli dwusieczna &a przy podstawie trojta rownoramiennego dzieli ten trajk na dwa trojkty
réwnoramienne, to jegyky may miary : 72°; 72°; 36°.

Punktacja
Czynndgci Etapy rozwizania zadania L'CZb,a
punktow
A Wykonanie konstrukcji sposobem Ewy 2
B Wykonanie konstrukcji sposobem Michata 3
C Wykazanieze innych maliwosci nie ma 1

19 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampomgramu: GEONEXT
120 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampomgramu: GEONEXT
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Zadanie 4. Cztery kotka (4 punkty)

Ad 1.

Rysunek®! - dorysujmy odcinkidczace érodki danych
okregow.

Odlegtas¢ srodkow okegdw stycznych zewgtrznie jest
réwna sumie ich promieni,aa:

AB+CD=r1 +r,+r1;+1, i BC+DA=r1,+r,+r, +r1,
Zatem: AB+CD = BC + DA (réwnas¢ sum
przeciwlegtych bokdyvczyli warunek wystarczagy na
to, aby w czworoit maozna byto wpisé okrag.

Ad 2.

Rysunek? - dorysujmy odcinkidczacesrodki danych okegdw oraz punkty styczioi.

"
SNAN

Jezeli oznaczymy kty ostre trojlgtow rownoramiennych:

WAAKN : W ABKL:
|DOANK| =|0AKN| =« |OBKL| =|OBLK| = 8

W ACLM : W ADMN :
[OCLM|=|0CMU =y | |ODMN|=|ODNM|=0

Z rysunku i powyszych oznaczeodczytujemy:

[ONKL| =18C° - a - B; |[OKLM|=180° - 8- y/; [OLMN| =180’ - y = J; [OMNK| =180° -a - &

Z tych réwndci otrzymujemy:

|ZNKL| 4+ |[«LMN| =360° — (a+ B+ y+ &) oraz| 2KLM| + |MNK| = 360°— (a+ B+ v+ 8)
zatem|ZNKL| + |«LMN| = |«KLM| + |#MNK], co kaiczy dowdd, bo rowng sum przeciwlegtych
katow czworolgta jest warunkiem wystarczagym na to,zeby na czworcdcie ¢ KLMN dato s¢
opis& okrag.

Punktacja
Czynndgci Etapy rozwizania zadania L'CZb,a
punktow
A Dowdd podpunktu 1 2
B Dowdd podpunktu 2 2

121 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu: CarMetal
122 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu: CarMetal
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Spotkanie 2: ,,Rozwigzmy razem” - ,Miary - wizyta u krawca”

Zadanie 12

W tym zadaniu naley:
1. Przettumaczg tres¢ zadania naggyk polski

2. Rozwigzat zadanie
3. Rozwizanie zadania natg pod& w wybranym wczéniej jezyku
Exercise 1. Jam-jars (7 points)

124

The housewife makes the jam putting four jars iroand
pot (see the picture). The jars are of cylindemfowith
base’s diameter lengtihZ cm. Distances between the jars
are possibly the smallest. Calculate the lengttadius R in
the pot's base.

Exercice 1. Assaisonnements (7 points)

La maitresse de maison, en faisant des « assaisente», met quatre pots cylindriques ayant pour
base 12 cm de diametre, dans une casserole rooneng sur le dessin ci-dessus). Les distances
entre chaque pot sont les plus petites possibleEule la longueur du rayok de la base de la
casserole.

Tarea 1. Encurtidos (7 puntos)

La dueiia de casa, haciendo ,encurtidos”, mete arolla redonda (como vemos en el presente
dibujo) cuatro tarros en forma de cilindro coniéhdetro de la base de la longitud iz cm. Las
distancias entre los tarros respectivos son laspequefas de las posibles. Calcula la longitud del
radioR de la base de esta olla.

Aufgabe 1. Tunken (7 Punkte)

Eine Hausfrau legt bei der Vorbereitung von , Turik@rein rundes Glas (wie in der dargestellten
Abbildung) vier Glaser in Form vom Zylinder hineglessen Basis einen Durchmesser von hat.
Die Abstande zwischen einzelnen Glasern sind amdten von den Mdglichen. Berechne den
Radius der Grundflache des Topfes.

Esercizio 1. Le Confiture (7 punti)
Facendo le confiture la padrona mette nel penéiotondo (come dimostrato sulla foto) quattro

barattoli col diametro della baseii cm. La distanza tra i barattoli € minima. Calcolldaghezza
del raggioR della base di pentolone.

123 7aczerpnito z [3] — Zadanie 5.17, strona 45
124 7djecia wykonata Helena Ewert - Fechner
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Zadanie 2. Klomb i fontanny (5 punktéw)*?

Na rysunkd® ponizej przedstawiony zostat szkicesei 8
parku. Dwie fontanny wpisano w prostpiy klomb /

kwiatow. S one styczne do linii przaknej klombu. s

Wiedzc, ze przekitna klombu ma diug@ AB =10m
oraz tworzy ona z jednym z bokdéw klombat kb mierze /
30°, wyznacz odlegks srodkow tych fontann. .

Zadanie 3. Wyrocznia na odlegtosé (4 punkty)*?’

D% 128 Krolestwo kréla Anzelma liczy sobie cztery miagies:
. A, B, C, D, ktére potaone g w wierzchotkach prostaka.
Jego zamek znajdujegsivewmatrz prostolita oddalony o:

*25km od A,

* 39 km od B,

. * 60 km od C.

Anzelm zastanawia i w jakiej odlegtéci od zamku
potozone jest miasteczko D. W tej sprawie skonsultowakze swoim ministren¥.yropatem i oto
odpowied, jaka otrzymat:
W czterech prostaknych r@nych tréjkstach, Stawetne twierdzenie zastosujesz,
Cztery objawione dodasz réwdog Sprytnie wyréenia pogrupujesz,
Wtedy na karcie odpowieé@dagaci

Obliczy¢ odlegi@é z zamku do miasteczka D.

Zadanie 4. Z Budapesztu(4 punkty)®’

130 Fasada Parlamentu w Budapeszcie jest ozdobiona
rozet.. Oto sposob wykonania jej szkicu :

e Narysow@& 3 okrgi o promieniu 3 cm parami
styczne.

e Narysowa& duwy okrag styczny do trzech
pozostatych, ktory ma po jednym punkcie
styczndci z kazdym z nich.

* Wymaza trzy mate tuki znajdujce s¢ w srodku
rozety, ograniczone przez punkty stycario

trzech matych okigow.

Na karcie odpowiedzi narysowaozet i obliczy¢ promier duzego okegu.

125 7aczerpnito z [2]

126 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu: CarMetal
127 7aczerpnito z [4]

128 Rysunek zaczerpgto z zamieszczonej w Interneciesriezadania

129 7aczerpnito z [5]

130 Rysunek zaczerpgto z zamieszczonej w Interneciestriezadania
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Zadanie 5. Problem egzystencjalny (5 punktéw) **

Stefan zobaczyt ten trGgjkna czarnej tablicy.

T X

Z‘Nx

12-
£ A

/ —

132
Dla jakich wartdci x mazna zbudowataki trojkat ? Odpowied uzasadnij.

Zadanie 6. Bieg przyjaciét (4 punkty) %3

Luca i Andrea id pobiegé do parku, gdzie znajdugic 4 okmgte bienie, jedna diza zewrtrzna

i trzy mate wewantrz tej duwej, wszystkie stykajsi¢ ze soh, tak jak to przedstawiono na rysunku.
Bieznie wewretrzne mag promienielkm, 2km i 3km. Luca przebiega caty dystans zeivnnej
biezni w 3 godziny. Andrea przebiega wszystkie trzy wetnzne bienie, zwracajc uwag, aby
nie przebiec ponownie tych odcinkow, ktérymt joiegt i rowniez jemu zagto to trzy godziny.

Ktory z przyjaciét byt szybszy? Uzasadnijcie odpesi

(Tekst zaproponowany przez k&B srednig 'lISS “De Pace” — Lecce — zwygiczyni konkursu
Angela Bernasconi 2008

134

131 7aczerpnito z [6]
132 Rysunek zaczerpgto z zamieszczonej w Interneciesriezadania
133 7aczerpnito z [7]
134 Rysunek zaczerpgto z zamieszczonej w Interneciesriezadania
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Zadanie 7. Srednie? A co na to geometria? (4 punkty)*®

Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich x, y zachodzi gasjca zalenos¢ miedzy sredni
arytmetyczn a geometryczp =2 = ,v.'"x_jﬁ. Kiedy tesrednie § rowne?
136

-
=

Zadanie 8. Panienka z okienka (5 punktéw)

137 Elzbieta musi wymierii zepsui szybke nad drzwiami
wejsciowymi. Szybka jest: ograniczona odcinkiem o dkago
104cm i tukiem kota, a wysok& szybki wynosi 26cm.
Szklarz chce poziapromier tuku kota, aby wyci¢ nowa

Zadanie 9. Dwie cieciwy (3 punkty) *®

Dwie cigciwy przecinag sic wewmatrz okregu tak,ze odcinki jednej z nich majdtugasci 8 1 6, a
odcinki drugiej pozostajw stosunku 2:3. Podaj diugm odcinkéw drugiej Giciwy.

Zadanie 10. Wspélna styczna (4 punkty) ***

Odlegta¢ miedzy srodkami okegdw o promieniach 2 i 7 wynosi 13. Pro&tgest styczna do obu
okregdw w punktach4 i R. Oblicz dtugd¢ odcinka AR.

Zadanie 11. Cztery dwusieczne (3 punkty) **°

Uzasadnij, ze punkty przeecia dwusiecznych dtow wewretrznych prostota ABCD s

wierzchotkami kwadratu.
D C

o B

141

Zadanie 12. Dwie dwusieczne (2 punkty)*#

Dane g dwa laty wpisane oparte na tym samym tuku. Wikae dwusieczne tychakow przetn,
si¢ w punkcie nalgacym do okegu.

135 Zaczerpnito z [1] - Strona 200, zadanie 5

136 7aczerpnijto z [8]

137 Rysunek zaczerpgto z zamieszczonej w Interneciesriezadania

138 7aczerpnito z [2]

139 Zaczerpnito z [2]

140 7aczerpnito z [2]

141 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampomgramu: GEONEXT
142 7aczerpnito z [2]
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ¢wiczen ,,Rozwigzmy razem” -
»Miary - wizyta u krawca”

Zadanie 1. Zaprawy (7 punktow)

Gospodyni rokijc ,zaprawy” umieszcza w okgtym garnku (jak na przedstawionym rysunku)
cztery stoiki w ksztatcie walca @wednicy podstawy diugoi 12 cm. Odlegtaci Z S
migdzy poszczegoblnymi stoikama :iajmniejsze z maiwych.
Oblicz diuga¢ promieniaR podstawy garnka.

Zadanie 1. Zaprawy (7 punktow)

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysutfRu

H
gdzie punktyd, B, C, D 53 srodkami podstaw stoikow.
Otrzymujemy kwadram ABCD o boku dtugéci 12 em - np|AB| =6+ 6

Przelgtna tego kwadratu jest rowiidc |, gdzie‘AC‘ = 1/‘AB‘Z +‘BC‘2 = ‘AC! =122

r - dluga¢ promienia garnka jest rowna

r = |04| + |AF |, gdzie|DA| = 6, alAF| == - 1242

zatemr = 6 + 62 = 6- (1 ++/2), czylir & 14,48 cm
Odpowiedz: Promier podstawy garnka ma dtugfookoto 145cm

£

2

Punktacja
Czynndci Etap rozwizania zadania Liczba punktéw

A Przettumaczenie zadania rayk polski 1
B Wykonanie rysunku, wprowadzenie oznacze 1
C Obliczenie diugéri boku kwadratu i jego przetnej 1
D Obliczenie dtugéci promienia 1
E Podanie odpowiedzi 1
F Przettumaczenie rozgdania nagzyk obcy 2

143 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu: CarMetal
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Exercise 1. Jam-jars (7 points)

We take the notation just as on the picttirabove, where the points
A,B,C, D are the centers of jar bases.
We obtain a squarm ABCD with side’s lengthL 2 cm (|AE| = 6 + 6).

The square’s diagonal is equal‘tTC‘ |AC|,

Fa

N 1 1 .2 N N 1
where AC = ||AB" +|BC" = |AC|=12V2 [4C| = {/TACF + [BC]
r - radius of pot’s base is equal to= [04]| + [4F|,
where|04| = 6 and|AF | = 3 12v2.

Hence;r = 6 + 6v2 = 6- (1 ++2). Thus,r = 1448mr & 14,48 cm
Answer: The length of radius in the pot’s base is abiGkibcm

‘2

Scores
Activity Stages of solution Points

A Translation of the exercise text into Polish 1
B Making the picture and introduction of notations 1
C Calculating lengths of a side and a diagonasqiiare 1
D Calculating of radius length 1
E Giving the answer 1
F Translation of the solution into English 2

Exercice 1. Assaisonnements (7 points)

15 Soient les pointd, B, C, D' les milieux des bases des pots, comme
'indiquent les symboles sur le dessin ci-dessussiAobtenons-nous un
carrém ABCD dont le cté est de2 cm - p.ex.

|[AB| =6+ 6‘@{ =6+6 Ladiagonale de ce carré est égale a

Ad| 4T |

1 1 .2 1 .2 1 1
ou |AC|=,[|AB" +|BC" =|AC =122 |4C| = \TACI® + [BCI?
r - la longueur du rayon de la casserole est égale a

r :‘0_A+\EHT — |D4| + [AF), ol 0_4 = 6|04 = 6, et

[AF| =2 12/2 = 6V2 [AF| = 1 122 done

r=6+6y2= 6[(&+ ﬁ)r =6+ 6V2=6-(1++2), celaveut direr = 1448cmr & 14,48 em
Réponse:Le rayon de la base de la casserole a une longleswiron 145cm

Pointagel4,5cm

Numéro de I'activité Solution étape par étape Roint
A Traduire I'exercice en polonais 1
B Faire un dessin, introduire les symboles 1
C Calculer la longueur d’'un c6té du carré et ddiggonale 1
D Calculer la longueur du rayon 1

144 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu: CarMetal
145 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu: CarMetal
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Donner la réponse 1
Traduire la solution en langue étrangére

Ti|m

N
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Tarea 1 Encurtidos (7 puntos)

146 Admitimos las designaciones como en el dibujo leouél los
puntos4, B,C, D son centros de las bases de tarros. Obtenemos el
cuadradm ABCD del lado de la longitud dE2 cm - por ejemplo:

|AB| =6+ 6‘@{ =6+6|4E| = 6 + 6. La diagonal de este

|AC|donde

cuadrado es igual \aTc

[AC| = {/[ACI* + |BCI*AC| = 122

‘AC‘ =1/‘ABi2 +‘BC‘2 = ‘AC‘ =12J2 r-la longitud del radio de

olla es igual a = ‘O_A+‘ﬁu donde‘o_4 =6|04] =6, a

‘ﬁ‘ = % 12J2 =62 [4F | = 1. 12y/2Zentonces

r=6+62= 6[(&+\/§)r =6+ 6V2=6-(1++/2)es decir ¥ 14,48 cm.
RespuestaEl radio de la base de olla tiene la longituccaetel 4,5cm.

Puntuacion
Numero
de la Etapas de solucion de tarea Puntps
acticidad
A Traduccion de la tarea en polaco 1
B Realizacién del dibujo, introduccion de las deaigones 1
C Calculo de la longitud del lado del cuadrado puaeidmetro 1
D Calculo de la longitud del radio 1
E Comunicacion de la respuesta 1
F Traduccion de la solucién en la lengua extranjera 2

Aufgabe 1. Tunken (7 Punkte)

147 Wir nehmen die Bezeichnungen so wie in der Ablitfian,
wo die Punkted, B, C, D Mittel der Grundflachen sind, wir bekommen ein

Quadratm ABCD mit Seitenlangel 2em - z.B. ‘ﬁj =6+6 Die

Diagonale des Quadrats ist gIei‘a‘lTC‘

T e
WO‘AC‘: ‘AB‘ +‘BC

‘ 2

- ‘E‘ =122 r der Radius des Topfes ist

gleichr = ‘ﬁﬂﬁ” WO ‘@: 6, und‘ﬁ‘ = % 122 =642 folglich

r =6+6v2 =6({L++/2), alsor = 144&m
Die Antwort: Der Radius der Grundflache des Topfes hat die €&og etwaldscm

Punktwertung
Tatigkeits nummer Etappe der Aufgabenlosung Punzkien
A Ubersetzung ins Polnische 1
B Ausfuhrung der Zeichnung, Einfuhren der Bezeicigan 1

146 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu: CarMetal
147 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu: CarMetal
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C Berechnung der Seitenlange des Quadrats und &iagponale 1

D Berechnung der Radiuslange 1

E Angabe der Lésung 1

F Losungstibersetzung in eine Fremdsprache 2
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Esercizio 1 La Confiture (7 punti)

Prendiamo le indicazioni come sul disegno, dovenitipd, B, C, D
sono centri delle basi di barattoli. Otteniamoubdratom A5 CD
col lungo dil2 cm - p.es|AB| =6+ 6

La diagonale di questo quadrato|®cC | dove

|AC| = /IACI|* + |BC|? |AC| = 1242
' W

Punteggio

N. attivita Rappe della soluzione dell’'esercizio niPu
A Traduzione dell’esercizio nella lingua polacca 1
B Preparazione del disegno, introduzione dellecemloni 1
C Calcolo Della lunghezza di lato del quadrato lladsia diagonale 1
D Calcolo della lunghezza di raggio 1
E Risposta adatta 1
F Traduzione della soluzione nella lingua straniera 2

110

r - la lunghezza del raggio di pentolone fa

r = |0A4| + |AF]|,

dove|0A4| = 6, alAF| = % 12y/2 dunque
r=6+6V2=6-(1+2), czylir ¥ 1448 cm

Risposta: Il raggio della base di pentolone misura citdabcm
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Zadanie 2. Klomb i fontanny (5 punktow)

5 '“*Dane i oznaczenia:
Prostolat o przektnej
AB=10m|0BA( = 30°
Kofa (o réwnych promieniach) styczne
do ramion prostoka i do jego przeknej (jak
na rysunku)
Punkty E; G g srodkami tych kot.
Szukane:

Odlegtas¢ srodkéw tych kot, EG |=?
Dhugosé odcinka EG wyliczymy z tréjlata prostoktnego2EGM | ale najpierw musimy wyliczy
dtugaosci bokéw prostolta oraz promig okregu wpisanego WAABC. Boki wyliczamy z podanego

kata i dtugaci przeciwprostoktnej ‘AB‘ 10. A; = cos30° = ﬁ ‘R‘ = 10@@ =53
3 2
BC

g - sin30° =; N ‘Biq =1o% =5 Promiei okregu wpisanego WAABC wyliczamy
ze wzoruP = pr, gdzie P oznacza pole trojta; p - potowe obwodu tréjlata, r - promier

okregu wpisanego w trojt
5/305

\A%BC\
_ 25/3 _ 5f5f£(3f)15f3155\/§5
‘AC‘ ‘BC‘ \Aq T 5/3+5+10 15+5/3 3443 9-3 6 2

2
Mozemy teraz oblicz§ dtugasci przyprostoltnych trojkata AEGM

[EM| =[BC|- 208 :5—295@:10—5\@ MG| =|AC|- 21k :5\@—295@:5\@—5\@%:5
Teraz dAAEMG stosujemy twierdzenie Pitagorasa

() -3 < (1G] ~bo-5.3] +5- ~5'o-5} 5 s -
EG‘)2 =5° mtﬁz—\/ﬁ): 5% 2° [ﬁz—ﬁ), Zatem szukana odlegftbjest

réwanq = /52 [22 Eﬂz—\@)ﬂo 2-/3

Odpowiedz: Odlegtai¢ srodkéw fontann wynosl03/2-+/3 m

c

3+3+1) 5 E(B 4\/5)

Punktacja
L N . Liczba
Czynnaci Etap rozwizania zadania punktow
A Wykonanie rysunku z pomocniczymi liniami, wprowadizeoznacze, plan 1
rozwiazania
B Obliczenie bokéw prostaka i jednoczénie bokbw AABC 1
C Obliczenie dhugéci promienia okggu wpisanego WAABC 1
D Obliczenie diugéci przyprostoktnych AEGM 1
E Obliczenie odlegkxi srodkéw fontann i podanie odpwiedzi 1
148 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu: CarMetal
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Zadanie 3. Wyrocznia na odlegtos¢ (4 punkty)

199 Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku:

B . y Cc
@7
60 !
2139\ z z
X y
! ? .
t 25 t
A X y D

Dane i oznaczenia:
Zamek znajduje giw punkcie M.
|AM| =25 |BM| =39 ICM| =60 IMD| =7
Przez punkt M prowadzimy prostopadte do bokow miega. Te proste wraz z odcinkami
taczacymi zamek z miasteczkami podzielity krolestwo rigkiaty prostoktne. Ich przyprostakne
oznaczamyx; ¥; t; z. Otrzymalémy cztery rodzaje troptOw prostolgtnych, stosujc do nich
twierdzenie Pitagorasa otrzymujemy r@sijace relacje:

x2+22 =392 (%) ¥+ 22 = 602 (xx) ¥ +12=25% (wex) Y2+ 12 = |MD|? (exxx)

Szukane:

Dodajc powyzsze réwnania stronami, otrzymujemy:
X2+ 22+ Yy + 22 + X2 +t2 +y? +t2 =397 +60° + 25 +

MDJ”,

(**%) (**)
2x* +2y* +22° + 2t* =1521+ 3600+ 625+|MD|" _, , 1727, 12 Ryl 5746+|MD[

Uwzgledniamy(™*) i (") mamy 2({625+3600) =|MD|” +5747=> 2({25° +60%) = [MD[" +5746
_ |MD[" =2[4225-5746 _, [MD|" =2704 _, [MD|= 2704 _ |MD| =52

Odpowiedz: Odlegta¢, ktora dzieli zamek od miasteczka D wynosi 52 km.

Punktacja
: N , Liczba
Czynnagci Etapy rozwizania zadania punktow
A Sporadzenie rysunku, wprowadzenie oznacze 1
B Zapisanie relacji wynikagych z twierdzenia Pitagorasa 1
C Dodanie réwn@stronami i pogrupowanie wyrazow 1
D Wyznaczenie z rownania wafto |MD| i podanie odpowiedzi 1
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Zadanie 4. Z Budapesztu (4 punkty) **°

Srodki trzech matych okgéw tworz trojkat rownoboczny o bokg = 2 - 3em = 6cm
Srodek O duego okegu jest te srodkiem cézkosci | punktem przegiia sk wysokdaci tego
trojkata.

Punkt O jest potoony w dwdch trzecich térodkowej, wic |01] =
Zatem promié duzego okegu wynosi:|0P| = |0I| + |IP| = 2V/3 + 3(¥ 6,5cm)
Odpowiedz:

Promier duzego okegu w przyblizeniu rowna si 6.5¢cmn.

Punktacja
: o . Liczba
Czynnaci Etap rozwizania zadania punkow
A Narysowanie 3 okigdéw parami styczne o promieniu 3 cm 0,5
B Narysowanie diego okegu stycznego do trzech pozostatych, 1
ktory ma po jednym punkcie styczmbz kazdym z nich.
C Wymazanie trzech matych tukéwsénodku rozety 0,5
D Obliczeniesrodkowej tréjkta, ktorego wierzchotkamasrodki matych 1
okregow
E Obliczenie dtugeci promienia daego okegu 1
150 Rysunki wykonata Helena Ewert — Fechner za panpoogramu: CarMetal
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Zadanie 5. Problem egzystencjalny (5 punktéw)

Wprowadzamy oznaczenta:a =2 +x; b=1+42x; c=12—x

Liczby dodatniea, b, ¢ s3 dtugasciami bokow trojlata tylko wtedy,gdy spetnione gsnastpujace
warunki

MNaz=0Ab>0Ac=0Mna+b>0Ab+c>aha+c=h

Uwzgledniajac przygte oznaczenia otrzymujense jesli taki trojkat istnieje to musgby¢
spetnione wszystkie parsze warunki:

:x::-l:H:}Z-I-x::-D(:rx:h—E;

b=0e=142x>0= x> —-0=5
cx=0=12 —x >0 x =< 12
at+tbrc=2+x+14+2x>12—x=3+3x =12 —x=4x =9 x = 2,25

b+rra=ol+x+l12-x=22+x=2x+ 13 = 2+x = 13 = 2 co oznaczaze warunek
jest prawdziwy dla wszystkich
atcrzbe2+x+12—x>2lt2x=1l4x142x=22x <13 x <60

Zbiorem rozwizan wszystkich nierownéi jest przedzial 2,25;6.,5), co oznaczaze taki trojkat
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy € (2,25;6,5)

Odpowiedz :
Tréjkat o bokach(2 + x); 1(+2x); (12 — x) istnieje dlax € (2,25;6,5)
Punktacja
Czynna¢ Etap rozwizania zadania Liczba punktéw
A Przyjecie oznaczg, zapisanie nieréwroi trojkata 1
B Rozwhzanie otrzymanego uktadu nieréwod 3
C Podanie odpowiedzi 1

151 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu: CarMetal
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Zadanie 6. Bieg przyjaciot (4 punkty)

Okregi, ktére g biezniami oznaczamy??

Luca biega po okgu o{J; R). Andrea po okigach: o(A; 3); o(B; 2); o(C;1).
Okregi: o(A; 3); o(B; 2); o(C;1) sa parami zewatrznie styczne ponadto
kazdy z nich jest wewetrznie styczny doo(J; R). Czas biegu t@h.
Rozstrzygnij, ktory z przyjaciét jest szybszy?

Andrea mae przebiec wszystkie trzy wewtnzne bienie, tak, aby nie
przebiec ponownie tych odcinkéw, ktérymgjhiegt.

Moze to by na przyktad trasaELDHGJKEGDE ,

Jej dtuga¢ réwna jest sumie obwodow trzech matychegidw.

Zatem Andrea pokonuje tradtugdici

S, = 2ir(1+ 277[2 + 2778 = 277+ 41T+ 677 = 1277 (k)

zagto mu to trzy godziny, wic biegt z pedkoscia: v, = %T[kTm} = 471[%71

Okregi: o(A; 3); o(B; 2); o(C;1) s parami zewatrznie styczne wtedy i tylko
wtedy, gdy odlegtée srodkdéw kadej pary okegdw rowna jest sumie diuga
promieni tych okggow.

Otrzymujemy, zatem/AB =3+2=5 |BC|=2+1=3 |AC|=3+1=4

Zauwaamy,ze |AC” +|BC|” = 42 +3? =16+9 = 25 oraz|AB” =5? = 25
czyli, ze w AABC suma kwadratow dwoch jego bokoéw réwna jest
kwadratowi trzeciego boku, zatem na mocy twierdaeuwrotnego

do twierdzenia Pitagorag®ABC jest prostoktny.

Nastpnie zauwaamy,ze czworokit ACBJ jest prostoktem.

Kazdy z okegéw: o(A; 3); o(B;2); o(C;1) zawiera sjw k(J; R) i jest
wewrgtrznie styczny doo(J; R). Odlegtaci srodka J odrodkow tych okegdw musz byé rowne
réznicy promieni. Promig zewretrznego okegu oznaczykmy przezR, uwzgkdniajac oznaczenia
na rysunku mamyR =|JK| =|JL| =|JH| Otrzymujemy sid:

JC|=R-1= R=[JC|+1, ale|JC|=|AB =5, std R=5+1=6
JB=R-2= R=[JB+2,ale|JB=|AC|=4,std R=4+2=6
JA=R-3=R=[JA+3,ale|[JA=3,std R=3+3=6

Luca przebiegt dystans rowny diugoobwodu duego okegu, czyli
S, =2nR=2n6= 127T(km). Luca swoj dystans pokonat w trzy godziny, zateegat z

. 1277| km km
dkoscia: =— | — |=4m— | =V,.
predkaoscia: v, 3 {h} n[h} V,

Odpowiedz:
Zaden z przyjaciot nie byt szybszy, ponievpgdkosci, z jaky biegali g rowne:y, = 4,1[‘?} =V, -

152 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu: CarMetal
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Punktacja
Czynnggci Etapy rozwizania zadania Liczba punktoyw
A Sporadzenie rysunku, wprowadzenie oznacze 1
B Obliczenie dystansu (lub qukasci), jaki pokonat Andrea 1
C Obliczenie promienia dego okegu 1
Obliczenie dystansu (lub ¢gatkosci), jaki pokonat Luca.
D o L 1
Odpowiedzi z uzasadnieniem
Zadanie 7. Srednie? A co na to geometria? (4 punkty)
Dane, rysunek®i oznaczenia:
g SRR Wykaza, ze (x < 0iy > 0) » X =[x 5.

Rozwaamy trojkat prostokitny AABC,
w ktorym:

IDACH =90°, & Wysokec¢ ‘C*D‘ =h-
Przyjmujemy ze:
0<x<y;|AD/=x;

ﬁg‘ =y.

Punkt E jestsrodkiem odcinkaAB, czyli
przeciwprostoktne;.

CE jestsrodkowg trojkata AABC

Zauwaamy, ze AADC jest podobny dd*CDB,

Z podobiéstwa tych trojlgtéw otrzymujemy:
|cD| _ DBl _ k&
_ = == —
AD |cD| x b

W tréjkacie prostoktnym przeciwprostaitna jestsrednicy okregu opisanego na tym tréjkie,

zatem punkt E jestrodkiem tego okygu.

Otrzymujemy, wic |AB| = 2R orazlAB| = x + v, zatemR = 2 | sqd 2R = x +v.

=2 ph2 =x-v, zatemh: X[y.

Z kolei ACDE jest tréjlatem prostoktnym, w ktérym,R = h bo brzyprostoigtna jest krotsza
od przeciwprostaknej, zatem*:’—y = Maﬂ .

J&li x = y, to punkty D i E si 60krywajau a trojlatAABC jest prostoktny i rOwnoramienny
i lcDl =|CE|, sadh =R, czyli fx-y =2

-

=

Odpowiedz:

Dla dowolnych dodatnich liczly; y prawdziwa jest nierowrio ﬂ = M;’Ty,
przy czym réwné¢ zachodzi, gdyt = .

Punktacja

Czynna¢ Etapy rozwizania zadania Liczba punktéw

A Sporzdzenie rysunku, wprowadzenie oznacze 1
Wykazanieze w tréjkacie prostoktnym wysoka¢ jestéredni

B geometrycza rzutdw X; y prostoktnych przyprostoktnych na 1
przeciwprostoktng
Wyrazenie promienia okigu opisanego na trGjkie prostoktnym

c przezx orazy 1

D Porownanie wysokii i promienia okggu opisanego na trgikie, 1
sformutowanie wniosku.
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Zadanie 8. Panienka z okienka (5 punktéw)

Dane i oznaczenia jak na rysufku
NiechD bedziesrodkiem okegu, ktéry zawiera tukAHB,

punkt C jestsrodkiem odcinkaAB, odcinekDC zawiera si w symetralnej odcinkaAB

\Ez{ =104cm= ‘A_C‘ :\C_B{ =52cm _ |HC|=26¢m

Szukany promi oznaczamy przeR . Zatem|DA =|DH| =|DB| =R

Zgodnie z trécia zadania i przyjtymi oznaczeniami otrzymujempC| =|DH| ~|HC|, zatem

IDC| =R-26

Stosujic twierdzenie Pitagorasa do tréji prostoktnego ADCB otrzymujemy:

IDC|* +|cB” =|DB|", a std (R-26)° +52° = R?, nastpnie mamy
R? - 2[26[R+26° +(2[26)* = R* ~ 2[26[R=26{1+4)

2
R:&:@:SHQ,ZGS
2[26 2
Rozwigzaniem tego réwnania je®t = 65 cm
Odpowiedz:
Szyble nalezy wycia¢ z okregu 0 promieniuR = 65 cm
Punktacja
Czynndaci Etapy rozwizania zadania Liczba punkté
A Sporadzenie rysunku, wprowadzenie oznacze 1
B Zapisanie zatmoici [DC| = R- 26 1
C Prawidtowe rownanie 1
D Rozwizanie réwnania i odpowiegd 2
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Zadanie 9. Dwie cieciwy (3 punkty)

Rysunek™, dane i oznaczenia:

Dane cgciwy:

AC i BD

ACnBD= {S} cieciwy przecina si¢ w punkcieS

s
¢
552
5 -

x>0=D=R,

Sposob |

Jezeli polaczymy kaice narysowanych @tiw oraz zaznaczymyaky wpisane oparte na tych
samych tukach, to widaze otrzymamy dwa tropty podobneAASD oraz ABSC.

Z podobiéstwa tych trojlgtow otrzymujemy:

SC SC 3x 6

8=%[¢Bx@ 8=x% o x=2420x=-24/20D

Zatem‘B_ﬁ =4J2 i ‘FS‘ =6J2
Sposob I
Moglismy tez od razu skorzystaz twierdzenia o odcinkach siecznych:

AS15q =[BYSD - 8(B=2x[Bx |:6
8=x* « x=2J20x=-2/20D
Zatem‘B_ﬁ =42 i ‘D_S{ =6y2
Odpowiedz:
Dlugaosci odcinkéw drugiej giciwy wynosa;: 42 i 642

Punktacja
Czynndaci Etapy rozwazania zadania L|czb,a
punktow
A Sporadzenie rysunku, wprowadzenie oznacze 1
B Prawidtowe réwnanie 1
C Rozwhizanie rbwnania i odpowied 1

1% Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu: CarMetal
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Zadanie 10. Wspadlna styczna (4 punkty)

Dane:
Okregi: o(C;7) i o(D; 2)

Prostak , styczna do tych okgéw w punktachA i B
Oblicz:

Odlegtai¢ punktéw A i B, czyli |AB

Trzeba dorysowaodcinek(niebieski)E_D, ktory jest réwnolegty do prostdj, prostopadty dcCA

i taki, ze ‘ﬁ)‘ = ‘A_B{ . Rozwaamy dwa przypadki:

| — okrgi leza po tej samej stronie prostkj=°
W trojkacie prostoktnym COCED

Cg" +[ED[ =[cD
52 +x? =13

25+ x* =169

x? =144—= x =12

Il - okregi leza po przeciwnych stronach prostef®’
W drugiej sytuacji

Ce" +[ED}" =[cDf
92 +x2 =13
81+ x? =169

x> =88= x =222

na mocy twierdzenia Pitagorasa mamy:

analogicznie — terozwaamy na trojlst OCED

Odpowiedz:
Odlegtasé¢ punktow A i B, czyli |[AB =12 lub |AB| = 222

Punktacja

Czynnaci Etapy rozwazania zadania Liczba

y py rozwa. punktow

A Zapisanie danych, wprowadzenie oznaczauwaenie,ze s dwa przypadki 1
B Prawidtowe rozwjzanie | przypadku -a€znie z rysunkiem 15
C Prawidtowe rozwizanie Il przypadku -akznie z rysunkiem 15

1% Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu: CarMetal
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Zadanie 11. Cztery dwusieczne (3 punkty)

138 Dorysujmy dwusieczne prostgti:

D S , R C
0
48 45° 45 45°
0
45 ¢ 45
M
K
0
0 45
45 L
0 0 45°
45 45 45
A P Q B

Zauwamy, ze kady z tréjkatéw AAKD; APQL; ABMC; ARNS ma dwa kty rowne45”, wiec &
to trojkaty prostokitne i rownoramienne.

To oznaczaze kady z katdbw czworokta KLMN jest prosty, jest to wC prostolt.
Pozostato wykaza ze tak napraweljest to kwadrat.

4 59
Sposéb |
D S , R c
0 0
\ 45 45 45 450
45 ¢ 45°
ot
p K
o 45°
45 L
0 0 45°
45 45~ 45
A P Q B

Zauwamy, ze prostap przechodzca przezrodki bokowAD i BC jest osi symetrii catego

narysowanego obrazka, tzn. w symetrii vegigim tej prostej na siebie przechodzi zaréwno
prostokt, jak i jego dwusieczne.

Ponadto prosta ta zwiera pragiy KM prostolata KLMN. To oznaczaze jest to take & symetrii
tego prostoita. To kaxczy dowdd, bo prostak, w ktérym przektna jest osi symetrii musi by
kwadratem.

158 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu: CarMetal
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- 160
Sposobll
D S . R c
0 0
45 45~ 45 45°
0 )
M
K
o 45°
45 L
0 0 45°
45 45 45
A P Q B

Pokaemy,ze dwa gsiednie boki prostafta KLMN s3 rowne, co bdzie oznaczataze musi to by
kwadrat.

Zauwamy, ze trojkaty ADAQ i AADF s przystajce (oba majréwne laty i wspolny bokAD).
Zatem AQ=DR. To oznaczaze RC=QB. Analogicznie pokazujemyeDS = AP.

Mamy, wigc SR=DC-DS-RC=AB-AP-QB=PQ

To z kolei oznaczae trojkaty OPQL i OSNRsa przystajce. Zatem
KL=DQ-DK-LQ=PC-CM-PL=LM co kaczydowdd.

Sposob

Tak jak poprzednio zauwamy,ze RC=QB.

Teraz rozwaamy rownolegtobokPAPCR i 0QBSD Maja one réwne ity i rowne diugeci

bokdw, co oznaczae s przystajce. W takim razie majrowne wysokéci, czyli KL = LM

Punktacja
. N : Liczba
Czynndci Etapy rozwazania zadania punktow
A Sporadzenie rysunku i zaznaczenigéw o mierze45’ 1
B Wykazanieze czworolgt jest prostoktem 1
C Wykazanieze prostokt jest kwadratem 1
180 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za parmpoagramu: CarMetal
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Zadanie 12. Dwie dwusieczne (2 punkty)

Zaczynamy od rysunku i niedAACBi [JADB beda oparte na tym samym tuku.

D

40°

E

Jezeli poprowadzimy dwusieczrkata ACB, to jej punkt przeercia E z okrgiem, podzieli tukAB
na dwie rowne G&ci.
W takim razie prost®E jest dwusieczpkata ADB.

Punktacja
Czynndgci Etapy rozwizania zadania Liczba punktow
A Sporzdzenie rysunku i 0znaczenia 1
B Wykazanieze dwusieczne przecinggie w tym samym punkcie okgu 1
122 Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Pakiet M - 2.6 ,,Scinki, wycinki ... wizyta u krawca dwa”

I. Tresci merytoryczne:

e pola trojkatdw, czworolgtow i innych wieloktéw;

* pole kotfa, pole wycinka kota;

* przystawanie i podobiestwo figur. pola figur przystagych i pola figur podobnych;
» okrag wpisany w lgt. wielokat wpisany w oksg, wielokat opisany na okigu;

* wielokaty foremne;

* wzajemne potgenie okegow;

* twierdzenie Pitagorasa.

Il. Cele szczegotowe:

» doskonalenie umiejnosci sporadzania rysunkow ilustragych treé¢ zadania;
» doskonalenie umiefnosci sporadzania konstrukcji geometrycznych;

* ksztatcenie umiejnosci wykorzystywania wiasrii figur przystagcych i figur podobnych,
w tym umieszczonych w kont&die praktycznym;

* ksztalcenie umiefnosci wyznaczania pol figur ptaskich;

* ksztatcenie umigjnosci rozumowania przez analggi

* ksztatcenie wyobtani i sprawndci manualnej - konstruowanie, wycinanie, naklejanie
réznych figur ptaskich w celu tworzenia z nich nowyanfiguraciji, itp.

lll. Proponowane metody i formy pracy

Metoda: praca w grupach, burza mézgow.
Forma pracy: wspolnym frontem.
Srodki dydaktyczne: karty pracy, gry dydaktyczne.

IV. Przebieg zajec
Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

1. Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obécio

2. Podziat uczniéw na zespoty zadaniowe (grupy 4 s@owe).
3. Wybor lideréw, sekretarzy , asystentow poszczegdirgrup.
4

. Rozdanie kadej z grup zestawovdwiczen otwierapcych oraz materiatdw potrzebnych
do rozwhzywania zada

o

Rozwigzywanie¢wiczen przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.
Przedstawienie i porbwnanie roz®an zada przez przedstawicieli grup.
7. Zebranie kart z rozwzaniami.

o
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[1]
(2]

Bibliografia do , Cwiczen otwierajacych”

Dyda B., Romanowicz ZZdania dla przysztych olimpijczyk6Wydawnictwo Siedmiordg, Wroctaw 2008
http://www.zadania.info

Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)

1.
2.
3.

[1]
2]
[3]
[4]

Uczniowie siadaj we wczdéniej ustalonych zespotach zadaniowych.
Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawurzgdazwiazmy razem”.

Uczniowie dokonuyj podziatu, ktéra grupaghzie rozwazywata dane zadanie.
Uczniowie powinni poei¢ zestaw zadai rozdziel¢ zadania do odpowiednich grup.

Kazda grupa rozwizuje zadania samodzielnie. Po rogzz@iniu zadania uczniowie redaguj
odpowied na karcie odpowiedzi.

Jezeli dana grupa zakazy prae, to jej cztonkowie powinni przytzye sie i pomoc
W rozwigzywaniu innym grupom.

Nauczyciel zbiera karty odpowiedzi.
Zakaczenie zajc.
Bibliografia do zestawu zad& ,Rozwigzmy razem”

Dyda B., Romanowicz ZZdania dla przysztych olimpijczyk6Wydawnictwo Siedmiordg, Wroctaw 2008
Matematyka Bez Granic, Etap finalowy konkursu, #eas&2007

Matematyka Bez Granic, Etap finalowy konkursu, dfy 2009

http://www.zadania.info

Spotkanie 3: ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

b

124

Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane kargcy zespotom zadaniowym.
Liderzy poszczegOlnych grup prezeatupzwiazania zadania.

Nauczyciel ocenia pragrup (pozytywne wzmaocnienie).

Podsumowanie z&j.
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Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” - ,,Scinki, wycinki ... wizyta u krawca dwa”

Bonus na rozgrzewke , Troche biatego, troche zielonego?”*®

W tym zadaniu naley:
1. Przettumaczy tres¢ zadania naggyk polski
2. Rozwigzat zadanie
3. Rozwigzanie zadania natg pod& w wybranym wczéniej jezyku

Bonus to warm-up Some white, some green? (7 points)

Some rectangle white paper card (with the verdd&&sP ABCD) has area 20 cm2. The card was
folded overlapping the opposite vertices A and @eit the pentago® CD'EF was obtained with

areaBCD'EF 12 cm2. The both sides of this pentagon was paiwtéda green colour. Next, the
pentagon was unfolded obtaining again a rectafidgie.one side of the rectangle was bicoloured.
What is the area of white part of this rectangle?

Bonus pour I’échauffement Un Peu De Blanc, Un Peu De Vert? (7 points)

Une feuille de papier blanche et rectangulairesalemetsd ECD et dont I'aire est de 20 cm2 a été
pliée de facon a superposer les deux sommets oppost C. Ainsi, a-t-on créé un pentagone

BCD'EFBCD'EF dont l'aire est de 12 cm2 que I'on a d’abord cdélen vert des deux cotés et
puis que l'on a déplié en retrouvant le rectangigial. Un cb6té du rectangle est maintenant
bicolore. Quelle est I'aire de la partie blanche ?

Bonus zum Aufwarmen Ein bisschen Weil}, ein bisschen Griin? (7 Punkte)

Ein rechteckiges, weil3es Blatt Papier mit Scheitefrd einer Flache von 20 cm2 wurde gebogen
und auf solche Weise zusammengelegt, dass zweingegdiegende Scheiteln A und C sich
berthrten. Auf diese Weise entstand ein Funfeckammér Flache von 12 cm2, der von beiden
Seiten mit griner Farbe bemalt und danach ausgebrevurde. Damit hat man den
Ausgangsrechteck bekommen. Eine Seite des Reshiscletzt zweitfarbig. Was ist die Flache
des weil3en Teils?

Prima para calentarse Un Poco De Blanco, Un Poco De Verde (7 puntos)

Una hoja de papel rectangular blanca con las déspilBCD ABCD y el area de 20 cm2 fue
doblada de esta manera que las dos cuspides aphegt@ se juntaron.Asi, se formd un pentagono

BCD'EF BCD'EF de area de 12 cm2 que pintaron de ambos lado®lde \erde y después
desplegaron obteniendo el rectangulo inicial. Uneaepdel rectangulo es ahora de dos colores.
¢,Cudl es el area de la superficie de la parte &fanc

Abbuono per riscaldarsi Un Po’ Di Bianco, Un Po’ Di Verde? (7 punti)

Una foglia bianca rettangolare coi vertickBCD e la superficie di 20 chwviene piegata di tale
modo, che si sono toccati due vertici oppositi 8.eCosi si € formato il pentago®<D'EF con la
superficie di 12 cf il quale viene dipinto da due parti co nil colmerde, e poi I'hanno piegato,
ottenendo di nuovo lo stesso rettangolo inizialea Uparte del rettangolo € adesso bicolore. Qual’e
la superficie della parte bianca?

161 7aczerpnito z [1] - Zadanie 72, Strona 50
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Zadanie 1. W pierscieniu (3 punkty)*®

Na széciokacie foremnym opisano oy i w ten széciokat wpisano okgg. Pole powstatego
piericienia jest rowne2r dm?. Oblicz pole powierzchni wielaka.

Zadanie 2. Dwa w kacie (6 punktow)®?

Ramiona kta o mierze6(° przecito prost prK prostopadt do jednego z ramionaka i wpisano
dwa kota styczne do obu ramion teggeki prostejpr.k. Oblicz stosunek pél tych koét.

Zadanie 3. Srodki takie same, a jakie pola? (5 punktéw)™®*

Udowodnij, ze jezeli srodki bokéw dwoéch czworaitdw wypukitych pokrywaj sig, to pola tych
czworolktéw s rowne.

Zadanie 4. Dwa kota, a gdzie tréjkat? (5 punktow)*®

Dane g 2 styczne zewgirznie kotd®®

k,(B; R) i k,(C; r) o promieniachR i r (R>r) orazsrodkachB i C.
Do tych kot poprowadzono wspalistyczm, ktora jest styczna do tych kot odpowiednio
w punktachD i E (D #E).

Oblicz pole tréjlsta AABD , gdzie A jest punktem przegtia sk prostych pr.BC i pr.DE.

162 7aczerpnito z [2] - Zadanie nr 2111107

163 7aczerpnito z [2] - Zadanie nr 6918455

164 7aczerpnito z [2] - Zadanie nr 2132558

165 7aczerpnijto z [2] - Zadanie nr 319888

186 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampomgramu CaRMetal
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczen otwierajacych” -
,Scinki, wycinki ... wizyta u krawca dwa”

Bonus na rozgrzewke Troche biatego, troche zielonego? (7 punktow)

Prostoltna, biak kartke papieru o wierzchotkacktBCD ABCD i polu 20 cnd zgicto

i ztozono w ten sposolig zetkrty si¢ dwa przeciwlegte wierzchotki Ai C.

W ten sposéb powstatquiobok BCD'EF BCD'EF o polu 12 crf, ktéry pomalowano z obu stron
zielom farba, a nastpnie rozt@ono, otrzymujc wyjsciowy prostolgt.

Jedna strona prostgtia jest teraz dwukolorowa.

Jakie jest pole powierzchni biatejeszi?

Bonus na rozgrzewke Troche biatego, troche zielonego? (7 punktow)

Przyjmujemy oznaczenia jak ha rysunjrg]:

DI
E
D C
A F B
Pomalowano na zielono powstaty pozaniu kartki péciobok BCD'EF.

Pomalowano z obu stron, czydcknie 24 cripapieru.
Po roziaeniu mamy4cznie 40 cripapieru (dwie strony po 20 ém

czyli biata cz$¢ zajmuje40cn? — 24cn? =16¢cn7

Odpowiedz:
Pole powierzchni biatej e%ci prostolgta wynosi 16cnt
Punktacja

Czynndaci Etap rozwjzania zadania Liczba punktéw
A Przettumaczenie zadania rayk polski 1
B Wykonanie rysunku, wprowadzenie oznacze 2
C Wykonanie obliczei odpowied 2
D Przettumaczenie rozadania nagzyk obcy 2

187 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampomgramu CaRMetal
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Bonus to warm-up Some white, some green? (7 points)
We take the notation as on the picture béf§w

We know, that after the folding a pentag®@D'EF BCD'EF was painted g
with green. < \

Two sides are painted so, the painted area is ¢g@dl cn.

After unfolding we have 40 chof paper (two sides, each of 203m
Thus, white part has the area:

A0cn - 24cn? =16cn? 40cm? - 24cm? = 16cm? |

Answer: The area of white part of this rectanglélfsm?® 16cnt

Scores
Activity Stages of solution Points
A Translation of exercise’s text into Polish 1
B Making the picture, introduction of notations 2
C Calculations and the answer 2
D Translation of solution into English 2

Bonus pour I’échauffement Un peu de blanc, un peu de vert? (7 points)

D'

Soit le dessin ci-dessou&>

On a colorié en vert le pentagoB&€D'EF

b < formé aprés avoir plié la feuille de papier.

On a colorié les deux cotés, soit en tout,

24 cnt de papier.Aprés I'avoir déplié, nous totalisons#6 de
papier (deux feuilles de 20 éndonc la partie blanche occupe
40cn? - 24cn? =16cn? 40em i - 24om? = 1eem?
Réponse:L’aire de la partie rectangulaire blanche est 6eny

A F B

Pointage
Numéro de I'activité Solution étape par étape Roint
A Traduire I'exercice en polonais 1
B Faire un dessin, introduire les symboles 2
C Faire les calculs et donner la réponse 2
D Traduire la solution en langue étrangere 2

Bonus zum Aufwarmen Ein bisschen WeiR, ein bisschen Griin? (7 Punkte)

Nehmen wir Bezeichnungen wie auf der Zeichnung'2nMit Griin
wurde das nach der Zusammensetzung von dem Bl&ttardene

e Funfeck BCD'EF bemalt. Es wurde zweiseitig bemalt, also insgesamt
24 cnf Papier. Nach dem Ausbreiten haben wir insgesamerd0
Papier (zwei Seiten mit jeweils 20 &malso der weile Teil belegt .

D

A - °  40cnt - 24cny =16¢nY
Antwort: Die Flache des weiRen Rechteckteils bett#gtr? .
Punktwertung
Tatigkeits nummer Etappe der Aufgabenlésung Puukitan
A Ubersetzung der Aufgabe ins Polnische 1
B Ausfiihrung der Zeichnung, Einfuhren der Bezeicigan 2

188 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu CaRMetal
189 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu CaRMetal
170 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampomgramu CaRMetal
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C Ausfuhrung von Berechnungen und Antwort 2
D Losungstibersetzung in eine Fremdsprache 2

Prima para calentarse Un Poco De Blanco, Un Poco DeVerde (7 puntos)

Admitimos las designaciones
como en el dibujo""*:

Pintaron de color verde el pentagd@d@@DEF for mado

= . después de haber plegado la hoja de papel.

Pintaron de ambos lados, a saber conjuntamentsm2dec
papel. Después de haber desplegado tenemos juntos 4e
papel (dos partes 20 éerda una), es decir la parte blanca

A - ®  ocupa: 4@nt - 24nt =16cnT 40cm® — 24cm® = 16cm*
Respuesta:El area de la superficie blanca de la parte defngulo edlécm?® 16cnT .
Puntuacion

Numero de la actividad Etapas de solucion de tarea Puntos
A Traduccion de la tarea en polaco 1
B Realizacion del dibujo, introduccion de las deaigjones 1
C Realizacién de calculos y respuesta 2
D Traduccion de la solucion en la lengua extranjera 2

Abbuono per riscaldarsi Un Po’ Di Bianco, Un Po’ Di Verde? (7 punti)
X Prendiamo le indicazioni come sul disegno :

) Dopo aver piegato la foglia hanno dipinto il pemtag ottenuto
° - BCDEF.

Dipinto da due parti, allora insieme 24 %di foglia. Dopo la
spiegazione abbiamo 40 &utella foglia (due parti di 20 c¥)) dunque
la parte bianca fa0cm® - 24cm® =16cm’.

Risposta: La superficie Della parte bianca del rettangola@en’

A F B

Punteggio
N. attivita Tappe della soluzione Punti
A Traduzione dell’'esercizio nella lingua polacca 1
B Preparazione del disegno, introduzione dellecempni 2
C Esecuzione dei calcoli e la risposta 2
D Traduzione della risposta nella lingua polacca 2

"1 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampomgramu CaRMetal
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Zadanie 1. W pierscieniu (3 punkty)

172.5zdciokat sktada si z széciu przystajcych tréjkatéw réwnobocznych, o bokach rownyeh

c D
Promiexr okregu opisanego na s#gokacie jest rownya, a promi@ okreggu wpisanega jest rowny
, . . . . a3
wysokdici h trojkata réwnobocznego, czyli jest rowrmy=h :T'

Pole piefcienia jest rowngsr dm* oraz rénicy pol:
2
duzego kotaP, ., = (&% i matego kota B, ,,, = ﬂ[j?%)

Poréwnujemy danwartc¢ pola piegcienia z ra@nica pol kot i otrzymujemy rownanie:

2 2
(277: TR —nﬁ%): (2DT= ”ia

Eﬁj,statd a’=8=a=2/2
T

a’3
4

Zatem pole pojedynczego trgjla rownobocznego obliczamy ze wzdgJ:=
P, :K—LZ\/E4 E/g =P, =—4m4ﬂ/§ ,std P, = 2\/§.

Pole széciokata jest 6 razy wiksze, czyli WynosiP,,. .. = 6[(2+/3=12/3.
Odpowiedz: Pole powierzchni szeiokata jest rownel 23 dnt.

Punktacja
Czynndaci Etapy rozwizania zadania Liczba punktéw
A Rysunek, wprowadzenie oznaézsokow széciokata i trojkatow 1
B Utozenie réwnania, w ktérym niewiadanest bok sz&iokata 1
C Obliczenie boku tréita i széciokata oraz pola tréjita 2
D Wyznaczenie pola sgeiokata, odpowied 1

172 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampomgramu CaRMetal
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Zadanie 2. Dwa w kacie (6 punktéw)
Dane:
Kat 0 mierze6C; prostaprk Ul prAC

Kota k,(O; r) i k,(Q; R) sa styczne do ramionaka i do prostejpr.k
Obliczyé¢:

. oo Pao:n)
Stosunek pdl tych kot tzn———+

Pelar)
Tak jak na rysunktf* oznaczmyAQ| = x.

Kota s figurami podobnymi, skala podoligtwa réwna jest stosunkowi promieni.
Stosunek pél figur podobnych réwny jest kwadratekali podobiéstwa.
Wykorzystamy faktze okigi sa jednoczénie styczne do ramiorata i do prosteprk.
Warunki stycznéci pozwalag na dwa sposoby:

wyznaczy diugas¢ odcinkax w zaleznosciodr i R,

nastpnie otrzymamy, zafmos¢ miedzyr i R.

Po pierwsze, z trojita AAOB mamy% =sin30° = Lx -1 , zatemX =2r ().

Podobnie uzasadniamsg |AQ = 2R.
Drugi sposob wyliczenia to rowng¢: x =|AQ =|AQ -0Q=2R~|0D-|DQ

173 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampomgramu CaRMetal
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Dtugosci odcinkéw‘@‘ i ‘D_q wyliczamy nasfpujaco:

Z trojkata ADEQ mamy: é =cos30’ = é = ‘D_Q( = @
‘Dq 2 3
= 23
PodobnieOD = ——
€00 ==
Mamy, zatem £~ ) i powyzszych réwnéci x = 2R—i§'R—2—\fr,

korzystamy ): X =2r , wiec otrzymujemy:

23R 2/3r ‘ﬁ_
3 3 |2

2r =2R-———

czyli 3r =3R-+/3R-/3r,
stad 3r ++/3r =3R-R/3,

zatemr(3+ \/:_3): R(3— \/5) ‘Bﬁ(?,i—\@) :

r 3_\/5 _ (3—\/5)2 =12_6\/§ =2—\/§

czyli —= =
'R 3+43 9-3 6
. Pk(O'r) r)’ 2
stad stosunek poli——+ =| — :(2—\/5)
Peor) \R

2
Stosunek pdl jest rowny kwadratowi stosunku promiezyli (Z—x/é) .
Odpowiedz:

2
Stosunek pél tych kot jest réwr(\z—\/é)

Punktacja
. . . . Liczna
Czynnaci Etapy rozwizania zadania punktow

A Rysunek, wprowadzenie oznaéze 1

B Wyrazenie x w zaleénaosci od r 1

C Wyrazenie x w zalenosci od R 1

D Poréwnanie otrzymanych wyen i obliczenie stosunku dtugoi promieni 2

E Wyznaczenie stosunku pol i podanie odpowiedzi

132 e . ) L
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Zadanie 3. Srodki takie same, a jakie pola? (5 punktéw)
Rozwaamy dowolny czworak wypukly 0ABCD. *"*
Udowodnimy,ze pole czworoita OEFGHpowstatego przez
potaczeniesrodkow jego bokow jest rowne potowie pola wgipwego

czworokyta to znaczyP, .., = % [P, ascp - Fakt ten w szczegolka

oznaczaze srodki bokéw jednoznacznie wyznaczg@ole czworokta,
czyli to, co jest trécia naszego zadania, to znaczy jednésiEeudowodnimy twierdzenie:

Zatozenie Punkty E, F, G, H s3 srodkami bokéw czworaitow: CABCD i OKLMN
Teza Pola czworoltéw OABCD i OKLMN s réwne P,,gep = Py -

Niech E, F, G, H beda srodkami bokéw czworaka CABCD

i poprowadmy przekitna BD. Odcinki GF i HE tacza srodki
bokdéw w tréjkatach AGFC i AHEA, zatem:AGFC~ADBC

GF 2
w skali: k = :l,wie‘c@:(lj zl,s'ad
DB 2 PADBC 2 4

1 HE
AHEA ~ ADBA w skali: k =
) DB

N

Pare = Z Paoec -

2

. P 1 1 ek . , L(*) . (*x .

wige —MHEA = (—j =7 Std Pae, = % Posa ) Dodapc réwndgci @i ) stronami mamy:
ADBA

1 1 1 1 , ,
Pacre + Pavea = Z Paoec + Z Papea = Z (PADBC + PADBA) = Z Poaco Podobnie pokazujemy,

1

ze P =

amep T Pares = Z Poasco Mamy, zatem:

1 1
P<>EFGH = P<>ABCD - (PAGFC + PAHEA + PAHGD + PAFEB) = P<>ABCD - [Z P<>ABCD +Z P<>ABCD) '

1 1

czyli Pyergy = Poasco ~3 Pyasco = 3 Pasco » @K, Wic otrzymalimy, ze P, ,gp = 2[P,grqy, ,» gdzie punkty
E; F; G; H s srodkami jego bokéw. Pagtujac analogicznie otrzymam®, yn = 2 Pogran -
Zatem P, v = Poascn»-CO 0znaczaze czworolgty, ktorychsrodki bokéw s¢ pokrywap maj rowne pola.

c.b.d.o.

Punktacja
. . . . Liczba
Czynndci Etapy rozwizania zadania punktow
A Rysunek, oznaczenia 1
B Wyznaczenie pola czworata, ktérego wierzchotkamasrodki bokéw danego 2
Wykazanieze pole czworoita wypuktego, rowne jest dwom polom czwoatek
C 7 . o . . 1
ktérego wierzchotkamiassrodki bokéw danego czworata
D Whiosek 1
17 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu CaRMetal
175 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampomgramu CaRMetal
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Zadanie 4. Dwa kota, a gdzie tréjkat? (5 punktow)

Dorysujmy do podanego rysunkfi promienie okggéw
oraz rzutF punktuC na prost pr.BD

" :

Policzymy najpierw pole trojta ABCD (duzy trojkat AABD jest do niego podobny w znanej skali,
wigc to wystarczy do obliczenia jego pola).

Znamy jedn przyprostoktna oraz przeciwprostakng tego trojlata, maemy, wic policzy¢ drug
przyprostolgtna.

FQ"=[BG" -[BR", cayii [FG" =(R+r)* ~(R-r)", zatem

FQ" =[(R+r)+(R-r)]f{R+r)-(R-r]],

wiec ‘qu =2[RI2[F =4Rr = |FC|= 2JRr

Mamy, zatemp,. =2 0BF|0FC|, C2Yli Pyge =~ HR-1)2VRr = (R-rRr

BD
Tréjkat AABD jest podobny do trojka ACBF w skali % = Ri
-r

Stosunek pdl figur podobnych réwny jest kwadratekali podobiéstwa, zatem mamy:

2
Paago — [ R J
PACBF R-r

2 2 2
R R R? /Rr
PAABD = (ﬁj DDABCF PAABD = (E) EQR - r) W PAABD = ?
: e R? B/Rr
Odpowiedz: Pole trojlata jest rowneP, g, = %ﬁ
-r
Punktacja
Czynnggci Etapy rozwizania zadania Liczba punktow
A Rysunek, oznaczenia 1
B Wyznaczenie przyprostatnej matego trojita 1
C Wyznaczenie pola matego tréjk 1
D Wyznaczenie skali podoliistwa trojkatow 1
E Obliczenie pola ditego trojkta i odpowied 1

176 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampomgramu CaRMetal
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Spotkanie 2: ,,Rozwigzmy razem” —,,Scinki, wycinki ... wizyta u krawca dwa”

Zadanie 1”7

W tym zadaniu naley:

1. Przettumaczy tres¢ zadania naggyk polski

2. Rozwigzat zadanie

3. Rozwigzanie zadania natg pod& w wybranym wczéniej
Exercise 1. Triangle not too right(7 points)-’®

Figure out the half circle with a radius of 10 ¢fhe pointsBF andC¢ divide a half-circle
ADAD into three equal parts. Calculate the area oftpdiourvilinear triangle.

A D A D

Exercice 1. Triangle pas tout & fait droit(7 points)’®

Figure sur le demi-cercle avec un rayon de 10 @s.doint88 etC C partagent le demi-cercle
AD en trois parties égales. Calcule I'aire coloriadréangle courbe.

B'C B: >c
A D A D

180

Tarea 1. El tridngulo no muy simple (7 puntos)

Calcule el semicirculo con un radio de 10 cm. LstpsZ y € dividen el semicirculdD AD en
tres partes iguales. Calcula el area cubiertartengi del triangulo de linea curva.

B'C B: >C
A D A D

17 7aczerpnito z [1] — Zadanie 75, Strona 51

178 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu CaRMetal
179 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu CaRMetal
180 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu CaRMetal
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Aufgabe. Nicht besonders einfaches Dreieck (7 Punkte) **!

Abbildung aus dem Halbkreis mit einem Radius voreh0 PunktedB undC teilen einen Halbkreis
in drei gleiche Teile. Berechne die bemalte Flabde krummlinigen Dreiecks.

A D A D

Esercizio 1 Triangolo Non Troppo Regolare (7 punti)

| punti e dividono il semicerchi@dDin tre parti uguali. Calcolare la superficie déhmigolo
curvilineo colorato.

A D A D

182

Zadanie 2. Zapakowac? (5 punktow)

- 183 Adam w czasie przgfia zrobit zdgcia swoim przyjaciolom. Maj
s \ one ksztatt prostaita o szerokéci 9cm i dtugasci 13cm. Adam

chcialby je ofiarowa przyjaciolom. Kade zdgcie zawirat w
prostokatny arkusz papieru w nagiujacy sposob: zdgie utazyt tak,
zeby kady jego rég dotykat brzegu kartki, a wysizg rogi kartki
zaght. Okazalo st, ze idealnie zakrywajone zdgcie, nie naktadap
si¢ na siebie nawzajem i nie zostaw@jvolnej powierzchni.
Wyznacz wymiary arkusza papieru.

Zadanie 3. Sredniowieczna technika (5 punktéw)*®

185 W celu skonstruowania kwadratowych weivanych
dziedzhcéw  klasztornych o harmonijnych  wymiarach,
sredniowieczni architekci korzystali z negtijacej techniki:

* rysowali okng i wpisany wé kwadrat, aby okrgi¢
wielkos¢ wewrgtrznego dziedzica,

* nastpnie rysowali drugi kwadrat o bokach stycznych
do okrgu i rownolegtych do bokow pierwszego
kwadratu.

Powierzchnia zawarta gdzy bokami obu kwadratow tworzyta gateri
Przedstawd na rysunku szkic dziedmta. Poréwnéapola dziedzica i galerii.

181 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampomgramu CaRMetal
182 7aczerpnito z [2]

183 Rysunek zaczerpgto z zamieszczonej w Interneciesriezadania

184 Zaczerpnito z [2]

185 Rysunek zaczerpgto z zamieszczonej w Interneciestriezadania
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Zadanie 4. Piekto — niebo (5 punktéw)l‘%

M jest dowolnym punktem wewirz ostroktnego AABC. Z punktu M

dzielimy trojkat ABC na 6 tréjlatow prostolitnych. Otrzymujemy w ten
Sposob punkty J, K, L, dadi ktérym mazna zbudowé 6 kwadratow, tak, jak
pokazano na przedstawionym rysunté.

Poréwnaj Sura powierzchni kwadratow g@wych z sum powierzchni

kwadratow niebieskich (bez mierzenia dsigd).

Odpowied uzasadnij.

Zadanie 5. Piekto — niebo - ziemia (3 punkty) *#4'*

Punkt D, bedacy punktem wewetrznym trojkata ABC,
przeksztalcamy przez symetri wzgledem prostych
zawierajcych boki AB; BC; AC otrzymupc odpowiednio
punkty E; F; G

Udowodnij, ze pole sz&ciokata AEBFCG jest dwa razy .
wieksze od pola tropta ABC.
Zadanie 6. Wpis - opis (3 punkty

)190

Pole kota wpisanego w smiokat foremny wynosio cnt .
Oblicz pole kota opisanego na tym §ziekacie.
Zadanie 7. Pole do pola... (3 punkty) **?

W szdciokacie foremnym paiczono srodki sisiednich bokow otrzymuag ponownie sze&iokat
foremny. Oblicz stosunek pdl: otrzymanego i §eigwego széciokata.
Zadanie 8 .0d katéw i bokéw do pola (6 punkéw) *#

Oblicz pole czworofta wypukiegoABCD, w ktorym:

katy wewretrzne mag odpowiednio miaryz4 = 90°, 4B = 75° 4C = 60°, 4D = 135°, a boki
AB 1 AD map dtugas¢ 3 cm. Sporzdz rysunek pomocniczy.

Zadanie 9. Pole wycinka (3 punkty) *?

Promiei okregu wpisanego w wycinek kota adie srodkowym 60° ma dtugd¢ 2. Oblicz pole
tego wycinka.
Zadanie 10. Czy tylko deltoid? (3 punkty)

194. 195

Na okrgu o promieniu 5 opisano deltoid o obwodzie 30.i€&lgbole deltoidu.

186 7aczerpnijto z [3]

187 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za parpomgramu CaRMetal
188 7aczerpnito z [4] - Zadanie nr 1552465

189 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za parpomgramu CaRMetal
190 7aczerpnito z [4] - Zadanie nr 5152824

191 7aczerpnito z [4] - Zadanie nr 9924155

192 7aczerpnito z [4] - Zadanie nr 7873550

193 7aczerpnito z [4] - Zadanie nr 5297788

194 7aczerpnito z [4] - Zadanie nr 4883249

19 Ciasto z zakalcem!!
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Zadanie 11. lle oczysci? (3 punkty) **°

RysuneR®’ przedstawia ksztalt obszaru zakeeego przez wycieraczlsamochodow

Wiedzc, ze |<1 AOC| =150 oraz ‘NB‘ = ‘ﬁ) = 0,3rd oblicz, jakie jest pole obszaru oczyszczanego
przez wycieraczk Przyjmupc, ze 71= 314 podaj wynik z doktadnizia do 001m.

Zadanie 12. Zalezy czy nie zalezy? (4 punky) **

Dany jest okig ol(O; R). Kreslimy cieciwe AB nieprzechodxa przezsrodek okegu o, ,

a nasgpnie rysujemyo, (O; r) - okrag 0, wspokrodkowy z okegiem o, i styczny do aiciwy AB.

Okregi o, i 0, ogranicza pierscien kotowy. Uzasadnijze pole piegcienia kotowego nie zaty
od dtugdci promienia okggu o, (zalezy tylko od dtuggci cigciwy AB).

19 7aczerpnito z [4] - Zadanie nr 742667

197 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pampoagramu GEONEXT
198 7djecia wykonata Helena Ewert — Fechner

199 7aczerpnito z [4] - Zadanie nr 7389711
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ¢éwiczen
,Rozwiazmy razem” —,Scinki, wycinki ... wizyta u krawca dwa”

Zadanie 1. Tréjkat niezbyt prosty (7 punktow)

A D A
Rysunek przedstawia potowkota o promieniu® = 10cm R =10cm.
PunktyBE i CL dzieh potokmg AL AD na trzy réwne ogci.
Oblicz zamalowane pole tréjta krzywoliniowego.

Zadanie 1. Trojkat niezbyt prosty (7 punktéw)

tuki ABi BC map jednakovy diugasé,
wiec punktyB i C s3 rownoodlegte odrednicy

ADAD,
Stad odcinki BC i ADAD s réwnolegte
BC 1 AD BC||AD. Oznaczmy prze® srodek h

odcinka ADAD.,
Tréjkaty ABCAASCA | ABCO ABCO map wspdlny
bok BC BC, a wysokéci tych trojkatow opuszczone

h*

na ten bok gjednakowe] dtugéci, poniewa A 0
BC||ADEC 1 4D,

Oznacza toze pola powierzchni trOgtowtL

ABCA i ABCO ABCO s jednakowe (patrz rysunefy’

Szukane pole jest, v réwne polu wycinka kot&€9 BCO, czyli pola catego kofa.

Obliczamy sid
50w

Prrn'jkqm: krzywoliniowego ABC = £ 10%7 = 3 (cm?) =) _ l 0277 =

Trojkar6jk zywolinionegoABC 6

Odpowiedz: Pole tréjlata krzywoliniowegodBC  jest réwne%(cmz)

S0m (cm?)
Punktacja z cm
| Czynndci | Etap rozwizania zadania | Liczba |
200 pysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pamomgramu CaRMetal
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punktow

A Przettumaczenie zadania rayk polski 1

B Wykonanie rysunku, wprowadzenie oznacze 1

c Zauwaenie,ze: BC|| AD pola trojkatow ABCAASCA jAECO ABCO 1

Sa jednakowe

D Stwierdzenieze szukane pole jest rowne polu wycinka kota i jegticzenie 2

E Podanie rozvaizania i odpowiedzi wezyku obcym 2
140 Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Exercise 1. Triangle not too Right (7 points)
The arcs AB and BC has the same length,
so the points B and C are in the same distance tinerdiameter

) ADAD . Thus, the segmenBcAD . andaDAD AD are parallel,
BC 1ADEC||AD). Denote by O the center ¢§DAD .

The trianglesPBCAABCA andaBCco ABCO have a common
side BCEC and the altitudes of these triangles going totfde
are of the same length (becaus@al[AD)BC 14D . So, areas of triangle3BCA

andABCO ABCO are equal (see the picture abo¥eé)The searched area is equal to area of

A B c

A O D

circle’s segmenfC0 BCO namely it is of the whole circle.
We calculate
1 Som
F 20 Lrzvwaliniow ABC:—'luzTI:—Iﬁ'mz] _1 > _5072 5
FroJiara kraywaniniowego 6 3 I:)curvilinear triangleABC g A0°mr= (Cm )

Answer: An area of curvilinear triangleBCASC s equal to% (cmz)

50w (em?)

Scores3z "

Activity Stages of solution Points

A Translation of the exercise’s text into Polish 1

B Picture and notations 1

c Noticing the facts:BC || AD, the areas oABCABELA andAECO ABCOare the 1
same

D Calculating the searched area, noticing that équal to the area of circle’s segment 2

E Giving the solution and the answer in Englistglaamge 2

Exercice 1 Triangle pas tout a fait droit (7 points)
Les arcsAB etBC ont la méme longueur, donc les poiBtst C sont

A B c

équidistants de la diagona@TDE. Ainsi, les segmentﬁ et AD sont-ils
h w paralléles :BC|| AD. Désignons pad la moitié du segmekD AD | Les
triangles ABCAABCA etABCO ABCO ont le méme cot8C, et les
8 © ® hauteurs de ces triangles rabattues sur ce cotéledam méme longueur,

puisqueBC || ADBC 1 4D Ceci veut dire que les aires des triangdBCA etABCO ABCO sont
identiques (voir le dessifiY. L’aire recherchée est égale a l'aire du segmertedcle BCO, donc é% de

______ =£D.02ﬂ=@(cm2).
6 3

Réponse:L’aire du triangle courbéABC est égale 35%(sz)

1 - Som -
Pointage trajkata krzywoliniowego ABC = g * 10°m = —= (em?%)

201 pysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pamomgramu CaRMetal
202 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pamomgramu CaRMetal
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Numéro de o . .
P activité Solution étape par étape Points
A Traduire I'exercice en polonais 1
B Faire un dessin, introduire les symboles 1
c Remarquer que BC|| AD les aires des triangleRBCAAE CA et 1
A5C0O ABCO sont identiques
D Constater que l'aire recherchée est égale &Il@grsegment du cercle, la calculer 2
E Donner la solution et la réponse en langue éénang 2
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Tarea 1. El tridangulo no muy simple (7 puntos)
Los arcosABi BCtienen la misma longitud, entonces los puo€ son en

la misma distancia del diamet@DAD . De ello, los segment(ﬁ? y

Ly ADAD son paraleloﬁ 14D BC ||HD. Designemos por O el centro del
segmentoﬁ)ﬁ. Los triangulosABCAAECA | A5FCO ABCOtienen un
lado cominBCBC y las alturas de estos triAngulos que bajan ssieclado,

son de la misma longitud porqlEC ||HDE 1 AD Esto significa que las &reas de la superficisle
triangulosABCA i ABCO ABCO son iguales (mira el dibuj6}. El area buscada es entonces igual al area

del recorte del circul§ €9 BCOQO, es decir del &rea de todo el circulo. De elcudamos:
1 . =11 772 -
PE‘J"E_I'F(qta krzywoliniowego ABC = E 10%m = 3 (cm*) PT _ 1 10277 = 507 (sz)

r6jkqrojk zywoliniowegoABC — 6

Respuesta El area del triangulo de linea cu&C es igual a“% (cmz)

Puntuacion
Numgr_o de Etapas de solucién de tarea Puntos
la actividad
A Traduccién de la tarea en polaco 1
B Realizacion del dibujo, introduccion de las desajmaes 1
c Observacion, queBC|| AD- areas de los trianguld@BCAAECA 1
AEBCO ABCOson identicas
D Constatacion que el &rea buscada es igual al éteaabrte del circulo y su célculo 2
E Comunicacion de la solucién y la respuesta enngua extranjera 2

Aufgabe 1. Nicht besonders einfaches Dreieck (7 Punkte)
Die BogenAB undBC sind von gleicher Lange, also PunBendC sind

A B

| < parallel zum DurchmesseiD . Von daher sind die Segmer@ und AD
" e parallel BC|| AD. Bezeichnen wir mi© den Mittelpunkt des Segmen&D .
Die DreieckeABCA und ABCO haben eine gemeinsame SpBE, und die
A ° o auf diese Seite heruntergelassenen Hohen von dsgéecken sind von

gleicher Lange, denﬁi”ﬁ). Das bedeutet, dass die Flachen von den Dreiagka&sind gleich (siehe
die Zeichnung). Das bedeutet, dass die FlachemenrDreieckeldMBCA und ABCO sind gleich (siehe

die Zeichnungj™ Die gesuchte Flache ist also der Flache des é&€O gleich, also% der Flache des

ganzen Kreises. Wir berechnen daf, . asc = % [0° = %(cmz)

Antwort: Die Flache des krummlinigen DreieckeBC ist gleich%(cmz)

Punktwertung
Tatigkeits nummer Etappe der Aufgabenlésung Puiatein
A Ubersetzung der Aufgabe ins Polnische 1

203 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pamomgramu CaRMetal
204 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pamomgramu CaRMetal
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Ausfiihrung der Zeichnung, Einfihren der Bezeicigan

=

Bemerkung, dass: die Flachen von Dreiecken usidigkind. 1

Feststellung, dass die gesuchte Flache der FlashKrissektors gleich ist,
und ihre Berechnung

m{ O |OW

Losungs- und Antwortangabe in einer Fremdsprache 2
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Esercizio 1 Triangolo Non Troppo Regolare (7 punti)

A 5 : . Gli archiAB e BC hanno la stessa lunghezza, allora i pBreiC sono
distanti dello stesso modo dal diame#® . Con questo i segmenti

" " BC e AD sono paralleliBC ||E. Indichiamo com@® il centro del
segmentoAD . | triangoli ABCA i ABCO hanno il lato comune

A 0 D ﬁ:, e l'altezza di questi triangoli rovesciata susjodato ha la stessa

lunghezza, perchBC ||E. Questo vuol dire che le superfici dei
triangoli ABCA e ABCO sono uguali (guardare il disegno). La superfigercata € uguale al ritaglio del

circolo BCO, ovvero di superficie di tutto il circolo. Cone&gto possiamo calcolare

1 2 2
PTrc')jquc’)jk zywoliniowegoABC = E 10 = (Cm )

Risposta La superficie del triangolo curvilineo fg\g—n(cmz)

Punteggio
N. attivita Tappe della soluzione Punti
A Traduzione dell'esercizio nella lingua polacca 1
B Preparazione del disegno, introduzione dellecemloni 1
C Osservazione ch&C || AD di superficie dei triangolABCAe ABCO sono uguali 1
D Stwierdzenieze szukane pole jest réwne polu wycinka kota i jeglticzenie 2
E Traduzione della risposta e della soluzione riglua polacca 2
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Zadanie 2. Zapakowac? (5 punktéw)

J

H 205
PunktyE,| sa symetryczne do siebie wzglem prosteAC,
zatem:|AE| = [4I| oraz|EC| = |IC|.

Zauwaamy, réwnie, ze |AF | = |A] =| = |ID|, zatem|EF | = |AI| + |ID| = |AD|

|E|jest przektna prostokita o bokach diugwi: 9@ cm i 13 cm zatem po zastosowaniu twierdzenia
Pitagorasa do trogita prostoktnego npAACD otrzymujemy:

IAD| = 92 +13% = 81 + 169 = 250,

zatem|EF | = [4D| = Y250 = 5/10cm|.

Zauwaamy,ze pole czworokta EHGF z jednej strony réwne jest podwojonemu polu pricgtod5DC,
czyli: Pcs‘u;orokam EHGF — 2° prms'mkam agcp = 2-9-13,

a z drugiej jest iloczynem diugui jego bokow.

2913 _ 11710
5410 25

Stad otrzymujemy|EF | = |[EH| =2 - 9- 13, zatem|EH| =
Odpowiedz:

Arkusz papieru jest prostglem o wymiarachs+/10em X
Mozliwe s inne rozumowania.

117410

-
=

Czynndci Etap rozwizania zadania Liczba punktoyw
A Wykonanie rysunku, wprowadzenie oznatze 1
B Obliczenie diugéci przekytnej zdgcia. 1
C Wskazanie rownych odcinkow i trfiéw przystagcych 1
D Wyznaczenie pola szukanego czwejtak 1
E Wyznaczenie dlugai bokow arkusza papieru i podanie odpowiedzi 1

205 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pamomgramu CaRMetal
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Zadanie 3. Sredniowieczna technika

Cagrod
Jardin

Dziedziniec

|

d

Galerie

Niech:
a bedzie potow boku dziedzica - ogrodujérdin). 2%

wtedy bok dziedZica (matego kwadratu) jest roway

Woéwczas promie okregu i zarazem potowa boku zego kwadratu ta/2 .

Wtedy bok duego kwadratu jest rownga-/2
Niech:

P, oznacza pole dego kwadratu
P, oznacza pole dziedwa

P. oznacza pole galerii
Wtedy
P, = (2ay2)? = 8a®
P, = (2a)" = 4a*
ZatemF, = P, — P, =8a® — 4a’ = 4a’

Odpowiedz:
Pole galerii jest rowndla?, czyli tyle samo, co pole ogrod{za ¥ konstatag; 1 pkt)
Punktacja
. L. . Liczba
Czynnaci Etap rozwazania zadania punktow
A Przedstawienie na rysunku szkicu dziédai 1
B Przyjcie oznaczenia dtugoi boku dziedzica i wyznaczenie dtugoi 1
boku galerii
C Obliczenie pola galerii i pola dziedea 1,5
D Stwierdzenie rowriei pél dziedzhca i galerii odpowiezl 15
208 pysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pamomgramu CaRMetal
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Zadanie 4. Pieklo — niebd5 punktow)
Uzupetniamy rysunék’i wprowadzamy oznaczenia:

BL|=s B =t |AJ| =v |AK| = x [KC|=y CL|=z

. . Lo : ) P =t?+x%+2?
Wtedy suma powierzchni kwadratowzodvych jest rowna: ¥ -*
a suma powierzchni kwadratow niebieski¢h: | = s* +v? + y?

Trojkaty prostokitne to: AAJM ; AMJIB; ABLM ; AMLC ; ACKM ; AAKM.
Dla kazdego z nich stosujemy twierdzenie Pitagorasa, gzatcamy otrzymanrownasé
i otrzymujemy:

W ABLM : s? =|BM|* =|LM|*, W aMJB: t* =|BM|" - |IM|’

W AAIM @ V2 =|AM[* —[IM]”. W AAKM : % =|AM|* -|KM|’

W ACKM : y* =[CM|° —|Kl\/,|| W AMLC : 22 =[CM[* -|LM[*

Sud: P, , =t7 +x7 + 2=t = [BM[* | M +|AM[ ~[KM [ +[cM[* —[LM
P , =5 +v2 +y?=|BM[* =|LM[*+|AM” - [3M]"+[CM[* =|KM]| .

Zauwaamy,ze Py . — P, , = 0, bo sktadniki sumztakie same.
Whniosek: poniewaPy . — Py , B =P =0, wiec B, =P |

_r

Odpowiedz:
Suma powierzchni kwadratowzadwych jest rowna sumie powierzchni kwadratéw niskieh.
Punktacja
Cyznna¢ Etapy rozwazania zadania Liczba punktéw
A Uzupetnienie rysunku, wprowadzenie oznacze 1
B Wyznaczenie pél poszczegdblnych kwadratdw 2
C WyznaczenieP, | orazP, |, 1
D Poréwnanie sum i odpowigd 1

27 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pamomgramu CaRMetal
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Zadanie 5. Piekto — niebo - ziemia (3 punkty)

Dane i oznaczenia:

AABC

D OAABC

Spse(D)=E

Spec(D)=F

Spac(P)=G
Wykaz, ze:

I:)OleszAEBFCG = 2 [ I:)OleAABC

Zauwaamy,ze:
POIesz.AEBFCG =P +P, + P+ P, + B + R (oznaczenia jak na rysunkily
IDAABC = RL + P3 + I:)5
Zauwaamy,ze trojkaty nastpujace trojkaty sa przystajce:
ABDA = ABEA; ABDC = ABFC; ACDA=ACGA
Tréjkaty przystagce maj pola rowne, wjc
P=P.PF=P.PF=F

Zatem Pole, cqrce = 2[(P, + P, + P,) = 2[ P,z C.b.d.0

Punktacja
Czynnagci Etapy rozwazania zadania Liczba
y Py Toz\Wa, punktow
A Rysunek, wprowadzenie oznadze 1
B Wskazanie trojitow przystajcych i stwierdzenie réwrai ich pdl 1
C Wyznaczenie pola sgeiokata i stwierdzenieze pole sz&ciokata = 2 pola 1
trojkata
208 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pamomgramu GEONEXT
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Zadanie 6. Wpis - opis (3 punkty)

Pole kota wpisanego w sa#okat foremny, oznaczam¥, . wpis: WieC P, 5

ola_Wpis = 9 cm

Szukane pole oznaczamy przeg,. o
Széciokat sktada sj z széciu przystajcych trojkatow rownobocznych, oznaczmy ich bok prazez

20¢

Promieé okregu opisanego na sgg@okacie jest rownya,
a promié r okregu wpisanego to wysokeé h tréjkata réwnobocznego.

Sposdb 1:Wysokas¢ w trojkacie rownobocznym ta = h = a—;/g ,
ze wzoru na pole kot®,,, = 77[t?; z tr&ci zadaniaP,,, =9 cnt
Z powyzszych zwazkdow otrzymujemy rownanie:
2
V4 _a\/:_% =9, wieC a\/_ 9 , sShd —— a3 -3 ‘E—Ii czyli a:—6 :—2\@
2 2 Jm |3 NEL N
2
Zatem pole kota opisanego wyno${,, opis = =@ = 243 = 7TE-IA£B =12
Jr T
R a 2 .
Sposob II: Stosunek promieni k6t opisanego i wpisanego jeshgok = — =—— = —, jest skala
Y Y g p go jestiyd r a3 13 J
2

podobidgstwa tych koét. Zatem stosunek pél tych kot jest dredem tej liczby, czyli wynosi

I:>K0Ia_0pis _ L2 _ 2 ? _ 4 . . . , _ 4 _
P o k ( \/EJ 3" Tak, wic pole kota opisanego jest rowmg, . . 3 M=12
Odpowiedz: Pole kota opisanego na tym $ziekacie jest rownel2cm?
Punktacja
. . . . Liczba
Czynndaci Etapy rozwazania zadania punktow
A Rysunek, wprowadzenie oznaaze 1
B Obliczenie pola kota 2

209 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pamomgramu GEONEXT
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Zadanie 7. Pole do pola...(3 punkty)**°

Rysunek pomocnicZy-

Szeaciokat foremny sktada giz széciu trojkatow réwnobocznych,
oznaczmy diug& ich boku przez:.

W takim razie pole sZeiokata jest rowneP, ,

Boki b tréjkatdow réwnobocznych, z ktérych sktada siniejszy széciokat sa rowne wysokéci h

2 2
:6Ea43:3\/§®

2

a3

w wigkszych tréjlatach réwnobocznych =h, czyli b = —

af?»j ST

<

2 2
Zatem pole mniejszego soéokata jest rowneP,, _, = GEP f =6
2
aﬂ B nA sAm
P, ., =6 —prp BU8 _SV3la®
- 474 8
93 [@?
Szukany stosunek jest, ggirowny Pve_ 8 _3
’ Po. 33@ 4
2
Odpowiedz: Stosunek pol: otrzymanego i wgjowego széciokata jest réwny%.
Punktacja
Czynndci Etapy rozwizania zadania Liczba punkté
A Rysunek, wprowadzenie oznaézeapisanie wzajemnych zafesci 1
B Obliczenie stosunku pél szgokatow 2

219 yezniowie mog skorzysté z faktu ze széciokqty foremne @ podobne a stosunek pét figur podobnych réwnykjesidratowi skali podobitstwa
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Zadanie 8. Od katéw i bokéw do pola... (3 punkty)

Rysunek pomocnicZy
Dane: Czworokit wypukty CABCD

[« BAD|=90°; |« ABG = 75°; |« BCD| = 60°; |« CDA = 90° ; |AB =|AD| =3cm
Obliczyé: P,pgcp

W czworokicie CABCD prowadzimy przeitna ﬁ) zatem czworak OCABCD jest sum trojkatow:
AABD i ABCD, sud jego pole jest réwne sumie pél tych tedpw, czyli P,ysep = Paaso * Pasco

Tréjkat AABD jest rownoramienny i prostatay, zatem jegodty przy wierzchotkactB i D s3 réwne 45,
W pofaczeniu z podanymi w téei zadania miaramidtdw, daje to namEZEDL = 90° oraz £CED = 30°,

1

Pole trojlata AABD jest rowne: = 5 [(B[B= % Pozostaje, zatem obliczyole trojkata

I:)AABD

prostokyitnego ABCD, wigc jego pole réwne jest potowie iloczynu przyprostakch. Przyprostoitnaﬁ)

jest przeciwprostaitna w AABD , std ‘BD‘ = J‘AB‘Z + ‘BD‘Z =/9+9=3/2. Druga przyprostoktna

CD
obliczymy korzystajc z funkcji trygonometrycznych vABCD. Zauwaamy, ze tg <« CBD = (— . Mamy
BD

stad ‘E)( = ‘@( [{g30°, czyli ‘C_D‘ =32 EI\/?:_B =6 . zatem Pagen = % [3v/2 3/6 = 3J/3. Obliczamy

pole czworokta CABCD: P,,zcp = Paasp + Pagen = % +343

Odpowiedz: Pole czworokta CABCD jest réwne[g +3\/§j cnr

: o : Liczba
Czynndci Etapy rozwazania zadania punktow
A Rysunek i oznaczenia zgodne Ztig zadania 1
B Obliczenie polaAABD 2
C Obliczenie polaACBD 2
D Obliczenie pola czworafta i odpowied 1

212 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pamomgramu CaRMetal
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Zadanie 9. Pole wycinka (3 punkty)

Tak jak na rysuniit®
Oznaczamy promieduzego okegu przezR ,

\B_c\:z; \E(: R-2.

BC
W tréjkacie AABC mamy: =sin30°,
AC

2 1 :
sad === ,czyli4=R-2=>R=6
® R-2 2 y
Pole wycinka kota odcie srodkowym 60
(o] (ﬂ :EJ cze¢$¢ pola kota
360 6 ’
czyli P :%DTDQZ :%DT[BZ =607

Odpowied: Pole tego wycink&m

Punktacja
Czynndaci Etapy rozwizania zadania Punkty
A Rysunek i oznaczenia zgodne ZAtig zadania 1
B Obliczenie promienia kota 1
C Obliczenie pola wycinka kota i odpowied 1

23 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pamomgramu CaRMetal
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214

Zadanie 10. Czy tylko deltoid? (3 punkty)

Rysunel%15

Dane:
Deltoid VABCD opisany na okgu o(O; 5)
‘AB‘ +‘BC‘ +‘CD‘ +‘DA{ =30

Oblicz
pole deltoiduP, .5

Rozwigzanie:

Jezeli polaczymysrodek O okregu wpisanego w czworakz jego wierzchotkami, to otrzymamy
cztery trojlaty AAOD ADOC ACOB ABOA ktérych sum jest deltoid.

Zatem pole deltoidu réwne jest sumie pol tych tytihy.
Wysokdasci tych trojkatdow réwne g promieniowi okegu.
Zatem

Posco = Pasop * Pavoc  Pacos + Pagon = %‘E‘ b+ %‘D_C‘ b+ %‘@‘ (5 + %‘@ 5
= Poascp = %QE‘ + ‘%‘ + ‘@‘ +‘m)[5 = % (BOB=75

Powyzej skorzystaimy z podanego obwodu czwordé (deltoidu).
Odpowiedz: Pole deltoidyest réwne 75 jednostek kwadratowych.

Punktacja
Czynnggci Etapy rozwizania zadania Liczba punktow
A Rysunek i oznaczenia zgodne Ztie zadania 1
B Zapisanie pola deltoidu jako sumy pél trdijhw 1
C Obliczenie pola deltoidu 1

214 Ciasto z zakalcem!!
215 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pamomgramu CaRMetal
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Uwagi:
1. Otrzymalsmy wz0r na pole czworaka opisanego na akgu

Poasco = % [ﬁﬁ‘ +‘D_C + C_B‘ + ‘@)[{5;, co interpretujemy:

Obwdéd czworokgzw
.Pole czworolgta rowne jest iloczynowi potowy jego obwodu przearpien okregu
wpisanego w ten czworaK i zapisujemy w postacP, = p[t, gdzie p jest potowy
obwodu czworolta, ar jest promieniem okigu wpisanego w ten czworatk

2. Jeeli znamy ten wzor, to oczywdie moglimy od razu z niego skorzysta
3. W rozwiazaniu nie korzystaimy z informacji,ze czworokt jest deltoidem.

4. Czy wane jest toze wielokat jest czworoktem? Jak obliczysz pole wielgtia opisanego
na okegu o danym promieniu, jesli znasz obwdd tego wielaka?

Sprostowanie!!

Ciasto z zakalcem!!

W powyzszym rozwizaniu zadania:

Otrzymujemyze pole deltoidu wpisanego w akro promieniu 5 jest réwne 75.

Pozornie wszystko jest w paidku,

...obliczenia poprawne,

...wyniki zgodne z obliczeniami,

ale...

...dociekliwy uczé zauway, ze pole kota, na ktérym ten deltoid jest opisany @sin
251 = 78,53982 czyli wigcej niz 75, a wec mamy sprzeczre.

Szukamy wgc bledu najpierw w obliczeniach, nie znajdujemy,...

...zaraz, zaraz... a obwod kota?

no tak obwdd jest rownyg/ = 27115=107 = 31,41593¢zyli wiccej niz 30 znowu sprzeczhé!
Whniosek: W zadaniu mamy bkdne dane!!
Mozliwe rozwigzania:

I.  Podajemy uczniom zadanie ztbhymi danymi:

1. Jeli uczniowie stwierdg, ze dane gbledne i w zwizku z tym nie bda obliczali pola,
to takie rozwizanie naley ocent najwyzej.

2. J&li uczniowie rozwizali zadanie tak jak w propozycji rozyeen, to przy najbliszej okazji
nalezy uczniom zwrdgi uwag: na oczywiste sprzeczém - maze uczniowie sami odkryj
ze CG nie gra i ustal dlaczego.

Il.  Podajemy uczniom do rozgaania zadanie z poprawnymi danymi, czyli takine,
Obwdd wielokita i promiei kota powinny by takie, aby2’T byto mniejsze od obwodu
wielokata np.

»Na okregu o promieniu 5 opisano deltoid o obwodzie 60.i€fbole deltoidu.”
Autorki sktaniaj si¢c do | rozwizania,
warto wdraa¢ ucznidow do analizowania danych oraz otrzymanychikdgw.
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Zadanie 11. lle oczysci? (3 punkty)

216

Promiex |0A| calego kota jest réwny:

|0A| = |AB| +|BO| =0,3+03 = 0,6
Cate koto o promienij@4| ma pole:

Pe_on =104 = mi{06) =036

Pole mniejszego kota, o promier|iE| jest rbwne

P o5 = n[ﬂ@{)z = 71{03)° = 009
Zatem pole catego piaienia kotowego jest rowne

Pe pierse= Pc oa =P« _os = 036[72—009(71= 027[7

Woycieraczki czyszczkawatek piescienia kotowego, odpowiadajy katowi 150 .
Jaka to jest e&¢ catego piegitienia? — To taka samaegz, jaka 150 jest cz$cia 360°.

_150° 5

Zatem interesage nas pole jest rowne,, ., (P persc = L [02707= 035

36C°
Odpowiedz:
Pole obszaru oczyszczanego przez wycierajeskt rowne 035 m?
Punktacja
Czynnggci Etapy rozwizania zadania Liczba punktow
A Obliczenie pola pigcienia kotowego 1
B Obliczenie pola oczyszczanego przez wycieraczk 1
C Odpowied i podanie wyniku zZadary doktadndcia 1

1% Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pamomgramu GEONEXT
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Zadanie 12. Zalezy czy nie zalezy? (4 punkty)

Tak jak na rysunkid’

oznaczmy:

Promienie okggow o, i o, odpowiednio przez iR,

oraz dtugéc¢ cieciwy przez?2a.

Pole piefcienia kotowego jest rowne dicy pdl duzego i matego, kota, czyli:

Poiersc = P, = Pk, Prigrsc™ TR - rlt? = ”[ﬁRZ _rz) o

W tréjkacie prostoktnym ABCO na mocy twierdzenia Pitagorasa mamy:
— 2 — 2
og +lce" =[o8 .

ale zgodnie z oznaczeniami na rysunku:

0G=r:[cB=4i[oB=R.

rPr+a?=R° =R*-r?=a*"
Z réwnasci i ) otrzymujemyze:

zatem otrzymujemy:

P.ersc = 7T[R%, gdzie 2a jest diugdcia cigciwy, zatem pole pidcienia
zalezy tylko od dtugdci cieciwy, czyli nie zaley od promieni okggow.

<

Punktacja
Czynngci Etapy rozwizania zadania Liczba punkto
A Rysunek i oznaczenia 1
B Wyznaczenie pola pigrienia kotowego 1
C Zapisanie rinicy kwadratéw promieni, jako kwadrat potowyciwy 1
D Podanie pola piécienia jako funkcji dlugéci cieciwy 1

27 Rysunek wykonata Helena Ewert — Fechner za pamomgramu CaRMetal

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"
wspotfinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

157



rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA
KAPITAt LUDZKI pl m EURoPERN
FUNDUSZ SPOLECZNY

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Pakiet M - 2.7 ,,Co robi¢, zeby nic nie robic¢?” - ,Kapitaliki”

I. Tresci merytoryczne:

 podstawowe wiasrigi ciagdw arytmetycznego i geometrycznego;

* Suma czsciowa chgu arytmetycznego i geometrycznego;

* procenty, punkty procentowe;

* procent prosty, procent skladany;

* pojecia: stopa procentowa, kapitalizacja odsetek, kgkatedyty, gielda, renta,
systematyczne oszgizanie.

Il. Cele szczegotowe:

« doskonalenie umiefjnosci sporadzania rysunkow ilustragych tré¢ zadania;
* stosowanie wzorow, przeksztatcanie wzoréw;

* stosowanie procentéw prostych i skladanych;

« odczytywanie i analiza danych przedstawionych velidbb na wykresie;

e umiejtnos¢ obliczania rat kredytu, kosztu kredytu, wadidkapitatu;

* umiejtnos¢ obliczania wartéci portfela inwestycyjnego;

» odczytywanie i analiza danych przedstawionych velidbb na wykresie;

» analiza i interpretacja otrzymanych wynikow;

« korzystanie z kalkulatora prostego lub graficznego.

lll. Proponowane metody i formy pracy

Metoda: praca w grupach, burza mézgow.
Forma pracy: wspolnym frontem.
Srodki dydaktyczne: karty pracy, gry dydaktyczne.

IV. Przebieg zajec
Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

1. Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obécio

2. Podziat uczniéw na zespoty zadaniowe (grupy 4 s@owe).
3. Wybor lideréw, sekretarzy , asystentow poszczegdirgrup.
4

. Rozdanie kadej z grup zestawoOwwiczen otwierapcych oraz materiatdw potrzebnych do
rozwigzywania zada

o

Rozwigzywanie¢wiczen przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.

o

Przedstawienie i porbwnanie roz®an zada przez przedstawicieli grup.
7. Zebranie kart z rozwzaniami.
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Bibliografia do , Cwiczen otwierajacych”

[1] Kachniewski M., Majewski B., Wasilewski RRynek Kapitatowy i Gietda Papieréw Waftiowych FERK,
Warszawa 2008, www.kapital.edu.pl

[2] www.ferk.pl - Zbior Zada "Gietlda w Matematyce"

[3] traugutt.net/lo/pliki/mat_fin.ppt — Zadanie matumal

Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)

1.

2.
3.
4

[1]

Uczniowie siadaj we wczéniej ustalonych zespotach zadaniowych.
Uczniowie pracy w zespotach zadaniowych (grupy 4 — 5 osobowe).
Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawurzgdazwiazmy razem”.

Uczniowie dokonuj podziatu, ktéra grupagdzie rozwazywata dane zadanie. Uczniowie
powinni poca¢ zestaw zadai rozdzielc zadania do odpowiednich grup.

Kazda grupa rozwizuje zadania samodzielnie. Po rogzz@iniu zadania uczniowie redaguj
odpowied na karcie odpowiedzi.

Jezeli dana grupa zakazy prae, to jej cztonkowie powinni przytzye sie i pomoc
W rozwiazywaniu innym grupom.

Nauczyciel zbiera karty odpowiedzi.
Zakaiczenie zajc.

Bibliografia do zestawu zad# ,Rozwiazmy razem”
Kachniewski M., Majewski B., Wasilewski RRynek Kapitatowy i Gietda Papieréw Waftiowych FERK,

Warszawa 2008, www.kapital.edu.pl

(2]

[3]
[4]
[5]

Kiaczkow K., Kurczab M.Swida E.,Matematyka dla licealistow Zbior zadlao 1l klasy WydawnictwoOficyna
Edukacyjna - Krzysztof Pazdro, Warszawa 2000

www.ferk.pl - Zbior Zada "Gietda w Matematyce"
http://www.wkuwanko.tekstomania.pl/20081212113%§P.

http://traugutt.net/lo/pliki/mat_fin.ppt

Spotkanie 3: ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

WD

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"

Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane kargcy zespotom zadaniowym.
Liderzy poszczegolnych grup prezentupzwiazania zadania.

Nauczyciel ocenia pragrup (pozytywne wzmaocnienie).

Podsumowanie z&j.
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rok zat. 1919

UNIA EUROPEJSKA KR

EUROPEJSKI * *

FUNDUSZ SPOLECZNY i

Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” - ,,Co robi¢, zeby nic nie robi¢?” - ,Kapitaliki”

W tym zadaniu naley: 8

1. Przettumaczy tres¢ zadania naggyk polski

2. Rozwiazat zadanie

3. Rozwizanie zadania natg pod& w wybranym wczéniej jezyku

Bonus to warm-up And how much on average? (6 points)

Imagine that you are a practising trad
Because of the reality some months Yy
guote the benefits and some months

guote the losses. Using the data table bel
calculate the height of a percentile pr

obtained in the end of a year.
Take a month as the unit of time.

Bonus pour I’échauffement ET Combien En Moyenne? (6 points)

Imagine que tu es un boursicot
actif, et comme cela
réellement, dans les mois particulie
tu releves une fois des bénéfices

une autre fois des

t'appuyant sur les donnés du table

compte le pourcentage des bénéfi sgyin

obtenus a la fin de 'année. Le mois sera l'ungdeamps.

Prima para calentarse ¢Y por término medio, cuanto? (6 puntos )

Imaginate que eres un inversor

bolsa, y, como sucede en la vig&nero

real, en los meses respectivokebrero

notas , una vez, los beneficios, otriflarzo

vez, las perdidas.Apoyandote

los datos de la tabla, calcula /
importe del beneficio procentuatunio

Month Profit Month | Profit |

olanuary +5% July +9%

digbruary 3% August 1%

March +7% September| +1%

fif\pril -2% October +4%

May -2% November | -2%

June +3% December | -3%

LIr
. Mois Bénéfice Mois Bénéfice
alrVe janvier +5% Juillet +9%
[F-évrier -3% Ao(t -1%
®lars +7% Septembre| +1%
pertes.Ervril -2% Octobre +4%
Mai -2% Novombre -2%
+3% Décembre -3%
Mes Beneficio Mes Beneficio

+5% Julio +9%
3% Agosto 1%

+7% Septiembre +1%

~Abril -2% Octubre +4%
Mayo -2% Noviembre -2%
+3% Diciembre -3%

obtenido al fin del afio. Toma el mes como unidatiedepo.

218 7aczerpnito z [1]
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Bonus zum Aufwarmen Und durchschnittlich wie viel? (6 Punkte)

Stell dir vor, du bist ein aktive| Monat Gewinn Monat Gewinn
Borsenanleger und, so wie es in d®anuar +5% Juli +9%
Wirklichkeit vorkommt, notierst in Fepruar 3% August 1%
einzelnen Monaten mal Gewinne Ma( 5,z 7% September|  +19%
Verluste. Berechne in An_Iehn_l_mg AR pril 206 Oktober 4%
Daten aus der Tabelle die Hohe gegg-; 2% November | 2%
am Ende des Jahres erzieltea—

Prozentgewinns. Nehme einen Mona%um 3% Dezember 3%

als eine Zeiteinheit an.

Abbuono per riscaldarsi E In Media Quanto? (6 punti)

Immagina di essere un investitore a Mese Profitto Mese Profitto
borsa, e come capita molto spesso nellennaio +5% Luglio +9%
realta, certi mesi hai i profitti, gli altri 1€ Fepbraio 3% Agosto 1%
perdite. Guardando i dati della tabella d¢¥jzrz0 +7% Settembre |  +1%
Cﬁlcofllare(;’aﬁpmontalrle del profitto I,Ott?f‘UE‘Aprile 506 Ottobre A%
alla fine dell'anno. Il mese sara l'unita Maggio % Novembre 2%
misura del tempo. . .

Giugno +3% Dicembre -3%

Zadanie 1. Z réznych szuflad (12 punktéw)?*?

Rozwiaz ponizsze zadania i odszukaj litery, ktorych wadiosa rozwiazaniami poszczegoélnych
rownai. Utworz one hasto. Podaj znaczenie odgathgo hasta.
Na przyktad: rozwizanie X =3 oznaczaze w pole z nr 3" nalgy wpis& litere X"

1 2 3 4 5 6 7 8 9| 10 11| 12| 13| 14

a) Wartas¢ k, dla ktérej cig (k -122;k —1]) jest geometryczny

b) Obwddo kwadratu o polu powierzchéi

1

c) Wartci¢ e, ktdra jest rozwizaniem rOwnania?z = 3
d) Réwnanie kierunkowe prostej oddalonepd jednostek od prostej przechadej przez
punkty: A(- 3,95) i B(5;95)

e) Wysokdié¢ h trojkata rownobocznego o bokey'3
3

f) Rozwizania réwnaniaa® -19a+70=0

g) Naturalne rozwizania nierowngci: " ‘3 <0
—

h) Dtugos¢ promieniar okregu opisanego na kwadracie o boai2

i) Miejsca zerowe funkcjif (s) = s? - 7s +12

j) Wartos¢ parametrib, dla ktérego prostey = 2x -3 iy = (b -9)x + 4 &
rownolegte

29 7aczerpnito z [1]
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Zadanie 2. Co robi¢, zeby nic nie robi¢? (12 punktow)
Jak by leniwym? Co trzeba zrobnajpierw,zeby p&niej nic nie robt?
Do tego potrzebneapienhdze. Przydaje sitez znajomdé matematyki finansowej. Zatenia:

$ Chcemy wydaw&a 1000 zt miesicznie $ Chcemy nic nie roléiw wieku 40 lat

1. Przyjmupc, ze srednia diugéc¢ zycia kobiety to 80 lat, a @iczyzny 72 lata, oblicz ile
pienidzy powinien miesicznie odktada ,do skarpety” dwudziestolatekeby w wieku
czterdziestu lat zagz wyptac& sobie rent w wysokdci 1000 ztotych miegcznie.

2. lle mieskcznie naley odktad&, zeby zgromadZi potrzebm kwote, jesli zrezygnujemy
»2€ skarpety”, a piendze lgdziemy gromadzi na koncie bankowym o statej rocznej stopie
procentowej 5%. Wyptata renty z ochrenkapitatu, zgromadzony kapitat nie zmienia si
Post scriptum.Non omnismoriar? - Horacy (Pigni 3, 30, 6)

3. lle tak naprawd musimy odktadé? - Wyptata renty bez ochrony kapitatu, zgromadzony
kapitat maleje do zera. Po co komu w chyntierci zgromadzony kapitat?
Uwaga: pienadze wptacamy na koniec mieea,
w obliczeniach nie uwzgtiniamy podatkow, inflacji itd.
Zadanie 3. Nieréwne a jednak réwne? (4 punkty)®?

Rodzastwo Agatka (8 lat) i Jacek (10 lat) otrzymato raze spadku 84 100 zt. Kwete ztozono

w banku, ktory stosuje kapitalizagjoczra przy rocznej stopie 5%. Kkde z dzieci otrzyma swj
czesé spadku z chwil oshgniecia 21 lat.Zyczeniem spadkodawcy byto takie podzielenie kwoty
spadku, aby w przyszoi obie czsci spadku zaokiglone do 1 zt byty réwne.

Jak naley podzielt kwotg 84 100 zt mgdzy rodzéstwo?

Zadanie 4. Gramy na Gietdzie? (8 punkéw)221

Tabela przedstawia kursy zaméeia dwoch spotek:

SOKOLOW | HUTMEN

31 grudnia 2003 3.50 14.40
31 grudnia 2004 5.85 17.70

1. Pan Marek kupit 31 grudnia 2003 akcje spotek Sokatélutmen za 4980 ztotych.
Ze sprzeday wszystkich akcji 31 grudnia 2004 roku uzyskat G@%otych.

2. Oblicz, ile akcji Sokotowa, a ile akcji Hutmenu kiupan Marek.

3. Siostra Pana Marka, Pani Joanna kupita 31 grudi@ Poku 200 akcji Hutmenu. lle akcji
Sokotowa powinienekupic, aby uzysképo roku ten sam zysk, jak Pani Asia?

4. O ile ztotych wzrost kurs akcji Sokotowa i Hutmen31 grudnia 2004 roku w poréwnaniu
z 31 grudnia 2003 roku? O ile procent wzrosty kuakgji?

5. Brat Pana Marka, Pan Tomasz kupit 31 grudnia 2088 £17 akcji spotki Sokotow. @&
akcji sprzedat w kwietniu 2004 roku, a pozostatezzenat do kaca roku. lle akcji sprzedat
w kwietniu pan Tomasz, §& wartos¢ jego portfela akcji 31 grudnia 2003 roku i 31 grizd
2004 byta taka sama?

6. Sasiadka, Pani Iwona kupita 31 grudnia 2003 roku 8K€Ji spotki Hutmen. Sprzeds je
w maju nasfpnego roku zarobita 390 zt. Jaki byt kurs akcji wdi sprzeday?

220 pomyst zaczerpgio z [3]
221 7aczerpnito z [1]
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczen otwierajacych” -

»Co robié, zeby nic nie robic¢?” - , Kapitaliki”

Bonus na rozgrzewke A srednio ile? (6 punktow)

Wyobraz sobieze jesté aktywnym inwestorem gietdowym, i tak jak to bywazeczywistdci,

w poszczegolnych miegiach raz notujesz zyski, raz straty.
Miesiac Zysk

Styczé +5%
Luty -3%
Marzec +7%
Kwiecien -2%
Maj -2%
Czerwiec +3%
Lipiec +9%
Sierpier -1%

Wrzesig +1%
Pazdziernik | +4%
Listopad -2%
Grudzie -3%
W oparciu o dane z tabeli oblicz wysdkaizyskanego procentowego zysku na koniec roku.
Przyjmij miesac, jako jednost& czasu.

Bonus na rozgrzewke A srednio ile? (6 punktow)

Niech:
X oznacza zainwestowany kapit¥/ - wartai¢ kapitatu na koniec rokuzZ,, - zysk w procentach:
Wartas¢ kapitatu na koniec roku:

W = X [(1+ 005)[(1- 003)[(1+ 007)[(1- 002)[(1- 002)[(1+ 003)L
(1+ 009)f1- 001) 1+ 001) {1+ 004) {1 - 002)f1- 003

W = X [105[ 097[ 107 098! 098! 103[ 109! 099! 101 1041 098[ 097
W =1,16158X

W =116,15780@2609%X

Z,, =W —100% X =116,15780602609%X - 100%[X =16,15780662609%X
Z,, = 1616% X

Odpowiedz:
Zysk po roku inwestycji wynosill GL6% kapitatu pocatkowego.

Punktacja
Czynngci. Etapy rozwazania Liczba punktow
A Przettumaczenie zadania rayk polski 1
B Zastosowanie prawidtowej metody obliczenia zyskprocentach 2
C Obliczenie zysku 1
D Przettumaczenie rozedania nagzyk obcy 2
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Bonus to warm-up And how much on average? (6 points)

Let: X denote the initial, invested capit¥ - final capital in the end of a yeaf,, - percentile profit.
The final value of the capital in the end of a yisar

W = X [(1+ 005)[(1- 003)[(1+ 007)[(1- 002)[(1- 002)[(1+ 003)!

(1+ 009)fL- 001)Cf1 + 001) f1+ 004)f1 - 002) {1 - 003)

W = X[105[ 097[ 107 098[ 098 103[ 109[ 099[ 101[ 104[ 098[ 097

W=1,16158X =

W =116,1578@D2609%X
Z,, =W -100% X =116,15780602609%X - 100%[X =16,15780662609%X
Z,, = 1616% X

Answer: The percentile profit after a yearly investmenequal to16L6% of the initial capital.

Scores
Activity Stages of solution Points
A Translation of the exercise text into Polish 1
B Application of the right method for the intereate calculating 2
C Calculating of a percentile profit 1
D Translation of a solution into English 2

Bonus pour I’échauffement Et Combien En Moyenne? (6 points)

X le capital investiW - la valeur du capital a la fin de 'ann&g; - le pourcentage des bénéfices:
La valeur du capital a la fin de I'année:

W = X [(1+ 005)[(1- 003)[(1+ 007)[(1- 002)[(1- 002)[(1+ 003!

(1+ 009)fL - 001)Cf1 + 001) {1+ 004)[f1 - 002) {1 - 003)

W = XT[105[ 097[ 107 098[ 098 103[ 109[ 099 101[ 104[ 098[ 097

W=1,16158X =

W =116,1578@D2609%X
Z,, =W -100% X =116,15780602609%X - 100%[X =16,15780662609%X
Z,, = 1616% X

Réponse: Les bénéfices aprés un an d'investissesigdénent alGL6% du capital initial.

Pointage

l\:}:i Tt(ie\:i?éde Solution étape par étape Poin
A Traduire I'exercice en polonais 1
B Appliquer une méthode correcte pour calculerderpentage des bénéfice 2
C Calculer les bénéfices 1
D Traduire la solution en langue étrangere 2

ts
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Prima para calentarse ¢Y por término medio, cuanto? (6 puntos)

Que: X significa el capital invertiddV - valor del capital al fin del afic,, - beneficio en porcentaje:
Valor del capital al fin del afio:

W = X [(1+ 005)[(1- 003)[(1+ 007)[(1- 002)[(1- 002)[(1+ 003)!
(1+ 009)fL- 001)Cf1 + 001) {1+ 004)f1 — 002) {1 - 003)

W = X [105[ 097[ 107 098! 098! 103[ 109! 099! 101 104( 098[ 097
W=1,16158X =

W =116,15780@2609%X

Z,, =W —100% X =116,15780602609%X - 100%[X =16,15780662609%X
Z,, = 1616% X

RespuestaBeneficio después de un afio de inversion fue ¥%6,dél capital inicial.

Puntucion
Numgrp dela Etapas de solucion de tarea Puntos
actividad
A Traduccion de la tarea en polaco 1
B Aplicacién del método correcto del calculo dehdiécio en porcentaje 2
C Célculo del beneficio 1
D Traduccion de la solucién en la lengua extranjera 2

Bonus zum Aufwarmen Und durchschnittlich wie viel? (6 Punkte)

Bezeichne:

X - den Einschus3/V - den Wert des Kapitals am Ende des Jahfgs: Gewinn in Prozenten:
Der Wert des Kapitals am Ende des Jahres:

W = X [(1+ 005)[(1- 003)[(1+ 007)[(1- 002)[(1- 002)[(1+ 003)!

(1+ 009)fL- 001)Cf1 + 001) (f1+ 004)f1— 002) {1 - 003)

W = X [105[097[0107( 098 098l 103 109( 099 101[ 1,04[ 098[ 097

W=1,16158X =W =116,1578@D2609%X

Z,, =W —100% X =116,15780602609%X - 100%[X =16,15780662609%X
Z,, = 1616% X

Antwort : Der Gewinn nach einem Jahr Investition betrud 8% des Anfangskapitals.

Punktwertung
Tatigkeits Etappen der Lésung Punktenzahl
nummer
A Ubersetzung der Aufgabe ins Polnische 1
B Anwendung einer richtigen Methode fiir die Berechindas 5
Gewinns in Prozenten
C Berechnung des Gewinns 1
D Losungstibersetzung in eine Fremdsprache 2
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Abbuono per riscaldarsi E In Madia Quanto ? (6 punti)

Sia:
Xindica il capitale investitoyV - il valore del capitale alla fine dell’annd,, - il profitto
con la percentuale:

Il valore del capitale alla fine dell’anno:
W = X [(1+ 005)[(1- 003)[(1+ 007)[(1- 002)[(1- 002)[(1+ 003!
(1+ 009)Cf1- 001) {1 + 001) {1 + 004) 1 - 002) ({1- 003)
W = X [105[ 097[107[ 098 098[103[109[ 099 101[ 104[ 098[ 097
W =1,16158 X
W =116,15780602609% X
Z,, =W —100% X =116,15780602609%X -100%[X =16,15780662609% X

Z,, = 1616%[X
Risposta Il profitto dopo un anno dell'investimento 616% del capitale iniziale.

Punteggio
N. attivita Tappe della soluzione Punti
A Traduzione dell'esercizio nella lingua polacca 1
B Uso del metodo adatto per calcolare la perceatdell profitto 2
C Calcolo del profitko 1
D Traduzione della risposta nella lingua straniera 2
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Zadanie 1 Z réznych szuflad (12 punktéw)

Wyznaczanie warkei przypisanych poszczegélnym literom:

_ k- J2_k-11
a) Ci (k 12\/5'k 1]) jest geometryczny: = e
) Ciag jestg yeznye © 5 N2
2= (k-12)ik+1) _ 2 _pac+130=0 ~ k=10 0 k=13 10 k=13,
b) Obwdéd o kwadratu o polu powierzch% =>P=a’ :% - a:%; bo a>0=

o:4®:4%:2, e=9;

c) Roéwnanie kierunkowe prostej oddalonep® jednostek od prostej przechadej przez pnkty:
A(- 3,95) i B(5;95). Rownanie prostej ABy = 95; S dwie proste oddalone 85 od prostej
AB: y=95+25 orazy=95- 25 y=12,y=7,

3 23

d) Wysoka¢ h tréjkata rownobocznego o bokﬁg/—g; h=a B? = h= =
h=1

D\/2—§:>h:1

e) Rozwigzania réwnaniaa® —19a+70=0;
a’-19a+70=0 - (a=5 Oa=14), {A=81 a=5,a=14

f) Naturalne rozwizania nieréwngci: A _3 <0
n_
n-7=°  [(-8)tn-7<0) [nO(7:8)
nz7 e nZ7 e nZ7 = n=8
nUN nUN nUN

g) Dlugos¢ promienia r okggu opisanego na kwadracie o bo‘thE ’
a=6v2
d=aJ/2=6/20Q/2=62=12
d=2r
2r =12
r=6

h) Miejsca zerowe funkcjif(s) = s> - 7s+12 (
(f(s)=s*-7s+120 f(s)=0) = s*-7s+12=0

s?-7s+12=0 ~ (s=30s=4), {A=1} s=3,s=4

i) Wartas¢ parametrib, dla ktérego prostey =2x-3i y = (b - 9)x +4 s rownolegte
Proste g rownolegte~ ich wspotczynniki kierunkowedola rowne. S4d 2=b-9, zatem

b=2+9=11 b=11
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Uzupetnienie diagramu:

H @) S S A = R Y N E K B Y K A
1 2 3 4 5 6 7 8 9| 10 11| 12| 13| 14

Podaj znaczenie odgadtego hasta:
Uczniowie mog poda’ inne - znane im poprawne oklenia hossy

* Hossa (Z Wikipedii, wolnej encyklopediihtfp://pl.wikipedia.org/wiki/Hossga

* Hossa fr. hausse, pot. rynek byka) - terngiietdowy oznaczajcy dtugotrwaty wzroskursu
gietdowegaopapieréw wartéciowych lub centowaréwnotowanych na gietdzie.
Przeciwiéistwem hossy jedtessa

* Hossa (rynek bykahftp://www.bankier.pl/slownik/gielda/hossa_rynekkdnytm)

* TerminHossa (rynek byka)nalezy do kategoriigietda diugotrwata, silna tendencja
wzrostowa na rynku, ktorej zwykle towarzysgzmazone zakupy akcji

Punktacja
Czynndci Etapy rozwizania Punkty
A Rozwigzanie poszczegolnych zadh0 * 1p 10
B Odszyfrowanie hasta 1
C Podanie znaczenia odgagtego hasta 1

Zadanie 2. Co robi¢, zeby nic nie robi¢? (12 punktow)

Ad 1.
lle potrzeba pierdzy, zeby w wieku 40 lat zagZ sobie wyptacai ptacic do kaacazycia rent
w wysokaci 1000 ztotych miegcznie?

Kobieta Mezczyzna
Przez ile lat kedzie wyptacana renta? 80—-40=140 (lat) 72—40=32 (lata)
Przez ile miesicy bedzie wyptacana rental 40[12=480 (mieskcy) 32[(12=384(mieshce)
Kwota, jaky trzeba zgromadéi 480(1000= 48000z 384(1000= 384000 zt
lle lat kedziesz odktadé? 20 20
lle mieskcy bedziesz odktadé? 12[20=240 12[20=240
lle musisz wptacamieskcznie? 480000: 240=2000z | 384000:240=1600zt

Odpowiedz:
Aby od wieku 40 lat zapewé@isobie daywotnia 1000-ztotow rent nalezy zgromadai
.W skarpetce”:

. Mezczyzna 384 000 zt » Kobieta 480 000 zt.
Aby zgromadzt ,w skarpetce” odpowiednisunt nalezy przez 20 lat odktadamieskcznie:
* Megzczyzna 1 600 ztotych * Kobieta 2 000 zt
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Ad 2.

Tak méwi matematyka.

Czy na pewno? Co na to matematyka finansowa?

Pienadze gromadzone w bankgda wciaz pracowa!

Musimy, wiec oszczdzi¢ taka kwote, ktéra kedzie zapewniata, co miesi odsetki w wysok<ci
1000 zt. lle piengdzy potrzebujemy zgromad?Zi

K — szukana kwota jest rozaganiem rownaniak [—lll—z =1000, gdziei to roczna stopa procentowa

Po podstawieniu danych oktenych w zadaniu otrzymujemy:
K [—% =1 000, shd K =1 000[-1510—5 =1 000240 = 240000
0
Whiosek:
Aby co miesic wyptacd odsetki w wysokéci 1000 zt i nie zmniejszaswojego majtku musimy
posiadé 240 000 zt i ulokowaje przy rocznej stopie procentowej 5%.
Zauwamy, ze w tym przypadku ptenie ma wptywu na wysokoé miestcznych wptat,
bo wymagamy jedynie,eby zgromadzony kapitat dawat 1000 zt odsetek ruesie.
Jala kwote nalezy wptaca& mieskcznie, aby zgromadziodpowiedni kapitat?
Woplate mieskczm oznaczmy przeM , jej wartG¢é wyznaczymy ze wWzoru:

K=M Bq;—_ll gdzie: K =24000( zt; r =5%; n=240; q :1+%
d.,004166667240 -1

Szukana wart® M musi, wic spetnia rownanie:240000= M
1,004166667-1

Odpowiedz:
Nalezy wptac& mieskcznie 583,82 zt, aby wagu 20 lat zgromadzina koncie bankowym
kwote 240000 zi, ktéra umieszczona na lokacie daje ggesie 1000 ztotych odsetek.
Ad. 3
Post scriptum...
Non omnis moriar?; [Horacy (Pigni 3, 30, 6)]
Komentarz do polecenia 2.
Ale, po co nam 240 000 zt w chwilmierci? Czy nie lepiej wyf ,na zero”? Czy pomae nam
matematyka finansowa? lle piedzy naley zgromadzi, aby nie chronic kapitatu (to znaczy
na koncie zostawiO zt), oraz co miesc otrzymywa rent w wysokaci 1000 zt?
lle tak naprawe musimy odktadé? - Wyptata renty bez ochrony kapitatu, zgromadzonyt&bp
maleje do zera. Po co komu w chwthierci zgromadzony kapitat?
1- @+i)™" lle, wicc, tak naprawe nalezy oszczdzat, co miesic przez 20 latzeby
X————— potem ju nic nie rob¢?
lle potrzebujemy pienigdzy? Wartos¢ poczatkowa renty ptatnej z dotu
Ko - kapitat pocatkowy a - wyptacana kwota
i - stopa procentowa za okres kapitalizacjn - liczba okreséw wyptaty (tutaj: liczba miesy)
Dane podstawiane do wzoru bez veziyl na pté: a = 1000;i = 5%/12=0,4167%
Rachunek dla gxczyzny:

Ky, =2a
|

(1+0,004169°*
0004167

Mezczyzna musi zgromadzil91 383,5 zt, by w wieku 40 lat zapewsbbie daywotnia rent w
wysokasci 1000 zt.
Rachunek dla kobiety:

n = 384 82 lata x 12 miesty) K, 10007 =19138%
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_ —480
n =480 40 lat x 12 miegcy); K, :1000’} (1+ 0’004167 =2073843

0,004167

Kobieta musi zgromad&i207 384,3 zi, by w wieku 40 lat zapewsibbie daywotnia rent
w wysokaci 1000 zt.
Wartci¢ przyszia strumienia piegdzy (kapitat pocatkowy = 0):

Wynik oblic

239 )
> K, x(1+0,00416 "
= =0

n-1 )
DK, x@+i)™
i=0

zen

Co robt, by nic nie robi?
Mezczyzna musi odktadaprzez 20 lat po 464 zt, kobieta po 503 zi, abyiekw 40 lat zacg
wyptaca sobie daywotnia rent w wysokaci 1000 zi.
Takie rozwizanie data nam matematyka finansowa.
Podsumowanie

Zestawienie rozwizan wszystkich przypadkow — zée formy oszczdzania
Matematyka Matematyka finansowa
Pienikdze nie pracuj Pienadze pracyj
Kapitat nie jest chroniony) Kapitat jest chronionf | Kapitat nie jest chroniony)
M K M K M K
Potrzebna
kwota 384 tys. zt | 480tys. zt 240 tys. z 240 tys. zt 914 tys. zt | 207,4 tys. zit
Konieczne
mieseczne | 1 600 zt 2 000 tys. zt 583,82 zt 583,82 Z| 464 zt 503 zt
wplaty
Punktacja
Czynnggci Etapy rozwizania Liczba
y Py Toz\Wa, punktow
A Obliczenie kwoty potrzebnej na wypdattalej renty dla kobiety 1
B Obliczenie kwoty potrzebnej na wyptattatej renty dla grczyzny 1
C Obliczenie ile miegcznie musi odklada,do skarpetki” kobieta 1
D Obliczenie ile miesicznie musi odklada,do skarpetki” mezczyzna 1
E Obliczenie ile potrzeba piemizy, aby miesiczne odsetki wynosity 1000 zt 2
F Obliczenie ile miesicznie trzeba wptacana konto, aby zgromadzpotrzebny >
kapitat
G Obliczenie ile pieridzy musi uzbieramezczyzna, aby miegtzna renta wynosita 1
1000 z, jgli kapitat nie ledzie chroniony
H Obliczenie ile pieridzy musi uzbier@kobieta, aby miegczna renta wynosita 1
1000 zt, jgli kapitat nie kzdzie chroniony
I Obliczenie miesicznej ,skiadki” dla mzczyzny
J Obliczenie miescznej ,sktadki” dla kobiety 1
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Zadanie 3 Nieréwne a jednak rowne? (4 punkty)

Przyjmujemy oznaczenia:
K - kwota spadku, gdzi& =84100(zt)
Niech X oznacza utamek kwoty dla Agatki
Zatem (1- X ) bedzie oznaczat utamek kwotg dla Jacka
Oczywiste jestze X +(1- X)=1
Kiedy Agatka osignie 21 lat, to jej utamek kwotyetzie rowny:
X [fL+ 009)*° = X 1+ 005" ()
Dla Jacka w wieku 21 lat utamek kwotydzie rowny:
(L- X)L+ 005)** = (1- x) tfe+ 005)" ()
Warunek postawiony przez spadkodawow dniu swoic*h 21;*urodzin kde z dzieci dostanie tak
samy kwote — kedzie spetniony, gdy utamki okdene w( ) i () beda réwne
X L+ 005" = (1- X)ft+ 009" |:(1+ 005"

X [105° =1- X

X 111025=1- X

X 111025+ X =1

210250X =1 |[:21025

X =1 =0,47562429
21025

1- X =0,5243757
Z kwoty K spadku Agatka powinna do&t8410000,47562425=40000(z}),
natomiast Jacesd10000,524375B444100(z})
Odpowied:
W dniu 21 urodzin Jacek i Agatka dostdaka sam kwotg, gdy ze spadku na koncie Agatki
zostanie zteona kwota40000(zt), za na koncie Jacka44100(zt)

Punktacja
Czynngci Etapy rozwizania Liczba punktow
A Utozenie rownania z niewiadapX, ktéra jest utamkiem kwoty dla Agatki 1
B Rozwhzanie rownania 1
C Obliczenie kwot dla Jacka i Agatki 1
D Podanie odpowiedzi 1
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Zadanie 4. Gramy na Gietdzie?? (8 punkdw)

Ad A)

X — liczba akcji Sokotowa

y - liczba akcji Hutmenu
Przy tych oznaczeniach zdanie: ,Pan Marek kupigBidnia 2003 akcje spotek Sokotdw i Hutmen
za 4980 ztotych” zapisujemy w postaddb0lx+ 1441y =4980

Zas zdanie ,Ze sprzedy wszystkich akcji 31 grudnia 2004 roku uzyskat G@¥otych”. Przybiera
posta: 585[x+ 17700y =705C

W ten sposob uzyskainy do rozwazania uktad rowna
3500k + 144y =4980 X =600
585[kx+ 17700y =7050 |y =200

Odpowiedz: Pan Marek kupit 600 akcji Sokotowa i 200 akcji Hetmu.
Ad B)

Zysk uzyskany na akcjach Sokotow a:200[ﬂl7,70— 14,40) =660(zt)
Liczba akcji Hutmenu daga ten sam zysk: 660 :(5,85— 3,50) =281

Odpowiedz: Aby uzyska ten sam zysk natg kupi¢ 281 akcji Hutmenu
Ad C)

Wzrost akcji Sokotowa; 585— 350= 235(zh

235
Procentowy wzrost akcji Sokotowa: % [100% = 6714%

Wzrost akcji Hutmenu; 1770—1440= 330(zt)
P t t akcji Hut , 320
rocentowy wzrost akcji Hutmenu: 1440

Odpowiedz: Po roku kurs akcji Sokotowa wzrést o 2,35zt, a Hetm o 3,30 zt.
Stanowi to odpowiednio 67% i 23%.

0% = 229%

Ad D

Wartas¢ zakupionych akcji Sokotowa: 1171 350=40950

x - liczba akcji sprzedanych w kwietniu: (117— x)[ 585= 4095 (z)=>x =47 akdj
Odpowiedz: Pan Tomasz sprzedat w kwietniu 47 akciji

ADE)
Wartcsé zakupionych akgji: 30001440=432((z})
Wartcs¢ sprzedanych akgji: 4320+390=471Qz)
Kurs akcji w chwili sprzeday: 4710 300=1570(z)
Odpowiedz: Kurs akcji w chwili sprzedey wynosit 15,70 zi.
Punktacja
Czynnagci Etapy rozwazania Liczba
y Py T0z\Wa, punktow
A Rozwigzanie podpunktu A (uklad rownarozwiazanie, odpowied) 2
B Obliczenie zysku z akcji Sokotowa, obliczenigdioakcji Hutmenu, odpowied 2
C Obliczenie wzrostu kwotowego i procentowego kuakcji obu spotek 2
D Obliczenie liczby akcji sprzedanych w kwietniu 1
E Obliczenie kursu sprzegaakciji 1
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Spotkanie 2: ,,Rozwigzmy razem” —,,Co robi¢, zeby nic nie robié?” -, Kapitaliki”
W tym zadaniu nalsy: %
1. Przettumaczy tres¢ zadania naggyk polski
2. Rozwigzat zadanie

3. Rozwizanie zadania natg pod& w wybranym wczéniej jezyku

Zadanie 1. Local time (5 points)

GMT isan acronym descendent from English statement Greenwich

Mean Time, which denoteslocal time on the zero meridian going
across observatory Greenwich in Great Britain.

It is 9:00 in Warsaw. The quotations on the Warsstack Exchange are starting. The traders
making exchange orders observe the indexes of ds kmown world exchanges in London, New
York, Tokyo and in Paris. The picture shows thealdione in every city mentioned above. It also
shows the information about a time zone the givgnbelongs. Descramble the places, where the
indexes NASDAQ, Nikkei, CAC40 and FTSE are listed.

& &

i . = . ;.o
L@ @
2@ e )
.\‘;‘-;. ;ﬁ.
@ “e
@ Nikked Ch NASDAR P
°0 Warsaw GMT +1 -
. 1:':‘;.
: London GMT

& ) L
“@ Paris GMT +1 0@
e New York GMT -5 e
e Tok GMT +9 =
ool okyo %
@ @
X131t it i

s y : i & P @ g o S A
v & @ e B B Q@ & & 8 @ @

222 7aczerpnito z [1]
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Exercice 1. Heure locale (5 points)

Curiosité

GMT est un sigle venant de |’ expression anglaise Greenwich Mean

Time, signifiant I’heurelocale sur le méridien, passant par

I’ observatoire de Greenwich en Grande Bretagne.

Il est 9 heures. Les cotations de la bourse deoveesiennent de commencer. Les boursicoteurs,

en déposant leurs ordres, observent attentiveresrtdmportements des indicateurs boursiers des
plus importantes bourses mondiales a Londres, Nenk, YT okyo et Paris.

En te basant sur le dessin présentant I'heure dodahs chaque ville mentionnée et sur les

informations des fuseaux horaires, déchiffre damsllgs villes sont enregistrées les indicateurs

boursiers : NASDAQ, Nikkei, CAC40 i FTSE.

©00000000000000000000
G o & 6 & @ B &8 B B B @ & B

P B B B G 0 8 & 8 W L
@
g
T Y
)
@ FISE Nikkei CACHC NASDAY
g Varsovie GMT +1
: Londres GMT
) Paris GMT +1
@ New York GMT -5
i Tokyo GMT +9
@
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Tarea 1. Tiempo local (5 puntos)

Curiosidad

GMT es una abreviacion que proviene de una expresio

inglesa Greenwich Mean Time que significa el tiemplocal

al primer meridiano atravesando el observatorio de

Greenwich en Gran Bretafa

Son las 9:00. Acaban de empezarse las cotizaciemes parqué de Varsovia. Los inversores,
dando ordenes, observan atentamente como se campastindices de bolsas mundiales

en Londres, en Nueva York, en Tokyo y en Paris.

Basandéte en el dibujo que presenta el tiempo lecalada de las ciudades enumeradas asi como
las informaciones en qué zona de tiempo se enaerdescifra donde son cotizados los indices
respectivos - NASDAQ, Nikkei, CAC40i FTSE.

P
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@

)

@ FISE Nikkei NASDAY
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Aufgabe 1. Lokale Zeit (5 Punkte)

Neuigkeit

GMT ist eine Abklrzung, die von einem englischen Wedung
Greenwich Mean Time kommt und die die lokale Zeit en
Nullmeridian bezeichnet, der durch das Observatorim von
Greenwich in GroR3britannien verlauft.

Es ist 9:00 Uhr. Es begannen eben Notierungen ausdfauer Borse.. Beim Stellen eines Antrags
beobachten die Anleger aufmerksam, wie sich diéefkidizes von wichtigsten Weltbdrsen in
London, New York, Tokio und Paris verhalten.

Aufgrund der Abbildung, auf dem die lokale Zeit jeder der aufgezéhlten Stadten dargestellt ist,
und aufgrund der Informationen, in welcher Zeitzeiod die Stadte befinden, ,entschlissele, wo
einzelne Indizes — NASDAQ, Nikkei, CAC40 und FTSdiert werden.

0000000000000 0000000
% 6 4 G & 9 8 B 8 @ & @ ¢ v 9

e Y
= ) e )
0@ Py
@ i ]
9 @
o8 ISE Nikikel  CACAG  NASDAY @
p Warschau | GMT +1 -
@ ol ]
e London GMT @
@ Paris GMT +1 Le
“0 New York | GMT -5 -
‘@ d
'@ Tokyo GMT +9 @
@ ®

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"

176 e . . s
wspotfinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA ** %
KAPITAL LUDZKI pl m EUROPEJSKI *: }
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

* %k

Esercizio 1 — Tempo Local€5 punti)

" Curiosita

GMT e una abbreviazione proveniendo dalla locuzionaglese Greenwich

Mean Time la quale indica il tempo sul meridiano ze che attraversa
I'osservatorio astronomico di Greenwich in Gran Bréagna

Sono le 9:00. Stanno cominciando le quotazionadatirsa di Varsavia. Gl'investitori fanno gli
ordini osservando come stanno gli indici delle bgygl importanti del mondo, queste di Londra,
New York, Tokio e Parigi.

Basando sul disegno, il quale mostra il tempo bdabgni citta elencata con I'informazione nella
duale zona di tempo si trovano indovina dove somuaziati gli indici — NASDAQ), Nikkei,
CAC40i FTSE.

. @

@ Y
Y e ]
@ e
@ FISE Nikkei Chi NASDAQ @
@ “9®
9 Varsavia GMT+1 @
‘® Londra GMT -
i@ .. et
b Parigi GMT+1 49
- New York GMT-5 ®
o Tokyo GMT+9 .
@ 8@
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Zadanie 2. Réwne raty kapitatowe (4 punkty)???

Pan Michat bierze w banku preferencyjny kredyt oandj swego przedabiorstwa. Bank oferuje
mu 100 000zt oprocentowane w skali roku na 12%. Rimhat chce go spta€iw 20 miesgcznych

rownych ratach kapitatowych po 5 000ztzHa. Pomé mu uzupelni tabet sptat. Oblicz

rzeczywiste oprocentowanie kredytu.

Lp. Zadhgenie Odsetki Rata Splata

1 100 000 1000 5000 6 000
2 95 000

3

4

20

Zadanie 3. Réwne raty (5 punktow)??

Pan Krzysztof bierze w banku preferencyjny kredgt nozwoj swego przeddiiorstwa. Bank
oferuje mu 100 000zt oprocentowane w skali rokul@&. Pan Krzysztof chce go splaei 20
mieskcznych rownych ratach. Porhdnu oblicz¥ wysokaé takiej raty. Jakie jest rzeczywiste
oprocentowanie tego kredytu? Czy korzystniejszdla przedsibiorcy rowne raty kapitatowe, czy
réwne raty, j&li wiadomo, ze rzeczywiste oprocentowanie w przypadku réwnyc¢tkapitatowych
wynosi 10,5%?

Zadanie 4. Gietda bursztynéw (4 punkty) 2%

Grupa dzieci wybrata sina place w poszukiwaniu bursztyn&#P.
PO Kazde dziecko znalazto jakiebursztyny, ale niektore z nich ich tak made, chciaty
s e dokupi jeszcze kilka od innych. Bardzo trudno byto ustalerg wymiany, kade
\% dziecko upierato siprzy swojej cenie, nie chciato gpt¢ - wywotato to tylko hatas
Q i ktotnie. Z opresji wybawit ich Julek, ktérego @c jest maklerem gietdowym.

Zdecydowatze: g“f’; Y
» Kazdy, kto chciatby ku@ bursztyny napisze na kartce ile ich chce oraz j: 3";;,. i
maksymalil cere za jeden bursztyn jest gotow zapéaci wwfy

* Ci, ktorzy chcieli sprzeda pisali na kartce proponowaniczbe bursztynow i minimala
cere za jeden bursztyn, po jakiej chie sprzeda

22 7adanie wiasne Iwony Derendarz

224 7adanie wiasne Iwony Derendarz

22> 7aczerpnito z [1

226 \Wszystkie zdjcia bursztynéw wykonata Helena Ewert - Fechner
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Julek pozbierat kartki i zestawit je w takie] oabeli:

OFERTY SPRZEDAZY OFERTY KUPNA
i Minimalna cena (w zi) _ Maksymalna cena (w zt)
Hiczba CenaMil Liczba CenaMa
1 15 6 16
5 13 16 14
15 11 8 11
9 9 14 9
6 6 2 8

Za swoj dobry pomyst i wykonarprae, Julek pobierat prowizjw postaci 1% wartei kazdej
transakciji. Pilae iy
Pomyst Julka byt taki, aby wszyscy byli zadowolenikt nie poczut si gorszy 8 3
od innych, wszyscy mieli ptactaka sany cere za jeden bursztyn rownx,
Przy czym miata ona spetnia ngsjacy warunek

* kupia bursztyny wszyscy, ktorzy podali maksymabtere rown lub wyzsz niz x,
* sprzedadg bursztyny wszyscy, ktérzy podagminimalm cerg rowng lub nizsz niz x

Zauwa, ze przy takiej ceniex dojdzie do maksymalnej mlowej liczby transakcji, czyli Julek
najwigcej zarobi na prowizjach).
lle wynosi szukanex? lle Julek zarobi na grednictwie?

Zadanie 5. Czy na pewno wiecej ,Chytrusku”? (3 punkty)

Wszystkim spodobat si pomyst Julka i od tej pory, co roku odbywatac sgietda,
w ktérej Julek wyznaczat cegednego bursztynu. Kajtek, kolega Julka, podsuomu pomyst,zeby

wyznaczyt wysol cere za jeden bursztyn. Twierdzite wtedy warté¢ transakcji kdzie wyzsza,
a zatem Julek wcej zarobi na prowizjach.
Oblicz, korzystajc z danych w tabeli:

OFERTY SPRZEDAZY OFERTY KUPNA
) Minimalna cena (w zi) _ Maksymalna cena (w zt)
Liczba CenaMil Liczba CenaMa
1 15 6 16
5 13 16 14
15 11 8 11
9 9 14 9
6 6 2 8

* lle 0s6b st wymieni, j&li Julek ustali ce@na poziomi€l3 zt za bursztyn?
* lle wtedy zarobi Julek?

 Czy jest to wgcej niz w pierwotnym poméle Julka, jeeli wiadomo,ze przy ceniel1PLN
za bursztyn, zysk Julka wynio&30PLN?

227 7aczerpnito z [1]
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Zadanie 6. lle zarobite$ na akcjach? (5 punktéw)??

Tabela przedstawia kursy zaméeia dla spétek: TP S.A. oraz CIECH S.A.

D SPOLKA
TP S.A. | CIECH S.A.
31 grudnia 2008 19,09 25,39
30 grudnia 2009 15,89 37,09

a) Oblicz, dla kadej z tych spétek, o jaki procent zmieni &urs akcji z dnia 30 grudnia
2009 roku w porownaniu z kursem z dnia 31 grud@iddroku.

b) 31 grudnia 2008 roku Pan Zygmunt kupit 10 akcjitkpdP S.A., a Pan Julian 100 akcji
spotki CIECH S.A. Jakkwote uzyskali ze sprzeds swoich akcji 30 grudnia 2009
roku? lle ztotych zyskali?

c) Czy optacato sikupi¢ te akcje za kredyt o oprocentowaniu rocznym 9%?

d) lle zarobit kady z panow na akcjach,sjeuwzglednimy podatek od zyskow gietdowych
w wysokaci 19%?

e) lle wiecej warte g pienadze, ktére kady z tych pandw uzyskat za akcje w grudniu
2009, od tych, ktore kaly z nich zainwestowat w grudniu 2008 rokulijeflacja
wynosita 0,7%? Uwzghnij podatek od zyskéw gietdowych.

Uwaga: W zadaniu pomijamy kwegtidliczania od zysku kosztow uzyskania przychodéaogvych.
Kosztami uzyskania przychoduy: prowizja maklerska od zrealizowanych transakojptata za
dosep do notowa rachunku internetowego, opfata za transakcje mikuwyNFI, optata maklerska
za zl@genie zapisu w imieniu klienta na akcje w ramachlipabej subskrypciji, odsetki od kredytu
na zakup akciji, obligacii itp...

Zadanie 7. Palisz, pfacisz, zdrowie tracisz! (5 punktéw)?*°

C ‘;‘x‘; "f' T
Kto$ zacz} pali¢ papieros$™ po skaiczeniu 18 lat i od tej pory na L f}g\( '
papierosy wydawairednio 70 zt miesicznie. J&li roczny wydatek na '

papierosy wptacatby do banku wriau kazdego roku, to, jaksune zaoszcgdzitby z kaicem 60
roku zycia? Zakladamyze oprocentowanie w banku wynosi 6%, kapitalizadsetek nagpuje raz
na rok.

Zadanie 8 Co Im dat Totolotek? (4 punkty)?**

Dwaj bracia Kamil i Tomek grali w Toto Lotka. Trkfjpi atke” i otrzymali 30 000 zt. Otrzyman
kwote podzielili po rowno. Kamil wptacit swaj cz$é¢ do banku na lokat terminows
oprocentowas 10% w stosunku rocznym. Tomek 60% kwoty przeznacay zakup obligacji
dwuletnich z oprocentowaniem 8% w stosunku roczmymrocznie kapitalizowanych, a za reszt
zakupit akcje spotki C, ktorej po dwoch latach kwzdst o 15%.

Ktory z braci zarobit wicej?

228 7adanie wiasne Heleny Ewert - Fechner

229 7aczerpnito z [3] - Zadanie 6.142, Strona 120

20 7djecia ,petéw” wykonata Helena Ewert - Fechner
%l 7aczerpnito z [1]
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Zadanie 9. Wzrost kursu (3 punkty) 2*?

Wzrost kursu euro w stosunku do ztotego spowodqeaahwvyzke ceny wycieczki zagranicznej
0 5%. Poniewa nowa cena nie byla zagtajaca, postanowiono ohiy¢ ja 0 8%, ustalajc cer
promocyjra rowng 1449 zt.

Oblicz pierwotn cerg wycieczki dla jednego uczestnika.

Zadanie 10. Od sestki i stopy (4 punkty) ***

a) Od jakiej kwoty otrzymano 15 zt odsetek za okremi2skcy przy stopie procentowej
18% w skali roku?

b) Przy jakiej stopie procentowe]j przypada 4 zt odsetkkwoty 200 zt za 30 dni?

Zadanie 11. Podwoje (3 punkty) 2*

Po ilu latach kapitat poatkowy w wysokdgci 750 zt ztazony na 11% podwoi &P
Czy warta¢ kapitatu pocztkowego jest w tym zadaniu istotna?
Zadanie 12. Grosik do Grosika (5 punktéw) **°

Krétka sprzedaz — operacja zwizana z obrotem akcjami polegeq na payczeniu akcji (za
pewry optat) i sprzedaniu ich, a nagnie po ustalonym czasie zakupie tych akcji i odlagh

pozyczapcemu.
Pozwala ona realizowayski wowczas, gdy ceny akcji spaglaj

Wujek Julki, przewidujc spadki na gietdzie, postanowit przedft swop lokak o oprocentowaniu
3%. Tata Julki zdecydowatesjednak wykorzystabess i zastosowa tym razem krotk sprzeda
100 akcji ,,Grosika”. Za mdiwos¢ pazyczenia akcji tata Julki miat zaptégpod koniec roku 1%
wartasci akcji (liczonej na pociku roku). Po uptywie 12 miegiy okazato si, ze cena jednej akcji
,Grosika” spadta z 10, 05 zt do 9,67 zi.

Kto tym razem okazat siepszym inwestorem — tata czy wujek?

Czy odpowied zmienitaby st, gdyby cena spadta jedynie do 9, 99z1?

232 7aczerpnito z [4
233 7aczerpnito z [4]
24 7aczerpnito z [4]
23 7aczerpnito z [1]
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ¢wiczen
»Rozwigzmy razem” —,,Co robi¢, zeby nic nie robi¢?” - , Kapitaliki”

Zadanie 1. Czas lokalny (5 punktéw)

Ciekawostka

GMT to skrét pochodzacy od angielskiego wyrazenia Greenwich
Mean Time oznaczajacego lokalny czas na poludniku zerowym
przechodzacym przez obserwatorium Greenwich w Wielkiej
Brytanii.

Jest godzina 9:00. Wdaie rozpoczly si¢ hotowania na warszawskim parkiecie.

Inwestorzy sktadap zlecenia bacznie obserwujak zachowuyj sie indeksy najwaniejszych
swiatowych gietd w Londynie, Nowym Jorku, Tokio ifgau.

Na podstawie rysunku, na ktérym przedstawionygkalny czas w kadym z wymienionych miast
i informacji, w ktérej strefie czasowejestnajduj odszyfruj, gdzie notowane poszczegdlne
indeksy — NASDAQ, Nikkei, CAC40 i FTSE.
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Zadanie 1. Czas lokalny (5 punktow)
Wskazowka>®

Skoro w Warszawie jest godzina 9:00, to w Rargakze, w Londynie jest 8:00,
w Nowym Jorku 3:00, a w Tokio 17:00.
Rozwigzanie i odpowied:

GIELDA INDEKS
Paryska CAC40
Londynska FTSE
Nowojorska NASDAQ
Tokijska Nikkei

Punktacja
Czynnaé.

Etapy rozwizania Liczba punktow
Przetlumaczenie zadania rayk polski 1
Ustalenie aktualnego czasu w poszczegélnych aghst 1
Przyporadkowanie Gietd i Indekséw 1
Przettumaczenie rozadania nagzyk obcy 2

Exercise 1. Local time (5 points)

o0|w| >

Hint;

In Warsaw is 9:00, so in Paris is also 9.00, indamis 8:00,
in New York 3:00 and in Tokyo is 17:00.
Solution and answer:

PLACE INDEX

Paris CAC40

London FTSE

New York NASDAQ

Tokyo Nikkei

Scores
Activity Stages of solution Points

A Translation of the exercise text into Polish 1
B Calculating the local time in every city 1
C Corresponding places to Indexes 1
D Translation of a solution into English 2

238 7djecie wykonata Helena Ewert — Fechner na GPW w Waviszer dniu 7.06.2010 roku (Canon A 2000 1S)
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Exercice 1. Heure Locale (5 points)

Indication :

Puisqu’il est 9 heures a Varsovie, c’est la mémeda Paris, 8 heures a Londres, 3 heures a New
York et 17 heures a Tokyo.
Solution et réponse :

Bourse Indeks
parisienne CAC40
londonienne FTSE
new yorkaise NASDAQ
de Tokyo Nikkei
Pointage
Numéro de I'activité Solution étape par étape Roint
A Traduire I'exercice en polonais 1
B Etablir I'neure actuelle dans toutes les villeg 1
C Attribuer les bourses aux indicateurs boursiers 1
D Traduire la solution en langue étrangére 2

Tarea 1. Tiempo Local (5 puntos)

Instruccion:

0%

Como en Varsovia son la
00y en Tokyo son las i%.
Solucién y respuesta:

:en Paris también, en Londres son |as 8n Nueva York son las

BOLSA INDICE
parisiense CAC40
londinense FTSE

de Nueva York | NASDAQ
de Tokyo Nikkei

Puntuacion

Numero de la actividag Etapas de solucién de tarea Puntos
Traduccion de la tarea en polaco 1
Determinacion del tiempo actual en las ciudadsepectivas 1
Puesta en orden de las Bolsas y los Indices 1
Traduccion de la solucién en la lengua extranjera 2

O|0O|m| >
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Aufgabe 1. Lokale Zeit (5 Punkte)
Tipp:

()

Wenn in Warschau & Uhr ist, ist in Paris auch §:Uhr, in London ist 8° Uhr, in New York 3%
Uhr, und in Tokio 172
Losung und Antwort:

Borse Index
Pariser CAC40
Londoner FTSE
New Yorker | NASDAQ

Tokioter Nikkei
Punktwertung
Tatigkeits nummer Etappe der Losung Punktenzahl
A Ubersetzung der Aufgabe ins Polnische 1
B Bestimmung der aktuellen Zeit in einzelnen Stadte 1
C Zuordnung von Borsen und Indizes 1
D Aufgabenubersetzung in eine Fremdsprache 2

Esercizio 1 — Tempo Locale (6 punti) — schizzo della soluzione:

Indicazione :

Se a Varsavia sono le 9:00, Hallora a Parigi aneth@ndra sono le 8:00, ed a New York 3:00, ed
a Tokio 17:00.
Soluzione e risposta :

BORSA INDICE

di Parigi CAC40

di Londra FTSE

di New York NASDAQ

di Tokio Nikkei

Propoosta di punteggio:

N Tappe della soluzione Punti
1 | Traduzione dell'esercizio nella lingua polacca 1
2 | Determinazione del tempo nelle citta differenti 1
3 | Ordinazione delle Borse e degli Indici 1
4 | Traduzione della risposta nella lingua straniera 2
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Zadanie 2. Réwne raty kapitatowe (4 punky)

Oznaczenia: Oprocentowanie miggine p = 15? = 1% ilos¢ sptat: n =20
Lp. Zadhuzenie Odsetki Rata Splata
1 100 000,00 zt [ 1 000,00 ztf 5000,002 6 00Q00
2 95 000,00 z} 950,00 zi 5 000,00 z 5 950,00 pt
3 90 000,00 zt 00,00 zt 5000,00zf 5900,00 ¢t
4 85 000,00 zt 850,00 zi 5 000,00 z 5 850,00 gt
5 80 000,00 z} 800,00 zi 5 000,00 z 5 800,00 gt
6 75 000,00 zt 750,00 zi 5 000,00 z 5 750,00 gt
7 70 000,00 zt 700,00 zi 5 000,00 z 5 700,00 gt
8 65 000,00 zt 650,00 zi 5 000,00 z 5 650,00 pt
9 60 000,00 z} 600,00 zi 5 000,00 z 5 600,00 gt
10 55 000,00 zi 550,00 zt 5000,00z4 5550J00F
11 50 000,00 zt 500,00 zi 5000,00z4 5500J00F
12 45 000,00 zt 450,00 zt 5000,00zt 5450J00F
13 40 000,00 zt 400,00 zt 5000,00zt 5400J00F
14 35 000,00 zt 350,00 zi 5000,00z4 5350J00
15 30 000,00 zt 300,00 zi 5 000,00 z} 5 3000
16 25 000,00 zi 250,00 zt 5000,00z4 5250J00F
17 20 000,00 zi 200,00 zt 5000,00z4 5200J00F
18 15 000,00 z 150,00 z 5000,00zt 5150J00¢F
19 10 000,00 z 100,00 z 5 000,00 z} 5 10@00
20 5 000,00 zt 50,00 zt 5000,00zf 5 050,00 ¢t
Suma sptat tworgych chg arytmetyczny wynosis,, = 6000+5050 [20 =110500zt
. , . 10500
W rzeczywistdci oprocentowanie kredytu Wynosim [100% = 105%
Punktacja
Czynna¢ Etapy rozwazania L'CZb,a
punktow
A Obliczenie oprocentowania mieseznego p=1% 1
B Poprawne uzupeinienie tabeli spiat 1
C Obliczenie sumy sptat 1
D Obliczenie oprocentowania kredytu 1
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Zadanie 3. Réwne raty (5 punktow)

Przyjmiemy oznaczenia:

K =100 000zt - kwota kredytu,
n = 20 ilas¢ rat,

r=12% oprocentowanie roczne,

0,
p= 12;) = 1% Oprocentowanie miegzne, czynnik procentowyf =1+ % =101,

R - poszukiwana wysoKkoé rownej miesicznej raty,K, - kwota zadtaenia w i-tym miesjcu:
K,=K{-R

K, =K, [-R=(K@-R)-R=Kg?-Rg-R

K, =K, - R=(Kq? ~Rg-R)@ - R=Kq® - R ~Rg-R

K. =Kq"-Rd™"-Rd"?-Rq°-..-Rg-R

Po n sptatach zadtanie K, =0, mazemy, wkC wyznaczy wysokac¢ raty R:

Rg"™ +Rg"?+..Rg+ R=Kq"

R(@™ +q"? +.+q+1)=Kq"

qt+ qn_K2q+ g+l ewentualnieR = @(qnilql)i)

100000C{101)* (01
(100 -1

W ciagu 20 miesicy mamy:554153[20=11083060z}, co daje oprocentowanie:

1083999 1 6% = 108308%.
100000

10830846 >10,5%, wic korzystniejsza jest sptata w rownych ratach ledgitych, nz w rownych
ratach.

Dla pana Krzysztofa rowna rata wynositaliy= =554153zt

Punktacja
Czynna¢ Etapy rozwizania pldr?iféa\l/v
A Opisanie przyjtych oznacze 1
B Zwiazanie zmiennych na przynajmniej dwoch pierwszych 1
krokach
C Uogolnienie zwjzku 1
D Wyznaczenie wysokai raty 1
E Obliczenie oprocentowania kredytu i porownanigzepow sptat 1
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Zadanie 4. Gietda bursztynéw (4 punktow)

Aby znalg¢ cery x, nalezy sprawdza po kolei kada catkowity cery z przedziatu(6;16),

az znajdziemy tak, ktora spetnia warunki postawione przez Julka.

llo§¢ ofert sprzeday Lacznailag¢ llos¢ ofert kupna taczna ilad
Cena | spetiajcych warunek ofert spetniajcych warunek a ¢ Min(S; K)
ofert kupna
ceny minimalnej sprzeday ceny maksymalnej
C CenaMirx C S CenaMax C K
6 6 6 2+14+8+16+6 46 6
8 6 6 2+14+8+16+6 46 6
9 6+9 15 14+8+16+6 44 15
) 6+9+15 30 8+16+6 30 30
13 6+9+15+5 35 16+6 22 22
14 6+9+15+5 35 16+6 22 22
15 6+9+15+5+1 36 16+6 22 22
16 6+9+15+5+1 36 6 6 6

Zauwaamy, ze. ,Liczba ofert

kupna rowna jest liczbie ofert zpuay, czyli wszyscy, ktérzy

spetniaj warunek ceny dokonajransakcji przy cenie 11 zt. Liczba transakcit j@svna 30”
Podsumowanie:

Liczba transakcji przy cenikl zt

(Suma liczby bursztynéw sprzedanych rowna jest dicnizy
bursztyndéw kupionyghiczba transakcji jest rowna

30

Wartas¢ wszystkich transakciji

30*11 PLN=330PLN

Zysk Julka

330PLN*1% = 330PLN

Od

powied:

Cena ustalita gina poziomiel 1PLN za bursztyn, natomiast zysk Julka wynieSig0PLN

Punktacja
Czynna¢ Etapy rozwizania Liczba punktéw
A 0,25p za analizkazdej z dmiu mazliwosci 2
B Zapisanie wniosku — ustalenie ceny i liczby tekasi 1
C Obliczenie wartéci wszystkich transakcji i zysku Julka 1
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Zadanie 5. Czy na pewno wiecej ,,Chytrusku”? (3 punkty)

Liczba transakcji przy cenig3 zt min(5+15+9+ 6,16+ 6) = min(35,22) = 22

Wartcs¢ wszystkich transakcji 22*13 PLN=286PLN

Zysk Julka 286PLN*1% = 286 PLN
Odpowied:

Przy ceniel3PLN za bursztyn Julek zarot286 PLN, czyli mniej niz przy ceniel1PLN za
bursztyn.

Punktacja
Czynndci Etapy rozwizania Liczba punktéw
A Wyznaczenie liczby transakciji 1
B Obliczenie wartéci wszystkich transakcji i zysku Julka 1
C Udzielenie odpowiedzi 1

Zadanie 6. lle zarobites$ na akcjach? (5 punktéw)

Ad A.

TP S.A. CIECH S.A
Wzrost kursu akciji: 1589-1909=-32 3709-2539=117

-32 117
P t t k kcji: ——[100% =-1676% ———[100% = 4608%

rocentowy wzrost kursu akcji 1909 0 6,/6% 2539 0= 4608%
Odpowied: Kurs akcji spotki TP S.A. ,wzrést” o—1676%, a spétki CIECH S.A. wzrést o
4608%
Ad B.
TP S.A. CIECH S.A

Kwota uzyskana ze sprzedga 10-15,89= 158,90 zt 100-37,09= 3 709,00 zt
Zysk: 10-(-3,2)=  -32,00 zt 100-11,7= 1170,00 z

Odpowied: Pan Zygmunt uzyskat ze sprzegal58,90 zt, w¢c stracit, bo jego ,zysk” wyniost: -
32,00 zt

Pan Julian ze sprzedauzyskat 3 709,00 zt, przy czym jego zysk wyndsi:70,00 zt

Ad. C. Panu Zygmuntowi nie optaciksiredyt bez wzgidu na oprocentowanie, bo ponidst sirat
Pan Julian:

Odsetki od kredytu: 100-25,39.0,09= 228,51 z

Réznica midzy zyskiem i oprocentowaniem kredytu: 1170-2285 941,49 zt

Odpowied: Panu Zygmuntowi zdecydowanie nie optacate Isianie kredytu. Natomiast Pan
Julianowi optaca giwzia¢ kredyt, bo odsetki od niego (228,51zf)rsniejsze ni zysk (1170,00 zi).
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Ad. D.
W badanym okresie Pan Zygmunt ponidst stra transakcjach, w wysos@ 32 zi, ktég bedzie
mogt odliczy od zyskow w kolejnych gpciu latach.

Pan Julian:
Wielkos¢ podatku od zyskow gietdowych: 1170-0,19= 222,30 zt
Zysk po odliczeniu podatku: 1170-222,30= 947,70 zt

Odpowied: Pan Zygmunt odliczy w naginych latach poniesianstrat, a Pan Julian zarobit
947,70 zt

Ad. E.
Wartas¢ piengdzy Pana Zygmunta Wadbpienidzy Pana Juliana

ixmwestowana 10-19,09= 190,90 zt 100-25,39 2 539,00 zt

ota
Kwota ~ uzyskana,, ;5 gqo- 158,90 z4 100-37,09-222,30 3 486,70
ze sprzeday akcji
Kwota 1589|100  _15891100% 348670 1007 x= 3486,/0[100% _
Z pominkciem  -—---- ——————- S i
inﬁacji : X | 100 100,7% X 100% 100,7%
X 157,80 zt 3 462,46 zt
Wartas¢ pienigdzy 19780 _ 346246 _
w procentach —190'90 [100% 83,24% —2539,00 (100 136,37%

Odpowied: Wartai¢ pienedzy Pan Zygmunta zmalata ©676%, natomiast wartd pienidzy
Pana Juliana wzrosta 86376

Punktacja
. . . Liczba
Czynnaci Etapy rozwazania punktow
A. Wyznaczenie wzrostu kursu akcji i procentowegwost kursu

A . e 1
akcji dla kadej spotki

B B. Obliczenie kwoty uzyskanej ze sprzeglakcji i oshgnietego 1
zysku

C C. Uzasadnienie optacalwd kredytu dla obydwu panow 1

D D. Obliczenie zysku po opodatkowaniu dla obydwu 1

E E. Obliczenie wari pienidzy obydwu pandw z 1
uwzgkdnieniem inflacji
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Zadanie 7. Palisz, ptacisz, zdrowie tracisz! (5 punktdow)

,Kto§” palit do koaca 60 rokuzycia, czyli 42 lata. Miegcznie wypalat 70 zt, zatem rocznie 840 zi.
Gdyby odktada pienadze w banku, to:

Pierwsza wptacona kwotgdzie ,pracowd” 42 lata, oznaczmy jej wardé po 42 latach przek,
Druga wptata bdzie lezata na koncie 41 lat, jej wadopo 41 latach oznaczamy prz&z

itd.... - tak jak w tabeli pouej:

Wartcs¢ wptaty K |

na koniec 60 rokuycia
Pierwsza wplatadalzie lezata na koncie 42 lata K, K, = 840[(1+ 0,06)42
Druga wptata bdzie lezata na koncie 41 lat K, K. = 840[61"‘ 006)41

1 ’

Trzecia wplata &dzie lezata na koncie 40 lat K, K, = 840[61"' 006)40
i —ta wplata lgdzie lezata na koncied0—i lat K, K, = 840[(1+ 0'06)42‘i
41 wptata K, K,, = 840[(1+ 006)
42 wplata Ky, K,, =840

Zaoszcgdzone pieridze oznaczmy przeK

K=Ky + K+ K+t Ko+ Ky + Ky,

Skfadniki tej sumy gwyrazami cigu geometrycznego, w ktorym;: = 840 natomiastq =1+ 006,
zatem ze wzoru na swwyrazow w cigu geometrycznym otrzymujemy:

42 _ )
« —gaocllt 006 -1 11,557032841546686457540288939-1
1+ 006-1 0,06

E].0,5570326541546686457540288939
0,06
K =147798,45743816536060405564043002 = 147798,46

Odpowied:
,Kto$” gdyby nie palit i zaoszezlzone w ten sposéb piadize wptacat do banku, to w dniu
ukonczenia 60 rokuycia miatby do dyspozycji 147 798,46 ztotych.

K =840 =8400[175,9505486924447609590048165

Punktacja
Czynna¢ Etapy rozwizania Liczba
ynnace Py rozwWa punktéw

A Wyznaczenie iléci wptat oraz wysoksri kazdej z nich 1
Zastosowanie wzoru na procent skltadany do przeliazagartgci

B Iy . - 1
kazdej z wptat na koniec okresu oszdzania -K,
Zauwaenie,ze wartd¢ zgromadzonego kapitatu jest sunoiagu 1
geometrycznego — wyznaczerag orazq
Podstawienie do wzoru, wykonanie oblitzadzielenie odpowiedzi 2
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Zadanie 8. Co Im dat Totolotek? (4 punkty)

Podziat kwoty:

Inwestycja kadego brata: 300002 =15000(zt)
Obliczanie zysku Kamila:
Zysk Kamila z lokaty: 1500d(1+ 01) ~1)= 3150 (z4)

Obliczanie zysku Tomka:

Kwota przeznaczona na zakup obligacji 60%[15000= 9.000(z})
dwuletnich:

40%[15000= 6 000(z)

Kwota przeznaczona na zakup akcji spotki ?u'b 15000-9 000= 6 000z}

Wartas¢ obligacji po dwoch latach: 9 000[ﬂl+ 0,08)2 =1049760(z})
Wartas¢ akcji spétki C po dwadch latach: 60000 115=6900(z}
Catkowity zysk Tomka: 1049760+ 6900-15000=239760(zt)

Poréwnanie zyskéw i odpowied
Kamil osiagnat wiekszy zysk z inwestycji asiTomek, bo3150> 2 39760

Punktacja
. N Liczba
Czynnaci Etapy rozwazania punktow
A Obliczenie kwoty inwestycji dla kalego z braci 1
B Obliczenie zysku Kamila 1
C Obliczenie zysku Tomka 1
D Poréwnania zyskow i odpowigd 1
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Zadanie 9. Wzrost kursu (3 punkty)

Niech X oznacza pierwotncere wycieczki

Wtedy X +5%[ X = X [105 oznacza cenwycieczki po podwsyce,
Zatem cen promocyjna wycieczki maemy zapisaw postaci:

X 1105- X [105[8% = X 11050092

Z drugiej strony wiadoma,e promocyjna cena wycieczki, to 1449 zi.
Otrzymujemy, wgc rownanie:

X 11050 092=144¢

X [D,966=1449 |:0,966

X =1500

Odpowied”

Pierwotna cena wycieczki dla jednego uczestnikaosia 1500(z})

Punktacja
Czynndgci Etapy rozwazania Liczb,a
punktow
A Wprowadzenie niewiadomej, zapisanigtreadania wgzyku 1
algebry

B Rozwizanie rownania 1
C Odpowied 1
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Zadanie 10. Od sestki i stopy (4 punkty)

Ad. A)
Odsetki 0=15
Czas trwania lokaty t =2 miesgie =60dni  Obliczenia
Okres podstawowy T =360 dni K. = 15 15 500
o = = =
Roczna stopa procentowa =18% = 018 018G60 018&
Kapitat pocatkowy K,=? 360 6
Wz6r ¢ Odpowied:
O=K, IO 15 zt odsetek za okres 2 migsy przy
ksztal . T stopie procentowej 18% w skali roku
Przeksztatcamy wzor K, = o otrzymano od kwoty 500 ztotych
ri
Ad. B)
Odsetki 0O=4
Czas trwania lokaty t =30dni i _
Okres podstawowy T =360 dni Ob |cze2|a
Roczna stopa procentowa =7 r= — 30 = 024=24%
Kapitat pocatkowy K, =200 200%
Wzor O=K,O g Odpowied:
T 4zt odsetek od kwoty 200 zt za 30 dni otrzymano
r= O przy stopie procentowej 24% w skali roku.
Przeksztatcamy wzér t
K, &=
T
Punktacja
Czynnaci Etapy rozwazania Liczba
y Py punktéw
A Poprawne rozvwdizanie i odpowieglw A) 2
B Poprawne rozvgzanie i odpowieglw B) 2
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Zadanie 11. Podwoje (3 punkty)

Roczna stopa procentowa I =11%= 011
[ K, =750
Kap!ta’f po’czukowy 0 i i Obliczenia
Kapitat kcnc_owy K, =2K, =1500 1500~ 750 _
Czas trwania lokaty w latach n="? n= 7500011
Wz6r na kapitat kacowy K, =K, {l+r )
K,=K,+K,Ilrln
K —-K. =K. Odpowied:
Przeksztatcamy wzoér " ° ° Ztozony w tych warunkach kapitat
_ Ky =Ko podwoi s& po 9 latach.
K,
Kapitat ma by podwojony, to znaczye K, = 2[K,. Postawiamy tak okéone K, do
otrzymanego wi 'wzorU'n—M Mamy, wic: N = 27Ky _ Ko 1
ymanego Wasl Weor- 1= o - e RS K,Or  K,Or r

Z powyzszego wynikaze czas potrzebny na podwojenie kapitatu zatglko od wartdci stopy
procentowej i nie zaky od wartdci kapitatu pocatkowego.

Punktacja
Czynndci Etapy rozwazania Liczba
y Py TozWA, punktow
Poprawne obliczenie czasu potrzebnego na podwadjepi¢atu
A K, =750 (z}) 2
Rozstrzygnicie problemu 1
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Zadanie 12. Grosik do Grosika (5 punktéow)

Stopa zwrotu w przypadku rocznej lokaty (rowna eprdgowaniu tej lokatyR, = 3%

Dochdd z inwestycji taty Julka

D, =1000{1005- 967 - 1%[1005) = 100[{1005- 967 - 01009 = 2795

Zauwamy jednakze tata Julka nie musiat w tym przypadku inwestoweasnychsrodkow —
jedynie sprzedat piyczone akcje, ktore gaiej za posiadane piegtize odkupit po riszej cenie i
oddal, a ranica w cenie pokryta dodatkowo kosztyzgozki. Formalnie zatem stopa zwrotu

wynosi: R, = 27'9% =00

Odpowied:

Tym razem tata Julka aginat wyzsz stog zwrotu.

Gdyby spadek akcji byt n$zy, dochdéd taty wynidstby:

D, =1000{1005- 999- 1% [1005) = 100{1005— 999- 0,1005) = —0,0405
Stopa zwrotu wyniostaby formalnid?, = 4’0% = —00

Odpowied: W drugim przypadku inwestycja wujka jest zyskogjsza

Punktacja
Czynndgci Etapy rozwazania L|czb§1
punktow
A Okreslenie stopy zwrotu z inwestycji wujka 1
B Okreslenie stopy zwrotu Taty) 2
C Odpowied 1
D Rozstrzygnicie |l przypadku 1
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