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I. Wprowadzenie

Materialy edukacyjne pod tytulem Wespdt w zespot z Matematyk bez Granic
do matury Il ” opracowano w ramach realizowanego przez Polskwafzystwo Matematyczne
projektu ,Wespot w zespot z Matematyloez Granic” wspoffinansowanego #Zeodkow Unii
Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spofgo.

Podecznik ,Wespot w zespot z Matematyl bez Granic do matury IlI” stanowi czs¢
trzech materiatbw edukacyjnych adresowanych do uczniéwaskl trzeciej szkoty
ponadgimnazjalnej kontynuigych zagcia pozalekcyjne z matematyki w ramach Projektu,
realizowanego w latach 2009 — 2012 w szkotach pginathzjalnych z wojewddztw: kujawsko -
pomorskiego, lubuskiego i zachodniopomorskiego.

Projekt ,Wespot w zespot z Matematykez Granic” wpisuje giw ponadregionalny program
rozwijania umiegtnosci ucznibw w zakresie kompetencji kluczowych, zezegolnym
uwzgkdnieniem nauk matematyczno - przyrodniczyehykow obcych.

Celem projektu ,Wespot w zespdt z Matemagylez Granic” jest podnoszenie kompetencji
kluczowych uczniow ze szkot podstawowych, gimnamjah i ponadgimnazjalnych w zakresie
ksztattowania umiejnosci opisywania w g¢zyku matematyki otaczggego swiata, stawiania
hipotez i ich weryfikowania, rozwkywania probleméw w tworczy sposob, integracji odsp
klasowego, skutecznego porozumiewaniggirdznych sytuacjach, efektywnego wspotdziatania
w zespole oraz interdyscyplinarnego spojrzeniataazajca nas rzeczywistd z uwzgkdnieniem
znajomdaci jezykdw obcych.

Podecznik ,\Wespot w zespdt z Matematyk bez Granic do matury 3 do trzeciej klasy
szkoly ponadgimnazjalnej zawiera siedem pakietbwukadyjnych zgodnych 2z podstaw
programowy ksztatcenia ogolnego dla gimnazjéw i szkdét ponad@izjalnych oraz standardow
egzaminacyjnych. Materialy edukacyjne zawarte wrgaxhiku mag by¢ zrodtem do wzbogacenia
tresci omawianych w ramowym programie nauczania z zakrenatematyki realizowanych
na zagciach lekcyjnych w szkotach, z ktérych pochgdzczestnicy Projektu, rozszerzenia ich
I usystematyzowania wiedzy.

Zaproponowany podziat na 7 blokéw tematycznych aasbkonany w oparciu o paghznik:
Cewe A., Krawczyk M., Kruk M., Nahorska H., PantemRopela R ,Matematyka w otaczagym
nas wiecie. Podrcznik dla klasy 3" Wydawnictwo Podkowa, Gdak 2009.

Pakiety edukacyjne zawarte w peczniku ,Wespot w Zespot z Matematyly bez Granic
do matury 3" realizowane bda w roku szkolnym 2011/2012 na gejach pozalekcyjnych
w klasach trzecich szkot ponadgimnazjalnych, zydldr pochodz uczestnicy Projektu,
pod kierunkiem nauczyciela nauczaggo matematyki w danej klasie.

Materiaty podane w kalym pakiecie edukacyjnym zaplanowano do realizagji cztery
godziny lekcyjne - zgp pozalekcyjnych zwanych Spotkaniami zespotéw MbG.

Zajecia te leda realizowane w nagbujacy sposob:

~Spotkanie 1 zespotow MbG” — 1 godzina lekcyjna,
~Spotkanie 2 zespotow MbG” — 2 godziny lekcyjne,
~Spotkanie 3 MbG” — 1 godzina lekcyjna.
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~Spotkania zespotow MbG” (4 godziny lekcyjne) zasaje state elementy:

* zaplanowanie i podziat zafla

* realizacg zalazonych planéw,

* rozwigzanie zestawu zadgRozwigzmy razem”, w tym jednego zadania gzyku obcym,
» udokumentowanie pracy zespotéw,

» podsumowanie i ocerpracy zesptow.

Realizacja kadego pakietu edukacyjnego zostanie poprzedzonag jephuzirg lekcyjm
przygotowa ksztatltupcych paagdane umigjtnosci (wskazane przez Autorow Pakietu)
pod kierunkiem nauczyciela: spotkanie pierwszeGwiczenia otwierajace”, spotkanie2 i 3 —
,Rozwiazmy razem” oraz ostatnie —Cwiczenia podsumowujce” - podsumowujce postpy
ucznidbw - rozwizania zestawdéw zada ,Rozwigzmy razem” w klasie trzeciej szkoty
ponadgimnazjalne;j.

,Cwiczenia otwierajce” odbywaj Sic zgodnie z terminarzem obaygujacym w danym
pakiecie ig przeprowadzane na zajach pozalekcyjnych w szkotach, z ktérych pochodz
uczestnicy Projektu, pod kierunkiem nauczycielaczagcego matematyki w danej klasie.

Zadania z (wiczen otwierapcych” s treningiem do rozwizywania zestawu ,Rozwimy
razem”.

Rozwigzane zadania przez zespoty uczniéw zdego zestawu zafdla,Rozwigzmy razem”
sprawdza nauczyciel matematyki uczestjogzw Projekcie i ocenia je wedtug otrzymanego klucz
w danym pakiecie.Arkusze rozwigzan zestawu zada ,Rozwiazmy razem” sStanowia
kazdorazowo zahcznik do raportu z realizacji danego pakietu edukagjnego.

Pierwsze zadanie podawane jest gzyku obcym (angielskim, francuskim, niemieckim,
hiszpaskim i witoskim). Naley je przettumacz§, rozwigzat i pod& rozwigzanie w wybranym
jezyku obcym. Rozwizanie musi zawietaco najmniej 30 wyrazow.

W rozwigzaniu zestawu zada ,Rozwigzmy razem” uczestniczy cata klasa, pracuj
w odpowiednio dobranych grupach. Czas na rezanie zad&awynosi 90 minut.

Oceniana jest rowniestrona graficzna i estetyka przedstawionych rezai. Uczniowie mog
korzyst& ze stownikow ¢zykowych, przyborow geometrycznych,ayozek, kredek i flamastrow.

Zakres wspoOipracy z nauczycielami w zakresie ragjizpakietdw edukacyjnych w ramach
projektu ,Wespot w zespot z Matematykez Granic”:

» zaplanowanie termindw z#j pozalekcyjnych,
 realizacja pakietow edukacyjnych zgodnie z wytyemhiProjektodawcy,
* przygotowanie raportu z realizacjizdego pakietu edukacyjnego:

0 podanie terminéw, w ktorych odbytyestagcia;

0 odnotowanie frekwencji;

0 uwagi dotyczce realizacji zay;

o dane dotycgce zestawu ,Rozwirmy razem”;

e przestanie raportu wraz z lkistobecnéci ucznibw na zagciach oraz arkuszami
rozwigzan zestawu ,Rozwjzmy razem” na adres Punktu Konsultacyjnego Projektu,

» aktualizacja stanu osobowego zespotu klasowego,
* wspotdziatanie w zakresie monitoringu i ewaluagjiytzcej realizacji Projektu.
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Il. Cele edukacyjne zajec pozalekcyjnych z zakresu matematyki

Realizacja projektu Wespot w zespot z Matematykez Granic” - ,Wespot w zespot
Zz Matematyk bez Granic do matury III” w roku szkolnym 2011/204mierz& bedzie do realizaciji
celow ogolnych:

stwarzanie maiwosci rozwoju uzdolnié ucznia;
rozwijanie umiegtnosci wnioskowania oraz stawiania i weryfikowaia hipot

wspomaganie i wzmocnienie procesu edukacyjnegerjak podlegaj uczniowie szkot
ponadgimnazjalnych;

ksztatcenie umiefnaosci czytania tekstu matematycznego ze zrozumieniem
oraz analizowania ich z wykorzystaniemgiaj technk matematycznych;

ugruntowanie wiedzy wyniesionej przez ucznidéw zxjelatematyki;
rozwijania umiegtnosci interpretowania danych;

ksztattowanie umigjnosci stosowania schematow, symboli literowych,
rysunkow i wykresOw w sytuacjach zmanych zzyciem codziennym;

ksztattowania wyobrai przestrzennej;

wyrabianie umigjtnosci logicznego analizowania problemu;
dostrzegania analogii w zdych dziatach matematyki;

uzyskanie pozytywnego stosunku do przedmiotu jgkshmatematyka;
umiegtne postugiwanie sijezykiem matematycznym;

ksztaltowanie tworczego ndignia i spostrzegawczo matematycznej;
wyrabianie umigjtnosci porozumiewania sii wspotpracy w zespole;
¢wiczenie umigjtnosci logicznej argumentacii;

doskonalenie postugiwaniaggezykiem obcym;

zastosowanieggyka obcego;

uaktywnienie ucznidw i zaebanie do wysitku umystowego;
przygotowanie ucznia do egzaminu maturalnego zmatyki.

Cele szczegotowe kdego pakietu edukacyjnego umieszczanpray poszczegolnych pakietach
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Ill. Warunki organizacyjne zaje¢ w ramach projektu

1. Adresaci zajec pozalekcyjnych

Zgodnie z zalgeniami Projektu, zafia pozalekcyjne przeznaczone dla ucznidow klasy
trzeciej szkoty ponadgimnazjalnej, ktorzy ghatrwalic, poszerzy wiedz oraz rozwij&
i udoskonakk swoje umigjtnosci w zakresie kompetencji kluczowych, ze szczegainy
uwzgkdnieniem matematyki icgykdw obcych, jak réwnie chg odnig¢ sukces na egzaminie
maturalnym z matematyki.gSo klasy, ktére braty udziat w Projekcie w rokiksinym 2009/2010
i 2010/2011.

2. Wymagania wstepne
Uczei uczestniczcy w trzecim roku realizacji Projektu powinien:
» okresla¢ wartas¢ logiczrg zdania, alternatywy, koniunkcji, implikacji, rowwaznosci
zdan;
* wykonywa podstawowe dziatania na zbiorach i przedziatactbbwych;
* wykonyw& obliczenia na liczbach rzeczywistych;
* wykonywa dziatania na pegach o wyktadnikach wymiernych;
» odr&niat liczby wymierne od niewymiernych;
» zamienig utamki zwykte na utamki dzieghe okresowe i odwrotnie;
e porownywa liczby rzeczywiste;
* szacowa wartasci wyrazen liczbowych oraz hid przyblizenia;

* rozwigzywa: nierdwngci liniowe oraz ich uktady i zapisywawyniki w postaci
przedziatéw liczbowych;

« stosowa obliczenia procentowe;

» szkicowa& wykresy funkcji liczbowych zadanych tabeglloraz funkcji przedziatami
liniowych;

» odczytywa& z dowolnego wykresu funkcji jej wiasém;

* znajdow& na podstawie wykresu funkcji jej watdh najwicksze (nhajmniejsze)
w dziedzinie lub jej podzbiorze;

» przeksztatcawykresy funkcji (przesugcia, symetrie);
* wyznacza réwnanie prostej na ptaszczye;

* rozwigzywa® uklady rowna liniowych i zn& ich interpretacje w ukladzie
wspoétrzdnych;

» stosowé ukiady réwna z dwiema i trzema niewiadomymi do rozgania zada
tekstowych;

» opisywa péiptaszczyzny za pomgaieréwndgci liniowych;
» stosowa twierdzenie Talesa do rozyziywania zada;
* wyznaczé skak podobigéstwa figur podobnych;

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespodt w zespot z Matematyka bez Granic"
wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA * X
KAPITAL LUDZKI ' m EUROPEISKI [N
FUNDUSZ SPOLECZNY W

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI * %

» wykorzystywa twierdzenie o stosunku pdl figur podobnych do razywania zadé;
» wyznacza funkcje trygonometrycznegka ostrego w trojicie prostoktnym;

* rozwigzywa zadania geometryczne z wykorzystaniem funkcjidngmetrycznych &Ka
ostrego w trojkcie prostoktnym;

* oblicza pozostate wartei funkcji trygonometrycznych, $ jest znana jedna z nich;
» postugiwé sic kalkulatorem przy rozwgzywaniu typowych zada
» dostrzegé, wykorzystywa i interpretowa zaleznosci funkcyjne;

* interpretowa zwiazki wyrazone za pomagwzoréw, wykreséw, schematow, diagramow,
tabel.

* prezentowéz wyciem gzyka matematyki wyniki badgprostych zagadnie
* zna& wiasndci funkcji kwadratowej, spogglza’ jej wykres;

* wykonywa dziatania na wielomianach i funkcjach wymiernych;

» sporadza wykres funkcji homograficznej;

* rozwigzywa rownania i nierown€ci kwadratowe;

* rozwigzywa uktady rowna i nierowndgci, z ktérych co najmniej jedna jest stopnia
drugiego;

* zn& pojecie chgu, definicg i podstawowe wiasrgi ciagu arytmetycznego i
geometrycznego;

* zn& pojecia okregu i kota réwnie w ujeciu analitycznym;

» okresla¢ wzajemne potezenie dwoch okigéw, prostej i oksgu;

* zn& elementy przynajmniej jedneggzyka nowaytnego;

e czyta ze zrozumieniem, ttumaczyvyrazy i budowa proste zdania;
» biegle postugiwé si¢ stownikiem gzyka obcego.
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3. Sylwetka uczestnika zag¢ po trzecim roku realizacji Projektu

Zaktadamyze prowadzenie zgf pozalekcyjnych z matematyki w roku szkolnym 2001/2
w ramach Projektu pozwoli na:

aktywizacp uczniow;
wyksztatcenie postawy nieggliwosci i uporu w rozwazywaniu zada,

wyksztalcenie u ucznidw umignosci przejrzystego przedstawiania rozumowania
i uzasadniania odpowiedzi;

wyksztatcenie umiejnosci uzasadniania wilasnego stanowiska, argumentowania
I przekonywania innych;

wyksztatcenie umiefnosci pracy w zespole;

utatwienie podejmowania decyzji o przgiu réznych rol spotecznych w grupie i ich
zamiar w zaleznosci od wykonywanego zadania,;

uswiadomienie uczniomayteczngci matematyki wzyciu codziennym;
wiasciwe zaplanowanie i wykorzystanie czasu na gauk
zaspokajanie i rozwijanie wielu potrzeb edukacymyc

lepsze poznanie uczniéw w gbre grupy;

integracg zespotu klasowego;

wykorzystanie zdobytej wiedzy na egzaminie dojrgeitaz matematyki.

Uczer po realizacji materiatdbw edukacyjnych zawartychpadrczniku ,Wespot w zespot
z Matematyk bez Granic do matury III” powinien:

zn& podzbiory zbioru liczb rzeczywistych i relacjegaizy nimi;

oblicza: procent danej liczby;

wyznaczé sunt , réznice i iloczyn przedziatow;

wykonywa dziatania na wielomianach;

rozwigzywac rownania wielomianowe;

rozwigzywat rownania i nierownéci homograficzne;

zn& definicje funkcji i odczytywéa wiasndci funkcji z wykresu;
wykonywa dziatania na pegach;

zn& definicje i wkasnagci logarytmu;

oblicza pola powierzchni i olgfosci bryt (wielosciany, bryty obrotowe);
okresla¢, kiedy dana wielk& oshga wart@¢ najmniejsz lub najweksz;
opisywa podstawowe figury na ptaszcaye kartezjaskiej;

opisywa przeksztatcenia geometryczne, ckné te przeksztatcenia analitycznie;
wyznaczé prawdopodobigstwa zdarze;

okresla¢ wartdsci srednie, interpretowadane statystyczne.
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4. Czas trwania zag¢ w ramach realizacji Projektu

Czas trwania zg¢ uzaleniony jest od organizacji roku szkolnego i sktadazstrzech etapow.
Kazdy etap obejmuje jeden rok nauki szkolnej i polega realizacji siedmiu pakietow
edukacyjnych w wymiarze 28 godzin lekcyjnych (pgotiziny na jeden pakiet).

IV. Metody i formy uczenia sie

Nauczyciele prowadzy zagcia w ramach Projektu powinni, podczas pracy znizmni,
wystepowa: w roli tutorébw i przewodnikbw w drodze nabywanianiejetnosci i wiedzy,
dbapc oto, aby proces realizacji Projektu byt dostomoyw do maliwosci uczestnikéw
i jednoczénie przebiegat sprawnie. W uzgadnianiu wykonywapngala dominow& powinno
dazenie do rzeczowego przekonywanig &ompromisow i ogigania konsensusu.

Wskazane jest, aby nauczyciele zgehi uczestnikbw danego zespotu do podejmowania
réznych rol spotecznych i zadaniowych w ramach pracygmipie, np.. przewodnigeych,
sekretarzy, ekspertow (naukowych, organizacyjnykigrownikéw prac, asystentow, prezenteréw,
reprezentantow itp., a ta#, aby inspirowali miodzie do zamiany tych rol w zateosci
od wykonywanego zadania.

Wskazane jest tak opracowanie przez kdy zespot wkasnego logo oraz nazwy, ktoeelab
statymi elementami znakowania materiatow i gbgnia identyfikacji z grug
Gtowng formg pracy z uczniami jest praca w grupach. Zu@ te: zastosowa takie metody jak:
dyskusja, metodatwiczeniowa i burza mdzgow. Zaktadamye dzeki pracy w zespotach
zadaniowych uczniowie ¢blg mieli mazliwos¢ rozwinigcia abstrakcyjnego ndlenia oraz
udoskonalenia umigjnosci tworczego rozwgzywania probleméw. Szczegdlne koielyz pracy
w zespole majuczniowie mniej zdolni. Taka forma zéjma czsto decydujcy wptyw na zmiag
ich postawy wobec przedmiotu, zksza zainteresowanie gajami i niejednokrotnie pomaga
osihlgna¢ lepsze wyniki w nauce. D@ czynnemu udziatowi w pracach i eghieciach zespotu
zadaniowego, uczniowie nabgomwiary we wiasne sity i cfinie uzupetry braki w swoich
wiadomaciach z matematyki egykdw obcych.

W czasie indywidualnej pracy z pedenikiem uczé maze skorzyst& z nasgpujacych porad
doskonadcych umiegtnos¢ rozwigzywania zada

» Przeczytaj zadanie kilkukrotnie.

» Jeeli zadanie dotyczy konkretnej sytuacji, postarays/obrazé sobie ¢ sytuacg. Mozesz
wykona rysunek do zadania.

» Ustal, co jest niewiadognw zadaniu i co wystarczy wiedZieby & niewiadom ustalt.

» Wyodrebnij dane z zadania i ustal, czegozesz s§ na podstawie tych danych dowiedzie
» UGz plan rozwizania i wykonaj go.

» Sprawd, czy Twoje rozwdzanie jest poprawne.

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespodt w zespot z Matematyka bez Granic"
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V. Pakiety edukacyjne

Pakiet M-3.1 ,Ballada o poiegowej”
Potgi i dziatania na pggach o wyktadniku wymiernym.
Logarytm i dziatania na logarytmach.
Wykresy funkcji poggowych i wyktadniczych.
Przeksztatcenia wykresow.

Pakiet M-3.2 ,Dzis$, nieodmienniesliczna - Geometria Analityczna”

Pojcie i umiegtnos¢ obliczania odlegkri punktow na ptaszczpie, odlegté¢ punktu
od prostej.

Réwnanie prostej w postaci ogoélnej i kierunkowe;.
Warunki rownolegtéci i prostopadtéci prostych.
Srodek i symetralna odcinka.
Réwnanie okggu.
Uktady rowna z dwiema niewiadomymi stopnia co najey drugiego.
Uktady nierdwndci z dwiema niewiadomymi stopnia pierwszego.
Styczna do okmgu.
Parabola.
Figury podobne i ich wiasioi.
Pola trojlgta i czworolgtow.
Twierdzenie cosinusow.
Pakiet M-3.3,,Nieprawdopodobnie spokojni przed matug”
Elementy kombinatoryki.
Klasyczna definicja prawdopodokswa.
Parametry danych statystycznych.
Pakiet M-3.4 ,Z pustego w pr@&ne?”
Réwnolegiac¢ i prostopadiéc w przestrzeni, wzajemne patnie prostych i ptaszczyzn.

Wielosciany, wielgciany foremne, bryly obrotowe, siatki wigtwanow i bryt
obrotowych.

Katy migdzy $cianami wieldcianu, médzy scianami i odcinkami oraz rizy odcinkami
takimi jak krawedzie, przektne, wysokéci.

Zwiazki miarowe w wieldcianach i brylach obrotowych réwiiez zastosowaniem
trygonometrii.

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespodt w zespot z Matematyka bez Granic"
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Pakiet M-3.5 ,Opty - mistycznie”
Wykres i wkasnéci funkcji kwadratowe,;.
Najmniejsza i najwaksza warté¢ funkcji; maksimum i minimum.
Zwigzki miarowe w figurach ptaskich.
Wielosciany, obgtosc i pole powierzchni catkowitej.
Koszt, zysk przychdd.
Ciagi, cigg arytmetyczny, suma wyrazowagiu.

Pakiet M-3.6 ,Zadania nielubiane: wykaz, uzasadnij, czy istnieje...”
Pojcie i podstawowe whasioi logarytmow
Prawa dziata na potgach o wyktadniku rzeczywistym.
Wzory skroconego mrienia (W szczegOlrigi szécian sumy i suma sgganow).
Wielomiany, rozktad wielomianu na czynniki.
Obliczanie wartéci wyrazen dla danej wartei zmiennej.
Dziatania na wyrzeniach wymiernych.

Wykorzystanie wlasnai funkcji do rozwizania zadé (w szczegolnéci wyktadniczej,
logarytmicznej i trygonometrycznych).

Figury przystajce i figury podobne oraz ich wiasion

Zwigzki miarowe w figurach ptaskich.

Wielosciany, obgtosc i pole powierzchni catkowitej.

Zwiazki migdzy iloscig wierzchotkow, krawdzi, przeltnych w graniastostupach.
Pakiet M-3.7 ,Groch z kapusta, czyli przypominki przedmaturalne”

Dziatania na pagach.

Podstawowe wiasioi logarytméw (w tym wzor na zmiarpodstawy logarytmu).

Prawa dziata na potgach o wyktadniku rzeczywistym.

Wzory skroconego mrienia.

Wielomiany i rozktad wielomianu na czynniki.

Obliczanie wartéci wyrazen dla danej wartei zmiennej.

Dziatania na wyrzeniach wymiernych; poréwnywanie liczb, wyea.

Wiasnaci funkcji, sporadzanie wykresow.

Zwiazki miarowe w figurach ptaskich.

Wielosciany, obgtosc i pole powierzchni catkowitej.

Zwiazki migdzy iloscig wierzchotkow, krawdzi, przeltnych w graniastostupach.
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Pakiet M-3.1 ,Ballada o potegowej”

I. Tresci merytoryczne:

* potegi i dziatania na pegach o wyktadniku wymiernym,
* logarytm i dziatania na logarytmach,

» wykresy funkcji po¢ggowych i wyktadniczych,

* przeksztalcenia wykresow.

Il. Cele szczegotowe:

* nabywanie biegkxri w rozwigzywaniu rowna wyktadniczych i logarytmicznych,

* ksztalcenie umigfnosci kreslenia wykresow funkcji i zaznaczania obszarow wadkie
wspoétrzdnych,

« utrwalanie wiadomsxi dotyczicych dziata na po¢gach i wzorow skréconego mienia.

lll. Metody i formy pracy:

 praca w grupach,
* burza mozgow,
« karty pracy.

IV. Przebieg zajec

Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

1.Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obécijo
2.Podziat uczniow na zespoty zadaniowe (grupy 4 s@owe).

3.Wybor liderow, sekretarzy, asystentow poszczegdinyap (zespoty zadaniowe w innym
sktadzie nt na poprzednich spotkaniach).

4.Praca w grupach: kdy zesp6t wymsla dla siebie nazg (zwigzary z matematyk,
dziataniami spotecznymi, historycznymi lub wspokzgmi postaciamiwiata odkry,
dokona naukowych) oraz logo zespotu.

5.Przedstawienie nazw i logo przez poszczegdlne grupy

6.Rozdanie kadej z grup zestawoOwwiczen otwierapcych oraz materialdw potrzebnych
do rozwipzywania zada

7.Przedstawienie i porownanie rozan zada przez przedstawicieli grup.
8.Zebranie kart z rozwrzaniami.

9.Podsumowanie z&j.

10. Zakaczenie zajc.

Uwaga: Rozwjzania poszczegoOlnych zadauczniowie powinni zapisywa na oddzielnych
kartkach, podpisanych nazwzespotu i oznakowanych poprzez logo. Materiaty dtzniéw
stanowi pierwsza strona dokumentu Cwiczenia otwierajce”.
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wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 13



rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA * X
KAPITAL LUDZKI ' m EUROPEISKI [N
FUNDUSZ SPOLECZNY e

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

Bibliografia do zestawu ,Cwiczen otwierajacych”:
[1] Klaczkow K., Kurczab M., Swida E., Matematyka. Zbior zada do licebw itechnikow klasa |lI
Wydawnictwo Oficyna Edukacyjna Krzysztof Pazdro,rézawa 2004 (Zadanie 2, Zadanie 3)
Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)

1.Uczniowie siadaj we wczéniej ustalonych zespotach zadaniowych.
2.Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawurzglazwiagzmy razem”.

3.Uczniowie dokonuj podziatu, ktGra grupachkizie rozwigzywata dane zadanie. Uczniowie
powinni pocyé zestaw zadai rozdziel¢ zadania do odpowiednich grup.

4.Kazda grupa rozwzuje zadania samodzielnie. Po rozzeiniu zadania uczniowie redaguj
odpowied na karcie odpowiedzi (kartka formatu A4).

5.Jezeli dany zespdt zadaniowy zalazy prae, to jej cztonkowie powinni przykzy¢ sie
i pom&c w rozwgzywaniu zada innym grupom.

6.Nauczyciel zbiera karty z rozgaanymi zadaniami.

7.Zakmczenie zajc.

Bibliografia do zestawu zada ,Rozwiazmy razem”:

[1] Babiaiski W., Chako L., Czarnowska J., Wesolowska JMatematyka. Podicznik dla liceum
ogoInoksztatccego 3”,Nowa Era, Warszawa 2004 (Zadanie 12)

[2] Cewe A., Krawczyk M., Kruk M., Nahorska H., Pander Ropiela R.,Matematyka w otaczagym nas
wiecie. Podrcznik do klasy llWydawnictwo Podkowa, Gdak 2007 (Zadanie 1)

[3] Kiaczkow K., Kurczab M.Swida E.,Matematyka. Zbi6r zadado licedw i technikow klasa |11
Wydawnictwo Oficyna Edukacyjna Krzysztof Pazdro,ré#awa 2004 (Zadanie 7; Zadanie 8; Zadanie 9)

[4] Sniezek A., Tecza P.Zbior zada z algebry dla szkérednich Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne,
Warszawa 1994. (Zadanie 10; Zadanie 11)

Spotkanie 3. ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

1.Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane kargcy zespotom zadaniowym.
2.Liderzy poszczegolnych grup prezentupzwigzania zadéa
3.Nauczyciel ocenia prazespotow zadaniowych (pozytywne wzmocnienie).
4.Podsumowanie zgj.
Uwaga: Karty odpowiedzi ucznidow z zestawu ,Rogiy razem” lgda stanowé zahcznik
do raportu z realizacji z&j.

Wykresy do Pakietu M-3.1 wykonata Arigbak za pomocprogramu Geogebra
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Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” - ,Ballada o potegowe;j”
Exercice 1. Une aire (8 points)

L’aire P de I'espace limité par I'axe OX, le gragie de la fonctions =I1f et les droitesx = 1;
x = x, est égale dnx,. Le logarithme naturel est un logarithme dont éséb est le nombre e.
Tu peux calculer les valeurs de ces logarithmes eervant d’un calculateur scientifique.
1
. , L o, _ , lo=sy== .
Calcule l'aire de I'espace limité par les mequaﬂ(slmultaneee{ ¥ = %. Donne le résultat avec
3Zx=9
une précision de 0,001, note la réponse. Faisdsini@dlustrant cet exercice.

Aufgabe 1. Flache (8 Punkte)

Die Flache P eines Gebiets, das durch die Achsed®X,Graph der Funktion =I1f und Geraden:

x = 1:x = x, begrenzt wird, ist gleicln x,. Ein natlrlicher Logarithmus ist ein Logarithmug z
Basis e. Werte von solchen Logarithmen kannst derufuhilfenahme eines wissenschaftlichen

Taschenrechners berechnen.
1
Berechne die Flache eines Gebiets, das durch derrSyler Gleichung@%EI =y=Z begrenzt ist.
3=x=49
Gebe das Ergebnis mit der Genauigkeit auf 0,001sahreibe die Antwort auf. Fuhre eine

Zeichnung aus, die den Aufgabeinhalt veranschaulich

Esercizio 1. Il campo (8 punti)

.. , - , . . 1
La superficie P dell’area limitata dallasse OX) dagramma della funziong = -e dalle rette:
x = 1;x = x, € uguale dnx,. Il logaritmo naturalne é il logaritmo di cui lase e il numero e.
| valori dei logaritmi di questo tipo puoi calcatansando il calcolatore scientifico.

1
. , . L . : 0< y=-= .
Calcola la superficie dell'area limitata il S|sterdad|suguagllanza{ Y=7%. Il risultato deve
3L x=9

essere dato con la precisione di 0,001, scrivsfgosta Fai il disegno illustrando I'esercizio.

Exercise 1. Area (8 points)

Area P of territory limited by OX axis, function= J—lr graph and the linex = 1; x = x, is equal to

In x,. Natural logarithm is a logarithm with a basis &qo e. Values of such logarithms you can
calculate using mathematical calculator.

1
, - , " L y< -
Calculate the area of the territory limited by atsyn of mequalltles{l:I =¥=z
3<x=<9
Give the result with an accuracy 0,001, write tmsveer and draw the picture illustrating the
exercise.
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Tarea 1. Area (8 puntos)

, .. . . 1 .
El area P de un terreno limitado por el eje OX, lparurva representativia= ~, asi como por las

lineas rectasx = 1; x = x,, equivale alnx,. El logaritmo natural es un logaritmo cuya base
constituye la cantidad e.
Puedes calcular los valores de tales logaritmdeutisido de la calculadora cientifica.
1
=y ==

. - . . . 0
Calcula el area P de un terreno limitado por ¢ésia de mecuamone%: x.
3I<Lx=9

Presenta el resultado con la exactitud de 0,0Cdtgy t respuesta. Haz un dibujo ilustrando la tarea
Zadanie 2. No to porysujmy —raz! ... (6 punktow)

(y+ix-3)r-3)=0

Rozwigz graficznie ukiad rowna
y=2¥7%-1

Zadanie 3. Co wyjdzie? —razl... (5 punktéw)

W prostolgtnym uktadzie wspotednych zaznacz zbidr tych punktow plaszczyzny,
ktérych wspétrzdne spetniaj waruneklog,..;(y —4) <1

Zadanie 4. Nie taki pierwiastek straszny (3 punkty)

Wykonaj dziatania, wynik zapisz w postaci jedneggriastka:
s [ — a4 — = &=
(fa“-fa,- w’a-w’cxf') +(1.,f va- *Jaﬁ)

e 3
VaZ-vad
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Rozwigzania oraz schemat oceniania zestawu ,,Cwiczen otwierajacych”
»,Ballada o potegowej”

Zadanie 1. Pole (8 punktow)

Pole P obszaru ograniczonegoad®iX, wykresem funkcjiv = J—lr oraz prostymix = 1; x = x; jest
réwne In x,. Logarytm naturalny, to logarytm, ktérego podsiagest liczba e. Wartwi takich
logarytméw maesz obliczy korzystagc z kalkulatora matematycznego.

0=<y= 1

3<x<9

Wynik podaj z doktadngeia do 0,001, zapisz odpowigdWykonaj rysunek ilustrgpy zadanie.

Oblicz pole obszaru ograniczonego uktadem nieréain

Rozwiazanie:
Rysunek do zadania:

YT | e 1) | .
E L | r X i | | 5] - )
3 %) N i

P

PIn9—-In3=1n3 %~ 1,089
Pole obszaru to okoto 1,099

Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktow
A Poprawne przettumaczenie 2
B Wykonanie rysunku ilustraggego tré¢ zadania 2
C Obliczenie pola zadarg doktadndcia
D Podanie odpowiedzi wzyku obcym
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Exercice 1. Une aire (8 points)

Solution:
WiE
"3- fix)= 1/x Arxa b =}
1
0 I == -
o 1 2 3 4 5 8 1 8 o 105
_I_
A=In9—In3 =1In3 * 1,099. L'aire de I'espace est égale a peu pres a 1,099
Pointage:
Activité Solution étape par étape Nombre de points
A Traduction correcte 2
B Dessin illustrant le contenu de I'exercice 2
C Calcul de I'aire avec la précision demandée 2
D Réponse correcte en langue étrangére 2
Aufgabe 1. Flache (8 Punkte)
LOsung:
WiE
"3- fix)= 1/x Arxa b =}
1
0 I == -
o 1 2 3 4 5 8 1 8 o 105
_I_
In9—In3=1In3 ~ 1,099 I""H#
Punktwertung:
Tatlng;eeltrsnum Etappen der Aufgabenlosung Punktezahl
A Richtige Ubersetzung 2
B Ausfuhrung der Zeichnung, die den Aufgabeinhalamschaulicht 2
C Berechnung der Flache mit der verlangenden Genailigk 2
D Antwortangabe in einer Fremdsprache 2
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespodt w zespot z Matematyka bez Granic" 18
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Esercizio 1. Il campo (8 punti)

Soluzione:
hiE
"3- fixy= 1 fx A=l o =3
1
a (I == -
o 1 2 3 n 5 8 1 8 g 10y
_|_
n9—In3=In3 1099 $ I""HHt
Punteggio:
Attivita Tappe della soluzione dell’esercizio Nugrlﬁrt? di
A Traduzione corretta 2
B Realizzazione del disegno illustrando il contendell'esercizio 2
C Calcolo della superficie con la precisione dovuta
D Risposta nella lingua straniera
Tarea 1. Area (8 puntos)
Solucion:
b
YV
"3- fix)m 1 fx g-xa 3 ]
d
u e ——
o 1 2 3 ' B i 7 8 G 10y
_|_
n9—In3=In3 1099 & " I""fH
Puntuacion:
Numero de la ., Cantidad de
- Etapas de la solucion de la tarea
actividad puntos
A Traduccion correcta 2
B Realizacion del dibujo ilustrando el conteniddaléarea 2
C Calculo del area con la exactitud exigida 2
D Formulacion de la respuesta en lengua extranjera 2
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Exercise 1. Area (8 points)

Solution:
¥3 : .
a7 fix)m 1 fx Arxa b o
1
a == ry
o i3 L2 3 i '8 " LT i o 10y
_I_
n9—In3i=In3 ~ 1,099
( Ittt
Points:
Activity Stages of solution Points
A Correct translation 2
B Drawing a picture illustrating the exercise’sttex 2
C Calculating the area with a desired accuracy 2
D Answer in foreign language 2
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-y UNIA EUROPEJSKA RS
LDkl plm oz res [
Zadanie 2. No to porysujmy —raz! ... (6 punktow)
Rozwigzanie:
¥
H {y+0. Bo-3Yy-3)=0 £
I Ay
[i] i
0 1 : ’j_,,f/“ 3 4 5 P~ X
Punktacja:
. . . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania punktow
A Naszkicowanie pary prostych 2
B Naszkicowanie wykresu funkcji wyktadniczej 3
C Zaznaczenie rozwzania uktadu 1
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Zadanie 3. Co wyjdzie? —razl... (5 punktéw)

Rozwiazanie:
b () v=4
( x+1=1) )( y—4<x+1
D 0=x+1=<1 D )( y—4=x+1

et

=]
i

L]
b

S —

"4y

Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punkto
A Podanie zatgen i nierownagci w pierwszym przypadku 1
B Podanie zaleen i nierownaci w drugim przypadku 1
C Zaznaczenie obszaru w uktadzie wspgdrzych 3

Zadanie 4. Nie taki pierwiastek straszny (3 punkty)

Rozwiazanie:

|
P

]

|
S

bl =
=
[ 70 ]

f — 47 — [ pg—— — I
(i’a‘*-»“a- w’a-w“aE')*(w“i“ﬂ'Ev“ﬂE') = 1

P - p 3 = —

Va?-va? a3 - al "Il a*t

Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwjzania zadania Liczba punktow
A Zapisanie kadego pierwiastka jako pgdi 1
B Wykonanie dziata na potgach 1
C Zapisanie odpowiedzi w zadanej postaci 1
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespodt w zespot z Matematyka bez Granic" 22

wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego




rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA * X
KAPITAL LUDZKI ' m EUROPEISKI [N
FUNDUSZ SPOLECZNY W

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI * %

Spotkanie 2: Rozwigzmy razem - ,,Ballada o potegowej”

Exercise 1. Decay of chemical element (6 points)

Every chemical radioactive element decays withajeropriate radial velocity. The half-life is the
amount of time necessary for one-half of the radioactidement to decay. Some kind of
bismut**, Bi has the half-life equal to 20 minutes. Radioachiignuth’s sample you are watching
has 1024 grams. Built a mathematical model desagihimodification of bismuth’s amount in time
and calculate after what number of hours only araengof bismuth will be radioactive.

Exercice 1. Décomposition d’un élément (6 points)

Chaque élément radioactif se décompose a sa pritpsse.

Le temps de décomposition d’'une moitié d’atomes &xpelé « période de décomposition
fragmentaire » de cet élément. On sait que la gérie décomposition fragmentaire d’'une variété
de bismuth**EBi est de 20 minutes. L’échantillon du bismuth radidajue tu observes fait 1024
grammes. Construis le modéle mathématique décriganhangement de la quantité du bismuth
radioactif dans le temps et calcule au bout de eemt’heures seul un gramme de bismuth sera
radioactif?

Tarea 1. Desintegracion del elemento (6 puntos)

Cada elemento radioactivo se desintegra con suigoreglocidad.El tiempo en el cual se

desintegrara la mitad de atomos se llama périodta diesintegracion media de este elemento.
Sabemos que una clase de bisrfititcBi tiene un périodo de la desintegracion media de
20 minutos. La muestra del bismuto radioactivo qbservas tiene 1024 gramos. Construye un
modelo matematico describiendo un cambio de lad=ashidel bismuto radioactivo en un tiempo y

calcula después cuantas horas de observacionesioactivo solamente un gramo de bismuto.

Aufgabe 1. Zerfall eines Elements (6 Punkte)

Jedes radioaktive Element zerfallt mit einer eige@eschwindigkeit. Die Zeit, in der die Halfte der
Atome zerfallt, nennt man die Halbwertszeit desntdets. Man weil3, das das Isotop von
Bismut***, Bi die Halbwertszeit von 20 Minuten hat. Die Prolbmesiradioaktiven Bismuts, die du
beobachtest, hat 1024 Gramm. Baue ein mathematiddbdell, das die Veranderung der Menge
des radioaktiven Bismuts in Zeit beschreibt, uncetene, nach wie vielen Stunden Beobachtung
nur 1 Gramm Bismut radioaktiv wird.

Esercizio 1. La disintegrazione dell’elemento (6 punti)

Ogni elemento radioattivo si disintegra con la graptia velocita.

Il tempo nel quale si disintegra la meta di elemeénthiamato il periodo della disintegrazione
parziale di questo elemento. Sappiamo che una espeicibismutd'® Bi ha il periodo di
disintegrazione parziale di 20 minuti. Il campiahed bismuto radioattivo il quale stai osservando
ha 1024 grammi. Costruisci il modello matematidasirando il cambiamento della quantitai di
bismuto radioattivo nel tempo e calcola dopo quane di osservazione sara radioattivo solo
1 grammo di bismuto.
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Zadanie 2. Pamietaj o wzorach (4 punkty)

Oblicz: [[? —2VT10) + (7 + zfﬁﬂ . [(fj]i— za“‘l.

Zadanie 3. Parzyste i nieparzyste (4 punkty)

Naszkicuj po dwa wykresy funkcjr = x* dla a bedacego liczla catkowiy ujemry nieparzyst
i dwa dlaa bedacego liczly catkowity ujemry parzysi. Podaj dziedziny i zbiory waroi tych
funkciji.

Zadanie 4. Takie sobie rownanie (3 punkty)
Wiedzc, ze
f(x) =2 orazg(x) = [ij -3
rozwigz rownanie:
4.9(20)=2-f(¥) -12
Zadanie 5. Bez rysowania (2 punkty)

Jakie przeksztalcenia nalewykona, aby z wykresu funkcjiv = 3% otrzyma& wykres funkcji
1 =+l
v=() -2

Zadanie 6. Dodac czy pomnozy¢? (3 punkty)

Przyjmupc, zelog, 15 = x orazlog,6 =y, obliczlog: 675.

H

Zadanie 7. Co wyjdzie? — dwa! (6 punktéw)

W prostolgtnym uktadzie wspétednych zaznacz zbior tych punktéw ptaszczyzny, kibry
wspotrzdne spetniaj waruneklog, (x* + v) < 1.

Zadanie 8. No to porysujmy — dwa! (5 punktéw)

3 1

};:21. zlxl

=
Il

Rozwigz graficznie ukiad rowna

Zadanie 9. Parrrrrametr (6 punktow)

Dla jakich wartdci parametrum réwnanie m- 16 +(2m—1)-4*+2 -3m =0 nie ma
pierwiastkow rzeczywistych?
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Zadanie 10. Trzeba sie wykazac (3 punkty)

Wykaz, ze 2'°52="% = 4/8.

Zadanie 11. Dziatania na potegach (5 punktow)

Wykaz, ze jedynym rozwgzaniem réwnanig* + 4* + 5 = 6* jest liczba 3.

Zadanie 12. To juz ostatnie na dzis... (3 punkty)

CL, . 3¥g37¥
Rozwiz rownanie;——; = 2.
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Rozwigzania oraz schemat oceniania zestawu ,,Rozwigzmy razem”
»,Ballada o potegowej”

Zadaniel. Rozpad pierwiastka (6 punktow)

Kazdy pierwiastek radioaktywny rozpadag¢ st wiasciwg sobie pedkosciag. Czas, w ktérym
rozpadnie s potowa atoméw nazywamy okresem potowicznego rozpseho pierwiastka.
Wiadomo, ze pewna odmiana bizmutti*Bi ma okres potowicznego rozpadu réwny 20 minut.
Prébka radioaktywnego bizmutu, kidrbserwujesz ma 1024 gramy.

Zbuduj model matematyczny opigay zmiarg ilosci radioaktywnego bizmutu w czasie i oblicz,
po ilu godzinach obserwaciji radioaktywnydzie tylko 1 gram bizmutu.

Rozwiazanie:
1 14
* ) b+ f@) =y (3) ! t D> O
, ( ! 3 +G (- (+ DD /(
t
O -1, 1=1024-(3) ! +0 OEDICEE
2(+ DI | . +(o( 3(, 4 5" )
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania Liczba punktow
A Poprawne przettumaczenie 2
B Wyznaczenie wzoru funkcji 1
C Obliczenie czasu
D Podanie prawidtowej odpowiedzi wzyku obcym

Exercisel. Decay of chemical element (6 points)

Solution:

3
Bismuth’s decay is described by a functigiit) =}rﬁ-(%) r, where t is the time in hours.

To calculate after what number of hours only orengof bismuth is radioactive we should solve
14

the equationl = 1024 - (5] , thus we get = ?

So, the last 1 gram of bismuth will be radioac@fer 3 hours and 20 minutes.

Points:

Activity Stages of solution Point

Ur

A Correct translation 2
B Determining the function’s formula| 1
C Time calculating
D

Right answer in foreign language
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Exercice 1. Décomposition d’un élément (6 points)

Solution:
1 3t
$ 6D p) 6 FO =y (5) tt6 )
)6 6 D ) D
1 3t
! 6 67 1=1024-(3) ! 8 =2
9 b)) D 4 5")
Pointage:
Activité Solution étape par étape Nombre de points
A Traduction correcte 2
B Détermination de la formule de la fonction 1
C Calcul du temps
D Réponse correcte en langue étrangére
Tarea 1. Desintegracion del elemento (6 puntos)
Solucién:
ar
: 1 D 1 f=v-(3) " t
D D 6 "
1 ar
D D D (7 < 1 1=1024-(3) ! 1
—
) t=x
9 D D " < 6 4 (5")
Puntuacion:
Namero de la ., Cantidad
- Etapas de la solucion de la tarea
actividad de puntos
A Traduccién correcta 2
B Determinacion de la férmula de la funcion 1
C Célculo del tiempo 1
D Formulacién de una respuesta correcta en lenguangera 2
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Aufgabe 1. Zerfall eines Elements (6 Punkte)

LOsung:
34
=) @ =x-(5) . ;
D 9) D ! . < ; )=
13
.ol 1=1u24-[§] > | +)) L t=7
2= , ? < 4; 5" @ + <
Punktwertung:
Tatigkeit Etappen der Aufgabenlésung Punktezahl
A Richtige Ubersetzung 2
B Bestimmung einer Funktionsformel 1
C Berechnung der Zeit 1
D Angabe der richtigen Antwort in einer Fremdsprache 2
Esercizio 1. La disintegrazione dell’elemento (6 punti)
Soluzione:
14
3 > < FO=y-(;)" < t:
DI | 7 . A < J)D
t
D < 7 1=1024-(3) 1 < D == DD
D < 4 5")
Punteggio:
Attivita Tappe della soluzione dell’esercizio N_umerc_)
di punti
A Traduzione corretta 2
B Designazione di formula della funzione 1
C Calcolo del tempo 1
D Risposta giusta nella lingua straniera
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Zadanie 2. Pamietaj o wzorach (4 punkty)

Rozwiazanie:

ca|

—2 —7° |25
(7 —2v10)*+ (7 + z».,*m)fl : I(?) —28°% =

5 2
— |' — — — 14+2-3 30
7T-2010+2 (7 = 2V10)(7 + 2v/10) + 7 + 210
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktow
A Zastosowanie wzoru na kwadrat sumy 1
B Zastosowanie wzoru na sgrwadratow 1
C Obliczenie wartéci w drugim nawiasie 1
D Podanie prawidtowej odpowiedzi
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Zadanie 3. Parzyste i nieparzyste (4 punkty)

Rozwigzanie:

B+ (
a .0 0 % ,04)0 (0

D = (~0;0) U (0;00)! ¥ = (—00;0) U (0;0)

B+ (
a .0 0 3+, 04)0 (o
}....lh
2_
1‘
0
0

.1_

D = (—o0;0) U (0;00), ¥ = (0;00)

Punktacja:

. . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania punktow
A Naszkicowanie dwoch wykresoéw funkcji pgbwej o wyktadniku 1

catkowitym ujemnym nieparzystym
B Naszkicowanie dwoch wykresoéw funkcji pgbwej o wyktadniku 1
catkowitym ujemnym parzystym
C Podanie dziedziny i zbioru wakm funkcji w pierwszym przypadku 1
D Podanie dziedziny i zbioru wakm funkcji w drugim przypadku 1
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Zadanie 4. Takie sobie rownanie (3 punkty)

Rozwiazanie:

4-g(2x)=v2-f(%) - 12

4. ((3] - 3) =V2.2:1 12 wiec2?.27% = 22,277 czylix = 1.

Punktacja:
Czynna¢ | Etapy rozwgzania zadania Liczba punktow
A Obliczenieg(2x) | f{fj
B Wykonanie dziata na pog¢gach 1
C Obliczeniex

Zadanie 5. Bez rysowania (2 punkty)

C

Rozwiazanie:
/( _ D_ ’ (+ ’ () b - )
+ u=[-1;-2]
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktow
A Ustalenie symetrii 1
B Ustalenie wspétrdnych wektora przesugtia 1

Zadanie 6. Dodac czy pomnozy¢? (3 punkty)

Rozwiazanie:
6
log, 675 logz225+log,5 2x+y—1
logs 675 = = = .
3 1 5 log, 15— log. 6 x—y
023 - -

Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktow

A Zastosowanie wzoru na zmigpodstawy logarytmu 1

B Zastosowanie wzorow na sgrréznice logarytmow 1

C Podanie odpowiedzi 1
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Zadanie 7. Co wyjdzie? — dwa! (6 punktéw)

Rozwigzanie:
b () yv=—x°
cC 1, E-)D -y =—x*+2
v‘r_ e
2
yi= -3+ 2 a=12
1-
l_2 L] 1 T 2 I'
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punkto
A Podanie zatzen 1
B Zapisanie nieréwniei wynikajacej z tréci zadania 1
C Zaznaczenie obszaru w uktadzie wspgdrzych 4
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Zadanie 8. No to porysujmy — dwa! (5 punktéw)

Rozwigzanie:
A
ol A1 8)
i’y o x
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punkto
A Naszkicowanie prostej 1
B Naszkicowanie wykresu funkcji wyktadniczej 3
C Zaznaczenie rozwzania ukfadu 1
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Zadanie 9. Parrrrrametr (6 punktéw)

Rozwiazanie:
m=10
1, b 1, ) .(8 O —4+2=0 ) } » 0
m#=0
1, , D % , Db 4=t 4 1, D
+ L L ()I + 1 L - L +1 L I - L + % )
A= 0
% (»-, +1, A<OQlub4t; +t; =0
ty-t, =0
B 0!/ a=16m?—12m+1  , (, + me(ﬂ;ﬂ]!
_ _ 2 B i
E + +4.  me (—m;a_;E'}U {3:'5;13::] i me(—o0;0) U {%;m]i me (D;?)
3-45 2
F > D(me(T=3)
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktow
A Zbadanie warunkin = 0 1
B Zapisanie alternatywy warunkow cia = 0 1
C Wyznaczenie m spetniagcych pierwszy z warunkow 1
alternatywy
D Wyznaczenie m spetniagcych drugi z warunkéw >
alternatywy
E Podanie odpowiedzi 1
Zadanie 10. Trzeba sie wykazac (3 punkty)
1
o V5 log EEZ 3 =
Rozwiazanie: 2" =g g =2i=Y
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktow
A Obliczenie wartéci logarytmu 2
B Zapisanie pai o wyktadniku wymiernym jako pierwiastkg 1
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Zadanie 11. Dziatania na potegach (5 punktéw)

Rozwiazanie:
Sprawdzamyze: 3% + 4* + 57 = 67,
Jeelix>= 3to
6*=6"-62=(374+47 459 .67 =3%.60 4+4% .67 +57. 6777 > 3%.3%7F 47,
41—3 _I_S_E_EI—E! — 31_|_4:-r_|_ [
, CO jest sprzeczne.
Podobnie dowodzimyze j&li x <3, to 3* + 4 + 5% < 6*. Zatem jedynym rozwzaniem
podanego rownania jest liczba 3.

Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba
y Py rozwa punktow
A Sprawdzenieze liczba 3 jest rozwzaniem rownania 1
B Uzasadnienieze liczba weksza od 3 nie m@ by rozwigzaniem 2
rownania
c Uzasadnienieze liczba mniejsza od 3 nie m® by rozwigzaniem 2
rownania
Zadanie 12. To juz ostatnie na dzis... (3 punkty)
Rozwigzanie:
C 3=t t=0
t4+2
. D )( :i =2l + 3 b
t
t=+3 t=—/3 t=—/34
] F=tt=0 O tI(x==
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania Liczba punkté
A Podstawienig™ = t 1
B Rozwigzanie réwnania 1
C Odrzucenie wyniku sprzecznego z zatoiem, podanie rozgzania. 1
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Pakiet M-3.2 ,Dzis, nieodmiennie Sliczna —
Geometria Analityczna”

| .Tresci merytoryczne:

pojecie i umiegtnos¢ obliczania odlegici punktéw na plaszczypie, odlegté¢ punktu
od prostej,

rownanie prostej w postaci ogolnej i kierunkowej,

warunki réwnolegtéci i prostopadtéci prostych,

srodek i symetralna odcinka,

rownanie okggu,

uktady rowna z dwiema niewiadomymi stopnia co napeydrugiego,
ukitady nieréwnéci z dwiema niewiadomymi stopnia pierwszego,
styczna do okmu,

parabola,

figury podobne i ich wiasrsai,

pola tréjkgta i czworolgtow,

twierdzenie cosinusow.

Il. Cele szczegotowe:

wykorzystywanie uktadu wspokdnych na ptaszczyie jako srodowiska rozwjzywania
zada,

ksztatcenie umigfnosci zapisywania réwnania prostej w postaci normaihégrunkowej,
interpretowanie wspotczynnikdw we wzorze funkajidiwej,
korzystanie z warunku prostopagitoprostych w konkretnych sytuacjach problemowych,

utrwalanie interpretacji algebraicznej i geometngjzuktadéw réwna stopnia, co najwiej
drugiego,

postugiwanie s rownaniem okggu,

interpretacja geometryczna rozw@nia nierowngci liniowej z dwiema niewiadomymi
i uktadu takich nierowngei,

¢wiczenia w obliczaniu odlegéoi punktéw na ptaszczyie i odlegtéci punktu od prostej,
postugiwanie si wspotrzdnymisrodka odcinka do rozwkywania sytuacji problemowych,
rozwigzywanie zada dotyczcych wzajemnego poienia prostej i okigu,

wykorzystanie wtasnii figur podobnych w zadaniach,

znajdowanie zwizkdw miarowych w figurach ptaskich z zastosowantgrgonometrii,
wyznaczanie wzorow funkcji i okékanie miejsc geometrycznych na ptaszocug.
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lll. Metody i formy pracy:
* praca w grupach,
* burza moézgow,
« karty pracy.

IV. Przebieg zajec
Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

1.Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obécijo
2.Podziat uczniow na zespoty zadaniowe (grupy 4 s@owe).

3.Wybor liderow, sekretarzy, asystentow poszczegdinyap (zespoty zadaniowe w innym
sktadzie nt na poprzednich spotkaniach).

4.Praca w grupach: kdy zesp6t wymgla dla siebie nazg (zwigzary z matematyk,
dziataniami spotecznymi, historycznymi lub wspokzgmi postaciamiwiata odkry,
dokona naukowych) oraz logo zespotu.

5.Przedstawienie nazw i logo przez poszczegdlne grupy

6.Rozdanie kadej z grup zestawoOwwiczen otwierapcych oraz materialdw potrzebnych
do rozwipzywania zada

7.Przedstawienie i porownanie rozan zada przez przedstawicieli grup.
8.Zebranie kart z rozwrzaniami.

9.Podsumowanie z&j.

10. Zakaczenie zajc.

Uwaga: Rozwjzania poszczegolnych zadauczniowie powinni zapisywa na oddzielnych
kartkach, podpisanych naquespo’fq i oznakowanych poprzez logo. Materiatywtizniow
stanowi pierwsza strona dokumenttwjczenia otwierajce”.

Bibliografia do zestawu ,Cwiczen otwierajacych”:

[1] Gdowski B., Pludiski E., Zbiér zada z matematyki dla kandydatéw na sge uczelnieWydawnictwa
Naukowo — Techniczne, Warszawa 1986, (Zadanierl83szad.996)

[2] CKE, arkusz MMA-P1A1P-011 (Zadanie 3)

[3] Nowa Era, Matematyka, poziom podstawowy, Kujon KolSazeta Wyborcza, 27 wrgda 2005
(Zadanie 2)

[4] Tematy pisemnego egzaminu dojrZafoz matematyki dla abiturientéw licebw ogdélnoksziaych (profil
biologiczno- chemiczny), KOiW w Zielonej Gorze, fiaja 1995, zad.3 (Zadanie 4)
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Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)

1.Uczniowie siadaj we wczéniej ustalonych zespotach zadaniowych.
2.Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawurzglazwiagzmy razem”.

3.Uczniowie dokonuj podziatu, ktGra grupackzie rozwigzywata dane zadanie. Uczniowie
powinni pocyé zestaw zadai rozdziel¢ zadania do odpowiednich grup.

4.Kazda grupa rozwizuje zadania samodzielnie. Po rogzeiniu zadania uczniowie redaguj
odpowied na karcie odpowiedzi (kartka formatu A4).

5.Jezeli dany zespdt zadaniowy zalazy prae, to jej czionkowie powinni przykzy¢ sie
I pom&c w rozwgzywaniu zada innym grupom.

6.Nauczyciel zbiera karty z rozgaanymi zadaniami.
7.Zakoczenie zajc.

Bibliografia do zestawu ,Rozwizmy razem”:

[1] Gdowski B., E. Pludiski, Zbiér zada z matematyki dla kandydatéw na sge uczelnieWydawnictwa
Naukowo — Techniczne, Warszawa 1986 (Zadanie 8.-98b str. 82; Zadanie 6 - zad. 982 str. 82)

[2] CKE Matematyka poziom rozszerzony, przyktadowy a@stada nr 2, marzec 2008 (Zadanie 7)

[3] Egzamin maturalny z matematyki, poziom podstawawgj 2007 (Zadanie 9)

[4] Kujon Polski-Matura 1007 Matematyka, Poziom podstaw 20 kwietnia 2007 GW (Zadanie 2)

[5] Matematyka. Poziom rozszerzony, Prébna matura z ROMNEM i ,Gazey Wyborcz” grudzieh 2007

(Zadanie 3)

[6] Matematyka. Poziom rozszerzony, Prébna matura z ROMNEM i ,Gazey Wyborcz” listopad 2009
(Zadanie 1)

[7] OE Krzysztof Pazdro, Prébny egzamin maturalny zemaityki, Poziom rozszerzony, listopad 2006, zad. 4
(Zadanie 4)

[8] OKE Wroctaw, Kujon Polski GW, 16 peziernika 2001 (Zadanie 11)

[9] OKE Wroctaw, Kujon Polski GW, 16 gdziernika 2001 (Zadanie 12)

[10] Prébny egzamin maturalny z matematyki, poziom poalstvy, listopad 2006, (zadanie 5, Zadanie 8)
[11] Prébny egzamin maturalny z matematyki, Arkuszylicath 2005 (Zadanie 10)

Spotkanie 3. ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

1. Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane kargcy zespotom zadaniowym.
2. Liderzy poszczegolnych grup prezentupzwigzania zada

3. Nauczyciel ocenia prazespotow zadaniowych (pozytywne wzmocnienie).

4. Podsumowanie z&j.

Uwaga: Karty odpowiedzi uczniow z zestawu ,Rogiy razem” lgda stanowé zahcznik
do raportu z realizacji z&j.

Wykresy za pomo@rogramu Cabri Geometry Il oraz zdja do Pakietu M-3.2 wykonata
lwona Derendarz
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Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” -
,Dzi$, nieodmiennie $liczna - Geometria Analityczna”

Exercise 1 Seek and you will find (6 points)

Find the set of all centres of gravity for triargieith anglesA(lO), B(50) andC lying on the line
y=X.

Tarea 1. Buscad y encontraréis (6 puntos)

Encuentra el conjunto de todos centros de gravedads triangulos con los vérticé%{lO), B(50)
i un verticeC situado sobre la linea recta= x.

Aufgabe 1. Wer sucht, der findet (6 Punkte)

Finde die Menge von allen Schwerpunkten eines Dksienit EckpunktenA(lO), B(SO) und mit
einem Eckpunk€, der auf der Geradey = x liegt.

Esercizio 1. Chi cerca trova (6 punti)

Trova l'insieme di tutti i centri di gravita deiiangoli coi vertici A(J,O), B(50) e il vertice
Csituato sulla linea retty = x.

Exercice 1. Cherchez et vous trouverez (6 points)

Trouve I'ensemble de tous les centres de graviériingles ayant pour somme@élo), B(50) et
Cse trouvant sur la droitg = x.
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Zadanie 2. Grunt, to podstawa... (5 punktéw)

'\
-2 E 1 \:}} x

Na rysunku odcineIP_Qjest fragmentem wykresu funkcji liniowgj
Odczytaj dane z rysunku, a ngstie:
a) Sprawd, czy punktA(- 2813) nalery do wykresu funkcjig,
b) Rozwiyz nieréwndé: 4g(x)=8x -1,
c) Oblicz promié okregu opisanego na trgjkie danym przez uktad nierowsoo:
x =0
y=0
y=g(x)

Zadanie 3. Mozna tatwiej, mozna trudniej... (6 punktow)

v

N

C D

0 Wz,-a] x

Na rysunku powsej prostak przechodzi przez punk4\(12—3).

Wiedzc, ze stosunek pol obu zakreskowanych tgti)kv prostolgtnych jest rowny 4:
a) Oblicz sunmg pdl tych tréjlgtow,
b) Wyznacz rownanie prostéyj.

Zadanie 4. Symetrie (7 punktow)

Prosta 0 réwnaniu:3x+y—-10=0 przecina okig o rownaniu: X* +y* —4x+2y—-20=0
w punktachA i B.
a) Wyznacz wspotrgdne punktow =  ktére g obrazami punktowAi B w symetrii
wzgledem prostej o rownaniwy = X —3,
b) Oblicz pole czworoita AABB,
c) Oblicz warté¢ wyrazenia: cosa +sing, gdziea i [ s3 miarami kytow wewretrznych
lezacych przy jednym ramieniu.
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczen otwierajacych”

,Dzi$, nieodmiennie Sliczna - Geometria Analityczna”

Zadanie 1. Szukajcie a znajdziecie (6 punktow)

Znajdz zbior wszystkich srodkéw cezkosci trojkatow o wierzchotkach A(lO), B(SO)

i wierzchotku C lezacym na prostejy = X.

Rozwigzanie:
A )
| e
.! ,.__. _,-. 5
.f/ A
A ' B
F D>(Slab)E + ./+E 10 ABC
./  +C / by=x! D%, 13 C(x,x)
1+5+X 0+0+x X+6 X
a= b= ! a= b==
@ D( 3 3 ( 3
F O 4 )( x=sh, 3a-6=3b!'b=a-2
x=3 7 '
, /a .00 Eb . O + Sl
O (1, b y=x-2
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwjzania zadania Liczba punkto

W

A Tlumaczenie naggyk polski 1

B Zapisanie wzoru ng&rodek cezkosci trojkata w warunkach zadanig 1

C Ustalenie zwjzku migdzy odcéta a radng srodkdw cezkosci 2

D Sformutowanie odpowiedzi vegyku obcym 2
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Exercisel. Seek and you will find (6 points)

Solution:

\*2J

/:_.-*"ﬂbs_ﬂj'!
( Slab) < ( h AT N
ABC C y =X s ,
i . - i
Cxx) B < a=1F 2+ X A @ ’
X=3a-6
p=0¥0*X . o X*0 X g 3a-6=3! b=a-2
3 3 3 x=3b
F l'a S! < (
G L, 7 y=x-2
Points:
Activity Stages of solution Points
A Translation in Polish 1
B Writing a formula giving the centre of gravity aftriangle satisfying the 1
exercise’s requirements
c Determination the connection for the abscissa amtinate of centres af 2
gravity
D Answer in foreign language 2
Tarea 1. Buscad y encontraréis (6 puntos) |
e
Solucion: Ve
@7 > Sab) < ' 86
ABC H) C —t : B
y = x! C(xx) 2 D 4
+5+ +0+ +
a=15 Xb=00 X, a=X 6( bzf
3 3 3 3
Fooy  XTRE 3a-6=3!b=a-2
! a-6=3b!b=a-
x=3b
7 a ) 7 b S! D 1
y=x-2
Puntuacion:
Numero de la . Cantidad
- Etapas de la solucion de la tarea
actividad de puntos
A Traduccion en polaco 1
B Anotacion del la férmula del centro de gravedadtdé&hgulo en las 1
condiciones de la tarea
c Fijacion de la relacion entre la abscisa y la ocadende los centrgs 2
de gravedad
D Formulacion de la respuesta en lengua extranjera 2
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Aufgabe 1. Wer sucht, der findet (6 Punkte)

Lésung: z;’f“{"“‘
_ . S(a, b) - . + il /,/;___ .
+ ABC + C o : .
y =X ! I C(x, x) 4
B =1+5+x b=O+O+X! a=x+6 b=§ B £
3 3 3 3
x=3a-6
! 3a-6=3!'b=a-2
x=3b
B a b F + S + ) .
y=Xx-2
Punktwertung:
Tatigkeitsn Etappen der Aufgabenlésung Punktenzahl
ummer
A Ubersetzung ins Polnisch 1
B Schreiben der Formel fir den Schwerpunkt des Dkeiem 1
Aufgabenvoraussetzungen
c Bestimmung der Beziehung zwischen der Abszissedam@&te von 2
Schwerpunkten
D Antwortformulierung in einer Fremdsprache 2

Esercizio 1. Chi cerca trova (6 punti)

)
Soluzione: EE i
> > sfab) > <A i
ABC H ) C < N B
y=x!7 C(x, x) D
+5+ +0+ + X=3a-6
a=IrorX 0% 0rX, L, XHE X ey 7
3 3 3 3 x=3b
3a-6=3b! b=a-2 ; a I < b S! D
7 y=x-2
Punteggio:
N dell’attivita Tappe della soluzione dell’eserazi Zliu;r)?ﬁ]rt(i)
A Traduzione nella lingua polacca 1
B Scrittura della formula del centro di gravita delarmgolo nelle 1
condizioni dell’esercizio
C Determinazione del rapporto tra l'ascissa e l'oatindei centri d 2
gravita
D Formulazione della risposta nella lingua stramier 2
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Exercice 1. Cherchez et vous trouverez (6 points)

Solution:
S(a,h)
7

J
ABC
y = x!

_1+5+Xx
3

b=2 ¢ |
3

b K

Pointage:

Activité

Solution étape par étape

Nombre
de points

A

Traduction en polonais

1

B

Notation de la formule pour le centre de gravitéretangle dans les

1

conditions de I'exercice

C Détermination du rapport entre I'abscisse et I'omi@e des centres de

2
gravité

D

Formulation de la réponse en langue étrangeére

Zadanie 2. Grunt, to podstawa... (5 punktéw)

Rozwigzanie:

L P(-22)' Q(4-1)! 1,

k PQ y—2:?3(x+2)! §
@>H(¢ ..
i PQ

g(—28):—%[(—28)+1:14+1:15! D /(

L

4—%X+1 =28x-1 ! —-2xXx+4-8x=-1! %

L, 14+0 10 (

IDC|=+4+1=45
DM o+,

copl , +10

_+5
> R=T!

O 10

o
-\.__1--\-\-\-‘ .
~

. +0
R

Punktacja:

Czynna¢

A
B
C
D
E

Liczba
punktéw
1
1
1
1
1

Etapy rozwgzania zadania

Wyznaczenie wzoru y=g(X)

Sprawdzenie czy nalg do wykresu g(x)
Rozwgzanie nierOwn£ci

Podanie wierzchotkow trogka
Obliczenie promienia okgu opisanego na trgjkie
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Zadanie 3. Mozna tatwiej, mozna trudniej... (6 punktow)

Rozwiazanie:
L C a , 13 ( ++ + ,( k! a<o0
@)D)(1, k: y+3=a(x-12)! § y=ax-12a-3
+ —12a—3>0!a<—%
> +(B(0-12a-3) 012‘:’3,0
P P
. + D )( _0BC =4 CDA — ¢4
PCDA POBC
1{12a+3 2a+3 1 12a+3 9
POBcz—‘—q]—lza—q a o ). Pepa = |12— - [:B:ﬂ
2
F Oi)(1, @2a+3 24 _ )\ (15043 =36
24 9
_1 __3
@>(Ca=, a=-,
9 . 24 > 9 1
$ / , E- E =41 (12a+3)7 =21 ¥ a=-=
> 2 sy 1 i
” + )rx~=:—:11L a:—l;’
3 3 (12a+3)° +9
= —— : = —— 1 ]_, =  J =
g2 d(kiy=-7x+6 D 0S 2 30
3 3.3
=== Cy=-—S+= .11, 0S=15
a 8) d(k:y st > D
Lo 1
1+0 (FH=H O N ++, + 5 %
s=2) )( B(06)! C(80)! D(120)
2 4+, . S:%EBEB+%E4EB:24+6:30 1, K : y=—§x+6

s:% D D(B o,g » C(40)r D(120) b S= %EIE—E#H [BB=3+12=15
Punktacja:

] . . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania pUNktow
A Wyznaczenie wspotczynnikéw kierunkowych prostychub(l skal 2

podobigistwa trojkatow)
B Obliczenie sumy pol trogtow 2
C Podanie rownaprostych 2
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Zadanie 4. Symetrie (7 punktéw)

Rozwiazanie:
L B( >(, 13 . +1, A B
y=-3x+10 O (1 2 _7%x+10=0! A=9! x =2!
» X" = /(X+ =0! =9l x =2I
x> +y?—4x+2y-20=0 '
x, =5 ) A24) B(5-5) AA=k,! BB =Kk, k) D(a=-1 1,
y=-x+6  + 8- 0 +3. 10  ( k y=x-3
3 3
k b 1, = - + 2 -=
. O ( y=-x S 55
1 (40 |/ +(SiS, 0FE +) +1, = O t)(
x+2_9 5+X _3
2 2 : 2 2 .
A A(7-1 + B .. B(-22
yra_3 2 A0 5oy 3 (~22)
2 2 2 2
L == )||AA'|:x/§):5\/§!|BB'|:\/_8:7\/§|
2+
h=d(ak)=2 -6 a5 P_ﬁmf 36

72 f
L a=0ABB/g=0AAB
DB| , |AD| _|DB[+|AD| _4y2 _2V10

cosa+sin,8:cosa+sin(180°—a):cosa+sina—|AlB| |A'B| |A'B| —2\/3_ =

BB| - |AA
IBD| = | |2| - 2f=\/§! |AB|=44+16=+20=2J5!  |AD|=h=32
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania Liczba punktow
A Wyznaczenie wspoéterdnych punktow A i B 2
B Wyznaczenie wspotezinych punktéw A’ i B’ 2
C Obliczenie pola trapezu 2
D Wyznaczenie wartgi wyrazenia trygonometrycznegao 1
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Spotkanie 2: ,,Rozwigzmy razem” -
,Dzi$, nieodmiennie Sliczna - Geometria Analityczna”

Exercise 1. Equidistant — so, what? (5 points)
All points lying on the graph of a functidnare equidistant from the ling = —% and from the

point P 0,% . Find the formula of.

Tarea 1. Isodistante — es decir el cual? (5 puntos)

N L1
Los puntos isodistantes de la recta de la ecuawewa y del puntoP O,% forman parte de la

curva representativa de la funcidn Encuentra la férmula de esta funcion.
Aufgabe 1. Parallel — also wie? (5 Punkte)

Punkte, die zur Gerade von der Gleichung —% und zum Punk® 0,% parallel sind, gehdren
zum Kurvenverlauf einer Funktiofi . Finde die Formel von dieser Funktion.

Esercizio 1. Parallelo — allora il quale? (5 punti)

. . . . 1 1
| punti con la stessa distanza della linea retta IC:e:quazmney:—E e del puntoP O'E
appartengono al diagramma della funzioneTrova la formula di questa funzione.

Exercice 1. Equidistant — cela veut dire comment? (5 points)

Les points équidistants de la droite dont I'équaBsty = —% et du pointP 0,% appartiennent a

la courbe représentative de la fonctién Trouve la formule de cette fonction.
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Zadanie 2. Panszczyzna (4 punkty)

Boki trojkata zawarte gw prostych o rownaniachy =5, x+y-2=0, - x+2y+2=0
a) Narysuj trojlgt ABCw prostolgtnym uktadzie wspotegdnych i oblicz jego pole
b) Opisz trojlgt ABCza pomog trzech nieréwnéxi liniowych
c) Napisz réwnanie symetralnej najkrotszego boku téjlABC.

Zadanie 3. Okrag i prosta- sprawa prosta (2 punkty)

Napisz réwnanie okgu osrodku S(10-3) stycznego do prostej o réwnaniy:= —; X+2.
Zadanie 4. Podejrzana sprawa (5 punktéow)

Na prostejl:x+y-6=0 wyznacz taki punktC, aby dlugéé tamanej ACB, gdzie A(13)
i B(22) byta najmniejsza. Uzasadnij swoje rozumowanie.

Zadanie 5. Znow te stosunki (4 punkty)

Znalezé zbiér wszystkich punktéw, dla ktérych stosunekeggttsci od punktow(-10) i (1,0) jest
rowny 2.

Zadanie 6. Miejsca geometryczne, czyli jakie... (3 punkty)

Znalez¢ zbior wszystkichsrodkow okegow przechodgeych przez punkt(3,5) I stycznych do
osi OX.

Zadanie 7. One dwie i on jeden (4 punkty)

Wiadomo,ze okrg jest styczny do prostej o rownanju= 2x -3 w punkcie A(2,1) i styczny do

prostej o rownaniuwy = % X+ 9w punkcie B(— 4,7). Oblicz promi@ tego okegu.

Zadanie 8. Cwiczenie (4 punkty)

Dane g proste o rownaniacBx - y-3=0i 2x-3y-7=0
a) Zaznacz w prostefnym uktadzie wspotdnych na ptaszczpie kgt opisany ukladem
2x-y-3<0
2x—-3y-7<0
b) Oblicz odlegté¢ punktu przecicia sk tych prostych od punktﬁs(3,—8).

nieréwndaci:

Zadanie 9. Symetralna (3 punkty)

Dany jest punktC(2,3) i prosta o rownaniwy = 2x -8 bedaca symetralg odcinkaBC. Wyznacz
wspotrzdne punktuB . Wykonaj obliczenia uzasadriag odpowied.
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* 5k

Zadanie 10. Podstawy, podstawy... (4 punkty)

Prosta |tworzy z osa OXkat o mierze 45° i przechodzi przez punktM (— 2,2).
Prost& prostopadta do prostéj, przecina & OXw punkcie o odeitej x, = —3
a) Wyznacz rownania prostychi k
b) Oblicz dtuga¢ najdiuzszego boku trojita, ktorego boki zawiergjsie w prostych:
kil oraz osiOY.

Zadanie 11. Prosta, okrag i tréjkat (4 punkty)

Prosta o rownanix - y +1= 0 przecina okgg o rownaniux® + y* + 2x - 2y - 23=0 w punktach
A i B. Oblicz pole tréjlgta ABS, gdzie Sjestsrodkiem danego okgu.

Zadanie 12. Romb (8 punktéw)

Punkt A(l—2)jest wierzchotkiem rombu, ktérego jeden bok zawisika w prostej o réwnaniu
:Xx—y-3=0, natomiast punk0(2,2) jestsrodkiem symetrii tego rombu.

a) Wyznacz wspétrgdne pozostatych wierzchotkéw tego rombu

b) Oblicz pole tego rombu

c) Znajdz cosinus Kta ostrego tego rombu
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu éwiczen , Rozwigzmy razem”
,Dzi$, nieodmiennie Sliczna - Geometria Analityczna”

Zadaniel. Rownoodlegty - czyli jaki? (5 punktow)

Punkty rownoodlegte od prostej o rownaniy= —% i punktu P O,% naleza do wykresu
funkcji f . Znajdz wzor tej funkciji.

Rozwiazanie:

f ._.Tn}[x.y}
PO =R b
P
| 1°? 1° [
PQ=,x*+ y-= | 1= += =
| Q| y 5 |QQ| y 5 . n}'m-m]w
1° 1°
X+ y== = y+= +4 %1,
y 2 y 2
2 1 2
x2=2y! ( i f(x):zx
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwjzania zadania Liczba punktow
A Tlumaczenie tréci zadania naggyk polski 1
B Zapisanie rowngi odlegtaci punktu od prostej i punktu 1
C Uzyskanie réwnania paraboli 1
D Sformutowanie odpowiedzi wzyku obcym 2
Exercisel. Equidistant — so, what? (5 points)
A%y
Solution:
il
Pol=[eQ]
! A
P 2 1 2| 12 r:}g ?:;im
= |X°+ -= | = += | - 162
P y-3 QQl=, v+3
12 1°
X2+ y—= = y+= |, < 7 x? =2y!
y 5 y 5 y D
1
f(x)==x?
(=1
Points:
Activity Stages of solution Points
A Translation of exercise text in Polish 1

Writing the equation expressing the distances batwpoint and

B . . 1
line and between points.

C Finding equation of a parabola 1

D Answer in foreign language 2

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespodt w zespot z Matematyka bez Granic"

wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 50



rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI p l m EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY
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Tarea 1. Isodistante — es decir el cual? (5 puntos)

ahl
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A%
Solucion i ot ‘
— ' P F,
PQ=IQQ -
1° 1° !ﬂ: o
] ¥ 'f-
PQ=yx+ y-5 ! Q=4 y+3
2 2
1° 1°
X+ y-= = y+= | 7 ! 6 1! 1 x*=2y!
y 5 y 5 y
1
! . f(x)==x*
()=
Puntuacion:
Numero de . Cantidad
- Etapas de la solucion de la tarea
la actividad de puntos
A Traduccion del contenido de la tarea en polaco 1
B Anotacion de la igualdad de la distancia del pulgda recta y del 1
punto
C Obtencién de la ecuacion de la parabola: 1
D Formulacion de la respuesta en lengua extranjera 2
Aufgabe 1. Parallel — also wie? (5 Punkte)
A0V
LOsung: A
1y
PQ=[Q] T
N 1? =
PQl=./x"+ -= | | = + = | fu-
P y-3 QQl=, v+
1° 1°
X2+ y-= = y+= 1, * 4 x> =2y!
y > y 5 y
1
f(x)==x?
(9=
Punktwertung:
Tatigkeitsn Etappen der Aufgabenlosung Punktenz
ummer
A Ubersetzung des Aufgabeninhalts ins Polnisch 1
B Schreiben von der Gleichung der PunktentfernungdesrGerade 1
und von dem Punkt
C Gewinnung einer Parabelgleichung 1
D Antwortformulierung in einer Fremdsprache 2
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Esercizio 1. Parallelo - allora il quale ? (5 punti)

Soluzione: h

Pl
PQ =|QQ ;

E e . i:}'m-r;z']w
Pa= sy 1 jQal= yel

1° 12
X+ y-= = y+= | 7 7 x* =2y!
y 5 y 5 y

f(x)=%x2

Punteggio:

N dell'attivita Tappe della soluzione Numero di

punti
A Traduzione dell'esercizio nella lingua polacca 1

Formulazione dell’equazione di distanza del purgétadretta e de 1
punto

B
C Ottenimento dell’equazione di parabola 1
D Formulazione della risposta nella lingua straaier 2

Exercice 1. Equidistant — cela veut dire comment? (5 points)

Solution:

Po= e | A

_ |2 _12 | = 12 F':I,,-"'f
PO =¥+ y=3 Q=4 v+3 [ >

2 2

1 1
X+ y-= = y+= | 7 !
Y 2 Y 2

6 | 67 x? = 2y! f(x):lx2

Pointage:

Activité Solution étape par étape Nom_bre de
points
Traduction du contenu de I'exercice en polonais 1

Notation de I'égalité de la distance du pointaldroite et du point 1
Obtention de I'équation de la parabole 1

Formulation de la réponse en langue étrangere 2

o|0|w|\>»
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rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA * X x
KAPITAt LUDZKI pl m uroreis S
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

Zadanie 2. Panszczyzna (4 punkty)

Rozwigzanie: L i ;
=5
a) C y P L Ny r|
y = _X + 2 Wiy 2=l
=5 [
B y P
-X+2y+2=0 T
=-X+2
A y
-X+2y+2=0
, 0 + 1, 1, M O, 13 . . #+1, 18+0
C(- 35)! B(125)! A(20) IBC|=15! h=5! } Prsc = % 0BC|th = 775
y<5
L x+y-2=0
-X+2y+220
L |AC|=+25+25=150=5/2! |AB=+100+25=+125=5/5! |BC|=+225=15
o ¢ + |ACl=52 ¢ E + D> , 13 . s—%,g
O b 3 ACl > , 13 ( + + + ,( a=1
5 1
1, -——=1x+= ! =x+3
y 5 5 y
Punktacja:
B . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania punkt6w
A Wykonanie rysunku 1
B Obliczenie pola trojita 1
C Zapisanie uktadu nierowsa 1
D Wyznaczenie symetralnej boku trgii 1
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Zadanie 3. Okrag i prosta- sprawa prosta (2 punkty)

Rozwigzanie:
*1, b, 1 4
3x+4y-8=0
F 3E-E + +. D)

1, - 3 E D o
d:|3ﬂ0+4[(—3)—8|:

2
) Jo+16
O 1¢ 1, +.
(x-107 +(y+3/ =4
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania Liczba punktow
A Wyznaczenie promienia ofgu 1
B Zapisanie rownania oégu 1
Zadanie 4. Podejrzana sprawa (5 punktéow)
Rozwiazanie: :'E
sy > + . 0 .
A hy=-x+6 1
AA: y-3=x-11 y=x+2! VAT %
, 13 ( ++ + ,(a=1 A &
y=x+2 u:
F } ., 13 . + ! ;
O #( y=-x+6 |
S(24)! ./ ;% E o+ ) + ! .
O D, 1 . + Axy)
X*1_o Y 4 4 A(39)
2 2
*1, h = y=3x-4
=3x—-4
+ C: y | .0 +3 o, 13 + C §Z
y=-X+6 22
9 A9=]sA +( /H =0, 13 ,! D> 3 E-3)
i+ 1 D)/ L(
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania Liczba punktow
A Wyznaczenie wspoternych punktu A’ 2
B Wyznaczenie réwnania prostej A'B 1
C Wyznaczenie wspokdnych punktu C 1
D Uzasadnienie 1
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Zadanie 5. Zndow te stosunki (4 punkty)

Rozwiazanie: 1
.
PB ST

4 .
B > o . ) :
D DA =y(x+1f +y A(-1.0) B(1.0)
||:>|3|:,/(x—1)2+y2 !
O (1, (x+1f+y?=afx-17+y]

+5) D( 3K +3y’-10x+3=0 !x2+y2—%)x+1:0!

2

W

0D 1 > + . » X —§ + y2 = 1_6
3 9
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktd
A Zapisanie stosunku odlegto 1
B Zbudowanie rownania 1
C Doprowadzenie rownania do najprostszej postaarivanie figury 2

Zadanie 6. Miejsca geometryczne, czyli jakie... (3 punkty)

Rozwiazanie:

[SA=s8!
SA=(x-3F +(y-5)°! [sH=4/y?

X? —6x+9+y? —10y +25=y’
10y=x2—6x+34  (+ 4 )( . 1

sty

"A15)

_ 1 2 6 34 . o
= — X ——XxX+— B{0)
10 1cC 10
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktow
A Zapisanie rOwnéri wynikajacej z tréci zadania 1
B Zbudowanie réwnania 1
C Doprowadzenie rownania do prostej postaci i nazevierzywej 1
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Zadanie 7. One dwie i on jeden (4 punkty)

Rozwiazanie:

- 3 y=2x-3 ) 1, y—lz—%(x—Z)!
1 1
=—Zx+2 = 3 ==x+91, . b4 1,
Cy 5 Y =3
y-7=-2(x+4)! ( y=-2x-1
1
y=--Xx

S: 2 +2!) ) ( S(-23), a promia r =|SA= /4% +(-2)° =/20=2/5.
y=-2x-1

Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania pblgitbéa\lfv
A Wyznaczenie rOwnania prostej AS 1
B Wyznaczenie rOwnania prostej BS 1
C Wyznaczenie punktu S
Obliczenie promienia okgu
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Zadanie 8. Cwiczenie (4 punkty)

Rozwiazanie:
a)
2Xx=y+3
_ . D)
2Xx=3y+7
+ P 1 2 |
2
2
3 E- |PY= 3-1 s(-8+2)2 = /(25 +(-6) = 1/@9 =13
2 4 2
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania Liczba punktow
A Zaznaczenie obszaratia 2
B Wyznaczenie wspotezinych punktu P 1
C Obliczenie odlegkei PS 1
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Zadanie 9. Symetralna (3 punkty)

Rozwigzanie:

;O %

Punktacja:

3 + =H/ >, 13 ( ++ + ,(

h=H y- :—%(x—z)/

y=2x-8

Czynna¢

Etapy rozwgzania zadania

Liczba
punktéw

A Wyznaczenie rOwnania prostej BC

1

B Wyznaczenie wspokzinych punktu S

1

C Wyznaczenie wspokdnych punktu B

1

Zadanie 10. Podstawy, podstawy... (4 punkty)

Rozwigzanie:

L I:a =tg45 =1 kOlr, . a =-1

| y-2=1(x+2) k: y=-1(x+3)
1 y=x+4 k: y=-x-3

L B( (., 3+ 10 A: I A -

y=x+4
y=-x-3

B(0-3)! c(04)

B AABC +

CH3/ (¢

Punktacja:

Boj=71 [ag= 1 4 172 [0 T2
7

B =

N~
N

7J_

CLNCE

Czynna¢

Etapy rozwjzania zadania

Liczba punktow

Wyznaczenie rOwnania prostej

1

Wyznaczenie rOwnania prostej

1

Wyznaczenie wierzchotkow trgjta

1

O 0w >

Obliczenie diugéci najdtuzszego boku

1
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Zadanie 11. Prosta, okrag i tréjkat (4 punkty)

Rozwiazanie:

B( (¢, 13 . +1, =
y=x+1

x2+y2+2x—2y—2320!

O (1, x> +x-12=0! A = 49! o
X =4 X, =3 ' =
y, =3 y, =4

® D ( A-4-3)! B(34)

c . - ( D(E + +.
(x+17+(y-2=25!> >( s(-11)
F D( MBS P=_(ABMh!  |AB=29=7/2!
-1-1+1 1 42
h=d(S, pr.AB :—| =—=
( P ) V1+1 J2o 2
1 V2 7
l, . P==0OvJ2F—=—
@ >( 2 V2 2 2
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktow
A Wyznaczenie wspoternych punktow A i B 1
B Wyznaczenie punktu S 1
C Wyznaczenie wysokoi trojkata 1
D Obliczenie pola trojita 1
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Zadanie 12. Romb (8 punktéw)

Rozwigzanie:
L + FY E + ) + H ¢
x02+1 P
/O 1) c(38)
Ye =2 =2
2

F ) ( H +
k: y+2=4(x-1) K: y=4x-6

BD=mOk! )a=—% O 4 (
m y—2:—1(x—2)I m: y=-=x+=
+ =.( O+ +., 1 ( « D
XxX-y-3=0
22 7
——lx+§) X ® %%
4 2
B 13 . LD IVAD 1 G ¢ .+ C 1w, (C E + +
Xy + 44 5
2 213
Yo +14 _, 9 (+2(D 55
2

L P:&EBN!) )( |AC=\(3-1) +(6+2) =4+ 64=1/68
BD| =+/(44+04) + (14— 26)" =+/(48) + (- 12) = /2448

12 612
P_\/6_53q/2425 NATGTS L i7aaeaT_ 2mn7 102
2 2 2[5 5 S

L . 1, |DB[* =|AB’ +|AD|" - 2|AB (JAD| (tosa
|AB=|AD| =/(34)° +(34)" = 34V2!|BD| = 2448
(34 22— 2448 _ 2176 _ 544 _136_ 8

cosa = = = = =
2[(3,4)2 2 4624 1156 289 17
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania Liczba punktow

A Wyznaczenie wspotezinych punktu C 1

B Wyznaczenie réwnania prostej BD 1

C Wyznaczenie wspoéteznych punktu B 1

D Wyznaczenie wspokzinych punktu D 1

E Obliczenie pola 2

F Wyznaczenie warkgi cosinusa 2
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NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

Pakiet M-3.3 ,Nieprawdopodobnie spokojni przed maturg”

I. Tresci merytoryczne:

* elementy kombinatoryki,
« klasyczna definicja prawdopodohswa,
 parametry danych statystycznych.

Il. Cele szczegotowe:
* nabywanie bieghxi w obliczaniu prawdopodohistwa z wykorzystaniem definiciji
klasycznej i drzewka stochastycznego,
» ¢wiczenia w obliczaniu mody, medianyedniej arytmetycznej, odchylenia standardowego,
» utrwalenie metod kombinatorycznych i reguty mewia.

lll. Proponowane metody i formy pracy:

* praca w grupach,
* burza mozgow,
* karty pracy.

IV. Przebieg zajec:
Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

1.Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obécijo

2.Podziat ucznidéw na zespoty zadaniowe (grupy 4 s@owe).

3.Wybor liderow, sekretarzy, asystentéw poszczegdirgrap.

4.Rozdanie kadej z grup zestawoOwwiczen otwierapcych oraz materiatdw potrzebnych
do rozwipzywania zada

5.Rozwigzywaniecwiczen przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.

6.Przedstawienie i porownanie roz®an zada przez przedstawicieli grup.

7.Zebranie kart z rozwzaniami.

8.Podsumowanie i zakeozenie zajc.

Uwaga: Rozwjzania poszczegolnych zadauczniowie powinni zapisywa na oddzielnych
kartkach, podpisanych naquespo’fq i oznakowanych poprzez logo. Materiatywtizniow
stanowi pierwsza strona dokumenttwjczenia otwierajce”.

Bibliografia do zestawu ,Cwiczen otwierajacych”:

[1] Babiaiski W., Chako L., Czarnowska J., Wesotlowska Matematyka 3 Podcznik dla liceum
ogoInoksztatccego”, Nowa Era, Warszawa 2004 (Zadanie 2)

[2] .Informator o egzaminie maturalnym od 2010 rok&mieszczony na stronie internetowej CKE (Zadahie

[3] Ligman J., Stachowski E., Zalewska Abior zada z kombinatoryki i rachunku prawdopodolséva
dla uczniéw szkétrednichWydawnictwo ADAM, Warszawa 1997 (Zadanie 4)
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Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)

1.
2.
3.

4.

Uczniowie siadaj we wczdéniej ustalonych zespotach zadaniowych.
Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawurzgazwiagzmy razem”.

Uczniowie dokonuyj podziatu, ktora grupachizie rozwgzywata dane zadanie. Uczniowie
powinni pocyé zestaw zadai rozdziel¢ zadania do odpowiednich grup.

Kazda grupa rozwizuje zadania samodzielnie. Po rogx@niu zadania uczniowie redaguj
odpowied na karcie odpowiedzi (kartka formatu A4).

5.Jezeli dany zespdt zadaniowy zalaxy prae, to jej czionkowie powinni przykzy¢ sie

6.

I pom&c w rozwgzywaniu zada innym grupom.
Nauczyciel zbiera karty z rozgaanymi zadaniami.

7.Zakoczenie zajc.

Bibliog
(1]

(2]
(3]
(4]
(5]

rafia do zestawu zada ,Rozwigzmy razem”:

Ligman J., Stachowski E., Zalewska Zhiér zada z kombinatoryki i rachunku prawdopodobséva dla
ucznidw szkotrednich,Wydawnictwo ADAM, Warszawa 1997 (Zadanie 12)

Informator o egzaminie maturalnym od 2010 roku zantzony na stronie internetowej CKE - (Zadanie 10)
Wespét w zespot z Matematyka bez granic, Szkodgimnazjalne Cz | (Zadanie 2)
Wespét w zespot z Matematyka bez granic, Szkodgimnazjalne Cz 1l (Zadanie 3)

Stowikowski S.,Zbior zada z rachunku prawdopodobistwa dla szkétrednich Wydawnictwa Szkolne
i Pedagogiczne, Warszawa 1994 (Zadanie 3)

Spotkanie 3: ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

1.
2.
3.
4.

Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane kargcy zespotom zadaniowym.
Liderzy poszczegolnych grup prezentupzwigzania zadania.

Nauczyciel ocenia pragrup (pozytywne wzmocnienie).

Podsumowanie zgj.

Uwaga: Karty odpowiedzi uczniow z zestawu ,Rogmmy razem” lgdg stanowt zahcznik do
raportu z realizacji ze§.

Rysunki do Pakietu M-3.3 wykonata Anna Rybak zaopoprogramu Geogebra
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Spotkanie 1: Cwiczenia otwierajace —,Nieprawdopodobnie spokojni przed matura”

Exercise 1. In Wallet (6 points)

In our wallets will appear new money soon. Imagime in your own wallet there are 2 banknotes
with a nominal value of 100 euro, 4 banknotes vatmominal of 50euro, 6 banknotes with
a nominal of 10euro and 8 banknotes with a nomafabeuro. You choose in a random way
4 banknotes. What is a probability that all 4 baotks will give the total sum 120 euro?

Tarea 1. En la cartera (6 puntos)

Ya dentro de poco tiempo, en nuestras carterasssgdara una nueva valuta. Imaginate que en tu
cartera se hallan: 2 billetes de banco de valorimalinde 100 euros, 4 billetes de banco de valor
nominal de 50 euros, 6 billetes de banco de valarimal de 10 euros, 8 billetes de banco de valor
nominal de 5euros. Sorteas 4 billetes de bancaaligSua probilidad que todos los cuatro daran en
total 120 euros?

Aufgabe 1. Im Geldbeutel (6 Punkte)

Schon bald zieht eine neue Wahrung in unsere Gafdbein. Stell dir vor, dass in deinem
Geldbeutel sich 2 Hundert-Euro-Scheine, 4 FunfaigeEScheine, 6 Zehn-Euro-Scheine und
8 Funf-Euro-Scheine befinden. Du holst auf eineickslalhafte Weise 4 Geldscheine heraus.
Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle @&ldscheine insgesamt 120 Euro geben?

Esercizio 1. Nel portafoglio (6 punti)

Fra poco nei nostri portafogli avremo la nuova talimmagina che nel tuo proprio portafoglio ci
sono: 2 banconote di 100 euro, 4 banconote di B0, €ubanconote di 10 euro e 8 banconote di
valore nominale di 5 euro. Tiri a sorte 4 banconQual’é la probabilita che tutte le quattro farann
la somma di 120 euro?

Exercice 1. Dans le portefeuille (6 points)

Bientdt nous aurons une nouvelle monnaie dans naefpuilles. Imagine que dans ton propre
portefeuille il y a deux billets de 100 euros, Helté de 50 euros, 6 billets de 10 euros, 8 bildiets

5 euros. Tu tires au sort 4 billets. Quelle esprababilité d’en tirer quatre qui donnent en tout
120 euros?

Zadanie 2. Nierownos¢ (2 punkty)
Oznaczmy przezt,M i D odpowiedniosrednyg arytmetyczn, mediag i dominan¢ zestawu
danych. Podaj przyktad giiu liczb, ktore spetnigjwarunek:

a M<=x=1D

b) D=M=<x

Zadanie 3. Maturalny standard (3 punkty)

Rzucamy trzy razy symetrycznszécienry kostky do gry. Opisz zbiér wszystkich zdafize
elementarnych, a nagginie oblicz prawdopodohistwo, ze w kadym rzucie liczba oczeke¢dzie
wigksza od numeru rzutu.

Zadanie 4. Ale, o co chodzi? (3 punkty)
Przy danyctp (B) = 3P(8),P(4/B) =7, P(4/B") = . ObliczP(4).

-
&
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczen otwierajacych”
»Nieprawdopodobnie spokojni przed maturay”

Zadanie 1. W portfelu (6 punktow)

Jw niedlugo w naszych portfelach zdégonowa waluta. Wyobrasobie,ze w Twoim wtasnym

portfelu znajdyj sie: 2 banknoty o nominale 100 euro, 4 banknoty o matei 50 euro,

6 banknotow o nominale 10 euro, 8 banknotéw o nafaib euro. Wyagigasz w sposob losowy
4 banknoty. Jakie jest prawdopodalsivo,ze wszystkie cztery dadav sumie 120 euro?

Rozwiazanie:
@ D( ( (%5 + 1,0,.RD/D(.,(0 oO- cfﬂ=4fj;|=1?-3-19-5
1, ( O - 5" >/ ,(0 0 + ),
D " 5 D S 5 + ( D S
5 D " ! b cl-Ccl-Ci+Ci-Ci=2-6-7-4+3-5-6)/ , E
- 122
> F ? M. ( 1615
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktow
A Poprawne przettumaczenie 2
B Obliczenie liczby wszystkich zdanze 1
C Obliczenie liczby zdarzesprzyjagcych 1
D Obliczenie prawdopodohistwa 1
E Podanie odpowiedzi wzyku obcym 1
Exercise 1. In wallet (6 points)
Solution:
' | 4 = 2'}: = Ll Ll Ll
B < 5 + ! ’ ) R + Clo=gqg = 17-3-19-5
2 5" ’ + + ! "
+ [ + . S D . + . D s
. s D " G !, C;-Cl-Ci+C;-C;=2-6-7-4+3-5-6
122
2 < ( 1815
Points:
Activity Stages of solution Points
A Correct translation 2
B Calculation of number of all possible outcomes 1
C Calculation the number of ways in the desired evént 1
D Calculating the probability of our event 1
E Answer in foreign language 1
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Tarea 1 En la cartera (6 puntos)

Solucion:
2 ) 1 5" R D
4 = ED: = n n n "
Co=gg5 = 17-3-19-5 D 5 <
) mnny ( < ) n ( 5 < ) S
< D) S" (5 < D " 7
3-Cl-Ci+C;-C;=2-6-7-4+3-5-6 $
142
1515
Puntuacion:
Numero de la L Cantidad
- Etapas de la solucion de la tarea
actividad de puntos
A Traduccion correcta 2
B Calculo de la cantidad de todos los acontencitogen 1
C Célculo de la cantidad de los acontencimientegrébles 1
D Calculo de la probabilidad 1
E Formulacion de la respuesta en lengua extranjera 1
Aufgabe 1. Im Geldbeutel (6 Punkte)
LOsung:
B 5" ? T ! +> R
Ch=—-=17-3-19-5@> + 9) 5" & +)) I+
D G K&  K; K&  K; 5T K& K; 5T
& K 5 K&  K; !
C3-Cl-Ci+Ci-Ci=2-6-7-4+3-5-6 @> +
B + 142
lelz
Punktwertung:
Tatigkeits Etappen der Aufgabenlosung Punktezahl
nummer
A Richtige Ubersetzung 2
B Berechnung der Zahl von allen Ereignissen 1
C Berechnung der Zahl von erwiinschten Ereignissen
D Berechnung der Wahrscheinlichkeit
E Antwortangabe in einer Fremdsprache 1
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Esercizio 1. Nel portafoglio (6 punti)

Soluzione:
D 5 ! 7 D R
Ch=,.-=17-3-19-5) 5 D
" 5 < D S 5 s 5 " !
Cl-Cl-Ci+C;-C:=2-6-7-4+3-5-6 AS$ A
122
1gls
Punteggio:
Attivita Tappe della soluzione dell’esercizio Numel punti
A Traduzione corretta 2
B Calcolo di tutti gli eventi 1
C Calcolo del numero degli eventi favorevoli
D Calcolo della probabilista
E Risposta nella lingua straniera

Exercice 1. Dans le portefeuille (6 points)

Solution:

Nous avons a notre disposition 20 billets, ainsi uyams-nous en tirer 4 de
% =155 =17-3-19-5 maniéres. Pour obtenir 120 euros on peut tirebiliet de 100 euros,

un de 10 euros et 2 billets de 5 euros ou bierl@side 50 euros et 2 de 10 euros, ce qui donne
C-Cl-Ci+Ci-C;=2-6-7-4+ 3-5-6de possibilités. La probabilité recherché est didec

142

1615
Pointage:
Activité Solution étape par étape Nombre de points
A Traduction correcte 2
B Calcul du nombre de tous les événements 1
C Calcul du nombre d’événements favorables 1
D Calcul de la probabilité 1
E Formulation de la réponse en langue étranggre 1
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Zadanie 2. Nieré6wnos¢ (2 punkty)

<

Rozwiazanie:
a) Np..0,1,2,5,5
b) Np.:1,1,2,3,4
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktow
A Podanie prawidtowego przyktadu do podpunktu a 1
B Podanie prawidtowego przyktadu do podpunktu b 1
Zadanie 3. Maturalny standard (3 punkty)
Rozwiazanie:
1, (+ Mo ( ! 1 ,( +1, (+ +  +0!
0 ={(a b,c):aef1,2,3,45,6} " be{1,2,3,456} A ce{1,2,34,5,6})! M (% & =216
A O . O D ¢ +,.+ 4 /7! )
, -t % /5 ), .+ b /4 30> / + M %
.4 .3 —5%3_ 5
>ode3 7 - D P(4) &6 18
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punkto
A Opisanie zbioru zdaraeslementarnych 1
B Obliczenie liczby wszystkich zdanze 1
C Obliczenie liczby zdarzesprzyjajcych i prawdopodobiestwa 1

Zadanie 4. Ale, o co chodzi? (3 punkty)
Rozwiazanie:

@ D( P(B)=3,P(B") =

1 P(4nE) _ 1,
4’ P(E) '

0 P(ANBL

1 pang) _

<

3 4 p(EY 2
( P()=PANB)+P(ANB) =
Punktacja:
Czynna¢ | Etapy rozwazania zadanig  Liczba punkto
A ObliczenieP(A n B) 1
B ObliczenieP(A N B') 1
C ObliczenieP(A4) 1

0 PAnB)=:
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Spotkanie 2: ,,Rozwigzmy razem” - , Nieprawdopodobnie spokojni przed maturg”
Exercise 1. We play (6 points)

At some closeout store there are 16 computer gahese are seven games at the price 20 PLN,
there are five games at the price 30 PLN and eantegn the rest is for 40 PLN. We choose three
games in a random way. Calculate the probabiliy #il three games together have the total cost
equal to 80 PLN.

Tarea 1. Jugamos (6 puntos)

En un supermercado venden en rebajas 16 juegaslidedor. Siete de ellos cuestan 20 zl, cinco —
30 zl, los otros son a 40 zl. Escogemos por sdresnde ellos. Calcula la probabilidad que todos
los tres juntos cuestan 80 zl.

Aufgabe 1. Wir spielen (6 Punkte)

Im Ausverkauf in einem Supermarkt befinden sichCdinputerspiele. Sieben von ihnen kosten
20 Zloty, funf — 30 Zloty, und die anderen kostewgils 40 Zloty. Wir wahlen schicksalhaft drei
von ihnen. Berechne die Wahrscheinlichkeit, dalesdrki insgesamt 80 Zloty kosten.

Esercizio 1. Giochiamo (6 punti)

Durante la svendita al supermercato ci sono 16hgidiccomputer. Sette di loro costano 20 zloty,
cinque — 30 zloty, gli altri costano 40 zloty ogourTiriamo a sorte tre di loro. Calcola la
probabilita che tutte le tre insieme costano 8@yzlo

Exercice 1. Nous jouons (6 points)

Il y a seize jeux pour ordinateur soldés au superihga Sept d’entre eux codtent 20 zlotys, cing —
30 zlotys, le reste 40 zlotys chacun. Nous en siran sort trois. Quelle est la probabilité pour que
les trois codtent 80 zlotys en tout?
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Zadanie 2. Ale to juz byto... (4 punkty)

W pewnej agencji artystycznej jest zarejestrowar8@b aktorow. W tej grupie jest: 100 wysokich,
90 tysych, 35 niebieskookich. 23 z nich jest wysbki nie ma wiosow, 16 jest wysokich i ma
niebieskie oczy, 24 to tysi niebieskoocys Zawysokich niebieskookich panéw nie ma wtoséw.
Jakie jest prawdopodoliistwo, ze rezyser zgltaszapy sk do tej agencji znajdzie niskiego

niebieskookiego aktora z wiosami na gtowie? Jagst prawdopodobistwo, ze wybrany losowo

z grupy aktor nie &zie miatzadnej z wymienionych cech?

Zadanie 3. ...l nie wroci wiecej! (3 punkty)

Na pewnej wyspie mieszka 300 dzikusow, z ktorychdigajest matematykiem, filozofem lub
ludozerey. Potowa ludaercow zajmuje si filozofig, potowa filozoféow matematyk za§ potowa
matematykow to ludeercy. Jakie jest prawdopodohgtwo,ze losowo wybrany z tej grupy osobnik
jest matematykiem?

Zadanie 4. Wind3a do nieba (4 punkty)

Do windy na parterze 18girowego domu weszto 4 pasadw. Kady z pasaerow mae wyshsé
na dowolnym pitrze, poczwszy od dwunastego, z tym samym prawdopoddtveem. Obliczy
prawdopodobigstwo, ze:

a) Wszyscy wysida na 16 pitrze,

b) Wszyscy wysida na tym samym pirze

c) Wszyscy wysida na r&nych petrach.

Zadanie 5. Ja losuje, Ty losujesz (6 punktow)

W pudetku znajduj sig kartki z liczbamilog, =, logs 16, log; 1, log 57, log, ¥/45.

Jakie jest prawdopodokiistwo wylosowania kartki z liczba wymiegh

Zadanie 6. Szczesliwy los (6 punktow)

Na loterii jest 1000 losow &wod ktorych jeden wygrywa gtovgmagro@d — 1000zt trzy wygrywa;
500zt, cztery — 200zt Zgie¢ 100zt. Jakie jest prawdopodobstwo wygranej 1500zt przy zakupie
pieciu losow? Czy organizatorowi loterii optaca sstalt cerg losu na 3,5z4?

Zadanie 7. Takie niezalezne (4 punkty)

Zdarzenia nazywamy niezateymi, gdy prawdopodobistwo iloczynu zdarze jest réwne
iloczynowi prawdopodobiestw tych zdarz@ Czy zdarzenia: w dwukrotnym rzucie §zenry
kostky do gry suma wyrzuconych oczek jest liggherwsz oraz w dwukrotnym rzucie s@@enry
kostky do gry iloczyn wyrzuconych oczek jest ligzbierwsz, s3 niezalene?

Zadanie 8. Witamy w artylerii (2 punkty)

Zdarzenia nazywamy niezateymi, gdy prawdopodobistwo iloczynu zdarze jest réwne

iloczynowi prawdopodobiestw tych zdarz& Trzy dziata strzelgj niezalenie do tego samego
celu. Pierwsze trafia w cel z prawdopodaistevem 0,7, drugie z prawdopodofsévem

0,8, trzecie z prawdopodoligwem 0,9. Jakie jest prawdopodaistvo, ze cel nie zostanie
trafiony ani razu? Jakie jest prawdopodabieo,ze cel zostanie trafiony co najmniej raz?
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Zadanie 9. Srednio (3 punkty)

Sredniq arytmetyczna liczb x, y, z, t, p wynosi Czy prawd jest,ze:

a) Srednia arytmetyczna liczb x, y, z, t, p, 0 wynos?P1

b) Srednia arytmetyczna liczb x, y, z, t, p, 5 wynos?P1

c) Srednia arytmetyczna liczb x, X, X, ¥, v, ¥, z, zt.4, t, p, p, p wWynosi 51?
Odpowied uzasadnij.

Zadanie 10. Maturalny standard (5 punktéw)

Tabela zawiera niektore wyniki pisemnego sprawdzizmatematyki w pewnej klasie maturalnej
(ocenionego w szeiostopniowej skali ocen)

Dziewczta | Chiopcy
Liczba oso6b 11 14
Srednia ocen 4,0 3,8
Odchylenie standardowe 1,1 1,8

Oblicz sredni ocen z tego sprawdzianu oraz odchylenie standardibavcatej klasy. Wyniki podaj
z zaokgngleniem do dwdoch miejsc po przecinku.

Zadanie 11. Kulki, kuleczki (4 punkty)

W pudetku znajduj sie kule biate i czerwone, przy czym stosunek liczhyl kiatych do
czerwonych jest jak 2:3. Losujemy dwukrotnie bezan@ania. lle kul kadego koloru znajduje si

w pudetku, jeeli prawdopodobigstwo wylosowania dwdéch kul tego samego koloru Wyégj%

Zadanie 12. Ale o co chodzi? (3 punkty)

Przy danych P(B) = P{B'), P{A/B') + P{A/B) = i;, oblicz P(A).
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ¢wiczen ,,Rozwigzmy razem”
»Nieprawdopodobnie spokojni przed maturgy”

Zadaniel. Gramy (6 punktow)

Na wyprzeday w supermarkecie znalazig<i6 gier komputerowych. Siedem z nich kosztuje 20zt
pie¢ — 30 zt, pozostateggpo 40zt. Wybieramy losowo trzy z nich.
Oblicz prawdopodobiestwo, ze wszystkie trzy razem kosziug0zt.

Rozwiazanie:

16

Mamy do dyspozycji 16 gier, w¢ 3 maemy wychgmna¢ na ¢, = E =14-5.3 sposobow.

Aby zaptact 80zt mana wychgng¢ 2 gry po 20 zti 1 po 40 zt lub 2 po 30 zt i 1 O zt,co daje
ci-cl+cl-c}=3-7-4+2.5.-7maliwosci.
Szukane prawdopodoliistwo wynosi% .

Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktow
A Poprawne przettumaczenie 2
B Obliczenie liczby wszystkich zdanze 1
C Obliczenie liczby zdarzesprzyjajcych 1
D Obliczenie prawdopodohistwa 1
E Podanie odpowiedzi wzyku obcym 1

Exercise 1. We play (6 points)

Solution:
B < U D! 4 > , )) Ch=g-=14-5-8, ( 2 (
V' $C , . D 5" $C ) R" $C >
D 4" $C D 5 $C G !,
C}-Ci+Ci-C}=3-7-4+2-5.7 2 < ( %
Points:
Activity Stages of solution Points
A Correct translation 2
B Calculation the number of all possible ways 1
C Calculation the number of desired outcomes intirestigated event
D Calculation of probability
E Answer in foreign language
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Tarea 1. Jugamos (6 puntos)

Solucion:
2 ) 1 U4 ! 4 D
CEE — Elj-li;il — 14 . 5 . S ) VII 5 % 5" ( RII
5 4" ( 5" 17 C;-Ci+C2-€7=3-7-4+2-5-7
$ 1
a0
Puntuacion:
Numero de la . Cantidad de
- Etapas de la solucion de la tarea
actividad puntos
A Traduccion correcta 2
B Célculo de la cantidad de todos los acontencitogen 1
C Célculo de la cantidad de acontencimientos fdlesa 1
D Célculo de la probabilidad 1
E Formulacion de una respuesta correcta en lendtengera 1
Aufgabe 1. Wir spielen (6 Punkte)
LOsung:
B U H) ? T ! +> 4
C=——=14:5-8 @ + 9 V' ( L+ )
5; T 5" ( T R" ( 5T 4" ( T 5" (
, C;-C;+C3-C3=3-7-4+2-5-7 @> +
B + =
40
Punktwertung:
Tatigkeit Etappen der Aufgabenlosung Punktezahl
nummer
A Richtige Ubersetzung 2
B Berechnung der Zahl von allen Ereignissen 1
C Berechnung der Zahl von erwiinschten Ereignissen
D Berechnung der Wahrscheinlichkeit
E Antwortangabe in einer Fremdsprache
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Esercizio 1. Giochiamo (6 punti)

Soluzione :
D U ! D 4 €l =——=14-5-8
A v ( D 5 5" ( R" ( 5 4"
( 5" (! C;-Ci+Ci-C;=3-7-4+2-5-7 AS A
E
40
Punteggio:
Attivita Tappe della soluzione dell’esercizio Numedi punti
A Traduzione corretta 2
B Calcolo del numero di tutti gli eventi 1
C Calcolo del numero degli eventi favorevoli 1
D Calcolo della probabilista
E Risposta nella lingua straniera
Exercice 1. Nous jouons (6 points)
Solution:
C < A u it ! < 4
cfﬁ=%=14-5-5) : (¢ V' (! 54 5*  (
% R" ( 5 4" 5" ( 7
ci.ctvct-cl=3.7-442.5.7 6 $ 6 6 »
Pointage:
Activité Solution étape par étape Nombre de points
A Traduction correcte 2
B Calcul du nombre de tous les événements 1
C Calcul du nombre d’événements favorables
D Calcul de la probabilité
E Formulation de la réponse en langue étranggre
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Zadanie 2. Ale to juz byto... (4 punkty)

Rozwiazanie:
I by
‘ 55 18 48 |
5
11 19 ; |
133 .i
0 ' |
C A /( 3 o ¢ . % b § +
+ o+ + ) 3, B (PA@==—=0
C B . ( , ( + D3/ b
.0 B (r(B)=__
Punktacja:
o : . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania punktow
A Narysowanie diagramu z naniesionymi liczelmami 2
B ObliczenieP(4) 1
C ObliczenieP(E) 1
Zadanie 3. | nie wraci wiecej! (3 punkty)
Rozwiazanie:
, 0 N B 17 , 13 @ ) ( N
D H .E- 00! #4aL , Y( /1 +/ (5" +1,! +
: ML ( > P4) =
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktow
A Obliczenie liczby osobnikéw w kdej grupie 2
B ObliczenieP(A4) 1
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Zadanie 4. Winda do nieba (4 punkty)

Rozwiazanie:
C 0 1, (+ M) (
= _ ik _ _ 1 _ 7 _ i — 12
B (0=7"=24010 >( P(A) =P P(B) === P(C) =35
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktow
A Obliczenie liczby wszystkich zdanze 1
B ObliczenieP(4) 1
C ObliczenieP(E) 1
D ObliczenieP(C) 1
Zadanie 5. Ja losuje, Ty losujesz (6 punktow)
Rozwigzanie:
@ )( 1Dg5% =—-2llog:16 = -4 logz1 =OP logﬁi = —4 log. V49 :é
1/ ( o, O . - b ’
; + ’? M ’ ’? (
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania Liczba punkté
A Obliczenie wartéci kazdego z logarytmow po 1 punkcie 5
B Obliczenie prawdopodohistwa 1
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Zadanie 6. Szczesliwy los (6 punktow)
Rozwigzanie:
o . ¢ _ (1000 .
Kupi¢ pig¢ losdbw maemy nacs,,, = ( . ]sposobow.

Aby wygrat 1500 zt powinnimy miec:

1 los z wygran 1000 zti 1 z wygram500 zti 3 puste

lub 1 los z wygram 1000 zti 2 z wygra;200 zt 1 1 los z wygranl100 zt il pusty
lub 1 los z wygramn 1000 zti 1 z wygram200 zt i 3 z wygran 100 zt

lub 3 losy z wygram 500 zti2 puste

lub 2 z wygrag 500 zti 2 z wygram 200 zti 1 los z wygran100 zt.

Takich maliwosci jest:

Ci-Ci-Cop +CL-CF - CL-Cip 401 CH-C3+ CE-Coy +C3-CF-
eyl A=) -(F)+Q) Q- C+Q-QO+CZ)+0- Q-0 =
987! 4! 3! 987! 4!

=3- + -5-987 +4-——+ +3- :
31- 9841  21- 7! 31-21 ' 21- 985! 21 21

=985:493:987+6:5:987 + 410+ 493:987 +3:6:5=
=987-(985-493 4+ 6+ 5+ 493) + 40+ 90 = 987 - [493 - (985 4+ 1) + 30] + 130 =
=987 -(493-986 + 30) + 130 = 987 - (486098 + 30) + 130 = 987 - 486128 + 130 =
= 479808336 £+ 130 = 479808466
B chy, = (1000): 1000! _ 995! 996 - 997 - 998999 - 1000 _

5 5!1-995] 1-2-3-4-5-995!
= 996997 -998-333 - 25 = 498-997 - 499-333 - 100

L=

Szukane prawdopodolgistwo to

P[E) B 479808466 B 239904233 _ 239904233
498997 -499-333-100 249-997-499-333-100 41251788585 100
P(4) =0,000058156080312899237651321828134498

Przy cenie losu: 3,5 zt organizator za losy otrzy38@0 zi, na wygrane musi wy©l@800 zt, wec
ta kwota jest zbyt mata, aby ggna¢ zysk.

Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwizania zadania Liczba
y Py Toz\Wa punktow
A Obliczenie liczby wszystkich zdanze 1
Obliczenie liczby zdarze
B 1 1 3 1 2 1 ~3 2 2z 2 1 H H 4
Ci-Cy-Capr, Cy-C5-C2,C5 - Car, €3 - €5 - €2 - PO jednym punkcie
C Odpowied na pytanie 1
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespodt w zespot z Matematyka bez Granic" 76

wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego




* 4 *

rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA * X x
KAPITAt LUDZKI pl m uroreis S
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

Zadanie 7. Takie niezalezne (4 punkty)

Rozwigzanie:
E, , t O E 0+ +0 (
B O E, 0= 36
c A4 K, >+ O E 0+ +0 C > .( ( +
b 0 , 0 B K, , + O E 0+ +0 ( (
. ( ( + 0 > 0 - D M (4 40

((1,1);(1,2); (L.4); (1,6); (2,1);(2,3); (2,5); (3,2); (3.4); (4,1);(4.3); (5,2);: (5.6); (6,1); (6,5))
,. A=15

B ={(1,2);(1,3):(1,5);(2.1); (31);(51)) ( B=6

HE-, 1 A4nB={12:21}@ D(P4)-P(B)==-===%#—=P(ANB)

3& 36 72z

0 /
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktow
A ObliczenieP(4) 1
B ObliczenieP(E) 1
C ObliczenieP(4 N B) 1
D Udzielenie odpowiedzi na pytanie 1
Zadanie 8. Witamy w artylerii (2 punkty)
Rozwiazanie:
T+ 3 %0 / ! , Mo, 1/ (
. ( P(4)=0,3-0,2-0,1= 0,006
( D 2N B D - O 4, .4
. Mo, L( 1— P(4) = 0,994
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktow
A ObliczenieP(A) 1
B Obliczenie prawdopodohistwa zdarzenia przeciwnego 1
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Zadanie 9. Srednio (3 punkty)

Rozwiazanie:
C x+y+zi+t+p=a E §=1?! ( a=85
(RN ath _ B
B (E R 1, — =—!
E ¢Sy 1, EE= g
¢ 3m
rrra0a !t =
E Lrrgeerrrrrrr oy 1, =17
, b 3 (, ! b s s
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktow
A Odpowied na pytanie z podpunktu a z uzasadnieniem 1
B Odpowied na pytanie z podpunktu b z uzasadnieniem 1
C Odpowied na pytanie z podpunktu ¢ z uzasadnieniem 1
Zadanie 10. Maturalny standard (5 punktéw)
Rozwiazanie:
> 0 D )/ -, + IB( . O > C X
D +10 ., -0 3 : > D O
Y , 0 gt gp 31, y=he=3p8
Y + ( E — e P e Y — 44 +53,2 — 38383 ~ 389
25 25 ' '
'] ]
B ) , 0 gf=1,21=500% 52
11
B § 301, of=324=0T"e 52
14 -
| | 2 _ xit-dai,byi+eal, 72
HC /H 3t ko 11414 k
@ (o === 151165440236 F ( , o~ 1,54
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktow
A Obliczeniesredniej ocen klasy 1
B Obliczenie wariancji ocen klasy 3
C Obliczenie odchylenia standardowego 1
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Zadanie 11. Kulki,

kuleczki (4 punkty)

Rozwigzanie:
> (/ b
Biata Czerwona Biata Czerwona
In In-1 dn 3m—1 _ &7
E J )(E'sn—1+§'5n—1_95
¢ CO » 0 > 3 00O, +nEN,} n=4B #+ b VH 3(
5+ = (
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktow
A Narysowanie drzewka stochastycznego 2
B Utozenie rownania wynikagego z tréci zadania 1
C Obliczenie liczby kul biatych i czerwonych 1

Zadanie 12. Ale o co chodzi? (3 punkty)

Rozwigzanie:
I ( )( / E A=(AnB)U(AnB"), (AnNB)Nn(AnB)=10
@ D(P(B)=P(B)==,2-P(ANB)+2-P(ANB") :E! 0 P(4) :5
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktow
A ObliczenieP(B) = P(B") 1
B Obliczenie2-P(ANEB)+2-P(ANnB") 1
Wykorzystanie zalenosci:
C A=(AnB)U(AnB"), (AnNB)N(AnNB") =0 1
i obliczenieP(4)
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Pakiet M-3.4 ,Z pustego w prozne?”

I. Tresci merytoryczne:

* rownolegtac¢ i prostopadiéc w przestrzeni, wzajemne pafenie prostych i ptaszczyzn,
* wielosciany, wielgciany foremne, bryty obrotowe, siatki wigtmanow i bryt obrotowych,

* katy miedzy scianami wieldcianu, mgdzy scianami i odcinkami oraz muizy odcinkami
takimi jak krawedzie, przektne, wysokeci,

» zwigzki miarowe w wieldcianach i brytach obrotowych réwiiez zastosowaniem
trygonometrii.
Il. Cele szczegotowe:

* ksztatcenie umigfnosci rysowania rzutow bryt,

* ksztatcenie umigfnosci wskazywania i obliczaniagkdw miedzy scianami wieldcianu,
migdzy $cianami i odcinkami oraz mulzy odcinkami takimi jak kragdzie, przektne,
WYSOKGC,

» ksztalcenie i doskonalenie umigjosci wyznaczania zwizkéw  miarowych
w wieloscianach i brytach obrotowych z zastosowaniem trggoetrii,

» ksztatcenie i rozwijanie umignosci w zakresie interpretacji tekstu matematycznego
i formutowania uzyskanych wynikow,

* ksztalcenie i doskonalenie umgjosci obliczania p6l powierzchni i ofgosci bryt.
lll. Metody i formy pracy:

* praca w grupach,
* burza moézgow,
* karty pracy.

IV. Przebieg zajec

Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

1. Sprawy organizacyjne (sprawdzenie ob&ci)o
2. Podziat uczniéw na zespoty zadaniowe (grupy 4 s@owe).

3. Wybor lideréw, sekretarzy, asystentow poszczegdinygrup (zespoty zadaniowe
w innym skiadzie ri na poprzednich spotkaniach).

4. Praca w grupach: kdy zespot wymsla dla siebie nazgv (zwigzarg z matematyk,
dziataniami spotecznymi, historycznymi lub wspémgmi postaciamiwiata odkry,
dokona naukowych) oraz logo zespotu.

5. Przedstawienie nazw i logo przez poszczegoélne grupy

6. Rozdanie kadej z grup zestawoéwiczen otwierapcych oraz materiatOw potrzebnych
do rozwihzywania zada

7. Przedstawienie i poréwnanie rozwa zada przez przedstawicieli grup.
8. Zebranie kart z rozwrzaniami.
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9. Podsumowanie z&j.
10. Zakaczenie zajc.

Uwaga: Rozwjzania poszczegOllnych zadauczniowie powinni zapisywa na oddzielnych
kartkach, podpisanych nagwzespotu i oznakowanych poprzez logo. Materiaty
dla uczniéw stanowi pierwsza strona dokumeiitwiczenia otwierajce”.

Bibliografia do , Cwiczen otwierajacych”:

[1] Dyda B., Romanowicz Z.Zadania dla przysziych olimpijczyk¢Wydawnictwo Siedmiorég, Wroctaw
2008 (zadanie 79, strona 53 — Zadanie 1)

[2] Karpinski L., Lech J.Matematyka w szkoleedniej. Geometria. Zbior zadadla klasy Il i 1V, Gdaiskie
Wydawnictwo Gwiatowe, Gdask 1997 (Zadanie 3 — Strona 33, zadanie 85)

[3] MBG (Zadanie 2)
http://www.zadania.info/d555/7754559 (Zadanie 4)

Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)
1. Uczniowie siadaj we wcz@niej ustalonych zespotach zadaniowych.
2. Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawurzgifazwigzmy razem”.

3. Uczniowie dokonuj podziatu, ktéra grupaghzie rozwijzywata dane zadanie. Uczniowie
powinni pocy¢ zestaw zadai rozdziel zadania do odpowiednich grup.

4. Kazda grupa rozwizuje zadania samodzielnie. Po rozz@niu zadania uczniowie
redaguj odpowied na karcie odpowiedzi (kartka formatu A4).

5. Jeeli dany zespot zadaniowy zatlazy prae, to jej cztonkowie powinni przytzy¢ sie
i pomoOc w rozwazywaniu zada innym grupom.

6. Nauczyciel zbiera karty z rozgaanymi zadaniami.

7. Zakaaczenie zajc.

Bibliografia do zestawu zada ,Rozwiazmy razem”:

[1] Karpinski L., Lech J.Matematyka w szkoleedniej. Geometria. Zbior zadalla klasy 11l i IV,Gdaskie
Wydawnictwo Gwiatowe, Gdask 1997 (Zadanie 5 — Strona 32, zadanie 84; ZadaniStrona 43,
zadanie 40; Zadanie 9 — Strona 35, zadanie 99)

[2] Etap finatowy konkursu ,Matematyka bez granic” -02qZadanie 4)

[3] MBG Etap ws¢pny — Edycja 2008 (Zadanie 12)

[4] MBG (Zadanie 1; Zadanie 3; Zadanie 10; Zadanie 11)
http://www.zadania.info/d555/7754559 - (Zadani&&danie 6)

Spotkanie 3. ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

1. Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane kargcy zespotom zadaniowym.
2. Liderzy poszczegolnych grup prezentupzwigzania zada
3. Nauczyciel ocenia prazespotow zadaniowych (pozytywne wzmaocnienie).
4. Podsumowanie z&j.
Uwaga: Karty odpowiedzi uczniow z zestawu ,Rogmny razem” lgda stanowé zahcznik
do raportu z realizacji z&j.
Rysunki do Pakietu M-3.4 wykonata Helena Ewert ehirer za pomocprograméw: GEONEXT,
CaRMetal, Geogebra
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Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” - ,,Z pustego w prézne?”

Exercise 1. Cut box (6 points)

Tetrahedral card box is cut with a knife along ¢hedges
coming out from the same vertex. We unbend the rpapé
we put the obtained planar figure on the table. anfigure
be a square? If, yes - make a model of the boxgtunel it to
the card with answers.

Tarea 1. Caja cortada (6 puntos)

Cortamos una caja de carton de cuatro paredes eton
cortaplumas a lo largo de tres aristas saliendontismo
cuspide. Desplegamos el carton y colocamos sobraeka
una figura plana obtenida de esta manera. ¢ Putaldigaga
ser un cuadrado? Si es asi, realiza un modelojdey ggégalo
a la hoja de respuesta.

Aufgabe 1. Aufgeschnittene Pappschachtel (6 Punkte)

Eine vierseitige Pappschachtel schneiden wir miteri
Messerchen die drei Kanten langs, die aus demsé&bkeitel
ausgehen. Wir breiten den Karton aus und legerertialtene
Figur der Ebene auf den Tisch. Kann diese FigurQaiadrat
sein? Wenn ja, dann mach ein Modell der Schacimglkiebe
es an die Antwortkarte an.

Esercizio 1. La scatola tagliata (6 punti)

Tagliamo la scatola di cartone di quattro faccetten un
coltello lungo tre bordi i quali escono dello stesgertice.
Distendiamo il cartone e mettiamo la figura ott@nsulla
tavola. Questa figura pud essere un quadrato? ,Saised
incolla sul foglio per le risposte il modello defleatola.

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespodt w zespot z Matematyka bez Granic"

wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 82



rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA * X
KAPITAL LUDZKI l m EUROPEISKI [N
FUNDUSZ SPOLECZNY e

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

Exercice 1. La boite découpée (6 points)

Nous découpons avec un couteau une boite tétraed
en carton le long des trois extrémités sortant dumm
sommet. Nous applatissons le carton et mettondast
table la figure plane obtenue.Cette figure ped-élire

un carré? Si oui, fais son patron et colle-le aufielille-

réponse.

Zadanie 2 Wypetnienie (6 punktéw)

Figury powyej przedstawiaj czworagcian T; i osmioscian Q. Wszystkie ichéciany g trojkatami
réwnobocznymi o boku 1.

Powyzej przedstawiono wypetnienie czwéotanu T, o boku 2 czworécianami T i jednym
osmioscianem Q.

Na tym rysunku przedstawiono wypetnieniemioscianu Q o boku 2, czworgcianami T
i osmioscianami Q. Kolorem szarym przedstawiono widocznéciany Gmioscianow.
lle czworgcianow T, i osmiosciandw Q potrzeba aby wypetaiczwordgcian T, o boku 4? A ile,
by wypeint osmioscian Q, o boku 4? Odpowiedzi uzasadnij.
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Zadanie 3. Przekatna i $ciany (6 punktow)

Przekgtna prostopadkzianu tworzy zécianami o wspélnym wierzchotkuty a, 5, y .
Wykaz, ze
sina +sin® f+sin*y =1
oraz
cos’a +cos’ f+cos’ y=2

Zadanie 4. One dwie, a on jeden... (6 punktow)

W pojemniku o ksztatcie walca o promieniu podsteivie & umieszczono dwie kule o promieniu
r = 5, w ten sposélze g one do siebie styczne i#@a z nich dotyka powierzchni bocznej walca,
jak na rysunku. Jaka co najmniej musi byysoka¢ pojemnika, aby kule catkowiciegsiv nim
miescity. Oblicz obgtos¢ walca o maliwie najmniejszej wysok&zi.
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczen otwierajacych”
»Z pustego w prozne?”

Zadanie 1. Rozciete pudetko (6 punktow)

Czworaccienne tekturowe pudetko rozcinamyzgkiem wzdhz trzech krawdzi
wychodacych z tego samego wierzchotka. Rozprostowujemyokar otrzymag
. figure ptaslg ktadziemy na stole.
v Czy ta figura mee by kwadratem?
Je&li tak, to wykonaj i przyklej do karty odpowiedziadel pudetka.

Rozwigzanie:
2 +h y/ , Z W + +., 3/ (., (C N ( + L,
>/H>3C O- ., E
F , D
2 + >/ (-4, D
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktow
A Tlumaczenie naggyk polski 1
B Znalezienie rozwizania — metody zfenia kwadratu 2
C Wykonanie modelu pudetka 1
D Sformutowanie odpowiedzi wezyku obcym 2
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Exercisel. Cut box (6 points)

Solution:
[ ! Z. N
<L . 2 7
Points:
Activity Stages of solution Points
A Translation in Polish 1
B The right solution - methods of building a square 2
C Making a model of the box 1
D Answer in a foreign language 2

Aufgabe 1. Aufgeschnittene Pappschachtel (6 Punkte)

LOsung:
0! > K, D $ N
Lo+ > 2 +))
> Q! + J
Punktwertung:
Tatigkeit Etappen der Aufgabenlosung Punktezahl
snummer
A Ubersetzung der Aufgabe ins Polnisch 1
Das Finden der Losung - Methoden des
B 2
Quadratzusammensetzens
C Das Anfertigung eines Modells der Schachtel 1
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| D | Richtige Antwortformulierung in einer Fremdsprach | 2 \

Esercizio 1. La scatola tagliata (6 punti)

Soluzione:
;17 : VA N 7
LI D)
* J \ 7
Punteggio:
Numero . , . .
dellattivita Tappe della soluzione dell’esercizio Numero punti
A Traduzione nella lingua polacca 1
B Ritrovo della soluzione — metodo della piegatlebquadrato 2
C Realizzazione del modello della scatola 1
D Formulazione della risposta nella lingua straaier 2
Exercice 1. La boite découpée (6 points)
Solution:
F ! K N< K
L! < 6 :
*6 F ! 1 6
Pointage:
Activité Solution étape par étape Nom_bre de
points
A Traduire en langue polonaise 1
B Trouver la solution — le méthode du pliage dué&ar 2
C Faire le modele de la boite 1
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| D | Formuler la réponse en langue étrangére \ 2 |
Tarea 1. Caja cortada (6 puntos)
Solucion:

2a

Si, eso es posible — plegando la hoja a lo largagléneas discontinuas (mira el dibujo mas ajriba
podemos obtener el tetraedro. Respuesta: Estafiguede ser un cuadrado.

Puntuacion:

NUumero de la . Cantidad
- Etapas de la solucion de la tarea

actividad de puntos

A Traduccion correcta en polaco 1
B Descubrimiento de la solucion — métode de plebauadrado 2
C Realizacion del moédelo de la caja 1
D Formulacién de la respuesta en lengua extranjera 2

Zadanie 2. Wypetnienie (6 punktéw)

Rozwiazanie:
cC  + >/

s » -/
T, =0, +4T,
O, =60, +8T,
, |40 O % D(
T,=0,+4T, T, =60, +8T, +4(0, +4T,)
O, =60, +8T, O, =660, +8T,)+8(0, +4T,)
; 0
T, =10[0O, + 24[T,
O, =44[0, +80I[T,
N2 % % ( 0 C + 8 ., (+ 4 , 0 L
Punktacja:
. ) . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania punktow
A Wyznaczenie Joraz Q 2
B Wyznaczenie joraz Q 4
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Zadanie 3. Przekatna i $ciany (6 punktow)
Rozwigzanie:

E F

sgri(at2+ch2)

| sqri(b”2+c”2)

- sqri(a®2+b”2) B Y
B~ a

Zgodnie z oznaczeniami na rysunku (sqrt. — rzee. sguare root” pierwiastek kwadratowy)
mamy:

1.0
2
. c . 5 c
sina=— sin"a=—
d d
. b i b?
sinf=— sin“"f=—
o d o d?
siny—E sinzy—a—2
d d?
Zatem
2 2 2 2 2 2 2
. . . cc b° a _c"+b°+a” _d
sin® a +sin® B +sin VrptpteT g g =1
2. [
2+b2 a2+C2 b2+C2
cosqg =——— cosf=—— cosy=——
; d d
Stad
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
a“+b“+a“+c"+b°+c” _2@“+b°+c 2d
cos a +cos B+cos y= > = ( ): =2l ]
d d? d?
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania Liczba punktow
A Wykonanie przejrzystego rysunku 2
B Uzasadnienie wzoru na sdgrwadratow sinusowgtow 2
C Uzasadnienie wzoru na sgiwadratow cosinusowakow 2
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Zadanie 4. One dwie, a on jeden... (6 punktow)

Rozwiazanie:
F 0(C & . 2C (C +
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, E - - =
» C
B %) + D % Y, +E + 0 ( 0 ( ’
Yy +
B( +E ) + D> /7)( - ( + AD! BC CE . ( D 40
3 E-r=5" 3 E- >/ )D(,( (- 10 +0 AEC
DO/ 3 E- + AD E -( D » D
, ¢ + D
AB=2R—2r=16—10=6
BC=+AC? — AB2 = \100— 36 = 8.
; O ’( + E_ L ’(
H=AD+BC+CE=5+8+5=18
$ OC % E
V=nR'H =m-64-18 = 1152n.
F , D
B( +E VI K E- 1152m.
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktow
A Przedstawienie opisanej sytuacji na rysunku 2
B Wyznaczenie minimalnej wysoka walca 2
C Wyznaczenie objosci walca 1
D Odpowied 1
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Spotkanie 2: ,,Rozwigzmy razem” - ,,Z pustego w prdzne”

Exercise 1. Not - regular (4 points)

Adam wants to built a tetrahedral with two wallsnfing equilateral

f,.
triangles of side length 5 cm and two walls beitg tright-angled WS ,{/ =
triangles.Draw the planar net of this tetrahedraltloe answer card in 1:1 L= @—
scale. Pay attention to work’s esthetics. 9
\_\ ‘ [-]

Tarea 1. Dis-forme (4 puntos)

Adan quiere construir un tetraedro cuyas paredes das triangulos equilateros con lado de
longitud de 5cm y dos triangulos rectangulares.r&dd hoja de respuesta dibuja la red de este
tetraedro a la escala de 1:1. Fija tu atenciém estética del trabajo.

Aufgabe 1. Un - regelmaRig (4 Punkte)

Adam will ein Vierflach bauen, dessen Flachen zgleichseitige Dreiecke mit Seitenldnge von
5cm und zwei rechtwinklige Dreiecke sind. Zeichmé @er Antwortkarte einen Netz von diesem
Vierflach im Mafstab 1:1. Sei aufmerksam auf di¢hAtk der Arbeit.

Esercizio 1. Ir - regolare (4 punti)

Adam vuole costruire un tetraedro di cui le faczstino due triangoli equilateri con il lato lungo d
5cm e due triangoli rettangoli. Disegna sul fogher le risposte il reticolato adatto di questo
tetraedro nella scala 1:1. Stai attento all'esdetiel lavoro.

Exercice 1. Ir-régulier (4 points)

Adam veut construire un tétraedre dont les facas deux triangles équilatéraux de 5cm de coté et
deux triangles rectangle. Dessine le patron détcaeidre sur la feuille-réponse a I'échelle 1:1s Fa
attention au c6té esthétique de ton travail.

Zadanie 2. Boja (5 punktéw)

Boja ma ksztatt dwoch stkdw pohczonych podstawami.
Katy rozwarcia tych stitkdw g3 rowne 60°i 90° .
Odlegtdi¢ ich wierzchotkow jest réwna/3 +1.

Oblicz pole powierzchni tej boi.
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Zadanie 3. Znajdz ztodzieja (2 punkty)

W sali balowej zrobito si na chwit ciemno. Gdy zapalito siswiatto, okazato s,
ze jednej z p& ukradziono drogocenny naszyjnik. W wyniku dochadaevytoniono
czterech podejrzanych. Oto co powiedzieli provgadmusledztwo komisarzowi:
W chwili gdy zrobito s¢ ciemno, akurat statem na drugimnka sali i rozmawiatem
z mecenasem Olszewskim o moich rodzinnych problamdecenas mae to potwierdzi - zeznat
pan A.Przyznaj, ze kiedy to s} stato, akurat taczytlem z poszkodowan Ale to naprawe nie ja
ukradiem ten naszyjnik! - zapierakgpan B. Kiedy zgast@wiatto, bytem zajty podktadaniem
papierka pod jednz trzech nég stolika, przy ktorym siedziatem, b@asznie si kiwat. Paistwo
Wréblewscy, ktérzy ze mnsiedzieli, mog to potwierdzt. - ze spokojem odpart pan C.
W tym momencie nie pagtam, co wtedy robitem. Prawdopodobnie rozmawiatetakam grubym
jegomaciem w zielonej marynarce. Nie znam jego nazwisia, myl¢, ze gdyby go odszuka
potwierdzitby moje alibi - ttumaczyt pan D.
Pytanie: Komisarz juwie, kto z tej czworki jest najbardziej podejrzafyty?

Zadanie 4. Czworoscian rownoscienny (4 punkty)

Trojkat ABC, jesli tylko ma trzy katy ostre, pozwala tatwo ne
skonstruowanie czwofoianu.
Wystarczy wytyczy proste, 4czace srodki bokow trojlgta,
nastpnie zaga¢ trojkaty wzdiuz tych prostych tak, aby
pofaczy¢ ich wierzchotki w punkcie S.
Otrzymamy czworgcian zwany jest rowrkgiennym,
poniewa jego czterysciany dag Sic na siebie naftopyC.
Interesuje  nas spodek Hwysdkb czworgcianu,
wychodzacej zpunktu S. Kiedy podniesienggiany boczne,
zauwaymy, ze punkt ten musi koniecznie znadesic wewmntrz trojkata wyjsciowego ABC.
A C

.tH

F
_"1! L3 o B

Czym jest punkt H dla tréjgta wyjsciowego ABC?
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Zadanie 5. Trzy krawedzie i przekatna (4 punkty)

Przeklgtna prostopadkzianu tworzy z krawdziami wychodzcymi z tego samego wierzchotkati
a, B, y. Wykaz, ze
cos’a +cos’ f+cos y=1

Zadanie 6. A gdzie kwiaty? (4 punkty)

Wazon ma ksztalt sgeianu, w ktérym wydszony jest walec w taki sposoke styczne gornej
podstawy walca, réwnolegte do odpowiednich kgdri gornej podstawy szeianu, g odlegte
0 1 cm od tych krawdzi; natomiast odlegké miedzy dolry podstaw walca, a dolg podstavy
szecianu (grubé¢ dna) jest rowna 2 cm.

lcm

=

___'r

! ma

k ’

h ‘;;'.-_-_-_-_":L__ L meeee o
e 2cm /

Wiedzc, ze stosunek objosci walca do objtosci sze&cianu jest réwny% , oblicz:

diugaé¢ krawedzi szécianu;
objctos¢ walca,

do jakiej wysokéci wazonu (licac od dolnej podstawy walcaj}tizie segac poziom wody, jéli
wlejemy do wazonu 125ml wody. Wynik podaj z doklaghia do 1mm.

Zadanie 7. Niewatine, ile ich jest! (2 punkty)

7

Podstawy narysowanych ostrostupow wypelniggdg z podstaw prostopadicianu, a ich
wierzcholki lezg na przeciwlegtej podstawie. Ja&zes¢ prostopadiécianu zajmuj te ostrostupy?
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Zadanie 8. Przyjdzie walecii ... (3 punkty)

Prostolat ABCD obracajc sk wokot bokuAE, zakrélit walec w;. Ten sam prostak obracayc sk
wokot bokuAD, zakrélit walec w;. Otrzymane walce m@yéwne pola powierzchni catkowitych.
Wykaz, ze prostokt AECD jest kwadratem.

Zadanie 9. Ten numer nie przejdzie?? (5 punktéw)

Oblicz odlegtd¢ miedzy przeciwlegtymi krawdziami czwordcianu, ktorego kragdz ma
diugci¢ a. Czy przez drzwi o szerad@ 80cm mana przenig model czworécianu foremnego,
ktérego krawdz ma diugd¢ 1m

Zadanie 10. Na chybcika (6 punktéw)

Oto oryginalna metoda, pozwajea zbudowé brytke:
Narysuj pontsz siatke w jej wymiarach rzeczywistych

=y

Sktada s} ona z 8 trojgtéw rownobocznych o krawdzi 5cm oraz z 4 zaktadek (potrzebnych do
sklejenia) oznaczonych literami a, b, ci d.

Whytnij siatke, pozaginaj wzdta narysowanych linii, a naginie sklej ze sab zaktadki a i b.
Na karcie odpowiedzi narysuj kwadrat ABCD o bokunsdrzyt@ jedry ze zgetych krawedzi
siatki do przektnej kwadratu AC. Przyklej zaktadki c i d siatkg Barty odpowiedzi w taki sposob,
aby krawedzie AB i AD siatki pokryty st z bokami kwadratu AB i AD. Zegnij i ziokartke
wzdtuz linii AC tak, aby siatka pozostata na zesra. Po zggciu kartki bardzo szybko z siatki
powstaje bryta. Aby schowaryte nalezy ztozy¢ kartke w druga strog

Wykorzystugc t¢ metod zbuduj bryk, a nastpnie przedstaw sposob obliczania jejebdsci.

Wynik podaj z doktadnizia do cnf.
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Zadanie 11. Wielki btekit (6 punktéw)

Pewien architekt projektuje mieszkania w ksztasfex, przeznaczone do umieszczenia ich na dnie
morza. Sfery te majpromier dtugadsci 5m i zawieraj trzy poziome pitra. Pierwsze znajdujegsna
wysokasci 2,5m, drugie 5m, a trzecie 7,5m kczod dna sfery.

Na trzecim pitrze za powierzchgiuzytkowa uwaza st obszar, na ktérym wysoké przekracza

2 metry.

Obliczy¢ catkowity powierzchng uzytkows tego mieszkania.
Zadanie 12. Czary mary (5 punktow)

Harry robi czarodziejski -
kapelusz,  naklada  dwa @& ) A, G
kartonowe steki w taki sposob, h L2, '-.:fﬁ_','f
zeby ich osie pokryly si .
Pierwszy staek powstat z kyzka
0 promieniu 18 cm przez nacie P .
go wzdhy promienia .
I nasungciejednej cgsci kartonu na drug pod lgtem
60 stopni.
Do wykonania drugiego stka, Harry wyt krazka
o takim samym promieniu, lecz ze P88asuniciem.
i ; Obliczy¢ wysoka¢ kazdego staka, nastpnie obliczy
catkowity wysoka¢ kapelusza z doktaddoia do milimetra, ilustrujc obliczenia rysunkiem.
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu éwiczen , Rozwigzmy razem”
»Z pustego w prozne?”

Zadanie 1. Nie - foremny (4 punkty)

Adam chce zbudowaczwordcian, ktéregcﬁciziiangmi g dwa trojlgty rownoboczne o boku diuga
5 cm i dwa trojlgty prostoktne. Na karcie odpowiedzi narysuj siatkego czworécianu

w skali 1:1.
Zwro¢ uwag na estetyk pracy.

Rozwiazanie:
-+, E b + ( + /h
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwjzania zadania Liczba punktow
A Tlumaczenie tr&i zadania naggyk polski 2
B Narysowanie siatki czwosoianu 1
C Tlumaczenie rozwrzania nagzyk obcy 1
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Exercise 1. Not - regular (4 points)

Solution:

Points:

Ur

Activity Stages of Solution Point
A Translation of exercise text in Polish 2
B Drawing the tetrahedral net 1
C A translation into a foreign language 1

Tarea 1. Dis-forme (4 puntos)

Solucion:
& D N )
Puntuacion:
Numero de la . Cantidad de
- Etapas de la solucion de la tarea
actividad puntos
A Traduccion correcta del contenido de la tarepaaco 2
B Realizacion del dibujo de la red del tetraedro 1
C Una traduccion a un idioma extranjero 1
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Aufgabe 1. Un - regelmafRig (4 Punkte)

LOsung:
C ? ’
Punktwertung:
Tatigkeitsnummer Etappen der Aufgabenlésung Puakteg
A Ubersetzung des Aufgabeinhalts ins Polnisch 2
B Das Aufzeichnen des Netzes von dem Vierflach 1
C Eine Ubersetzung in eine Fremdsprache 1

Esercizio 1. Ir - regolare (4 punti)

Soluzione:
0 D 7
Punteggio :
Numero dell'attivita Tappe della soluzione dell'eseio Numero di punti
A Traduzione del contenuto nella lingua polacca 2
B Disegno del reticolato di tetraedro 1
C Una traduzione in una lingua straniera 1
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Exercice 1. Ir-régulier (4 points)

Solution:
$ 6 6 6 K
Pointage:
Activité Solution étape par étape Nombre de points
A Traduire le contenu de I'exercice en langue paisa 2
B Dessiner le patron du tétraedre 1
C Formuler la réponse en langue étrangere 1

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespodt w zespot z Matematyka bez Granic"

wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 93



rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA * X
KAPITAL LUDZKI l m EUROPEJSKI [
AINOS FUNDUSZ SPOLECZNY W

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI **

Zadanie 2. Boja (5 punktéw)

Rozwiazanie:
=y >y + 3 ,1 /+41, 30 (

|
+ 1% . ( ., ( +

@ 4 )( b+ ( +
A%<

Aq:BC:b

Aﬂ:Pc:r
PD|=h
PB =X

|DADB = 90°
|DABQ =60
\Bq J3+1
F (- SK i
; /D)W, 10 ,-Z+3 D r2, 0 /+1, 01, a b
;0 S=ma+mb
;10
. 1D/
14+0 AABC ¥ 1, ¢, . ( ( +) )(x:b—\z/§
1 1
14+0 AACD ¥ 31,40+, I, . h:rZEAC:Eb
b= AC=ay2 a:%b
F3 E\EB\)j)(h+x=v§+1 ., .0 L O 1 (
b_\/§+__[ 1 @m:ﬁ+1 bzg\/é_ﬂ) b=2
2 J3+1
) ) M ,( /+1,% 1, (r:E:z:l! a:@b:ﬂm:ﬁ
2 2 2 2
$ O , b S= G2+ 702 = 2 +2
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;1 00
B 140 D )( L=tg?>0°=§ =§x
B 1#0 AAPD) )( \/_ —tg45° r=+3+1-x
; 0 ﬁx: 3+1-x! ( @x= 3+1! )x:M! b
3 3 J3+3
_3/3+13-3)_3(a+1f3-3)_3l3+1f/3-3)_3-3/3+\3-3_2/3_ 4
(3+3)([ 3 9-3 6 2 2
D
r=+3+1-4/3=1 %zcosBO":g b=%:2
2
a=h/2=(/3+1-V3N2 =42 i O+
=100
B 140 AABDZ D( , +0( + 3 .( (-3 E 3+,
no, -, 1,! (+ .C O 0 A% O

sin0A = sin(18C - 30° - 45°) = sin(30° + 45°) = sin30° cos45° + sin45° cos30°
1 f L2 f _J2+6

nUA=—-0H—
2

2 2 4
BD _ +3+1 4 4
LI — = J3+1 = =22
sinOA 6 ++/2 ( ) \/E‘\@+1i V2
4
1 C D( . 1,
a _ BD ,_N8+1 1_2_, b _ BD . W3+l 42 _2V2_
sin30°  sinOA Je+2 2 2 sin45°  sinOA J6+d2 2 2
4 4
r=1kK O ) 10 +0
1, D ] 0 442w+ ( 10 0 /00 , +0
)) 30° ( 3 . , 0 h 1, %5 ’ (b +
F o, D , voo1,  Al2+2)
Punktacja:
B . . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania punktow
A Rysunek i zapisanie danych 1
B Obliczenie promienia podstaw i twgych stakow 3
C Obliczenie powierzchni i odpowigd 1
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Zadanie 3. Znajdz ztodzieja (2 punkty)

Rozwiazanie:
Ch h b OF +)
H! 3 D ¢+ 1 D . 3 ¢
/ Y3 Z + >/ .+, -/ w, (v (, -,
« +C , 1, ., (+ ¥ 3 (
133 HB( , 3( 1, 0, (
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania Liczba punktow
A Wskazanie podejrzanego i uzasadnienie 2

Zadanie 4. Czworoscian rownoscienny (4 punkty)

Rozwiazanie:

|
- H

Ad s B
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® 4 ( he hg; hy K .( +E  AABC ) ,
. 3#+1, ABC
B ., E O+0( ( E ( 3 C ( ¢
C . 10 + 0 3

SEOMN: EHOMN:; SFONP. FH ONP;, SGOMP: GH OMP

B,( ,( AABC SE=AE; MN|[BC AHOBC HOh,! v Y(
/ HOh, H Oh,

/ E D). ( +> L, 14+0 . E 1, E

/ ( +
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B +
; + G ,( +E . E I 0 + ;b + )
. S +E ,CGE , 1%+0 (% D
Punktacja:

. . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania punktow
A Wykonanie rysunkéw i (lub) modelu czwadoianu 2
B Wykazanieze spodek tej wysokai jest ortocentrum danego trgjl 2
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Zadanie 5. Trzy krawedzie i przekatna (4 punkty)

Rozwigzanie:
E F
i|\:\‘\\
/] & "
] e T
L | h e 7 g
/ | h ~ \
! | = ¢
~
/ | By
ff I \ -
/ |
/ [ d .
/ ! 1
/ ' %
/ | ~
/ |
K He oo S | O oo
," -~
) - B
0 E
."/./ . g "
B C
¢ + 2 )(
a a’
cosg=— cosa=—
d d
b b?
cosB=— cos B=—
d d
2
cosy = £ cog y= c
d d?
2 2 2 2 2 2 2
a b c a“+b“+c” _d
cosza+cosz,8+co§y:?+y+?=T_?_1 A
Punktacja:

Czynna¢ Etapy rozwazania zadania Liczba punktow
A Wykonanie przejrzystego rysunku 2
B Uzasadnienie wzoru na sgrkwadratow cosinusowagkow 2
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Zadanie 6. A gdzie kwiaty? (4 punkty)

Rozwigzanie:

Oznaczmy promie podstawy walca przez W takim razie diug& krawedzi szécianu jest rowna

a = 2r + 2, awysoké¢ walcaH = a — 2 = 2r. Mamy wkc rOwnanie

27t wri-H or? - H

256  a® @ (2r+ 2)3

27 1P
512 (2r+ 2)3

3,2 T 3
(é) :{2r+2)
3_ T
8 2r+2

er+6=989r = 2r=6 = r=3

Zatem krawdz szécianu ma diug&€ a =2r + 2= 38
F , DI ,.D E ) 3 E-V)

LiczymyV = wr? - H = 2mr® = 54n

Odpowiedz: Ojctos¢ walca jest réwnBATIT

Jezeli oznaczmy szukanwysokaé przezy to mamy rownani€125,1 = 125cm3):

mr?-x =125
125
x=—— R 4,42
O
F , D )., (. . - L-( +E RR5 )
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punktd
A Wyznaczenie najmniejszej diugm wysokaci 2
B Wyznaczenie objosci 1
C Wyznaczenie wysokoi poziomu wody w wazonie 1
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Zadanie 7. Niewazne, ile ich jest! (2 punkty)

Rozwigzanie:
F ( . 3 1, P,R,R,..,P E . (
3 E P
B D!/ P+P+P+.+P =P, O +E L, (O + 31, 0
1, ,( +E JE Z D (40 h
F % E- 3 E Ve, =B, [h
F4 E-, (+ 3 1, ( Vosr! D
Vour :%PlEHH%PZ Eh+%P3EIh+...+%Pn [Ih:%(Pl+P2+ P, +..+ Pn)h:%PP [h
1
Vo .37 1 _1
V, P 3
» D
F 3 (C Do % h. E 3 E
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwijzania zadania Liczba punktow
A Obliczenie objtosci wszystkich ostrostupéw 1
B Udzielenie odpowiedzi na pytanie postawione wazed 1
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Zadanie 8. Przyjdzie walec i ... (3punkty)

Rozwiazanie:
Jezeli naszkicujemy opisarsytuacg

to wida, ze da¢ fatwo mazemy wyliczy¢ pola powierzchni catkowitej obu walcow.
Po,=2-m-a* +2-mw-a-b

Po=2-m-b> +2-w-b-a

(w kazdym z wzordw pierwszy sktadnik to suma pol podstawrugi pole powierzchni bocznej).

Z rownasci pol powierzchni mamy
2-m-a* +2-w-a-b=2-m-b*+2-n-b-a

2-w-a =2-w-b*zatema? = b

) o+ +0 ) 0 (-1, ! (Hh +, D

czyli a=bh.

Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania Liczba punktow
A Naszkicowanie opisanej sytuaciji 1
B Wyznaczenie i porownanie pol powierzchni walcoOw 1
C Whiosek z przeprowadzonego rozumowania 1
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Zadanie 9. Ten numer nie przejdzie?? (5 punktéw)

Rozwiazanie:
A
( +) ., 30O+ ,. DO (#3 AB CD
-+ 3EY 1, x 1 (C )( M O 1 )(
2 2
3a
2_2- 8 _5&
Y 2 4
2 2 2 2
X2:y2— E zsi—a_:zi X:ﬂﬂi_
2 4 2 4 2
F 3E) ( » O+ , > , E b 1, %@.
a=1 :%Dm<800m20,8m
F , D
’ +E V') DOE ) », E + . I E )
Punktacja:
B . . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania ounktow

A Wykonanie przejrzystego rysunku 2

B Obliczenie odlegkri krawedzi sk@gnych czwordcianu 2

C Zastosowanie wyniku oblicaelo rozstrzygricia problemu 1
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Zadanie 10. Na chybcika (6 punktéw)

Rozwiazanie:
F O%>CE) E + .. S
;H3 . .1 D , + I
,( +E 2,5\/§ +/
25[25V2 _125/2
3 3

;0 . E- V=2

Fi E-,( +3 S# )4

Punktacja:
] . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania pUNKtoW
Wykonanie modelu zgodnie z instrukdnarysowanie siatki,
A wyciecie siatki, narysowanie kwadratu, przyklejenie lgiat 4
do kwadratu, zgcie kartki papieru)
B Poprawne nazwanie otrzymanej bryty 1
C Obliczenie olgjtosci bryty 1
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Zadanie 11. Wielki btekit (6 punktéw)

Rozwigzanie:
E Ry
sm
RII
m
A R,
F t, 1, D
RK DM /(+ , 0 ) 0
B 1i+0 +0 () AABC Y,
[4BI* +|BCI* =|ACI* ( RP+25°=5> 0 RP=5—(3) =52.(1-1)=2
Rk D> M /(+ , % D>
R,=5
RyK DM, /(+ , 4 D) 0000
B 110 +0 (D ACDE ¥,
IDEI* + |DCI* = [CEI* ( R} +45°=5> 0 RE, =5°—(Z) =25-2=2
F , /C+ , ) +
Kwadrat promienia Powierzchniaytkowa
. 75 75
Poziom | == 18,75 i 18,757
Poziom Il 25 257
. 19 19
Poziom Il — =475 — = 4,7om
4 4
. o . . 97
Powierzchnia gytkowa mieszkania S T= 48,57
F , D
] /(+, ) + % 1, Za[m?]=15229[m?]
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punkto
A Rysunek, oznaczenia 1
B Obliczenie powierzchniaytkowej na kadym z poziomow 3
C Obliczenie powierzchniaytkowej catego mieszkania 1
D Odpowied 1
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* X %

* *

*

*

*
* 4 *

Zadanie 12 Czary mary (5 punktow)

Rozwiazanie:
+/ /+ 0 / E
L:E X2:182—R2|
36C 18
alb +0 ) L*Z ) D
g
<
o =]
7 o o T
: <?% + H 2 =
/fﬁ em v Y243 | cm
15 ¢cm 9 cm
F O D(,1, O C /+ ) ¢/ C C +
( G- .(C +E 1 37 ( /+1, /(
’ 2 K*( +
<
=
F , D
B( +E /+ ,(  +99=10cm
B( + E- /+ L ( \24Xm
H3+ , ,( +E+ . ( 196cm
Punktacja:
B . . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania punkt6w
A Rysunki i oznaczenia 1
B Wyznaczenie wysokai stazka wynosi 1
C Wyznaczenie wysokoi drugiego 1
D Wyznaczenie catkowitej wysoka kapelusza i odpowied 2

! Rysunki zezrodta zadania
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Pakiet M-3.5 ,,Opty - mistycznie”

I. Tresci merytoryczne:

» wykres i wtasnéci funkcji kwadratowej,

* najmniejsza i najwgksza warté¢ funkcji; maksimum i minimum,
* zwigzki miarowe w figurach ptaskich,

» wielosciany, obgtos¢ i pole powierzchni catkowitej,

* koszt, zysk przychaod,

* Ciggi, Cigg arytmetyczny, suma wyrazowagu.

Il. Cele szczegotowe:

* ksztatcenie umigjnosci interpretacji tekstu matematycznego i formutoi@anzyskanych
wynikow,

* ksztatcenie w postugiwaniugsobiektami matematycznymi,

* ksztatcenie umigjnosci doboru modelu matematycznego do zaistniatejasytu

« tworzenie i stosowanie strateqii,

e prowadzenie rozumowania (tworzeniendacha argumentdéw) i uzasadnianie jego
poprawndci.

lll. Proponowane metody i formy pracy:
 praca w grupach,
* burza moézgow,
* karty pracy.
IV. Przebieg zajec¢:
Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

1. Sprawy organizacyjne (sprawdzenie ob&ci)o
Podziat uczniow na zespoty zadaniowe (grupy 4 s@owe).
Wybor lideréw, sekretarzy, asystentéw poszczegdirgrap.

WD

Rozdanie kadej z grup zestawOwwiczen otwierapcych oraz materiatdbw potrzebnych
do rozwipzywania zada

Rozwigzywanie¢wiczen przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.
Przedstawienie i porbwnanie rozan zada przez przedstawicieli grup.
Zebranie kart z rozwzaniami.

© N o O

Podsumowanie i zakeazenie zajc.
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Uwaga: Rozwjzania poszczegoOlnych zadauczniowie powinni zapisywa na oddzielnych
kartkach, podpisanych nagwzespotu i oznakowanych poprzez logo. Materiaty
dla uczniow stanowi pierwsza strona dokumertwiczenia otwierajce”.

Bibliografia do zestawuéwiczen otwierajacych:

[1] Kielbasa A.Matura z matematyki 2010 - ..., poziom podstawowyszerzony, Cz |, Wydawnictwo
,2000", Warszawa 2009; (Zadanie 3 - Strona 61, agda79)
[2] http://www.zadania.info/d555/1/20 (Zadaniel; Zaéahi Zadanie nr 1828886)

Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)

1. Uczniowie siadaj we wczeéniej ustalonych zespotach zadaniowych.
2. Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawurzgazwigzmy razem?”.

3. Uczniowie dokonuj podziatu, ktéra grupachzie rozwijzywata dane zadanie. Zestaw
zada uczniowie powinni po@k i rozdzielé zadania do odpowiednich grup.

4. Kazda grupa rozwizuje zadania samodzielnie. Po rogzz@niu zadania uczniowie
redaguj odpowied na karcie odpowiedzi (kartka formatu A4).

5. Jeeli dany zespét zadaniowy zatlazy prae, to jej cztonkowie powinni przytzy¢ sie
i pomoOc w rozwazywaniu zada innym grupom.

6. Nauczyciel zbiera karty z rozg@anymi zadaniami.
7. Zakaaczenie zajc.

Bibliografia do zestawu zad# ,Rozwiazmy razem”:

[1] Kielbasa A.,Matura z matematyki 2010 - ..., poziom podstawovozszerzony, Cz I, Wydawnictwo
,2000", Warszawa 2009; (Zadanie 7 - Strona 88, maxd@15; Zadanie 8 — strona 88 zadanie 621; Zadanie
11 - strona 89, zadanie 633)

[2] Etap ws¢pny Miedzynarodowego Konkursu ,Matematyka bez Granic”;cgayPolska 2009 (Zadanie 2)

[3] MBG 2005 (Zadanie 3)
http://www.zadania.info/d555/1/20 (Zadanie 1; Zadaf - zadanie nr 6190099; Zadanie 5 - Zadanie nr
1870100; Zadanie 6 - Zadanie nr 3991011; ZadanieZ@danie nr 4035127; Zadanie 11 - Zadanie nr
4358338Zadanie 12 - Zadanie nr 1012141)

Spotkanie 3: ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

1. Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane kargcy zespotom zadaniowym.
2. Liderzy poszczegoélnych grup prezentupzwigzania zadania.

3. Nauczyciel ocenia pra@rup (pozytywne wzmocnienie).

4. Podsumowanie z&j.

Uwaga: Karty odpowiedzi ucznidw z zestawu ,Rogimy razem” lgda stanowé zahcznik do
raportu z realizacji zag.

Rysunki do Pakietu M-3.5 wykonata Helena Ewert ehiRer za pomocprogramu Geogebra
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NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” - ,,Opty - mistycznie”
Exercise 1. Unlucky number thirteen (7 points)

The sum of three real positive numbers is equdldoThe second number is three times greater
than the first one. Find all three numbers satigfyihe given conditions to obtain possibly the
smallest sum of their squares.

Tarea 1. Trece de mala suerte (7 puntos)

La suma de tres numeros reales positivos equivdld. &l segundo namero es tres veces mas
grande que el primero. Determina tres numeros demg las condiciones presentadas, de esta
manera que la suma de sus cuadrados sea la menor.

Aufgabe 1. Die Ungliickszahl Dreizehn (7 Punkte)

Die Summe von drei reellen positiven Zahlen istaljlel 3. Die zweite Zahl ist dreimal grol3er als
die erste. Bestimme drei Zahlen, die die angegebBeeingungen auf solche Weise erflillen, dass
die Summe der Quadrate von diesen Zahlen am késingird.

Esercizio 1. Sfortunato tredici (7 punti)

La Somma di tre numeri reali positivi fa 13. Iteado numero e tre volte piu grande del primo.
Determina tre numeri i quali eseguiscono questelizami in modo, che la somma di loro quadrati
sia la piu piccola.

Exercice 1. Un 13 malchanceux (7 points)

La somme de trois chiffres réels positifs est €gal8. Le deuxiéme chiffre est trois fois plus gran
gue premier. Trouve les trois chiffres remplisske®t conditions données de facon a ce que la
somme de leurs carrés soit la plus petite.

Zadanie 2. Skarbiec (6 punktow)

W skarbcu krolewskim byt monet. Pierwszego dnia rano skarbnik dorzucit 25en, a kadego
nastpnego ranka dorzucat o 2 monetyegj niz dnia poprzedniego. Jednoéae kazdego dnia
w potudnie ze skarbca krél zabierat 50 monet. Qhtigijmniejsz liczbe k, dla ktorej w kadym
dniu w skarbcu byta, co najmniej jedna moneta,skpaie dla tej wartéci k oblicz, w ktorym
dniu w skarbcu byta najmniejsza liczba monet

Zadanie 3. Suma i kwadraty (4 punkty)

Suma dwaoch liczb réwna jest 6. Znajté liczby, jéli wiadomo,ze suma podwojonego kwadratu
jednej z nich i kwadratu drugiej jest najmniejsza@liwych.
Zadanie 4. A trzeci? (10 punktéw)

Suma dhugéci dwoch bokow trojta wynosi 20cm, a miara kta pomedzy tymi bokami wynosi
60°. Jak najmniejsz wartags¢ ma obwaod tego trogta?
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczen otwierajacych”
,Opty - mistycznie”

Zadanie 1. Pechowa trzynastka (7 punktéw)

Suma trzech liczb rzeczywistych dodatnich jest 8. Druga liczba jest trzy razy ¢ksza od
pierwszej.
Wyznacz trzy liczby spetnigge podane warunki tak, aby suma ich kwadratow bgjeniejsza.

Rozwigzanie:
F

xOR,; YOUR,; zOR, K ( ( (.

Xx+y+z=13K ) 1, & 4n

y=3xK h « (¢, -+ , WL
;4 x;y:zl+ 1 ( ) xXP+y*+z%4 D
B +HLNL 0 4+
X+y+z=13 X+3x+z=13 z=13-4x

10 O #D(

y =3X y =3x y =3X
@ )( D- + xvy;z! +1( xP+y*+z22 MDD, E D %0

+3
D D( X2 +y?*+2% =x* +(3x)* + (13- 4x)? = x® +9x® +169-104x +16x> = 26x* —104x +169
C  f(X)=x*+y*+7? > f(x)=132x* -8x+13)  ( -, E- D §0

(7 2Hy2+Z2l 4D D b %, E +4 f(x)=132x% -8x+13)
. / OR'NEC X )/ (- 3 , +3 b
x>=0
y=3x>0 40 DD DD+ (), 0
z=13—4x>0 =z <= 4
R (LI B B O D, B+ (XD
+ 4 0 D % 0, E-, , 3+ .0 Kk ,(+ DF
i 3+ X, =-——2 =2 LI+ I, 013
202 4
E L, ) +8 0 D> DDOF O4D(CO
x=2 (y=312=6Cz=13-4(2=5)
F $ (+1( DI 1, 4 D +, 1,4 1) B 26,5
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania pldgi?éa\l/v
A Tlumaczenie naggyk polski 1
B Wprowadzenie oznacie 1
C Zapisanie sumy kwadratow liczb w postaci tréjmiggdnej zmiennej 1
D Wyznaczenie minimum funkcji kwadratowe] 1
E Wyznaczenie szukanych liczb i podanie odpowiedzi 2
F Sformutowanie odpowiedzi wzyku obcym 1
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Exercisel. Unlucky Number Thirteen (7 points)

Solution:
C
xOR,; YOR,; zOR, k < D
X+y+2z=13K D D 4ne
y =3xK D D Nt
xyizh o, D X Hyt+zt C D D
H Lty (D
X+y+z=13 X+3x+z=13 z=13-4x
y =3X i y =3X y =3x
B x;y;z! o, D XP+y*+z" o+ D D
( ) 7 ?
X2 +y?+ 2% = x2 +(3x)° + (13- 4x)" = x® + 9x® +169-104x +16x> = 26x> —104x +169
$  f(x)=x®+y?+z? 2 f(x)=132x* -8x+13) 2 D <
x> +y*+2z? D <
f(x)=132x? -8x+13) F D < 2 D
x=0
y=3x>=0
z=13 —4x >0 =>x=:%
B ; > DD f(x) < o f(x)
7 ), < x> G <
D < < , 2
< X, = —__8 = 2 < 0, 1_3 |
202 4
> DD B x=2 (y=3[2=6Cz=13-4[2=5)
, 2 > ! D IR 4 D 7 (
D Dy ! 2,65
Points:
Activity Stages of Solution Points
A Translation in Polish 1
B Introduction of notations 1
c Expressing the sum of squares as the quadrataral of 1
one variable
D Finding the minimum of a quadratic function 1
E Finding the searched numbers and the right answer 2
F Answer in English 1
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Tarea 1. Trece de mala suerté7 puntos)

Solucion:
xOR,; YOR,; zOR, K D <
X+y+z=13K ) D 7 < 4L
y =3x K D < )F 7 )
xy.zl () xX+y*+z )
H S >
X+y+z=13 X+3x+2z=13 z=13-4x
y =3x y =3x y =3x
2 D 7 X; y; z! X?+y*+2° D <
D D
X2 +y? + 72 = x? +(3x)° + (13- 4x)* = x® + 9x® +169-104x +16x> = 26x* —104x +169
J f(x)=xt+y*+2% ¢ f(x)=132x> -8x +13) D <
1 x*+y*+7° D D < 1 f(x):13(2x2—8x+13)H)
D < X D @" D
x=0
y=3x>=0

. Buscamos entonces el minimo de la funcidrx) en el intervalo
z=13—4x>0 = x <>

13 ., : . . iy
0, il La funcion f(x) es un trinomio cuadrado con un coeficiente positivo cerce de

Entonces, la funcién alcanza el menor valor en el cuspide de la lpagaleces su representacion

grafica. La abscisa del cUspide de la parabgla —% =2

. . 13 . . .
Como este punto es localizado en el mtervaﬂpz , jJustamente en él la funcion alcanza su

minimo. De donde obtenemos=2 (y=3[(2=6LCz=13-4[2=5)

Respuesta: Los numeros cuyo suma equivale a 181§ de sus cuadrados es la menor, son:
2,6,5

Puntuacion:
Numero de la . Cantidad
- Etapas de la solucion de la tarea
actividad de puntos
A Traduccion en polaco 1
B Introduccién de designaciones 1
c Apuntacion de la suma de los cuadrados de los rasegr forma de 1
trinomio de una variable
D Determinacion del minimo de la funcion cuadrada 1
E Determinacién de nimeros buscados y formulacila despuesta 2
F Formulacion de la respuesta en lengua extranjera 1
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Aufgabe 1. Die Ungliickszahl Dreizehn (7 Punkte)

LOsung:
xOR,; YUOR,; zOR, K <
X+y+z=13K ; D)) < 41t
y=3xK ’ D >a
X, y; 2! ;D) XHyt+zt )+ = e
¢ D
X+y+z=13 X+3x+z=13 z=13-4x
! +)) , X, Y; 2
y =3X y =3X y =3x
I T X? +y? +7° + B D) D C D
. X2+y?+22 =x2 +(3x)? + (13- 4x)* = x* +9x® +169-104x +16x* = 26x> —104x +169
;o f(X)=xt+y?+ 2 f(x):13(2x2—8x+13) 92 + B D
X2 +y? + 72 | , v B + f(x)=132x* -8x+13)
< ! X <>
x>0
y=3x>0 B @ D) + f(x))
z=13—4x>0 =x <>
0 < o,%)’ + f(x) 7 + ) D <
+ < X + + B D ; +
! + ; + <
-8 13
X =——— =2 + 0 < 0, — ! +
v o D 4 D
@ D) +)) , x=2 (y=3[2=6Cz=13-4[2=5)

’ Die Zahlen, deren Summe gleich 13 und die Sumnez (Quadrate am kleinsten ist, sind:
2,6,5

Punktwertung:
Tatigkeits Etappen der Aufgabenldsung Punktezahl
nummer
A Ubersetzung der Aufgabe ins Polnisch 1
B Einflhren der Bezeichnungen 1
Aufschreiben der Quadratsumme der Zahlen in Fomyo 1
C ) . . o ;
einer quadratischen Funktion mit einer Variabel.
Bestimmung von dem Minimum der quadratischen 1
Funktion
E Bestimmung der gesuchten Zahlen und Antwortangabe 2
F Richtige Antwortformulierung in einer Fremdsprach 1
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Esercizio 1. Sfortunato tredici (7 punti)

Soluzione:
0
xOR,; YOR,; zOR, k D <
X+y+z=13K D)) D 4L
y=3xK D : < 8 ) Mt
H
X; y; 2! D)) X+y*+77: 8
$ VL WL D
X+y+z=13 X+3x+z=13 z=13-4x
< D = < Xy z!
y =3X y =3X y =3x
x> +y%+27° 8 <
H 7 D D
X2 +y?+ 2% = x2 +(3x)° + (13- 4x)" = x® + 9x® +169-104x +16x> = 26x> —104x +169
;o f(x)=xP+y?+ 22 7 f(x) :13(2x2 —8x+13) < 8 <
X +y? + 7% D 8 <
f(x)=132x? -8x+13) H D D < <17 X \
D )
x=0
8 D y=3x>0 Cerchiamo allora il minimo della funzioné(x)

z=13—4x> 0 :,-x{%
nell'inervallo O,% . La funzione f(x) e il trinomio quadrato con il fattore positivo pef.

Dunque questa funzione ottiene il valore piu baskwertice della parabola la quale € il suo

diagramma. La coordinata ascissa del vertice dahuda x, = —% =2 Come questo punto &

situato nell'intervallo O, 1743 , allora in questo punto la funzione ottiene i sminimo. Otteniamo

cosix=2 (y=3[2=6Cz=13-4[2=5)
Risposta: | numeri di cui la somma e uguale a EBsemma di loro quadrati € la piu piccola,
allora: 2;6;5

Punteggio:
N : , . Numero
e s Tappe della soluzione dell’'esercizio . )
dell’attivita di punti
A Traduzione nella lingua polacca 1
B Introduzione delle indicazioni 1
c Iscrizione della somma di quadrati dei numeri come 1
trinomio di una variabile
D Determinazione del minimo della funzione quadrata 1
E Determinazione dei numeri cercati e la soluzione 2
F Formulazione della riposta nella lingua straniera 1
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Exercice 1. Un 13 malchanceux (7 points)

Solution:
;O
xOR,; YUOR,; zOR, K 6
X+y+z=13K D) 6 A 41t
y=3xK D 7 D B
H 7 6
X, y; z! D)) xP+y*+7°
$ ne WL ( :> 67
X+y+z=13 3 X+3x+z=13 z=13-4x < <
y =3X y =3x y =3Xx
X,y z! b 7 xP+y*+72° ) < ; ( D) 67
X2 +y?+ 2% = x2 +(3x)° + (13- 4x)" = x® + 9x® +169-104x +16x> = 26x> —104x +169
;o ()= +y?+ 2 f(x)=132x> -8x+13) < <
67 x* +y? + 7% <
f(x)=132x* -8x+13) 7 6 < ] | X ]
x>=0
) ) y=3x=>=0 K
z=13—4x >0 =:-x=::1—j
> DD (%) < oZs (%) )
< X2 ! K <
-8
$ Xy =——— = 7
D)) D) w00
< < 9 1743 A7 < D dDcC
x=2 (y=3[12=6Cz=13-4[2=5)
*6 2,65 D)) 6 A 4 D)) 6
Pointage:
o . . Nombre
Activité Solution étape par étape de points
A Traduction en langue polonaise 1
B Introduction des symboles 1
c Notation de la somme des carrés des nombres erefden 1
trindme carré d’'une variable
D Détermination du minimum de la fonction carrée 1
E Détermination des nombres recherchés et formulat®ta 2
réponse
F Formulation de la réponse en langue étrangere 1
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Zadanie 2. Skarbiec (6 punktow)

Rozwigzanie:
Jak zmienia siliczba monet w skarbcu kdego dnia? Z t&ei zadania wynikaze
$ ;+ o+ 25+(n-1)2) ! n D o+ b
$11 s
B D D D 4, . 25+(n-1)12-50=2(n-1)-25=2n-27
dh/ a, O( . ) . T 3 nk Nk + % /
+1 , 10 L ) D(

a, =k+(2-27)+(4-27)+..+(2n-27)! ( a,=k+21+2+..+n)-27n
)an:k+2[-P2;1Dh—27n:k+n2+n—27n

$ . . + nk + E , 1 a =n*-26n+k
( D! b+ D % %y, B k! ,(C/ b
” n=1
B+ ) +4% y=n®-26n D + L, C , 1. ,.
D v 0 , E- 'O X * 0 (nyiv)! Ny :——_226:13
Yy, =13 -26[13=-169
D a,>0=n*-26n+k>0 = -169+k >0 = k >169! '/ k) (-
D ®1, 170
F , D
CiHD % 0 0 k! +1 4v,+/7 0O , + ] ! D b D
hoo170! %) b D , + G, ( ®)
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania Liczba punkté
A Okreslenie jak zmienia siliczba monet wn-tym dniu 1
B Wyrazenie za pomagwzoru liczby monet w skarbcn-tego dnia 2
C Okreslenie, dla jakiegan funkcja osjga minimum 1
D Wyznaczenie minimalnej wadoi k 1
E Sformutowanie odpowiedzi 1
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Zadanie 3. Suma i kwadraty (4 punkty)

Rozwiazanie:
C X » 0 ! D y 0B (y+x=6 y=-x+6!
; +)(C 0 +1( L7 Wxy)=2E+y*> D + 0>/ ,0, E-

W(x; y) = 2x* + (- x+6)° = 2x* + x® —12x+ 36 = 3x* —12x + 36

- (/ ./ b L) I T > ! D % 0, E- (O
-12

’ 3 3+ - O %% - + | - _—= 2 =X
( ) ( X =5
B (y=-2+6=4
F , D
0/ > L1 } 1, U D b . Ny
+, b b ) I 214
Punktacja:
. . . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwjzania zadania punktow
A Wprowadzenie oznac#ei zapisanie wyrzenia w postac 2
funkcji kwadratowej
B Wyznaczenie pierwszej liczby 1
C Wyznaczenie drugiej liczby i podanie odpowiedzi 1
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Zadanie 4. A trzeci? (10 punktow)

Rozwiazanie:

a-X

CH & ( .1 AABC
c i 1 aABC , ( ( C +1
N

l=a+b+c |=20+c .1 AABC D v (¢ ( +ch 1 (
B( d)( +c
) B AACD b\/é B AABD
— =sin60° =— BD:a—X:a—Ezza_b
b 2 2 2
X _ R _b
E—COS6O X—E AD:h:b\/g
2
) , AABD ) )( AB?=BD?+AD? )
—h 2 2 2 _ 2 2 2 _ 2
2o 2a-b bv3 * _4a’ -4ab+b’ +3p° _4a’ —4ab+4b C a2 +b—ab
2 2 4 4
N9, F 0o [/ B>/ (+- E . 1,L
) c?=a’+h?’-ab=a’ +2ab+b? -2ab-ab=(a+b)’ -3ab
DIERED N N ¢

0E , D(/ a+b=20 !4+ D v, E-,( 7/ 20° —3abd
a+b=20 b=20-a 0 c?=f(a)=400-3al{20-a) ( f(a)=3a%-60a+400

0 +4 f(a)t 3 (0;20)
B+ D> &+ D + L. ( 1(
- 60
+% 0 v %0, E, + . ba, =-——=10
2 AT
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) ¢? C

0 , E D %o (

a=10 (c? = f(10)= 400-3M00{20-10)=100) c¢=10

F O B)(,. a=10 c=10 b=20-10=10 ( I, =20+10=30
F » D
, ( + 14+0 1, 3 40 ( . + D 1D I I 14+0
1, ( + 10cm! D) D> ( L,1 ,( 30cm
Punktacja:
. . . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwjzania zadania punktow
A Zapisanie danych i wykonania rysunku 1
B Stwierdzenie,ze obwdd jest minimalny, gdy bolkc jest 1
najkrétszy
C Wyprowadzenie wzoru na’ 3
D Zapisaniec® jako funkcji jednej zmiennej 1
E Wyznaczenie argumentu, dla ktérego funkcja a@ges 5
minimum
F Wyznaczenie minimalnego obwodu 1
G Udzielenie odpowiedzi, stwierdzenige warunki zadania 1
spetnia trojlgt rownoboczny
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Spotkanie 2: ,,Rozwigzmy razem” -, Opty - mistycznie”
Exercisel. Lucky number seven (5 points)

We divide the number 7 into three parts is suclag that the first part is two times greater tham th
second one. How should we divide it to obtain gagsihe smallest sum of squares of all three
parts?

Tarea 1. Siete feliz (5 puntos)

El nimero 7 es dividido en tres partes de esta rmane la primera es dos veces mas grande que la
segunda. ¢, Cémo hay que hacer la division paraagsienha de los cuadrados de todas las tres partes
sea la menor?

Aufgabe 1. Die Gliickszahl Sieben (5 Punkte)

Die Zahl 7 teilen wir in drei Teile so, dass desterTeil zweimal grol3er als der zweite ist. Wid sol
man die Teilung ausfihren, damit die Quadratsumomeadlen drei Teilen am kleinsten sei?

Esercizio 1. Fortunato sette (5 punti)

Il numero 7 dividiamo in tre parti in modo che lanpa sia due volte piu grande della secon-da.
Come fare la divisione, per avere la somma dei iiidi tre parti la piu piccola?

Exercice 1. Un sept chanceux (5 points)

Nous divisons le nombre 7 en trois parties de fagoe que la premiére soit deux fois plus grande
gue la deuxieme. Comment faire cette division pque la somme des carrés de toutes les trois
parties soit la plus petite?

Zadanie 2. Ztozone? To spasowat! (3 punkty)
W jaki sposéb nalegy zlozy¢ pasek papieru, aby powierzchnia szarego dtajlprzedstawionego
na rysunkd ponizej byta najmniejsza z mtwych?

| 5577
. L 't
el B e ) v
anl: ! i8] e
8. £
i "gv,-;
" "
2 7

Przyklej takie ztaenie na arkuszu odpowiedzi.
Uzasadnijze w tym przypadku powierzchnia jest minimalna.

2 Rysunki zezrédta zadania
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Zadanie 3. Wilczy gtéd (4 punkty)
Na cembrowinie studni, w punkcie A znajduje dimak.

W punkcie B znajduje silis¢ sataty. Wierzch cembrowiny ma ksztatt g@enia osrodku O, gdzie
duzy promier ma 75 cm, a maty 45 cm. Punkty A, O i Bvespoétliniowe.

Oblicz z doktadnécig do centymetra dtugd najkrotszej drogi, jakmusi pokona slimak, aby moc
zjes¢ satat.

Zadanie 4. Promocja ekologiczna?? (3 punkty)

Puszki z napojami chtodzymi pakuje sj w ramach promocji do kartonowych pudetek w ksztatc
walca. Srednica zewetrzna puszki wynosi 8 cm, a jej wysakol5 cm. Jaka jest minimalna

objetos¢ pudetka zawieragego cztery puszki? Wynik podaj z doktaéeig do 1.cm’.

Zadanie 5. Tra-la-la (4 punkty)
Wiasciciel sklepu muzycznego ,Tra-la-la” kupuje w hwta ptyty zespotu ,Emotion” po 30 zt za
sztuke i sprzedaje 56 sztuk miesinie, po 50 zt za sztgk Badania rynku wykazatyze kazda
obnizka ceny piyty o 1 zt, zwkszy liczky sprzedanych ptyt 0 4 sztuki (miesknie).
a) Wyznacz wzor funkcji miegtznego zysku wigiciela sklepu ,Tra-la-la” w zalenosci
od obniki ceny ptyty zespotu ,Emotion” (w petnych ztotyclodaj dziedzigitej funkciji.
b) Jaky cere ptyty powinien ustali sprzedawca, aby mieszny zysk z jej sprzedg byt
najwickszy? Oblicz miesczny najwekszy zysk widciciela sklepu ze sprzeza ptyty
-Emotion”.

Zadanie 6. Réznica, a iloczyn? (3 punkty)

Wyznacz dwie liczby catkowite #digce s, 0 6, ktérych iloczyn jest nitiwie najmniejszy.

% Rysunek zerédta zadania
* Rysunek zerédta zadania
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Zadanie 7. Uszatek (5 punktow)

Na bokach prostafta o obwodzielém opisano, jako narednicach, pétokmi lezace na zewsirz
prostokita. Zbadaj, dla jakich dtugoi bokéw prostokta, pole figury ograniczonej krzyaztozong
z tych czterech potokgdw jest najmniejsze. Oblicz to pole

Zadanie 8. Wykroi¢ najwiecej... (4 punkty)

W trojkat prostoktny o kiycie ostrym 30°i przeciwprostoitnej diugaci 40cm wpisujemy
prostolgty w ten sposob,ze jeden bok kalego z tych prostaftow zawiera si
w przeciwprostoitnej tréjkata. Zbadaj, ktory z tych prostgiéw ma najwgksze pole.

Zadanie 9. Walec w stozku? (5 punktéw)

W tréjkat prostoktny o przyprostoitnych o dtugéciach 2 i 4 wpisano prostgkw ten sposolze
dwa jego boki leg na przyprostoitnych trojlkata, a jeden z wierzchotkdw prostpl lezy na
przeciwprostotnej tréjkata. Prostokt ten obraca si dookota prostej, zawiergje] diuzsz
przyprostolgtng trojkata, tworzc walec. Ktéry z walcéw, otrzymanych w poisyy Sposob,
posiada najwiksze pole powierzchni bocznej i oblicz jegogbyc.

Zadanie 10. Ostro...belka (5 punktow)

W ostrostup prawidiowy czworgkny wpisujemy graniastostupy prawidtowe czwagtrle w ten
sposoOb, ze dolna podstawa graniastostupa zawierg pbdstawie ostrostupa, a by
z wierzchotkéw gornej podstawy naledo jednej z krawdzi bocznych ostrostupa. Wiegtz ze
kazda z krawdzi ostrostupa ma diugé 6, oblicz, jaka jest maksymalna #iava powierzchnia
boczna graniastostupa.

Zadanie 11. Pod namiotem stonca?... (5 punktow)

Wyznacz najwikszy wartas¢ obwodu prostodta, ktorego dwa wierzchotkizg na paraboli o
rownaniu y = 3- x*, a dwa pozostate na odcinku, ktéregadami § punkty przegicia danej
paraboli i prostej o réwnaniy =0.

Zadanie 12. ,,Przychéd, koszt, zysk... (4 punkty)
W pewnym zakladzie pracy zales¢ przychodow ze sprzegha od wielkasci produkcji wyraa
w przyblizeniu wzor p(n) =150, gdzie n oznacza liczb sztuk wyprodukowanego towaru,
a koszty produkcji, w ztotych, okéla zaleznos¢ k(n) = n? +50n +1600.
a) Napisz wzor funkcjiz(n) - zaleznosci zysku zaktadu od wielksi produkcji, jeli wiadomo,
ze zysk jest rénica miedzy przychodem zaktadu a kosztami produkciji.
b) Przy jakiej wielkdci produkcji zysk wynosi 0.
c) Jaka wielké¢ produkcji zapewnia najwkszy zysk? Jaki jest koszt produkcji, gdy zysk jest
najwickszy?
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ¢wiczen , Rozwigzmy razem”
,»Opty - mistycznie”

Zadaniel. Szczesliwa siodemka (5 punktow)

Liczbe 7 dzielimy na trzy ogci tak, aby pierwsza byta dwa razyeksza od drugiej.
Jak naley dokon& podziatu, aby suma kwadratow wszystkich trzegs@zyta najmniejsza?

Rozwigzanie:
F D X X;y;z + I/ xX+y+z=7K] x=2yK ’
b . (, .+ L ./ X>+y*+z°% D>/, b, .+
B +ALNL 0 4+

xty+z—7 0 O ¢ 2y_+y+z—7 2:7 3y

X=2y X=2y X=2y

@ )( D- + xvy;z! +1( xXP+y*+z22 MO, E D %0
) D X +y?+27 =(2yf +y* +(7-3y)* =4y® +y* +49- 42y +9y?,

0 x2+y?+22 =14y’ -42y+49=7(2y’ -6y+7) C fy)=x*+y?+2°!
f(y)=7(2y? -6y+7)  ( -, E- D b0 ,( 7/ X2Hy2+Z2 o+ )(
D b %, E +1 f(y)=7(2y* -6y +7) L/ (D0 (- !

x=2yv =0
y 227 3 . +3 § y=>0 S YOI
z=7—3y =0 :‘-}r{g
> DD+t f(y), o% fof(y)s 1D D+, .O
> L, 13 ( + ( y D £ 0 D %0 , E-
-6 _3
. s 3+ 0 Wbk, (+ F . 34 __~—6_3
b, ( ). Yo = 5573
LG o%',aE ) +E 00D DD

F O4)(0 y:g x:zggzsgzﬂ_ggg:g

F o, D; + ( 4 ¢ .10 (7234542
2 2
Punktacja:

] N . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania pUNktow
A Tlumaczenie naggyk polski 1

B Wprowadzenie oznac#e zapisanie tr&i zadania za pomaavyrazen 0,5

C Zapisanie sumy kwadratow w postaci trojmianu ggamiennej 0,5

D Wyznaczenie minimum funkcji kwadratowe] 1

E Wyznaczenie szukanych liczb i podanie rozktadzbly 7 1

F Sformutowanie odpowiedzi wzyku obcym 1
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Exercisel. Lucky number seven (5 points)

U7

Solution:
C B + D X; Y, 2
X+y+z=7L
X=2y K D > ) N_L
X2y + 2 C D >
: H wooe (D
X+y+z=7
X=2y
s | 2y+y+z=7 z=7-3y
7 X=2y X =2y
B > xyzb o, D xP+y?+z? o+ D <
D « > 7 .
X2 +y?+ 2% = (2y)* + y? +(7-3y)? = 4y? + y? + 49- 42y + 9y?!
X2 +y? + 72 =14y® — 42y + 49= 7(2y? -6y +7)
$  fly)=x®+y?+ 2% f(y):7(2y2—6y+7) 2 D <
X2 +y?+2?l, ) < f(y) = 7l2y? -6y +7)
F ! > ( « D <
x=2yv =0
2 D y=0 B + D DD f(y)
z=7—3y =10 =y <3
< 0% tly) 7 D < y?
G | < D < < >
< Y, = _~6_3 2 <
22 2
0, ! ! D < < B
3
y=§ x=2B?3=3Dz=7—3B:i=§
2 2 2 2
3 5
y 2 7=3+—+—
) D ) >t
Points:
Activity Stages of solution Points
A Translation of exercise’s text in Polish 1
B Introduction of notations and writing the appropgianathematical 0,5
expressions concerning the exercise text
C Writing the sum of squares as the quadratic mniabof one variable 0,5
D Finding the minimum of quadratic function 1
E Finding the searched numbers and giving the secordposition of 7 1
F Answer in English 1
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Tarea 1. Siete feliz (5 puntos)

Solucion
= ) D XY, 2 7
X+y+z=71L
X=2y K D D < D) 7 N_L
) 1 X2+y2+22 )-
H Lt ( >
x+y+z:7! > 2y+y+z=7 z=7-3y
X=2y X =2y X =2y
2 D> 7 X; y; 2! X*+y*+z22 ) D" 7 e <
D D

X +y? 420 =(2y) +y? +(7-3y)" = 4y® +y? +49- 42y + 9y
X +y?+ 22 =14y? - 42y +49=T7(2y? -6y +7) I f(y)=x*+y? + 22

f(y):7(2y2—6y+7) )' 7 e < 1 X2+y2+22!
d D 7 ec< 1 f(y)=7(2y*-6y+7) H D D)
< ly D
x=2y=>=0
z=7—3yv =0 :‘-}F{E
7
f(v) < O'E $ 1 f(y) D)
< y? & ! 1 DT 7 e < )
) 7 1 . $ ~ .
-6 _3 .
=-o-=5 H < 0L 1y 6

[
v/
v/
v/
<

I

I

x:2E-]’§:’3>Dz:7—’3>[-§:E
2 2 2

* $ D 1 7= 3+§ )
2 2
Puntuacion:
NUumero de L Cantidad
C Etapas de la solucion de la tarea
la actividad de puntos
A Traduccion en polaco 1
B Introduccién de designaciones y apuntacion deleodo 0,5

de la tarea por medio de expresiones

Apuntacion de la suma de los cuadrados en forma deD,5
trinomio de una variable

Determinacion del minimo de la funcién cuadrada 1

Determinacién de numeros buscados y apuntaciofa de 1
descomposicion del niumero 7

Formulacion de la respuesta en lengua extranjera 1

Ml m (O O
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*

Aufgabe 1. Die Gliickszahl Sieben (5 Punkte)

LOsung:
- B X;y; 2! X+y+z=7"
X=2yK ” D >a N_L
) X2+y2+22 )> a
= NL N_L ( D
x+y+z:7! £y . 2y+y+z=7 z=7-3y
X=2y X=2y X=2y
B X,V Z I T x> +y? +7° + B )
D « D .

X2 +y?+ 2% = (2y)* + y? +(7-3y)? =4y + y? + 49- 42y + 9y?!
X +y? + 2% =14y? - 42y +49=7(2y? —6y+7) 5 f(y)=C +y? + 22!

f(y)=7l2y*-6y+7) 9>  + B > Xy | ]
+ B + f(y)=7l2y*-6y+7) <
x=2v =0
y <> y=0 B
z=7—-3y=0 :::r}rfig
7
@ D) +ofly) >0 < oo + f(y) 7
+ D D < + <y + +
B D ; + I +
-6 _3 7
: + < s == + 0 < 0, —
Y 22 2 ) 3
) + @ > DD I
y:§ x:2B§:3Dz:7—3B?'—:E
2 2 2 2
, 723435
Punktwertung:
Tatigkeitsn Etappen der Aufgabenldsung Punktezahl
ummer
A Ubersetzung der Aufgabe ins Polnisch 1
B Einfuhren der Bezeichnungen und Aufschreiben defgaheninhalts 0,5
mit Hilfe von Formeln
c Aufschreiben der Quadratsumme in Form von einerdqischen 0,5
Funktion mit einer Variabel
D Bestimmung von dem Minimum der quadratischen Eonk 1
E Bestimmung der gesuchten Zahlen und Angabe deegiamly von def 1
Zahl 7
F Richtige Antwortformulierung in einer Fremdsprach 1
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Esercizio 1. Fortunato sette (5 punti)

Soluzione:
0 H ) D) XYz
X+y+z=7L
x=2yK D )) : < 8 N_L
X2 +y?+7°: D 8
é NL WL )
X+y+z=7 - 2y+y+z=7 z=7-3y
X=2y X=2y X=2y
D < x;y; z! X? +y? +7° 8 <
D) ) X+y?+22 =2y +y? +(7-3y)’ = 4y? + y? +49- 42y +9y? <
x2+y2+22:14y2—42y+49:7(2y2—6y+7) ; f(y)=x?+y? + 22! 7
f(y):7(2y2—6y+7) < 8 < x> +y®+ 7%
> 8 < fy)=72y’-6y+7) HD> > <
<! y \ > D 8 )
x=2v>=0
y=0 _H D > D f(y) <
z=7—3y =0 =y <3
o% $ f(y) : ) 7 < y2 7 7
< 8 < 7 D))
-6 _3
$ < = ==
Yu 22 2
H) 7 < 0 Ly 7
1 3 .
3 5
J =— x:ZBS—:BDz:7—3B§:—
DIND Dy 5 5 575
* $ D 7=3+ 3.2
2
Punteggio:
N dell'attivita Tappe della soluzione dell’'eseraizi N_umerc_)
di punti
A Traduzione nella lingua polacca 1
B Introduzione delle indicazioni ed iscrizione dehtenuto di compito 0,5
con le espressioni
c Iscrizione della somma di quadrati dei numeri cdrm®mio di una 0,5
variabile
D Determinazione del minimo della funzione quadrata 1
E Determinazione dei numeri cercati e podanie aahklliczby 7 1
F Formulazione della riposta nella lingua straniera 1
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Exercice 1. Un sept chanceux (5 points)

Solution:
;O C D X,y,z 7
X+y+z=7"1 x=2yK D D 7 ) R
X2 + yz + 72
$ NL o WL ( :) 67
X+y+z=7 2y+y+z=7 z=7-3y
X=2y X=2y X=2y
C < < xvy;z! b 7 xP+y*+72° ) <
: ( 1) 67 !
x2+y?+22 =(2y)? +y? +(7-3y)* =4y® + y* +49-42y +9y* 8
x2+y2+zz:14y2—42y+49:7(2y2—6y+7) ;o fy)=x2 +y?+ 22! f f
f(y)=7(2y2—6y+7) < < 67 X% +y? + 7%
< f(y)=7(2y*-6y+7) 7
6 < 1 I x 1 ) D
x=2v>=0
y =0 , ! C D DD f(y)
z=7—3yv =0 ::-vﬂig
< O’% $ f(y) c) 6 < X2
K < J)D
-6 _3
$ = =2
) w=Tom
7
7 < < 0,— ! A7 <
3
DD D
C y=§ x=2B:i=3Dz=7—3B?—’=§
2 2 2 2
3.5
*6 $ : 6 < 7=3+—+=
C D >t
Pointage:
o L . Nombre
Activité Solution étape par étape de points
A Traduction en langue polonaise 1
B Introduction des symboles et notation du contenu| de0,5
I'exercice a I'aide des symboles
C Notation de la somme des carrés en forme de trindame 0,5
d’une variable
D Détermination du minimum de la fonction carrée 1
E Détermination des nombres recherchés et formulateota 1
décomposition du nombre 7
F Formulation de la réponse en langue étrangere 1
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Zadanie 2 Ztozone? To spasowat! (3 punkty)

Rozwigzanie:
R
|
I h
|
|
|
1+0 % 1, N ( +L
alh
C
B( + E-h 14+0 ¥ 3 1, + E +
. %0 % > > ! (4 D D
@ ) , 10 b 1, + E +
( +) 3/ 14+0 & +0 ( 1, D (
F , D
1+0 % ') I BN 5 1, + E
+
Punktacja:
o, L . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania punktow
A Wykonanie rysunku i dyskusja wymiaréw tréfk 1
B Odpowied i uzasadnienie 1
C Wykonanie i naklejenie trogka na arkusz odpowiedzi 1
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Zadanie 3 Wilczy gtod (4 punkty)

Rozwiazanie:
cw1l D>/, § o+ AMB N AM'BL , 3/ + AM NAM'L
> . 3/3+ MB NM'BL 0(0;0B)n o S;%AO ={M:M} & |
/ @ @ +( . -t E + F 0 = +t. )
E (AOB 140 @F , Lt
AM?+0OM? = AQ’! 0 AM =+/752 -47% =+/3600=60[cm|
b ( cosJAOM _OM _45_ 0,6
AC 75
; 0 |DAOM|=5313°! ) |[OMOB =180 -|JAOM|=180 - 5313° =~12687°
3 -3+ |MB =228T a5~ 31727~ 9964[cn
F , D
Ch+ 1 'y +0 + -ED) +,( +3 U" )
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania Liczba punktow
A Znalezienie dobrej drogi (na rysunku lub przespp 1
B Obliczenie AM 1
Wyznaczenie miarydtow [JAOM| i [OMOB.
C n 1
Wyznaczenie za diugoi tuku MB‘
D Wyznaczenie diugmi najkrotszej drogi i odpowied 1
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Zadanie 4. Promocja ekologiczna?? (3 punkty)

Rozwigzanie:

CHH % 0 b E- O ¢ ( ,( +E- H+ . 1, ,( +E +
+ .0 +# ( - E + +

; t2(3 E D .t R

3 E- ) + r=4

. . 1#0  AABS D) D(
BS = AS' + AB?! (
(R-4)° =4? +4% - R*-8R+16=16+16 / '
-~ R2-8R-16=0
A=8+4[16=64+64=128 A =+128=8/2 4'
; 0

R=2"22 o) 0 R=222 e ) v

) % %) !’ T +\/§) ‘
F ( . ( E- +

i »
P, = /R = ndl+ V2| =167fL+2v2 +2)=167{3+ 242)

N

V=R hl  h=15l )V =1673+2J2)15~ 4395
F , D
@ ) h. E- 3+ ’ %0 ( + 1, 4395cm’
Punktacja:
. ) . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania punktow
A Okreslenie, jakie warunki mugzby¢ spetnionezeby obgtosé 1
byta minimalna i rysunek
B Obliczenie promienia podstawy puszki 1
C Obliczenie olgtosci puszki i odpowiedl 1
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Zadanie 5. Tra-la-la (4 punkty)

Rozwiazanie:
B , } , 3(  (50-30)156=20[56=1120
(20-n) Kk (+ /(v 3 ( /0 O7 ( -+
/(6 %3O (-(20-n)>0,
(56+4n) K E- 3( D / (
Db/ / n 3 ( (+ /C . (3
f(n) = (56+4n)(20-n)  f(n)=-4(n+14)(n-20)
0 % +%4 1 ( , -+ ( /5"
/LG D)+ f(n) D + L, (.
. B i, .+ 0 O, , 3+ b+1(C /( L
3K OX E 43 ). ( », T (
- Y =L2+20=3 NOGE ., tn) > 7
G 31D o+, - + ( - ) , 13
, 3+ L
(+ n=3,( f(3)=-41(3+14)1(3-20)=-4117((-17)=1156
F ., D (+% i, .+ ( ( 50-3=47 3 ,( 1156 3
Punktacja:
. N . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania punktow
A Okreslenie funkcji i jej dziedziny 2
B Okresdlenie, dla jakiego argumentu otrzymana funk(ﬁjém) oshga 1
maksimum
C Okrelenie ceny ptyty dagej najwekszy zysk oraz obliczenie tego zysku 2
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Zadanie 6. Réznica, a iloczyn? (3 punkty)

Rozwigzanie:
C X ) 0 ! D y , .+ 0.
) y-x=6 y=x+6, ( xOy=x[x+6)=x"+6x!, . xy= f(x)=x*+6x
@ D( D- ¥ % 0, E- +% f(x)=x>+6x
B D) & +hb D + , ( , 1., + 4 ON
’ E- ¥ % 0,, 3+ |
6
X = =——=-3
( X =75
B (y=-3+6=3
F , D
0 ( +1( 1/ b 1, Uh D b ( 3 -3
Punktacja:
] . . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania pUNKtow
A Zapisanie iloczynu szukanych liczb jako funkcjinegl 1
zmiennej
B Okreslenie wartdci argumentu, dla ktorej funkcja aga 1
minimum
Wyznaczenie drugiej liczby i odpowied 1
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Zadanie 7. Uszatek (5 punktow)

Rozwigzanie:
Szkicujemy opisansytuacg i oznaczamy boki prostata przeza i b.

Wiemy,ze 2a+2b =16, czylib=8-a.
Pole figury ograniczonej przez cztery dorysowarke jiest rowne sumie pol kot grednicacha i b
(bo mamy po dwie potowki takich kot) i pola prosgtek czyli P =R, + B +P,

2 2
Zapisujemy to poleP = P(a;b) = n% + nBa;— +ab, aleb =8-a wicc otrzymujemy

_a)l 2
P(a)= ﬂ[—(%+ ﬂBa;—+a[ﬂ8—a), zatemP(a) = 7_27—1 a? +(8-4ma+16rm, gdziead(0;8)

Funkcja P(a) jest tréjmianem kwadratowym, ktérego wykresem jestabola o ramionach
skierowanych do gory, wt przyjmuje ona wartg najmniejsz w wierzchotku paraboli, czyli
8-4n __-4n-2)_,

= T

w punkcie o odeitej a,, = a,,y =~
207 -1
2
Mamy wtedyP,,,, = P(4)= 7—27—1 22 + (8- 47m) B +16m=87-16+32-1677+1677=877+16
Odpowiedz: Pole figury ograniczonej krzysztozong z tych czterech pétokgow jest najmniejsze,
gdy boki prostokta wynosa: a=4[b=8-4=4, czyli gdy prostot jest kwadratem.
To najmniejsze pole ma watto(877+16)cn’

Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania Liczba punktow
A Wykonanie rysunku 1
B Zapisanie pola figury w postaci funkciji 2
C W.yz.naczenie argumentu, dla ktérego funkcjagei 1
minimum
D Obliczenie minimalnego pola i udzielenie odpowied 1
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Zadanie 8. Wykroi¢ najwiecej... (4 punkty)

Rozwigzanie:

Ok 0, E D I G G
C
M X 3o~ N
Y
[ 8
A D E
=+ +0 )( X yPx>0 y>0
oo+ o> C C o, - 0 D D(
i:sin30° NB =2y
NB !
m—cos30o CN—?X
X !

i’g cos30° Bc::ABEI*/;’ BC=40E—|*/?‘75 BC=20J/3 BC=NB+CN

,(/ ( >0+, ,(C + 2y+§x=20\/§! 0 —10\/_——' . y= @(40 x)
0<x<40 ; +)( + %, E x0O(040! +1 ¢4 = +0 b b, .+
+0 'BDYCEEEAN +1, P=xy P=x[—|*2—§(4o—x)
D P:P(x):—?[k[ﬂx—m)! ( +% 0 %, .+ 0, EB@H D) b
+ 4 D + , (., 13 D) ,( 0 40 +
Y% 4, .+ 0, E x=xW=O+24O=20 B (y:73(4o—20):5\/§
F ., DCH, .+ D +01,!+1 + 5, (
] ] +0 %) 3 E- 20cm! 5v3cm
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania Liczba punktow
A Wykonanie rysunku, wprowadzenie oznatze 1
B Zapisanie pola prostata w postaci funkcji 1
C Wyznaczenie argumentu, dla ktérego funkcjagesimaksimum 1
D Obliczenie bokéw prostaka i udzielenie odpowiedzi 1
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Zadanie 9. Walec w stozku? (5 punktéw)

Rozwiazanie:
(NS T TR . E . ( /O C +
F DIGEED I > (s ri ,( + E- H

M , 1401, AABC AAFE ) )(
AF _FE 2-r _H

= = = —r)! -
E B 2 "4 " 20{2-r)! H>0 r0(02)
$ O( . b,
P,=2mH =2m 20{2-r) P, =P(r)=4nk{2-r)
B+ D +4P(r)s D + L, (., 1
D I . L O > ., , *1( r=1
N . B+ + 30 0 , TX
B (H=2((2-1)=2! 0 % E, b, .+ O . by
1, V=m?MH=2r
F , DCtH, .+ 0 , 0) , l+1 > M ,(r=1
D ,( +E-H=2F4 E- ’ % 1, V=2n
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwjzania zadania pblgi?é?/v
A Wykonanie rysunku, wprowadzenie oznatcze 1
B Zapisanie pola powierzchni bocznej walca w padtatkcji 2
C Wyznaczenie argumentu, dla ktérego funkcjagei 1
maksimum
D Obliczenie wymiardéw walca, jego @psci i udzielenie 1
odpowiedzi
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Zadanie 10. Ostro...belka (5 punktéw)

Rozwigzanie:
* «c > C + * # D (AACS
5
l: ! 5
foonl M |
K/ ',:EN ! K/ M
Tk |h Qi
SOy | s e . h
,.f} “i”‘___'l_:-:r" K 6 .IE'L II} (
A 2= x
6 B

Jest to trojkt rbwnoramienny o ramionach diug 6 i podstawie dtugeri 6/2. Jego wysoka

[
— ez _ 2 — . 3g — — 12 = 2.2
SP ma dtugac F M'SC PC V36— 18 =v18 =3y 2. Oznaczamy prze® punkt

wspolny wysokeéci SP ostrostupa oraz gérnej podstawy graniastostugazir wysokaé, a przez

x diugas¢ krawedzi podstawy graniastostupa. W takim rak#®) to 3 +0 K
xv/2
>t + xI ( MQ—— M, 101, AMQS ACPS) )(
xv/2
M_Q:g 2 :3\/E X\/EZS\/E—h I’]:?,\/E——X\/E
SQ SP 3/2-h 3/2 2 2
B +) h 3 b 1,
xv/2
P(x) = 4x [h = 4x 3\/5—T P(x)=-2v2x(x-6) B(+ D> (O & +4}
) + . C ., W,. %, .+ 0, E 0O X(
., 31 ( x:O;6:3N 3 JE +). (., +)L
] v, (1, P@R)=-2v/233-6)=
F , DB P DY+ O )/, ’ 3
¥ 1, 18/2
Punktacja:
] L . Liczba

Czynna¢ Etapy rozwazania zadania pUNKtoW

A Wykonanie rysunku, wprowadzenie oznacze 1

B Zapisanie pola powierzchni bocznej graniastostugestaci funkcji 2

C Wyznaczenie argumentu, dla ktérego funkcjagsimaksimum 1

D Obliczenie maksymalnej powierzchni bocznej; uldziee odpowiedzi 1
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Zadanie 11. Pod namiotem stonca?... (5 punktow)

Rozwiagzanie: ; (. 0, E D I G €

a X
= 2 '8
0 ( B =(v3;0p KK, O AB
0E + M=(xy) v, * ) +0 | 3, 3+ +0
), 13 . Mlz(—x; y)PK:(x;O)P Klz(—x;O)
0E + M=(xy) /( LM =(x;3—x2)! 3, 3+ )40
, 1B . M =(-x3-xpK=(x0pK,=(-x0) = + 0 D03 E

a= KKl‘ = /(x= (= x))? +(0-0)? =/(2x)? :qx|:2xP
bzm‘:\/(x—x)2+(y—0)2:|y|:3—x2 KK, OAB D> /D)( (0-1/ x>0

x0©0,+3) F ,1 0 % !, . 1, ( 1=1(x)=2@a+b)=22x+3-x?)!
xOD=(0;v3)  +4 I(x)=-2x+4x+6 &, .+ 0, E- (D} D)

. (

4
= = | - = - =
T oy 10D! , E % 1, I{)=-201+4[1+6=8

Odpowiedz: Najwigksza warté¢ obwodu prostokta o danych wtasrgiach wynosis.
Punktacja:

Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania pldgi?ée\l/v
Wykonanie wykresu funkcji i szkicow prostgkw 1
Okreslenie obwodu prostaita jako funkcji zmiennej x oraz dziedziny 2
Wyznaczenie argumentu, dla ktérego funkcjagesimaksimum 1
Obliczenie maksymalnej obwodu; udzielenie odpolzie 1

O0Ow >

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespodt w zespot z Matematyka bez Granic" 144
wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego




rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI p l m EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

* X %
* *
* *

*
* 4 *

Zadanie 12. Przychoéd, koszt, zysk... (4 punkty)
Rozwigzanie:
@ )( ( 0- + ( + 4
Zn) = p(n)-k(n) zn)=150-n?-50n-1600=—n? +100n -1600
F ., D Zn)=-n*+100n-1600
* .0 1)(1, An)=0
-n?+100n-1600=0 /:(-1)
n? -10(n+1600=0? A =100? - 4[1[1600= 100" - (2[20)*

A = (100-80)C{100+80) = 20180= 4 (BB B6= (2BB)° VA =60

Zn)=0 « (n=20C n=80)

F , D (+% 1, ( ! (4n)=0- (h=20Cn=80)
B(+ >  +h (+ D + , (5, 13,
b, .+ 0, E- () s s 3+ L n:—%:SO
+4%% , (1, (k(50)=50+50050+1600= 6600
F , D
Cth, .+ ( (+¥4 0 (C ( +4h n=50 +|
+ b +4h ,( 6600 3
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania Liczba punkté
A Wyrazenie zysku jako funkcji wielkai produkcji 1
B Okreslenie wielkaci produkcji, przy ktorej zysk jest rbwny zerp 1
C Okrelenie wielkaci produkcji, przy ktérej zysk jest najgkiszy 1
D Okreslenie kosztu produkcji gdy zysk jest napkszy 1
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespodt w zespot z Matematyka bez Granic" 145

wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego




rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA * X
KAPITAL LUDZKI ' m EUROPEISKI [N
FUNDUSZ SPOLECZNY e

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

Pakiet M-3.6 ,Zadania nielubiane:
wykaz, uzasadnij, czy istnieje...”

I. Tresci merytoryczne:

* pojecie i podstawowe wiasioi logarytmow (w tym wzor na zmiarpodstawy logarytmu),
* prawa dziata na potgach o wyktadniku rzeczywistym,

» wzory skréconego mrenia (w szczegoélrigi szécian sumy i suma sgganow),

» wielomiany i rozktad wielomianu na czynniki,

 wartcsci wyrazen dla danej wartéci zmiennej,

* dziatania na wyrzeniach wymiernych,

» wkasndaci funkcji do rozwgzania zada (w szczegolngci wyktadniczej, logarytmicznej i
trygonometrycznych),

« figury przystagce i figury podobne oraz ich wiasiog,

* zwigzki miarowe w figurach ptaskich,

« wielosciany, obgtosé i pole powierzchni catkowitej,

* zwigzki miedzy iloscig wierzchotkdw, krawdzi, przeltnych w graniastostupach.

Il. Cele szczegotowe:

* ksztatcenie umiginosci interpretacji tekstu matematycznego i formutoi@anzyskanych
wynikow,

* ksztatcenie w postugiwaniugsobiektami matematycznymi,

* ksztatcenie umigjnosci doboru modelu matematycznego do zaistniatejagyitu

« tworzenie i stosowanie strategii,

e prowadzenie rozumowania (tworzenie ndacha argumentéw) i uzasadnianie jego
poprawngci.

lll. Metody i formy pracy:
e praca w grupach,
* burza moézgow,
« karty pracy.
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IV. Przebieg zajec
Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

1.Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obécijo
2.Podziat uczniow na zespoty zadaniowe (grupy 4 s@owe).

3.Wybor liderow, sekretarzy, asystentow poszczegdinyap (zespoty zadaniowe w innym
sktadzie nt na poprzednich spotkaniach).

4.Praca w grupach: kdy zespot wym$la dla siebie nazgv (zwigzary z matematyk,
dziataniami spotecznymi, historycznymi lub wspéagmi postaciamiwiata odkry,
dokona naukowych) oraz logo zespotu.

5.Przedstawienie nazw i logo przez poszczegdlne grupy

6.Rozdanie kadej z grup zestawdvdwiczen otwieragcych oraz materiatéw potrzebnych do
rozwigzywania zada

7.Przedstawienie i porbwnanie rozan zada przez przedstawicieli grup.
8.Zebranie kart z rozwrzaniami.

9.Podsumowanie z&j.

10. Zakaczenie zajc.

Uwaga: Rozwjzania poszczegolnych zadauczniowie powinni zapisywa na oddzielnych
kartkach, podpisanych nagwzespotu i oznakowanych poprzez logo. Materiaty
dla uczniow stanowi pierwsza strona dokumeiatwiczenia otwierajce”.

Bibliografia do , Cwiczen otwierajacych”:
[1] Drébka N., Szymaski K., Zbioér zada z geometrii dla klasy I i Il liceum ogdlnoksztatego,Wydawnictwa
Szkolne i Pedagogiczne, Warszawa 1997, (zad.7r B8l stad.3.49 str.29)
[2] Karpinski M., Lech J.Zbiér zada dla klasy 1| Gdaiskie Wydawnictwo @Gwiatowe Gdask 1994, zad.116
str.37 (Zad. 2)
[3] CKE, Matematyka, Poziom podstawowy, Przykladowyawsada nr 2, marzec 2008 (Zad. 4)
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Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)
1.Uczniowie siadaj we wczéniej ustalonych zespotach zadaniowych.
2.Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawurzglazwiagzmy razem”.

3.Uczniowie dokonuj podziatu, ktéra grupachzie rozwijzywata dane zadanie. Uczniowie
powinni pocy¢ zestaw zadai rozdziel¢ zadania do odpowiednich grup.

4.Kazda grupa rozwzuje zadania samodzielnie. Po rozzeiniu zadania uczniowie redaguj
odpowied na karcie odpowiedzi (kartka formatu A4).

5.Jezeli dany zespdt zadaniowy zalazy prae, to jej cztionkowie powinni przykzy¢ sie
I pom&c w rozwgzywaniu zada innym grupom.

6.Nauczyciel zbiera karty z rozgganymi zadaniami.

7.Zakoczenie zajc.

Bibliografia do zestawu zada ,Rozwiazmy razem”:

[1] Droébka N., Szymaski K., Zbior zada z geometrii dla klasy 1 i Il liceum ogdlnoksztategq Wydawnictwa
Szkolne i Pedagogiczne, Warszawa 1997, (Zadaniza8.-1.59 str.11; Zadanie 4 - zad. 2.17 str.18aAge
5 - zad. 7.13 str.64; Zadanie 6 - zad. 9.4 str&di9.5 str.87)

[2] Gdowski B., Pludiski E., Zbiér zada z matematyki dla kandydatéw na sge uczelnieWydawnictwa
Naukowo - Techniczne, Warszawa 1986 (Zadanie t-82a str.16; Zadanie 8 - zad.85, str.16; Zadanie 9
zad.364, str.37; Zadanie 10 - zad.462, str.42; diedHl - zad.297, str.34; Zadanie 12 - zad.177.4,4st)

[3] Kujon Polski GW, 25-26 marca 2006 (Zadanie 13)

[4] OKE, Matematyka, Arkusz |, Prébny egzamin maturattaerwiec 2004 (Zadanie 2)

Spotkanie 3. ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

1. Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane kargcy zespotom zadaniowym.
2. Liderzy poszczegolnych grup prezentupzwigzania zada

3. Nauczyciel ocenia prazespotow zadaniowych (pozytywne wzmaocnienie).

4. Podsumowanie z&j.

Uwaga: Karty odpowiedzi uczniow z zestawu ,Rogwmy razem” lgdg stanowt zahcznik
do raportu z realizacji z&j.

Rysunki do Pakietu M-3.6 wykonata Iwona Derendarpa@moc programu Cabri Geometry Il
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Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” —
»Zadania nielubiane: wykaz, uzasadnij, czy istnieje...”

Exercise 1. How the ratios are preserved? (5 points)

The ratio of ABC triangle’s altitudes is equal kg:h, :h, =5:4:6. Find the ratioa:b:c of
triangle’s sides.

Aufgabe 1. Wie lassen sich die Verhaltnisse iibertragen? (5 Punkte)

Das Hohenverhaltnis in einem DreiedkBC ist gleich h, :h, :h, = 5:4:6 Berechne das
Verhaltnis der Seitem : b: c von diesem Dreieck.

Esercizio 1. Come si spostano le relazioni? (5 punti)

La relazione delle altezze del triang@8C é uguale &, : h, :h. = 5:4:6Dimostra la relazione
a:b:cdeilati di questo triangolo.

Exercice 1. Comment les relations se déplacent-elles? (5 points)

Le rapport de la hauteur du triangdBC est égal ah, :h, :h, = 5:4:6 Détermine le rapport
a:b:c des cotés de ce triangle.

Tarea 1. ¢Como se transponen las relaciones? (5 puntos)

La relacion de la altura del triangudBC equivale ah, : h,:h, = 5:4:6
Determina la relaciom: b: ¢ de los lados de este triangulo.

Zadanie 2. Co sadzisz drogi Watsonie? (3 punkty)

Figury F,, F,, F, sa podobne.
Wykaz, ze suma pol figuiF, i F, jest rowna polu figuryF,.
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Zadanie 3. Pamietaj o analitycznej... (3 punkty)

B
Wykaz, ze odcinek 4czacy srodki przeciwlegtych bokéw czworgka ma wspolnysrodek
z odcinkiem §czacym srodki przelgtnych tego czworaka.

Zadanie 4. Dwa grzyby w barszcz (4 punkty)

Uzasadnij,ze nie istnieje trojit prostoktny, w ktérym przeciwprostejtna ma diugéc 24, a lgty
ostreai [Btakie,ze cosa :S i tgs =g
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczen otwierajacych”
»Zadania nielubiane: wykaz, uzasadnij, czy istnieje...”

Zadaniel. Jak przenoszg sie stosunki? (5 punktow)

Stosunek wysokai trojkata ABC jest rownyh, :h, :h, =5:4:6.
Wyznacz stosunek : b : ¢ bokdw tego trojkta.

Rozwigzanie:
1 1 1
1, 4 1+0 P==alh, ==blh, ==clh,
( 5 Py =2 ¢
h, b_5 hy ¢ _4
F % _a=-"=_= b === b a
O 1( h, 4 h, b 6
B
D b_15 E—l—ol ( a:b:c=12:15:10 : ¢
a 12 b 15
Punktacja:
o, . . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania ounktow
A Ttumaczenie naggyk polski 1
B Zapisanie stosunkow bokéw w zatesci od stosunkow wysokai 1
C Udzielenie poprawnej odpowiedzi 1
D Sformutowanie odpowiedzi v¢zyku obcym 2
Exercise 1. How the ratios are preserved? (5 points)
Solution:
B D P=1aEha=1bEhb=lcElhC C
2 2 2
B & = E = § & = E = ﬂ b a
hy a 4 h. b 6
A < B
921—5 Ezl—ol a:b:c=12:15:10
a 12 b 15
Points:
Activity Stages of solution Points
A Translation in Polish 1
B Writing the ratios of sides depending on theosatf altitudes 1
C Giving correct answer 1
D Formulation of solution in foreign language 2
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Aufgabe 1. Wie lassen sich die Verhaltnisse iibertragen? (5 Punkte)

LOsung:
B < + :—aElha:%bﬂhbz—c[hc
B + )) E = E = § & = E = ﬂ c
h, a 4 h, b 6
b_15 ¢ _10, a:b:c=12:15:10 > N
a 12 b 15
A T B
Punktwertung:
Tatigkeits Etappen der Aufgabenlésung Punktenzahl
nummer
A Ubersetzung ins Polnisch 1
Aufschreiben der Seitenverhéltnisse je nach den
B ~ e 1
Hobhenverhaltnissen
C Angabe der richtigen Antwort 1
D Antwortformulierung in einer Fremdsprache 2
Esercizio 1. Come si spostano le relazioni? (5 punti)
Soluzione:
H p) p=2am =1bm =Ltcm,
2 2 2
F ) & = E = § ﬁ = E = ﬂ C
hy a 4 h, b 6
b a
b_15¢_10, . .ph.c=12:15:10
a 12 b 15
A c B
Punteggio:
N . , . Numero
dellattivita Tappe della soluzione dell’'esercizio di punti
A Traduzione nella lingua polacca 1
B Espressione della relazione dei lati nei confrdatie relazioni 1
delle altezze
C Risposta corretta 1
D Formulazione della risposta nella lingua stramier 2
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Exercice 1. Comment les relations se déplacent-elles ? (5 points)

Solution:
1 1 1
C ) PZEal]]aZEb[thECDhC c
C E = E = E ﬁ = E = ﬂ b a
h, a 4 h, b 6
b_15 Ezl—o! a:b:c=12:15:10 A ¢ ’
a 12 b 15
Pointage:
o L . Nombre
Activité Solution étape par étape de points
A Traduire en langue polonaise 1
B Inscrire les rapports des cotés en relation averalgports de la 1
hauteur
C Donner la réponse correcte 1
D Formuler la réponse en langue étrangere 2

Tarea 1. ¢Como se transponen las relaciones? (5 puntos)

Solucion:
. . 1 1
H)D D PZEaEhaZEbEhb:—cElhC o
F ) & = E = § g ) E = E = ﬂ ) a
h, a 4 h, b 6
b 15 ¢ _10 A ¢ B
& —=— —=—I a:b:c=12:15:10
a 12 b 15
Puntuacion:
Numgr_o de I3 Etapas de la solucion de la tarea Cantidad
actividad de puntos
A Traduccion en polaco 1
B Anotacion de las relaciones de los lados segurelasiones de 1
la altura
C Respuesta correcta 2
D Formulacion de la respuesta en lengua extranjera 2
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Zadanie 2. Co sadzisz drogi Watsonie? (3 punkty)

Rozwiazanie:

= YO ( +0 /1 E . +0 0
fa |
, a’+b’ =c?
2 2
E + E :1
C C
. 1D/
PR_c  R_c’
P a PR b
P (F! 1514
P P
l, . 2+-2=1 P+P, =P
@ X( p P ( R+PR =R
Punktacja:
] N . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania punktow
A Okreslenie skali podobigstwa figur 1
B Zapisanie twierdzenia Pitagorasazgaiem skal podobigstwa 1
C Zapisanie zwjzku midzy polami, jako konsekwenciji uzyskanych 1
zwigzkow
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Zadanie 3. Pamietaj o analitycznej... (3 punkty)

Rozwigzanie:
F ) ( GE + +1, AB DC , +0 =H
B (S . E + )GH o H .
/G XA+XB yA+yB
’ 2 2
H XC + XD yC + yD A
2 2
G
XptXg X+ Xp Yat¥Yst¥Ye T Yo
DI 1@ 2 : 2 /
cC D
XpTXe YaTV Xp ¥ Xg Yp TV
E A C ' A C F D B ' D B | E + + EF
2 2 2 2 2(S
+ X, + X+ +y.+y. +
B (SZXA XB4XC XD'yA yB4yC Yo @)(!,_ S.L:Sz:S'
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania Liczba punkt6
A Wyznaczenie wspoterdnychsrodka odcinkagczacegosrodki krawedzi 1
B Wyznaczenie wspoterinychsrodka odcinkadczacegosrodki przelgtnych 1
C Stwierdzenieze jest to ten sam punkt 1
Zadanie 4. Dwa grzyby w barszcz (4 punkty)
B
Rozwigzanie: y
317 D D( 10 0 (N( + 4 R
B ( c b A
cosazﬂ! £—§! b=18
24 24 4
b b_4 18 4 27
tgf=—'—==-l—=—-la=—1 + b , -( ,0 +
9% aa 3 a 3 2 ( (
a’+b’=c’l D) + 110 +0 ( }
Punktacja:
o, . . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwizania zadania punktow
A Wyznaczenie diugei przyprostoktnych z warunkéw zadania 2
B Sprawdzenie, czy kwadrat przeciwprosiolej rowna s sumie kwadratow 1
przyprostoktnych
C Sformutowanie odpowiedzi 1
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Spotkanie 2: ,,Rozwigzmy razem” -
»Zadania nielubiane: wykaz, uzasadnij, czy istnieje...”

Exercise 1. Similarity again (6 points)

Point O is the centre of the circle circumscribed round thangle AABC. Segmentsﬁ)and
DB have the lengths equal to 9 and 4, respectivebve?using the properties of similar triangles,
that|CD| = 6.

Aufgabe 1. Wiederum Ahnlichkeit (6 Punkte)

Der PunktO ist ein Umkreismittelpunkt des Dreiecks\BC . StreckenADi DBsind von Langen,
die entsprechend 9 und 4 betragen. Beweise, s 6. Benutze dabei die Ahnlichkeit von

entsprechenden Dreiecken.

Esercizio 1. Di nuovo similitudine (6 punti)

Il punto O € il centro della circonferenza circonscrittaAABC . | segmentiﬁ)e DBhanno la
lunghezza di 9 e 4. Prova, usando la similitudohegaiata di triangoli, ch)@_D‘ =6.

Exercice 1. Trouve la ressemblance (6 points)

Le pointO est le milieu du cercle circonscrit dansBC . Les segmentdﬁ et DB sont longs de
9 et 4. En t'appuyant sur la ressemblance degjlearconvenables, prouve qFHD =6.

Tarea 1. La semejanza otra vez (6 puntos)

PuntoO constituye un medio del circulo circunscribidorgobhABC . Los segmentoﬁ)y
DBtienen las longitudes adecuadamente 9 v 4.

Prueba, aprovechando la semejanza de los tri@mgdiecuados, q@‘ =6.

Zadanie 2. Nie taki diabet straszny (4 punkty)

Na poniszym rysunku przedstawiono rownoramienkdBC (0 podstawieAC ) oraz prostojtny
rownoramiennyABDC (0 podstawieBC). C

Uzasadnijze codJACD) < % . 41
D

A B
Zadanie 3. Moze nie wprost? (4punkty)

Zbadaj, czy istnieje trogt, w ktorym dwusieczne dwoch jegatkw wewretrznych g prostopadie.
Zadanie 4. Wprawka (3 punkty)

W AABC poprowadzondrodkowg AD.
Wykaz, ze odlegtdéci punktéw Bi C od prostejAD 53 rowne.

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespodt w zespot z Matematyka bez Granic"

wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 156



rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA * X
KAPITAL LUDZKI ' m EUROPEISKI [N
FUNDUSZ SPOLECZNY W

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI * %

Zadanie 5. Etiudka (3 punkty)
Czy istnieje trojlgt, ktorego wysokéci sa réwne 3cm, gcm, lcm?

Zadanie 6. Troszke 3D (3 punkty)

Zbadaj, czy istnieje:
a)Graniastostup, w ktérym liczba przghych jest rowna liczbie jego wierzchotkéw.
b)Graniastostup, w ktérym liczba przghych jest 3 razy wksza od liczby jego kraydzi
bocznych.
c)Ostrostup o podstawie trgjtnej, ktérego wszystkiesciany, hcznie z podstay 3
trojkatami prostoktnymi.

Zadanie 7. Ach, te utamki (4 punkty)

Wykaz&, ze jezeli 1 +l +l -1 to co najmniej dwie spgood liczb a, b, cs3 liczbami
a b c a+b+c

przeciwnymi.

Zadanie 8. Sumy sze$cianow i szescian sumy (3 punkty)

Wykaza, ze j&li a+b+c=0, to a®+b’+c’® =3abc.

Zadanie 9. Potega potegi. Wspdlne podstawy-bezcenne (7 punkty)

a) Ktéra z liczb jest V\q'ksza(\/i)ﬁ, czy (\/5)&’?
1
+

b) Wykaz&, ze >2
log,3 log,3

Zadanie 10. Bezou’tki (3 punkty)
Wykaza, ze dlan N, wielomian (x — 2)" + (x—1)" -1 jest podzielny przefx —1)[(x - 2).
Zadanie 11. Kula i wiele scian (4 punkty)

Wykaz&, ze dla kadego wieldcianu opisanego na kuli o promieniu
R stosunek oljosci wieloscianu do jego pola powierzchni jest

wielkoscig stah i rowng g

Zadanie 12. Wariacja (6 punktow)

Przez punkR potazony wewntrz AABC poprowadzono trzy proste
réwnolegte do bokow tropka.
Otrzymano w ten sposob trzy tréflg o wspolnym wierzchotkiRi  ---

polachP, PR, P,.

Uzasadnijze Pygc = (ﬁ+¢€ +\/33)2

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespodt w zespot z Matematyka bez Granic"

wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 157



rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA * X x
KAPITAt LUDZKI pl m uroreis S
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

* 4 *

Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ¢wiczen ,Rozwigzmy razem”
»Zadania nielubiane: wykaz, uzasadnij, czy istnieje...”

Zadaniel. Znéw podobienstwo (6 punktow)

PunktO jestsrodkiem okegu opisanego nAABC . Odcinki ADi ﬁBmajq dtugasci odpowiednio
rowne 9 i 4. Udowodnij, wykorzystag podobi@stwo odpowiednich trogtéw, ze ‘C_D‘ =6.

Rozwiazanie:
AADC ~ ACDB (kk)
A CDh . A | B
|AD _ (D) , wiec [CD|” =|AD| (DB o
cD| |DB
ICD|” =9 =36, |CD| =6.
Punktacja:
] N . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania punktow
A Ttumaczenie naggyk polski 1
B Stwierdzenie i uzasadnienie podatsigva trojlatow 1
C Poprawne zapisanie proporcji 1
D WyznaczenigCD| 1
E Sformutowanie odpowiedzi wzyku obcym 2
Exercisel. Similarity again (6 points) St
Solution: .
AADC ~ ACDB (AAA angles criterion)
A CD atanistyczna — Diabli
ﬂ = u , So |CD|2 = |AD| |:|:|DB| A ) o B \?\rledza?;ktn udn?vnz‘mt
ICD| |DB|
ICD|* =9# =236, |CD| =6.
Points:
Activity Stages of solution Pointg
A Translation in Polish 1
B Argumentation for triangles similarity 1
C Writing of correct proportion 1
D Finding [CD| 1
E Answer in foreign language
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Aufgabe 1. Wiederum Ahnlichkeit (6 Punkte)

LOsung:
AADC ~ ACDB (kk) <
M = @ ' also
CD  |pg \ .
0 D
IcD|” =|AD| [IDB|

ICD|” =9 =36, |CD| =6.

Metody dowodzenia twierdzen

Satanistyczna — Diabli

wiedza jak to udowodnic

Punktwertung:
Tatigkeits .
Aummer Etappen der Aufgabenlosung Punktenzahl
A Ubersetzung ins Polnisch 1
B Feststellung und Begriindung der Ahnlichkeit begiBcken 1
C Richtiges Vorschlagaufschreiben 1
D Bestimmung vorjlCD| 1
E Antwortformulierung in einer Fremdsprache 2

Esercizio 1. Di nuovo la similitudine (6 punti)

Soluzione:

AADC ~ ACDB (kk)
[
|CD|—|DB|,qumd||CD| =|AD|JDB| A o

ICD|* =94 =236, |CD| =6.

Metody dowadzenia twierdzen

Satanistyczna — Diabli
wiledzg jak to udowodnic

Punteggio:
N Tappe della soluzione Dell’esercizio Numero
dellattivita bp di punti
A Traduzione nella lingua polacca 1
B Asserzione e prova della similitudine di triarigol 1
C Espressione corretta delle proporzioni 1
D Indicazione diCD| 1
E Formulazione della risposta nella lingua stramier 2
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Exercice 1. Trouve la ressemblance (6 points)

Solution:

AADC ~ ACDB (kk)
|AD] _ @ donc|CD|" =|AD| (DB : B
ICD| |DB| s

IcD|” =9 =36, |CD| =6.

Metody dowodzenia twierdzen

Satanistyczna — Diabli
wiedzg jak to udowodnic

2 & D6 6) 6 ) / Z
Pointage:
Activité Solution étape par étape Nombre
bep P de points
A Traduction de I'exercice en langue polonaise 1
B Constatation et justification de la ressemblate®triangles 1
C Inscription correcte des proportions 1
D Désignation d¢CD| 1
E Formuler la réponse en langue étrangere 2
Tarea 1. La semejanza otra vez (6 puntos)
SO'UCIén. Metody dowodzenia twierdzen
C
AADC ~ ACDB (kk)
A CD
m = u entonceéfCD|2 =|AD| DB
IcD| |DB A B
2 © b Satzmst_‘yiztna E Dlatéh i’
|CD| :9@.:36, |CD|:6 wiedzg jak to udowodnic
Puntuacion:
Numero de . Cantidad
- Etapas de la solucién de la tarea
la actividad de puntos
A Traduccion en polaco 1
B Constatacion y motivacion de la semejanza deilsgulos 1
C Anotacién correcta de la proporcion 1
D Determinacior/CD)| 1
E Formulacion de la respuesta en lengua extranjera 2
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Zadanie 2. Nie taki diabet straszny (4 punkty)

F

Rozwigzanie:

>( |BDj=

x=|DC|!,  (|BC=xJ2=|AB!|AD|=x(v2 +1)

tgar = 2 ) _ J2 +11 tga = 24142 a = 675°
X

FA
cos60’° == co<a 0-, ) cos675° < cos6l’
Punktacja:
. ) . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwizania zadania punktow
A Oznaczenie jednego z bokow trdlig | wyrazenie potrzebnych 1
pozostatych odcinkéw za jego pomoc
B Wyznaczenie wartei funkcji trygonometrycznej 1
C Wyznaczenie wartai kata 1
D Wykazanie warunku zadania 1
Zadanie 3. Moze nie wprost? (4punkty)
Rozwigzanie:
_ C
AD 1 BE ) +01, ai B 10 =H
unHCE, . 1, 0 3
@ (. . %a+%ﬂ=90°! > a+ B =180 . /
;) ) +01,, 10 ,(C 3 (, (a+pB+x=180+y! x>0 (
., - & /180! 4 >/,
2 + 1%0 b
Punktacja:
, . . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania punktow
A Oznaczenie tréita i katdbw powstatych po poprowadzeniu 1
dwusiecznych
B Zapisanie zwjizkbw micdzy katami 1
C Stwierdzenie nieistnienia takiego tréfix z uzasadnieniem 2

v
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Zadanie 4. Wprawka (3 punkty)

Rozwigzanie:
AEDC = AFDB N+ +L

D> [CE =[BF
Punktacja:
] N : Liczba
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania punktow
A Wykonanie rysunku z oznaczeniem odlégto 1
B Stwierdzenie przystawania odpowiednich tabikv z 1
uzasadnieniem
C Stwierdzenie réwrigi odpowiednich odcinkow 1
Zadanie 5. Etiudka (3 punkty)
Rozwigzanie:
10 P=lam=lpP=1cn g
2 2 2 2 .
9 (+4)(c=Sb=3a
2 B - c
1 2
a=—-c b==c
) 3 3
2+, . c=a+b! + 1k+0 b
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania pldr?i{)ée\llv
A Zapisanie zwjzkow miedzy bokami danego trGjka 1
B Wyznaczenie dwdch bokéw za pomdrzeciego 1
C Sformutowanie odpowiedzi 1
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Zadanie 6. Troszke 3D (3 punkty)

Rozwigzanie:
L B 3 . 0 O +0 (. N "L % 1, b
£ 3+1 Ll
L B 3 E +0 O b +0 ( N VL% 1, b
oo+, (
L 2 +h+ (
NF 30 oz +,( +E §F , 3+ ) +0 L
Punktacja:
o, . . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwizania zadania punktow
A Sformutowanie odpowiedzi a) 1
B Sformutowanie odpowiedzi b) 1
C Sformutowanie odpowiedzi c) 1
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Zadanie 7. Ach, te utamki (4 punkty)

Rozwigzanie:

3/ 1+1+E_;—0!

a b c¢c a+b+c

@O, .

bcla+b+c)+acla+b+c)+abla+b+c)-abc _
abda+b+c) -
da+b+c)b+a)+abla+b+c-c) _ (a+b)cla+b+c)+ab] _
abda+b+c) abda+b+c)
a+b)lac+bc+c® +a a+b)alb+c)+clb+c
( ba)l[bc(afb+c) b]:O) ( ( ZEbE:(aH):Hc() )]
(a+b)(b+c)a+c)
abda+b+c)

0

0

=0!

=0 = a=-b b=-c a=-Cc

Punktacja:

Liczba
punktow
A Poprawne sprowadzenie wysmia do wspbolnego mianownika 1
B Grupowanie wyrzen licznika i zapisanie w postaci iloczynowej 2
C Sformutowanie odpowiedzi 1

Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania

Zadanie 8. Sumy sze$cianow i szeScian sumy (3 punkty)

Rozwiazanie:
a® +b®+c® - 3abc=a’ +3a%0 +3ab’ + b® + c® - 3a’h - 3ab® - 3abc=(a+b)’ +c* —3abla+b+c)=

:(a+b+c)[(a+b)2—(:(a+b)+cZJ—3ab(a+b+c)=(a+b+c)[a2+2ab+b2 —ac—bc+c? - 3ab|=

=(a+b+c)(a® +b* +¢c? —ab-bc-ac)= 0fa? + b? + ¢ —ab-bc-ac)= 0
) a®+b’*+c® =3abc

Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwiazania zadania Liczba
y Py Tozvia punktéw
A Przyréwnanie wyrzenia do 0 i dopisanie wyien 2
umazliwiajgcych wyhczenie sum)(a +b+ C)
B Sformutowanie odpowiedzi 1
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Zadanie 9. Potega potegi. Wspdlne podstawy-bezcenne (7 punkty)

Rozwigzanie:

F

(

(

23 (v2) " =22=38

2
Je>21, . 3°>9) >(, . (2)°h(\3)”
1 1 1 1
b + = =log,2+log,5=10g,10>10g,9 =2
) Iog2 3 |og5 3 1 1 93 93 93 93
log,2 log,;5
1 + 1 -
log,3 log,3
Punktacja:
o, . . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwizania zadania punktow
A Podniesienie wyraen do wspdlnej paii a) 1
B Porownanie wartei wyktadnikdw a) 1
C Udzielenie odpowiedzi z uzasadnieniem a) 1
D Poprawne sprowadzenie wyea do logarytméw o wspolnej 1
podstawie b)
E Zastosowanie zwrzku na suralogarytmow o jednakowej 1
podstawie b)
F Oszacowanie nierowsa z uzasadnieniem b) 2
Zadanie 10. Bezou’tki (3 punkty)
Rozwigzanie:
F o D(
W(1)=(-1"+0-1=1-1=0
W(2)=0+1"-1=1-1=0
cY (., = .0D (x-1) (x-2)
Punktacja:
o, . . . Liczba
Czynnai¢ Etapy rozwizania zadania ounktow
A WyznaczenidV (1) 1
B WyznaczeniaV(2) 1
C Udzielenie odpowiedzi z uzasadnieniem 1
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Zadanie 11. Kula i wiele scian (4 punkty)

Rozwiazanie:

F X ( R, P, R, E , E

E R D> M+ b, , E
1 1 1

Y% :—P1R+—P2R+...+—F>nR:1R(Pl+P2 +.+ Pn):ERP
3 3 3 3 3

C

vK % E-, E !

P K » o, b, E
V R
@>(C.. =2
P 3
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania Liczba
Y Py rozwa punktow
A Zapisanie olgjtosci wieloscianu w postaci sumy ofipsci odpowiednich
ostrostupow o wysokai R
B Przeksztatcenie rownania i wprowadzenie pola paxehni catkowitej
C Zapisanie odpowiedniego stosunku
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespodt w zespot z Matematyka bez Granic" 166

wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego




rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA * X
KAPITAL LUDZKI l m EUROPEISKI [N
FUNDUSZ SPOLECZNY e

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

Zadanie 12. Wariacja

Rozwiazanie:
AABC O((P
>, DO/, (+ + »
R Y
S b’ S b’ S b’
B H+1. (D D, ¢+
F + b +b,+b, =Db!
( ﬁ+&+% =1!
b b b
L W B R .
b JP' b JP' b JP
VR P AP _
FoO S+ 2+ =1
JP P WP
VP =R+p + Bl 4L P[RR+
Punktacja:
o, . . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwizania zadania punktow
A Stwierdzenie podobisstwa tréjlgtow 1
B Wyznaczenie skal podolsistwa trojlgtow 1
C Zapisanie skal w poazaniu z polami trojitow 2
D Wykonanie przeksztatégprowadacych do tezy zadania 2
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Pakiet M-3.7 ,Groch z kapustg,
czyli przypominki przedmaturalne”

I. Tresci merytoryczne:

* dziatania na pegach,

* podstawowe wiasriai logarytméw (w tym wzor na zmiarpodstawy logarytmu),
* prawa dziata na potgach o wyktadniku rzeczywistym,

» wzory skréconego mrenia,

» wielomiany i rozktad wielomianu na czynniki,

 wartcsci wyrazen dla danej wartéci zmiennej,

* dziatania na wyrzeniach wymiernych; porownywanie liczb, wyea,

» wlasndci funkcji, sporadzanie wykresow,

 zwigzki miarowe w figurach ptaskich,

* wielosciany, obgtos¢ i pole powierzchni catkowitej,

 zwigzki miedzy iloscig wierzchotkow, krawdzi, przelktnych w graniastostupach.

Il. Cele szczegotowe:

* ksztatcenie umiejnosci interpretacji tekstu matematycznego i formutowmamzyskanych
wynikow,

* ksztatcenie w postugiwaniugsobiektami matematycznymi,

« ksztatcenie umigfnosci doboru modelu matematycznego do zaistniatejesjiu

* tworzenie i stosowanie strateqii,

 prowadzenie rozumowania (tworzeniédacha argumentow) i uzasadnianie jego
poprawndci.

lll. Proponowane metody i formy pracy:
* praca w grupach,
* burza mozgow,
* karty pracy.
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IV. Przebieg zajec:

Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

1.

oD

© N o O

Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obécio
Podziat uczniow na zespoty zadaniowe (grupy 4 s@owe).
Wybor lideréw, sekretarzy, asystentéw poszczegdirgrup.

Rozdanie kadej z grup zestawdvwiczen otwierapcych oraz materiatdw potrzebnych
do rozwhzywania zada

Rozwigzywanieé¢wiczen przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.

Przedstawienie i porOwnanie roz®an zada przez przedstawicieli grup.

Zebranie kart z rozwzaniami.

Podsumowanie i zakeazenie zajc.

Rozwjzania poszczegolnych zadauczniowie powinni zapisywa na oddzielnych

kartkach podpisanych nazwzespotu i oznakowanych poprzez logo. Materialy dla
uczniéw stanowi pierwsza strona dokumer@wjczenia otwierajce”.

Bibliografia do , Cwiczen otwierajacych”:

[1]
(2]
(3]
[4]

Bednarek W.,Zbiér zada dla ucznidéw lubicych matematyk Gdaiskie Wydawnictwo Qwiatowe,
Gdaisk 1995 (Zadanie 4 - Strona 21, zadanie 100)

Pawtowski H.,Olimpiady i konkursy matematyczr@ficyna Wydawnicza Tutor, Tofilr002, (Zadanie 3 —
zadanie 8.12, strona 183)

Pod redakgj Franciszka Klorkaviatematyka, Zeszyt 5ODN, Zielona Gdra 1988, (Zadanie 2 — strona 95
zadanie 82)

Zadania Treningowe 2003/2004BG ze strony internetowej — (Zadanie 1)

Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)

1.
2.
3.

Uczniowie siadaj we wczéniej ustalonych zespotach zadaniowych.
Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawurzgdazwigzmy razem”.

Uczniowie dokonuyj podziatu, ktora grupackizie rozwigzywata dane zadanie. Uczniowie
powinni pocy¢ zestaw zadai rozdziel zadania do odpowiednich grup.

Kazda grupa rozwizuje zadania samodzielnie. Po rozz@niu zadania uczniowie
redaguj odpowied na karcie odpowiedzi.

Jezeli dana grupa zakezy prae, to jej czionkowie powinni przgtzy¢ sic i pomoc
W rozwigzywaniu innym grupom.

Nauczyciel zbiera karty odpowiedzi.
Zakaczenie zajc.
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Bibliografia do zestawu zada ,Rozwiazmy razem”:

[1]
(2]
(3]
[4]

Rams S., Rams TMi dzynarodowy Konkurs Matematyczny ,Matematyka bemit, Cze |, Zadania
konkursowe 1998-200Rowy Scz 2003, (Zadanie 5 — zadanie 11, strona 53)

Red. Klorek F.,Matematyka, Zeszyt &srodek Doskonalenia Nauczycieli, Zielona Géra 198&danie 1

— zadanie 56, strona 47; Zadanie 2 — zadanie rohastt9; Zadanie 4 — zadanie 59, strona 47)

Red. Klorek F., Matematyka, Zeszyt &srodek Doskonalenia Nauczycieli, Zielona Géra 19&&danie

10 - Zadanie 6, strona 95; Zadanie 11 - Zadanstr@na 94;)

Red. Klorek F., Matematyka, Zeszyt ©srodek Doskonalenia Nauczycieli, Zielona Gora 19@&danie

12 — zadanie 85, strona 29)

Matematyka bez Granic - edycja 2002/2003 -
http://www.xlo.pl/2003/glowna.php?to=konkursy/mbg@2zadania (Zadanie 9)

Spotkanie 3: ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

1.
2.
3.
4.

Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane kargcy zespotom zadaniowym.
Liderzy poszczegOlnych grup prezegtupzwigzania zadania.

Nauczyciel ocenia pragrup (pozytywne wzmaocnienie).

Podsumowanie zgj.

Uwaga: Karty odpowiedzi ucznidw z zestawu ,Rogmmy razem” lgdg stanowé zahcznik do
raportu z realizacji ze§.

Rysunki za pomocprogramu Paint oraz Wykresy za pomagarogramu Geogebra do Pakietu
M-3.7 wykonata Helena Ewert — Fechner

Zdj cie do Zadania 4 wykonata Anna Rybak

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespodt w zespot z Matematyka bez Granic"

170

wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



rok zat. 1919
UNIA EUROPEJSKA * X
KAPITAL LUDZKI l m EUROPEISKI [N
FUNDUSZ SPOLECZNY e

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” -
»Groch z kapustg, czyli przypominki przedmaturalne”

Exercice 1. Un cube de fromage (6 points)

Un des cubes de fromage de 5cm de cbté a été ¢muene sur le dessin.
On a fait 12 trous, régulierement placés, parall@lex rebords du cube, dont
la section est un carré de 1cm de coté.

Calcule le volume du cube troué.

Tarea 1. Pastilla de queso (6 puntos)

La pastilla de queso con la arista de la longiteidcmn ha sido perforada de
la manera presentada en el dibujo mas arriba. Hamch12 agujeros
colocados regularmente y paralelamente a la adistéa pastilla y cuyos
cortes constituyen un cuadrado del borde de 1cm.

Calcula el volumen de la pastilla perforada.

Aufgabe 1. Kasewiirfel (6 Punkte)

Ein Kasestuck mit der Kante von 5cm Lange wurdehldchert, wie
auf der Zeichnung. Es wurden 12 Ldcher gemacht,gtBehmaliig
gelegen sind, parallel zu Kanten des Wairfels lauterd derer
Durchschnitt ein Quadrat mit der Seite von 1cm lgiisg

Berechne das Volumen der durchlécherten Wirfel.

Exercise 1 Piece of cheese (6 points)

A cube of cheese with the edge length 5cm was guefast like on the
picture. There were made 12 holes in some reguly. Whe holes are
parallel to edges and their intersection is a sguath the side of 1cm.

Calculate the volume of the pierced cube.

Esercizio 1. Un pezzo di formaggio (6 punti)

Un pezzo di formaggio con il bordo lungo di 5 crane perforato, come sul
disegno. Sono stati fatti 12 fori regolari i quaitraversano il cubo
parallelamente al suo bordo e la loro sezione equedrato con il lato
di 1 cm.

Calcola il volume del pezzo perforato.
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Zadanie 2. Diabetek (6 punktéw)

Naszkicuj wykres funkcjf (x) = 2'°8:(x"~=~¢),

Zadanie 3. Najmniej? (5 punktow)

Dla jakiej wartdci x, funkcja f(x)=x* - x* - 2x -5 przyjmuje warté¢ najmniejsa?

Zadanie 4. Bleee... (6 punktéw)

W pewnym cagu arytmetycznynS =S, gdziem#n.
Wykez, ze S,,,, = 0
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczen otwierajacych”
»Groch z kapusta, czyli przypominki przedmaturalne”

Zadanie 1. Kostka sera (6 punktow)

Kostka sera o kragdz dtugadsci 5cm zostata przedziurawiona, tak je
na rysunku. Wykonano 12 otwordéw, ktére segularnie utaone,
biegm rownolegle do krawdzi kostki, a ich przekrdj jest kwadratem
boku 1cm. Oblicz olfos¢ podziurawionej kostki.

Rozwiazanie:

I+ + D( ( E DQF O DC -- 1,
2 ( (+1( h. E-% 1,
5-5-1—4-1-1-1=25—4=21[cm?]

) b E-+ o+ o1,
3:21+2:9=63+18= 81[cm?]

9,
F 4% E- D/ (- ) 40 . E + + k. E-,(+ ( , 1,
Punktacja:
Czynna¢ Etapy rozwiazania zadania Liczba punktow
A Ttumaczenie nagyk polski 2
B Obliczenie ohjtosci dziur w poszczegdlnych warstwach 2
C Obliczenie ohjtosci sera 1
D Sformutowanie odpowiedzi v¢zyku obcym 1
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Exercice 1. Un cube de fromage (6 points)

Solution:
F D ) C 7
0 ( < ) 6 AS5-5-1—4-1-1-1=25-—4=21[cm?]
H N H N
H H H BN
0 ( D 6 A 3-3-1=9[cm’]
H B H B
I=I=I l=l=l
HEEEER EEEEE
H BN H B
$ < ) D 6 A3-21+2-9=63+18= 81[cm?]
F < ) D ( < ) < )
Pointage:
o L . Nombre
Activité Solution étape par étape de points
A Traduction en langue polonaise 2
B Calcul du volume des trous pour chaque tranche 2
C Calcul du volume du fromage 1
D Réponse en langue étrangere 1
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Tarea 1. Pastilla de queso (6 puntos)

Solucién:
H D 7
2 (< D
5:5:1=—4+1:1:1=25—=4=21[cm?]

JF ),

(< D
& < ) 7 7 <
3.214+2-9=634+18= 81[cm?]
&< ) 7 ( < ) <
b
Puntuacion:
Numero de la . Cantidad
- Etapas de la solucién de la tarea
actividad de puntos
A Traduccion correcta en polaco 2
B Célculo del volumen de los agujeros en las cegmsectivas 2
C Célculo del volumen del queso 1
D Formulacion de la respuesta en lengua extranjera 1
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Aufgabe 1. Kasewiirfel (6 Punkte)

Losung:
T » Dt B +)) T ;
; ! ?2 ) 5:5:1=4:1:1-1=25-—4=21 [cm’]
H E H N H N
H H H N H N
’ ] < ? ) 3 b 3 b 1 = g[ﬁ‘ma]
H B H BN
l=l=l I=I=I
EEEEE EEEEN
H BN H B
? ) | . 1
3.214+2-9=634+18= 81[cm?]
I < > + ) D) ? ) D $> <
)7 ) LT
Punktwertung:
Tatigkeitsn Etappen der Aufgabenlésung Punktezahl
ummer
A Ubersetzung der Aufgabe ins Polnisch 2
B Berechnung der Volumen von der Locher in einzelnen 2
Schichten
C Berechnung des Kasevolumens 1
D Richtige Antwortformulierung in einer Fremdsprach 1
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Esercizio 1. Un pezzo di formaggio (6 punti)

Soluzione:

2 ) D QF D> 7
2 < D

5-5-1—4-1-1-1=25—4= 21 [em?]

H BN H B
< ) D
3.214+2-9=634+18= 81[cm?]
0< >\ < D <D p)
Punteggio:
Attivita Tappe della soluzione dell’esercizio Numero
di punti
A Traduzione nella lingua polacca 2
B Calcolo del volume dei fori nelle fette 2
C Calcolo del volume di formaggio 1
D Formulazione della risposta nella lingua stramier 1
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Exercise 1. Piece of cheese (6 points)

Solution:

B < ) B S
2 < )

5-5-1—4-1-1-1=25—4= 21 [em?]

2 < )
3.214+2-9=634+18= 81[cm?]
2 < ) . ( < ) )] <
Points:
Activity Stages of solution Points
A Translation in Polish 2
B Calculation of volume of holes in all slices 2
C Calculation the volume of cheese 1
D Answer in English 1
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Zadanie 2. Diabetek (6 punktow)

Rozwiazanie:
B(C  X( . +b fla) = 2lemlxt-ad) | (> L(+!
/,C /7 . > s .
XxOD, = x*-x-620 = (x+2)[{x-3)20 « xO(-»;-2)0(3;)
> D =(-w-2)0@x) 1 ¢ DC .3 E | (> @ =p
O 1 )( 2%l =y 5 :0 f(x)=x2-x-6 xO(-0:=2)0(3 )
Yy
A |
5-
4.
|y
1] '
<3 i 1 0 1 2 I3 T4
| I
! 1 I
i /
\ /
\\ 2 !
/
\ /
\\ 3, /
/
\\ /
\ -4 //
\\ /
-l //
\\ /
-6 //
Punktacja:
] N . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania punktow
A Wyznaczenie dziedziny funkciji 2
B Zastosowanie wtasioi logarytmu i zapisanie wzoru funkciji 2
C Sporadzenie wykresu funkcji 2
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*
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Zadanie 3. Najmniej? (5 punktéw)

wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Rozwiazanie:
, 7 f(x)=xt = x? —2x-5=(x* —2x2 +1)+ (x* - 2x+1)-7=(x* -1 +(x-1)* -7
.. D07 fX)=-7 o+ L O f(x)=-71 (x*-1=0 x-1=0!
( (x=1 > D % 0, E-N 1, OKiL + 4 OR x=1
, D +% f(x)=x*-x*-2x-5 %, E ¥ 0 x=1
Punktacja:
, . . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania punktow
A Przeksztatcenie wzoru funkcji 2
B Okreslenie najmniejszej warfgi otrzymanego wyrgenia 1
C Wyznaczenie X, dla ktérego funkcja przybiera w&rto 2
najmniejsz i odpowied
Zadanie 4. Bleee... (6 punktéw)
Rozwiazanie:
3/ B , (O 0 (D> C OS, =5, m#n
2 S, =0
10,3 E 0 (D ( D X(
s = 2a, +(m-1)r s = 2a, +(n-1)r - s = 2a, +(m+n-1)r {m-+n)
2 2 2
+(m- +
>s,=s, o Bt g, 2G5 0 5
[2a, +(m-1)(r]im=[2a, +(n-Dir]inj , D¢ , 1, +, . (
2a, [m+(m-1)irim=2a, [n+(n-1)r(n j ), (+ . ¢ .0
2a, [m-2a, [n+(m-1)irim-(n-1)irin=0j , D( , (%
2am-2an+m’r—-mr-n’r+nr=0j (. ( (0 (., 1 ( +
2a1(m—n)+(m2—n2)r—(m—n)r=0j (¢, 1 17/ .+, 1,
2a,(m-n)+(m-n)i(m+n)r -(m-n)=0j 7/ m#n/, . m-nz0 )
1, 27( - m-n
F O %)(2a+(m+n)-r=0 ( 2a+(m+n-2r=0 )
+(m+n-
S . = 28, (m2 n-1) [(m+n):g[ﬂm+n):OA
Punktacja:
, . . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania punktow
A Podanie zatzenia i tezy oraz wzoru na sgmyrazow cigu 1
arytmetycznego
B Poroéwnanie sum i przeksztatcenie otrzymanego abwen 4
C Wykazanie prawdziwii tezy 1
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Spotkanie 2: ,,Rozwigzmy razem” -
»Groch z kapustg, czyli przypominki przedmaturalne”

Exercice 1. Cercles (6 points)

La distance entre les deux milieux de deux ceretgle 1. Le rayon d’'un de ces cercles est égal
a 4.Quelle est la longueur du rayon de l'autreleggicles deux cercles se recoupent?

Tarea 1. Circulos (6 puntos)

La distancia de dos centros de los circulos equiadl. El radio de uno de ellos es 4. ¢Qué longitud
puede tener el radio del otro circulo si estosutidis se cruzan?

Aufgabe 1. Kreise (6 Punkte)

Der Abstand zwischen zwei Kreismittelpunkten bdtrdg Der Radius von einem der Kreise
betragt 4. Welche Lange kann der Radius des zwéteimses haben, wenn diese Kreise sich
Uberschneiden?

Esercizio 1. | cerchi (6 punti)

La distanza fra due centri di cerchi fa 1. Il ragdi uno di loro fa 4. Quale lunghezza puo avere il
raggio del secondo cerchio, se questi cerchi srsetano?

Exercise 1, Circles (6 points)

The distance between the centres of two circlds e radius of one of them is 4. Of what length
can be a radius of the second circle in the caseithbles intersect.
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Zadanie 2. Troj — katy (3 punkty)
Wiadomo,ze w trojkacie prostoktnym: c? = a? + b?,
gdzie a,b - oznaczaj dlugaici przyprostoktnych; ¢ - diugac¢ przeciwprostoktnej.
2
Znalez¢ katy ostre tego trojita, jezeli: c :1
atb 2
Zadanie 3. Latajacy Wektor (4 punkty)®

Z dwéch miejscowiri odlegtych od siebie o 3 kilometry wychadz
jednoczénie na spotkanie dai Matgosia. J& idzie z pedkaoscig

90£_, a Malgosia z midkoscia 60—"_]. Rownoczénie z Jasiem
min min

wyrusza pies Wektor biegay z pedkoscia 300&, ktory dobiega
min

. do Malgosi, zawraca, dobiega do Jasia, znowu zaniraega tak do
chwili, kiedy J& i Malgosia spotkaj sie. lle kilometrow przebiegnie
Wektor?

Zadanie 4. Im wiecej ciebie tym mniej (4 punkty)

. Lo 1.1
Zmiennex,y >0, x+ y=6. Znal&¢ najmniejsa wartag¢ sumy: — +—.
Xy

Zadanie 5. W czasie (4 punkty)

Na peronie diugi 340m Hansi czeka na pam i rozmyla:
* Przypdémy, ze pocag, ktory wianie przyjechat potrzebuje doktadnie 6 sekund,
aby przejechakoto mnie ze statpredkoscia.
*  Przypdéémy, ze medzy chwib, w ktorej lokomotywa dotrze do pagku peronu,
a chwih, w ktorej tylne swiatto ostatniego wagonu minie koniec peronu uptyn
23 sekundy.
Jaki diugi jest ten pogi i jaka jest jego pIdkos¢?

Zadanie 6. Mono (2 punkty)

5 +2 jest w przedziale (&)

Funkcja f(x) =

A. Malejaca
B. Rosnca
C. Monotoniczna
D. Nie da s¢ okresli¢
Wskaz zdania prawdziwe, odpowigdizasadnij.

Zadanie 7. Standard (2 punkty)

lle jest dodatnich wyrazéwagu a, = (6-n)(n+1)?

® Zadanie wiasne
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Zadanie 8 Przeciwne, czyzby? ... A jednak! (3 punkty)®

Uzasadnijze liczby /7 - 443 i +/3-2 s liczbami przeciwnymi.

Zadanie 9. Okno ¢wiartki (6 punktéw)

Kwadratowe okno o boku diuga 1m powinno zostaoszklone tak jak pokazuje rysunek obok.
Powierzchnie szklanegsograniczone przez dwiéwiartki, kota, ktoregosrodki lezg w dwoch
dolnych wierzchotkach kwadratu. Oblicz pole powami kazdej z czterech szklanych@zi.

Zadanie 10. Co jest wieksze? (6 punktéw)

102

1
Poréwnaj liczby a i b, gdy = 3°%° +10% % 258 p = 5% +l@/ﬂ)_

Zadanie 11. Trojkat (4 punkty)
a b

cosA cos<B

Wykaz, ze jezeli w tréjkacie zachodzi rown: , to jest to trojlgt rownoramienny.
Zadanie 12. Ciastko z dziurka (6 punktow)

Naszkicuj wykres funkcji:

Flx) =

® Zadanie wiasne
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu éwiczen ,Rozwigzmy razem”

»Groch z kapustg, czyli przypominki przedmaturalne”

Zadanie 1. Okregi (6 punktow)

Odlegtas¢ srodkéw dwoch okggdw wynosi 1. Promigjednego z nich wynosi 4.
Jalg dtugas¢ maze miee promier drugiego okggu, jezeli te okegi przecinag Sic?

wspotfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Rozwigzanie:
A BK E + + .1,
r, r,>06 D) +.1,
AB=1 3 (D (-, + |r, =1, <|AB/ <1+,
n-4<1
F O %Y)( # 1, E
rn+4>1
* ,0 > 0 (r0O(35)
Punktacja:
, . . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania punktow
A Thumaczenie naggyk polski 2
B Ulozenie nieréwnéci 1
C Rozwizanie nieréwngri 2
D Sformutowanie odpowiedzi wzyku obcym 1
Exercice 1. Cercles (6 points)
Solution:
A BK 7 D Pr, r,>0Kk (
|AB =1! 7 r, = r,|<|AB<r, +T,
D
r,—4<1
C () 67 no4s<ly r,0(3 5)
r+4>1
Pointage:
Activité Solution étape par étape Nom_bre de
points
A Traduction en langue polonaise 2
B Formulation de I'équation 1
C Solution de I'équation 2
D Réponse en langue étrangeére 1
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Tarea 1. Circulos (6 puntos)

Solucion:
A BK 0 Pr, r,>0K 0
g =1 > 7 fn-nl<[AB<n
rn—-4<1
FooD ) 1 R
rn+4>1
$ r,0(3 5)
Puntuacion:
Numero de Ia . Cantidad
s Etapas de la solucién de la tarea
actividad de puntos
A Traduccion correcta en polaco 2
B Formacion de la inecuacion 1
C Solucion de la inecuacion 2
D Formulacién de la respuesta en lengua extranjera 1
Aufgabe 1. Kreise (6 Punkte)
LOosung:
A BK @ + 1 Pr, r,>0K* |
AB=1 D - T henl<lAg<n
rn-4<1
B +)) ) 9 =4
rn+4>1
$> r,0(3 5)
Punktwertung:
Tatigkeitsn Etappen der Aufgabenlésung Punktezahl
ummer
A Ubersetzung der Aufgabe ins Polnisch 2
B Ansatz einer Gleichung 1
C Das Losen der Gleichung 2
D Richtige Antwortformulierung in einer Fremdsprach 1
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Esercizio 1. | cerchi (6 punti)

Soluzione:
A BK
r, r,>0K
|AB =11 < r, =1, <|AB<r, +T,
r—4<1
N 4
rn+4>1
$ > 035
Punteggio:
Attivita Tappe della soluzione dell’esercizio Ndl_Jmerq
i punti
A Traduzione nella lingua polacca 2
B Formulazione della disuguaglianza 1
C Soluzione della disuguaglianza 2
D Formulazione della risposta nella lingua stramier 1
Exercise 1. Circles (6 points)
Solution:
A BK
r, r,>0K
|AB =1! r, =1, <|AB<r, +T,
r—4<1
rn+4>1
2 > 1,035
Points:
Activity Stages of solution Points
A Translation in Polish 2
B Creating the inequalities 1
C Solving of inequalities 2
D Answer in English 1
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Zadanie 2. Troj — katy (3 punkty)

W

Rozwiazanie:
Q/ , 10 +0 (O ab o 3 E ( +0 ( P cK 3 E-
» +0 W
c c? . c?
a+b a®+2ab+b*> c*+2ab
2
C 1 c? 1
. / 3/ == , . b l, —==
a+b 2 O ( c’+2ab 2 R
2c?=c?+2ab! ( c?=2ab , c®=a’+b’ , . O 4 )(
a? +b? = 2ab! ¥ (a-b)>=0
B + b ) - 3 (! ( a=b! 1%+0 +0 (
1, D (9 +0 ( D) 0 45°
Punktacja:
Czynndg¢ Etapy rozwizania zadania Liczba punkto
2
Przeksztatcenie wyrania
A a+b 1
c? 1
| zapisanie rownania,———=—_
c-+2ab 2
B Wywnioskowanie ze warunek zadania jest spetniony, galy b 1
C Podanie 6w ostrych trojkta, dla ktérego spetniony jest warunek zadania 1
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Zadanie 3. Latajacy Wektor (4 punkty)

Rozwiazanie:
F
v,k .o+ E-Q s, K ( 0
vy kK . +E-@3 Sy K ( @ 3
vy K . +E-B + Sw K ( B +
tK D 0 @ 3 W XB +

s, +5,, =3km=23000m

m m m
vV, =90—— V,, =60—— vV, =300——
) min M min W min
; o+ s,
D EO O 1 D(

s, =90 s, =6 s, +s, =3000, 0 O " D(

90t +60t =3000 < 150 = 3000 - t:%) < t=20min]

)SW:VWEH! ( ( B + % 1,

s, =30020[m] = 600qm] = 6[Kn

F , DB+ 3 6km
Punktacja:
o, . . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania punktow
A Wprowadzenie oznacge 1
B Zapisanie danych, przeliczenie jednostek miary 1
C Obliczenie czasu, jaki uptghdo spotkania Jasia i Malgosi 1
D Obliczenie drogi, jak przebiegt Wektor i odpowied 1
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Zadanie 4. Im wiecej ciebie tym mniej (4 punkty)

Rozwiazanie:
1 1
FooD(s=2+2 . y=eox (#iD(s= 4t
X 'y X 6-X
-X+
5 S:6xx: 62: 6 = 6 : 5 3 e
x6-%) 6x-x* 9-9+6x-x* 9-(3-x)
/ . ') I B @ ) , t 3D+ . D) 3, E- K, .+ 0 (
> ((B-xF=0l (  x=3C® & ., E .( g x=3
F , D Q/ D 3 40 , + X,y>0! x+y=6! D) I .
1 1 2
D(+= (£ x=y=3
X Yy 3
Punktacja:
o, . . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwizania zadania punktow
A Zapisanie wart@i S w postaci utamka 2
B Ustalenie, dla jakiego x utamekdrie miat najmniejsgwartas¢ 1
C Wyznaczenie najmniejszej waito utamka i odpowiel 1
Zadanie 5. W czasie (4 punkty)
Rozwiazanie:
F (
d- 3 E- 0
v—- . + E- 0
d=vib6
1,
@ >( 340+v[6 =vI[23
9 (+4)D)(1WN=340v=20 m/s d=206=120 m
3 E- 0 5")! b 3 .+ E 05")Ff
Punktacja:
, . . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwgzania zadania punktow
A Wprowadzenie oznac#e utozenie uktadu réwna 1
B Rozwizanie uktadu réwna 2
C Odpowied 1
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Zadanie 6 Mono (2 punkty)

Rozwigzanie:
7] y | x=4
|
|
& |
|
|
5 [
|
|
4] [
|
s et ] : f(x)=£+2
|
,,,,,, 2 I SN S SN A AN S S S SN S S
y=2 |
; |
] |
i
0 ; | i X
1 0 1 2 3 | 4 5 7 8 9 10 11 12
|
1 |
i
2] |
|
|
-3 [
|
|
+4 f(x)= T ow (4)
X—4
@ %W K 3 = * 0 K ” H @ K C + E -
> K 3
C X, X, O (40)P X, <X, = X —X, <0
—_ —_ — — + —
B (1) fle)= 22 - 2 w2 =spe iR msn Ak
X —4 X, =4 X1_4)[6X2_4) X1—4)[ﬂX2—4)
D X %0@®) , 08 x-x<0< f(x)-f(x)<0! |
/ 50 f(x) 4 o ., (4;0)
H
» - E-EH,(C +! = LE +5 % o! % D
F ., D D . -0 0=H
Punktacja:

. . . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwizania zadania punktow
A Uzasadnienie prawdziwo zdania B 1
(wykazanie z definicji lub odczytanie wlastidunkcji z wykresu)

B Uzasadnienie prawdziwao zdania C 1
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Zadanie 7. Standard (2 punkty)
Rozwigzanie:
a >0« (6-n)(n+1)>0 < nO(-16) N, = nO{1,2,3 45}
B 0 a=(@6-nn+)t 5,( 1,

Punktacja:

] N . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania punktow
A Rozwigzanie nieréwnéci a, >0 1
B Podanie odpowiedzi 1

Zadanie 8. Przeciwne, czyzby? ... A jednak! (3 punkty)

Rozwiazanie:
$ (abo , <= at+tb=0- a=-b
; 10

C a=y7-4/3 Eb=+3-2 + 3 DC , 0
a:\/7—4\/§:\/4—4\/§+3:\/22—ZQE{/§+(\/§)2:\/(2—\/5)2:‘2—\/5‘:2—\/5

) a+b=y7-4J3+3-2=2-3+3-2=0!, . (0 , |
) % 1,
;100
@ d( + A/ a=-b (1/ J71-4/3=-(V3-2)=2-V3 = JT-43=2-13
. / ( b1, E 0 D WAD X ¢ E- %0 D
2
., 7-4J3  =(2-3f O 1) 7-43=4-4/3+3]
( 7-4/3=7-4J3 = 0=0! 1/ ( (,E 01,
Punktacja:
] N . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania punktow
A Wykazanieze dane liczbygprzeciwngdowoln poprawn 3
metod )
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Zadanie 9. Okno ¢wiartki (6 punktéw)

1, + a=1m
k, + ,1 +13 D 1, O + ., +, '+1( E + /0

[
=
a
A D
D C + D>)(
P=P, +2[P,
a’+/3
PA - 4 ! ) PS = Pwycinka_PA
AADE § 1, ( D+0 | ADE=60"
60° bz
. - . +% 1, Pem=——0m*="
( wycinka 36C° 6
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* 4 *

|2 a3 a3 |2 a3

0 P,= - I P = +207= -
6 4 ) 4 6 4 (
2 2
poTB _aV3_ m 3 .,
3 4 3 4
mZ
5 P =P — P! ( OPhaw = 4 ! D O " D(
Qo a3 B _n
g 3 4 4 12 4 12

2 2 2 2
4 P, =PRusgm~(P+2R) ( P=a"~ 7 —af+2uaf—2df2 0

P2 = 1—2-@ @2
6 4
F » D
B a=1m! D E + 01,
P= Z_T—\/é [mz]P P1: ﬁ—ﬂ mZ]P P2: 1—5-@ [mz]
3 4 12 6 4
Punktacja:
] N . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania punktow
A Zapisanie danych i wykonanie rysunku 1
B Obliczenie polaP 2
C Obliczenie polaP, 1
D Obliczenie polaP, 1
E Odpowied 1
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Zadanie 10. Co jest wieksze? (6 punktéw)

Rozwigzanie:
> % D(
1
~10g30
x =3°%:%) y =52 t =103 ’ 2! z=%10
F O 1)(
a=x+tpb=y+z
./ D(/
x = 3°92° *1, E (> 1D( y = 5'%9%23
log, x = log, 3°%° I D( .3 B |log,y=log,5%:*
log, b" =nlog, b
log, x =log, 5[log, 3 log, y =log,3llog, 5
) log,x=log,y! 0 x=y
C D
Elo 102 1 1 b )( > - 1
1210 =02 =2° | Jw3 + .O O z=110=10%
1 % B( / 1 0
t*¥= 23 =2=1024 ( . 4" z*° = 10° =10°=1000
1024>1000! ) t¥*>Z% '/ t>z ,. x+t>y+z ( a>b
F , DS oo, o+ /
Punktacja:
] N . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania punktow
A Stwierdzenie rowngi pierwszych sktadnikéw 3
B Poréwnanie drugich sktadnikow 2
C Porownanie liczb 1
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Zadanie 11. Trojkat (4 punkty)

Rozwigzanie:
> % D( b+ O
. B_C( =aPf
AC=Hi?
N_%‘ =cp
; § F +CDY ,( +EO0,. 1H0(
AADC P ABDC 0 +0
x=[A]
90° . —
X ] = s Cc-x=|DB
c D
3/ Bassc 2 =P
cosA cosB
2 AABC 1, D (
[0 aADC ) )(cosA=§! > ABDC cos B = S X
a
/ E
8__ D ocosa=X 0 cosB=CX
CosA cosB b a
F O t)(
a_b ab_ ab
X C—=X X Cc—X
b a
%E:L! 0 x=c—-x! ( 2x=c!, . x=S L/ + D! ( +
X C—X 2
,( +E ” o, + Ch E + ) + AB! D) 1i+0 %
1. > «(
@/> i, [/ , -1/ 180 ( +0 AADCPABDC 0 ( 40 ! . /
+CDY , 1 ( x:c—x:%,. O EB)(1, E-AD=DB
(raDC=0BDC) (AC=BC) amBCH 1, D> (A
Punktacja:
] N . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwazania zadania punktow
A Oznaczenia i rysunek 1
B Wyznaczenie cosinusowtiéw trojkata 1
C Zapisanie réwnania i rozgdanie rownania 1
D Wywnioskowanieze trojkat jest rownoramienny 1
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Zadanie 12. Ciastko z dziurka (6 punktow)

x¥ -1

21"

Naszkicuj wykres funkcjf(x) =

12]

11

10

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
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Rozwigzanie:

I nB(

¢ +4

xOD, = x*-1#£0 « (x#10x# -1)!

D> D =R\{-11} = (-;-1)0(-12)0 (1:)

15m + 3

+ 4

¥, E 5 .

, . X -1 dla x 0 (- 00;-1) 0 (1; 0)
-4 ~(x*-1) dlaxo(-11)

H + 3 3 )+
(e 1)Eﬁx2 +1)
dla xO(-00;-1)0 (L 00
o (i-2)0 (0
2
I 1[ﬁx +1) dla xO(-11)
2
—\x 1
+4% + E 3)
(x)= x*+1  dlax0(-o;-1)0 (1)
-x*-1 dlax0(-11)
Punktacja:
o, . . . Liczba
Czynna¢ Etapy rozwizania zadania punktow
A Wyznaczenie dziedziny funkciji 1
B Przeksztatcenie wzoru funkcji 3
C Sporadzenie wykresu funkcji 2
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